
Збірник праць 
Інституту математики НАН України

Актуальні проблеми 
сучасної математики: 
методи, моделі та 
застосування

Національна академія наук України
Інститут математики НАН України

Київ 2024



НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК
УКРАЇНИ

IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

Актуальнi проблеми

сучасної математики:

методи, моделi та

застосування

Київ – 2024



НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ
IНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ

Збiрник праць

Iнституту математики НАН України

Том 21, № 1

Головний редактор:

О. М. Тимоха

Заступники головного редактора:

О. О. Ванєєва, В. Б. Василик

Редакцiйна колегiя:

О. В. Антонюк, В. М. Бойко, О. А. Бойчук, О. А. Бурилко,
В. I. Герасименко, А. А. Дороговцев, Ю. А. Дрозд, А. Н. Кочубей,
В. Д. Кошманенко, I. О. Луковський, О. Г. Мазко, В. Л. Макаров,
С. I. Максименко, В. А. Михайлець, О. О. Мурач, А. Г. Нiкiтiн,
В. Л. Островський, Ю. А. Пилипенко, А. I. Плакош, С. А. Плакса,
Р. О. Попович, М. I. Портенко, М. В. Працьовитий, О. Л. Ребенко,
А. С. Романюк, А. С. Сердюк, С. Г. Солодкий, В. I. Ткаченко,
Ю. В. Троценко, А. Л. Шидлiч



Актуальнi проблеми

сучасної математики:

методи, моделi та застосування

Actual problems

of modern mathematics:

methods, models and applications



УДК 511.7; 512.45; 515.1; 517.5; 517.54; 519.866; 517.9; 517.956; 517.977

Актуальнi проблеми сучасної математики: методи, моделi та
застосування
Вiдп. ред. А. I. Плакош, I. А. Бондар, О. Р. Сатур.
Зб. праць Iн-ту математики НАН України. Т. 21, № 1.
Київ: Iн-т математики НАН України, 2024. – 223 с.

ISSN 1815–2910

Збiрник наукових статей «Актуальнi проблеми сучасної математи-
ки: методи, моделi та застосування» мiстить оглядовi роботи молодих
учених у ключових напрямах математики. Статтi охоплюють задачi з
теорiї операторiв, еволюцiйних рiвнянь, крайових задач, алгебраїчних
структур i фрактального аналiзу. Також розглянуто сучаснi пiдходи до
зображень i когомологiй груп, а також динамiчних систем.

Призначено для дослiдникiв, викладачiв та аспiрантiв, що працюють
над сучасними математичними задачами.

The collection ”Current Problems in Modern Mathematics: Methods,
Models, and Application“ presents review papers by young researchers in
key areas of mathematics. The articles cover problems in operator theory,
evolutionary equations, boundary value problems, algebraic structures, and
fractal analysis. The volume also features approaches to group representati-
ons, cohomology, and nonlinear dynamics.

Intended for researchers, lecturers, and graduate students engaged in
contemporary mathematical research.

Видавнича група збiрника:

А. I. Плакош, кандидат фiз.-мат. наук (вiдп. ред.)

I. А. Бондар, кандидат фiз.-мат. наук (вiдп. ред.),

О. Р. Сатур, доктор фiлософiї (вiдп. ред.)

Рецензенти:

Герасименко В. I., доктор фiз.-мат. наук, професор

Петравчук А. П., доктор фiз.-мат. наук, професор

Затверджено до друку Вченою радою Iнституту математики НАНУкра-
їни, протокол № 13 вiд 3.12.2024 р.

Свiдоцтво про державну реєстрацiю – серiя КВ №8459 вiд 19.02.2004 р.

c© Iнститут математики НАН України, 2024



i
ЗМIСТ

Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь
I. А. Бондар 1-12

Кiнетичнi кластернi розклади твiрних операторiв
розв’язкiв iєрархiй еволюцiйних рiвнянь
I. В. Гап’як 13-34

Групова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь:
алгебраїчний пiдхiд
С. Т. Гурака, О. В. Локазюк 35-58

Залежнiсть ефективних властивостей
вiд регулярних збурень
М. Далла Рiва, П. Луццiнi, П. Мусолiно, Р. Пухтаєвич 59-70

Екстремальне розбиття комплексної площини
з вiльними полюсами на одиничному колi
I. В. Денега, Я. В. Заболотний 71-81

Про асимптотичну поведiнку на нескiнченностi кiльцевих
та нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля
Б. А. Клiщук, Р. Р. Салiмов, М. В. Стефанчук 82–101

Представлення деяких класiв кватернiонних
гiперголоморфних функцiй
Т. С. Кузьменко, В. С. Шпакiвський 102-120

Зображення i когомологiї груп iнапiвгруп
А. I. Плакош 121–148

Оцiнки характеристик нелiнiйної апроксимацiї класiв
перiодичних функцiй
К. В. Пожарська 149–168

Просторовi коливання рiдини в цилiндричному
вертикальному контейнерi
I. А. Райновський 169-179



ii
Фрактальний аналiз функцiй зi складною
локальною структурою
С. П. Ратушняк 180–190

Нелiнiйнi властивостi траєкторiй в моделях
динамiчних систем конфлiкту
О. Р. Сатур 191–204

Алгебраїчна структура фундаментальної групи орбiт
гладких функцiй на 2-торi
Б. Г. Фещенко 205-216



Збiрник праць Iн-ту математики НАН України (2024) т. 21, №1, 1–12

Крайовi задачi для
iнтегро-диференцiальних рiвнянь

I. А. Бондар

Abstract. This paper presents a detailed survey of research on boundary
value problems for integro-differential and integro-dynamic systems. The
existence of solutions to these problems is examined using the theoretical
apparatus of pseudo-inverse matrices and operators, alongside the Vishik-
Lyusternik’s method for the case of weakly perturbed systems.

Анотацiя. У данiй роботi представлений огляд праць присвячених
крайовим задачам для iнтегро-диференцiальних та iнтегро-динамiчних
систем. Для дослiдження iснування розв’язкiв таких задач використа-
но апарат теорiї псевдообернених матриць та операторiв, метод Вишика–
Люстернiка (у випадку слабкозбурених систем).

1. Вступ

Задачi побудови конструктивних методiв аналiзу лiнiйних та слабконе-
лiнiйних крайових задач для широкого класу систем функцiонально-ди-
ференцiальних рiвнянь, якi традицiйно займають одне iз центральних
та важливих мiсць у якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь, грунтов-
но вивчалися у роботах Б. Ван-дер-Поля, В. Вольтерра, А. Пуанкаре,
М.I. Ронто, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, О.А. Бойчука, В.П.Жу-
равльова [11, 12]. Це зумовлено, перш за все, важливiстю практичного
застосування теорiї крайових задач у рiзних областях знань: теорiї не-
лiнiйних коливань, теорiї стiйкостi руху, теорiї керування; низки радiо-
технiчних, механiчних та бiологiчних задач.

Специфiка розгляду крайових задач для систем iнтегро-диференцi-
альних рiвнянь полягає в тому, що їх лiнiйна частина є оператором,
який не має оберненого. Цей факт суттєво ускладнює дослiдження та-
ких операторних рiвнянь та крайових задач для них та призводить до

Робота виконана у рамках науково-дослiдної теми молодих учених НАН Украї-
ни 2024-2025 рр. (державний реєстрацiйний номер 0124U002111), а також грантом
Simons Foundation (1290607, I.А.Б.).
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того, що розв’язок крайової задачi для таких систем складається iз умов
розв’язностi як самої операторної системи, так i крайової задачi для неї.

Для дослiдження iснування розв’язкiв таких задач використано апа-
рат теорiї псевдообернених матриць та операторiв, який розвинено у
роботах А.М. Самойленка, О.А. Бойчука, С.А. Кривошеї [1, 4].

Результати отриманi в роботах [6,7,10,13,14,17–20], а також методи-
ка їх отримання, можуть бути використанi при подальшому розвитку
теорiї крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь при моде-
люваннi та дослiдженнi фiзичних, економiчних та бiологiчних процесiв.

Основнi результати, що визначають наукову новизну, такi:
1. Використовуючи метод Вiшика-Люстерника [2] та теорiю псевдообер-
нених за Муром-Пенроузом матриць, знайдено достатнi умови iснуван-
ня розв’язкiв лiнiйних слабкозбурених систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь та крайових задач для них у припущеннi, що породжуючi за-
дачi нерозв’язнi. Побудовано загальний вигляд розв’язкiв таких задач
у виглядi частин рядiв Лорана, якi збiгаються при фiксованому, доста-
тньо малому ε [19].
2. Отримано критерiй розв’язностi лiнiйної неоднорiдної задачi для си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом. Запро-
поновано задачi такого типу розглядати як внутрiшнi крайовi задачi
("interface BVP’s") [6, 20].
3. Для слабконелiнiйної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь та
крайової задачi для неї побудовано рiвняння для породжуючих кон-
стант, якi визначають необхiднi умови iснування розв’язкiв, доведено
достатнi умови та встановлено зв’язок мiж необхiдними та достатнiми
умовами. Побудовано збiжну iтерацiйну процедуру вiдшукання розв’яз-
кiв. Також дослiджено iмпульснi нелiнiйнi крайовi задачi для вiдповiд-
них систем та встановленi умови iснування їх розв’язку у вiдповiдному
класi вектор-функцiй [7, 14, 17].
4. Отримано умови бiфуркацiї з точки ε “ 0 розв’язкiв слабкозбуре-
них систем лiнiйних iнтегро-динамiчних рiвнянь на промiжку ra, bs до-
вiльної часової шкали. Побудовано збiжний iтерацiйний процес пошуку
розв’язкiв у виглядi частини ряду Лорана [18].
5. Розглянуто неоднорiдну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь з
виродженим ядром, яка є розв’язною не при всiх неоднорiдностях. Вво-
дячи керування зведено дану систему до розв’язної. Знайдено вигляд
такого керування та критерiй розв’язностi системи. Розглянуто анало-
гiчну проблему для крайової задачi для системи iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь [7].
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2. Слабконелiнiйнi крайовi задачi для систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом

При математичному моделюваннi еволюцiї реальних процесiв з ко-
роткочасовими збуреннями часто їх тривалiстю можна знехтувати i
вважати, що цi збурення носять "миттєвий" характер. Така iдеалiзацiя
приводить до необхiдностi дослiдження динамiчних систем з розривни-
ми траекторiями або, як їх часно називають, диференцiальнi системи з
iмпульсним впливом.

М.М. Крилов та М.М. Боголюбов показали, що при дослiдженнi си-
стем диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом можна успiшно
застосовувати асимптотичнi методи нелiнiйної механiки. Систематичне
вивчення математичних проблем теорiї диференцiальних систем з iм-
пульсним впливом почалося у роботах А.Д. Мишкiса, А.М. Самойленка,
М.О. Перестюка, А. Халаная, Д. Векслера. У подальшому, iдеї, закла-
денi у цих роботах, отримали свiй розвиток та узагальнення у багаточи-
сленних публiкацiях [3,9,11]. Стало зрозумiло, що теорiю диференцiаль-
них систем з iмпульсним впливом можна розвивати i для дослiдження
розв’язностi систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь [8].

Такий напрям у теорiї крайових задач для iнтегро-диференцiальних
рiвнянь з iмпульсним впливом розвинений у роботах [14,17], де розгля-
нуто слабконелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпу-
льсною дiєю у фiксований момент часу

9xptq´Φptq

b
ż

a

rApsqxpsq`Bpsq 9xpsqsds “ fptq`ε

b
ż

a

Kpt, sqZpxps, εq, s, εqds,

(2.1)

∆Eix|t“τi :“ Sixpτi ´ 0q ` γi ` εJ1pxp¨, εq, εq, (2.2)
t ‰ τi, t P ra, bs, τi P pa, bq, i “ 1, 2, . . . , p,

та крайову умову

`xp¨q “ α` εJ2pxp¨, εq, εq, α P Rq (2.3)

Тут Aptq, Bptq, Φptq – pm ˆ nq, pm ˆ nq, pn ˆ mq – вимiрнi матрицi,
компоненти яких належать простору L2ra, bs; вектор-стовпчики матри-
цi Φptq – лiнiйно-незалежнi на ra, bs, fptq – n-вимiрна вектор-функцiя
з L2ra, bs; L2ra, bs –гiльбертовий простiр iнтегрованих зi степенню 2

вектор-функцiй x : ra, bs ÝÑ Rn з нормою }x}L2 “

´ b
ş

a

n
ř

j“1
| xjptq |

2 dt
¯

1
2
,

де
|xjptq|

2 P L2ra, bs, j “ 1, 2, . . . , n, }x} “ 0 ðñ xptq “ 0 майже всю-
ди на ra, bs; Ei, Si – pki ˆ nq-вимiрнi матрицi, γi – ki-вимiрний вектор
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стовпчик констант, rank pEi ` Siq “ ki pi “ 1, 2, . . . , pq, тобто розв’я-
зок системи (2.1), (2.2) визначається однозначним продовженням через
точки розриву

∆Eix|t“τi “ Ei
`

xpτi ` 0q ´ xpτi ´ 0q
˘

, (2.4)

тут iмпульс задаться не по всiх копонентах невiдомої n-вимiрної вектор-
функцiї xptq “ colpx1ptq, x2ptq, . . . , xkiptq, . . . , xnptqq, а лише по ki ї ї ком-
понентах; ` – обмежений лiнiйний векторний функцiонал визначений в
D2ra; bs,
` “ colp`1, `2, `3, . . . , `pq : D2ra; bs Ñ Rp; α “ colpα1, α2, α3, . . . , αpq ε Rp;
Zpxpt, εq, t, εq – нелiнiйна по першiй компонентi n-вимiрна вектор- функ-
цiя, неперервно диференцiйована по x в околi породжуючого розв’язку,
iнтегровна по t i неперервна по ε :

Zp¨, t, εq P C1r}x´ x0} ď µs, Zpxp¨, εq, ¨, εq P L2ra, bs,

Zpxpt, ¨q, t, ¨q P Cr0, ε0s; J1pxp¨, εq, εq, J2pxp¨, εq, εq – нелiнiйнi обмеженi,
вiдповiдно, p, q-вимiрнi вектор-функцiонали, неперервно диференцiйо-
ванi по x у розумiннi Фреше i неперервнi по ε в околi породжуючого
розв’язку.

Шукана функцiя xptq визначається у просторi n-вимiрних функцiй,
якi допускають розриви першого роду у точках τ1, τ2, . . . , τp P pa, bq i якi
абсолютно неперервнi на кожному iз промiжкiв: ra, τ1q, rτ1, τ2q, . . . , rτp, bs.
Такi функцiї xptq P D2pra, bsztτiuIq допускають представлення

xptq “

t
ż

a

9xpsqds` xpaq `

p
ÿ

i“1

χrτi,bsptq∆xpτiq, (2.5)

де ∆xpτiq “ xpτiq ´ xpτi ´ 0q, i “ 1, . . . , p, χrτi,bsptq – характеристи-
чна функцiя промiжка rτi, bs. Норму у просторi D2pra, bsztτiuIq задаємо
наступним чином

}x}D2pra,bsztτiuIq “ } 9x}L2ra,bs ` |xpaq|Rn ` }
p
ř

i“1
χrτi,bsptq∆xpτiq}Rn ,

}x}L2ra,bs “

˜

b
ş

a

n
ř

i“1
| xiptq |

2 dt

¸1{2

, t P ra, bs.

(2.6)

У роботi [17] показано, що дослiджувати задачу з iмпульсним впли-
вом (2.1)–(2.3) можна, розглядаючи її як внутрiшню крайову задачу
("interface BVP’s" [22]). Для того, щоб продемонструвати цей зв’язок,
введено ϕxp¨q – k–вимiрний лiнiйний обмежений векторний функцiонал,
такий, що

ϕ :“ colpϕ1, . . . , ϕpq : D2pra, bsztτiuI q Ñ Rk,
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k :“ k1 ` k2 ` . . .` kp, ϕi : D2ra, bsztτiuIq Ñ Rki , i “ 1, . . . , p наступним
чином

$

’

’

&

’

’

%

ϕ1x :“ E1xpτ1`q ´ pE1 ` S1qxpτ1´q

ϕ2x :“ E2xpτ2`q ´ pE2 ` S2qxpτ2´q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕpx :“ Epxpτp`q ´ pEp ` Spqxpτp´q

(2.7)

i тепер iмпульсну дiю (2.2) можна записати як крайову умову

ϕxp¨q “ γ ` εJ1pxp¨, εq, εq, (2.8)

де γ “ colpγ1, γ2, . . . , γpq P Rk, γi P Rki .
Об’єднавши таким чином "внутрiшню" крайову умову (2.8) iз зада-

ною (2.3) отримано k ` q умов на невiдому n-вимiрну вектор-функцiю
xptq, а саме

Lxp¨q “ δ ` εJpxp¨, εq, εq P Rk`q, (2.9)
де

L :“
”

ϕ
`

ı

, δ :“
”

γ
α

ı

, δ P Rk`q, Jpxp¨, εq :“

„

J1pxp¨, εq
J2pxp¨, εq



.

Тепер слабконелiнiйну iмпульсну крайову задачу (2.1)–(2.3) можна
розглядати як слабконелiнiйну крайову задачу (2.1), (2.9).

Встановлено необхiдну, достатню умови розв’язностi та зв’язок мiж
ними для слабконелiнiйної крайової задачi для iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь з iмпульсним впливом типу (2.1), (2.9), розв’язок якої ви-
значений у такому класi вектор-функцiй: xp¨, εq P D2ra, bsztτiuIq, 9xp¨, εq P
L2ra, bs, xpt, ¨q P Cr0, ε0s i такий, що при ε “ 0 перетворюється в один iз
розв’язкiв породжуючої крайової задачi

9xptq ´ Φptq

b
ż

a

”

Apsqxpsq `Bpsq 9xpsq
ı

ds “ fptq, (2.10)

Lxp¨q “ δ P Rk`q, (2.11)
яка детально розгянута у роботi [10].

Розв’язок xpt, 0q “ x0pt, crq породжуючої крайової задачi (2.10),(2.11)
називається породжуючим розв’язком слабконелiнiйної iмпульсної кра-
йової задачi (2.1)–(2.3), де cr P Rr – невiдомий вектор констант, який
можна визначити iз побудованої алгебраїчної системи.

Справедливими є наступнi твердження.

Теорема 2.1. (Необхiдна умова). Нехай слабконелiнiйна iмпульсна кра-
йова задача (2.1)–(2.3) має розв’язок x “ xpt, εq, такий, що

xp¨, εq P D2ra, bsztτiuIq, 9xp¨, εq P L2ra, bs, xpt, ¨q P Cp0, ε0s
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i який при ε “ 0 перетворюється у породжуючий розв’язок

x0pt, c
0
rq “ Ψ0ptqPDr1PQrc

0
r `Ψ0ptqPDr1Q

`pδ ´ LF p¨qq ` F ptq, (2.12)

@c0
r P Rr, r “ m` n´ rankD ´ rankQ.

Тодi вектор констант c0
r обов’язково повинен бути дiйсним коренем

системи рiвнянь

PD˚d1

b
ż

a

«

Apsq

s
ż

a

b
ż

a

Kpτ, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qdsdτ`

`Bpsq

b
ż

a

Kps, τqZpx0pτ, c
0
rq, τ, 0qdτ

ff

ds “ 0, (2.13)

PQ˚d2

#

Jpx0p¨, c
0
rq, 0q ´ L

˜

ż̈

a

b
ż

a

Kpτ, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qdsdτ`

`Ψ0p¨qD
`

b
ż

a

«

Aptq

t
ż

a

b
ż

a

Kpτ, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qdsdτ`

`Bptq

b
ż

a

Kpt, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qds

ff

dt

¸+

“ 0, (2.14)

d1 “ m´ rankD, d2 “ p´ rankQ.

Доведення даного твердження аналогiчне доведенню теореми 5.4 [11]
та теореми 4.5 [21]. У випадку перiодичних задач, константа c0

r має
фiзичний змiст i є амплiтудою породжуючого розв’язку, тому у кла-
сичнiй перiодичнiй задачi вiдповiдне рiвняння для систем звичайних
диференцiальних рiвнянь називають рiвнянням для породжуючих ам-
плiтуд. По аналогiї, називаємо рiвняння (2.13), (2.14) – рiвнянням для
породжуючих констант iмпульсної крайової задачi для систем iнте-
гро-диференцiальних рiвнянь (2.1)–(2.3).

Якщо рiвняння (2.13), (2.14) розв’язне, то вектор cr “ c0
r P Rr визна-

чає той породжуючий розв’язок (2.12), якому може вiдповiдати розв’я-
зок xpt, εq вихiдної iмпульсної крайової задачi (2.1)–(2.3), а це те саме,
що розв’язок внутрiшньої крайової задачi (2.1), (2.9) при ε “ 0. Якщо ж
рiвняння (2.13), (2.14) не має розв’язку, то й iмпульсна крайова задача
(2.1)–(2.3) не буде мати розв’язку. Мова йде про дiйснi коренi рiвняння
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для породжуючих констант (2.13), (2.14). Таким чином, необхiдна умо-
ва розв’язностi iмпульсної крайової задачi (2.1)–(2.3) задовольняється
вимогою, щоб рiвняння (2.13), (2.14) мало хоча один дiйсний розв’язок
cr “ c0

r P Rr.

Теорема 2.2. (Достатня умова). Нехай породжуюча крайова задача
(2.10), (2.11) при виконаннi умов (2.13), (2.14) має r-параметричну
сiм’ю розв’язкiв (2.12), де r “ m`n´ rankD´ rankQ. Тодi для кожно-
го дiйсного значення вектора cr “ c0

r P Rr, що задовольняє систему
рiвнянь (2.13), (2.14) для породжуючих констант та при умовi

rankB0 “ d1 ` d2 (2.15)

слабконелiнiйна крайова задача (2.1)–(2.3) має хоча б один розв’язок

x “ xpt, εq : xp¨, εq P D2pra, bsztτiuIq, 9xp¨, εq P L2ra, bs, xpt, ¨q P Cr0, ε0s,

який при ε “ 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (2.12) i ви-
значається за допомогою збiжного iтерацiйного процесу та формулою
xkpt, εq “ x0pt, c

0
rq ` ykpt, εq, pk “ 0, 1, 2, . . .q.

Теорема 2.3. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами). Для
того, щоб слабконелiнiйна крайова задача для системи iнтегро- ди-
ференцiальних рiвнянь (2.1)–(2.3) мала розв’язок x “ xpt, εq : xp¨, εq P
D2ra, bs, 9xp¨, εq P L2ra, bs, xpt, ¨q P Cr0, ε0s, xpt, 0q “ x0pt, c

0
rq, де x0pt, c

0
rq –

породжуючий розв’язок (2.12) з cr “ c0
r P Rr pr “ r1 ´ rankQ, r1 “

m ` n ´ rankD, q, необхiдно, щоб константа c0
r була дiйсним коренем

рiвняння для породжуючих констант (2.13), (2.14) i достатньо, щоб
виконувалася умова

rank tB0 :“
BF̄ pcrq

Bcr
u|cr“c0r “ d1 ` d2.

Бiльше того, якщо p “ r1, остання умова означає, що cr “ c0
r P Rr є

простим коренем рiвняння для породжуючих констант (2.13), (2.14).

Тут матриця B0 є вiдомою [17] i будується по заданих копмонентах
системи (2.1).

3. Незавжди розв’язнi iнтегро-диференцiальнi рiвняння з
виродженим ядром

У роботi [7] представлено ще один метод, який дозволяє нерозв’яз-
ну систему (2.10) звести до розв’язної. Для цього введено у систему
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iнтегро-диференцiальних рiвнянь керування u P Rn наступним чином

9xptq ´ Φptq

b
ż

a

”

Apsqxpsq `Bpsq 9xpsq
ı

ds “ fptq `

b
ż

a

Kpt, sqdsu (3.1)

i справедливим є наступний наслiдок з теореми 1 [5].

Наслiдок 3.1. Не всюди розв’язну систему iнтегро-диференцiальних
рiвнянь (2.10), можна доповнити, додаючи до неї керування у виглядi
b
ş

a
Kpt, sqds u, до розв’язної при @fptq P L2ra, bs тодi i тiльки тодi, коли

PS˚PD˚d1
“ 0. (3.2)

При цьому величуну керування u необхiдно вибрати наступним:

u “ S`PD˚d1
b̃` PSc, c P Rn.

Тут d1 ˆ n-вимiрна матриця

S :“ PD˚d1

b
ż

a

”

Apsq

s
ż

a

b
ż

a

Kpτ, sqdsdτ `Bpsq

b
ż

a

Kps, τqdτ
ı

ds,

S` – псевдообернена (за Муром–Пенроузом) до S – pn ˆ d1q-вимiрна
матриця, PS˚ – pd1 ˆ d1q-вимiрна матриця (ортопроєктор), який проє-
ктує Rd1 на NpS˚q, PS – pnˆnq-вимiрна матриця (ортопроєктор), який
проєктує Rn на NpSq.

Таким чином при умовi (3.2) керування upcq може бути не єдиним, бо
залежить вiд довiльної сталої PSc P Rn. Це дозволяє використовувати
цей пiдхiд для дослiдження задач про оптимальне керування.

Також у [7] дослiджено питання керовностi i крайової задачi для си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь.

4. Слабко збуренi системи лiнiйних iнтегро-динамiчних
рiвнянь на часовiй шкалi

Побудова математичних моделей процесiв реального свiту, призво-
дить до розгляду крайових задач для рiзних операторних рiвнянь. У
роботi [18] розглянуто систему iнтегро-динамiчних рiвнянь зi збурен-
ням на деякiй часовiй шкалi T вигляду

x∆ptq ´ Φptq

b
ż

a

“

Apsqxpsq `Bpsqx∆psq
‰

∆s “ fptq`
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` ε

b
ż

a

“

Kpt, sqxpsq `K1pt, sqx
∆psq

‰

∆s. (4.1)

Припускається, що Aptq, Bptq – pmˆnq-, Φptq – pnˆmq´, fptq – pnˆ 1q-
, Kpt, sq,K1pt, sq – pnˆ nq-вимiрнi матрицi, компоненти яких належать
простору L2ra, bqT ∆-iнтегровних з квадратом на промiжку
ra, bqT :“ ra, bqYT функцiй; стовпчики матрицi Φptq – лiнiйно-незалежнi
на ra, bqT, тобто rankΦptq “ m. А також, що породжуюча система

x∆ptq ´ Φptq

b
ż

a

“

Apsqxpsq `Bpsqx∆psq
‰

∆s “ fptq, (4.2)

яку отримаємо з (4.1) при ε “ 0, нерозв’язна. Виникають питання, чи
можна за допомогою лiнiйного збурення звести систему (4.2) до розв’я-
зної? А якщо можна, то якими повиннi бути складовi збурених мат-
риць Kpt, sq, K1pt, sq в iнтегро-динамiчнiй системi (4.1), щоб вона ста-
ла розв’язною при довiльних неоднорiдностях fptq P L2ra, bqT?

Розв’язок системи (4.1) знайдено у класi вектор-функцiй

x “ xpt, εq : xp¨, εq P D2ra, bqT, x∆p¨, εq P L2ra, bqT, xpt, ¨q P Cp0, ε0s,

i показано, що iснування розв’язку задачi (4.1) iстотно залежить вiд
pd1 ˆ r1q-вимiрної матрицi B0. Доведено наступну теорему.

Теорема 4.1. Нехай rankB0 “ n2 ă d1 i система iнтегро-динамiчних
рiвнянь (4.1) зi збуренням задовольняє вказаним вище умовам так,
що породжуюча pε “ 0q система (4.2) не розв’язна. Тодi, якщо викону-
ється умова

PB˚0 PD
˚
d1
“ 0 (4.3)

система (4.1) має ρ-параметричну (ρ “ n`m´n1´n2) сiм’ю розв’язкiв
у виглядi збiжного ряду при фiксованому ε P p0; ε˚s :

xpt, εq “
8
ÿ

k“´1

εkxkpt, cρq, @ cρ P Rρ, @ t P ra, bqT. (4.4)

Для доведення даного факту застосовано метод Вiшика-Люстерника
[2], який дозволяє знайти ефективнi коефiцiенти умови виникнення ро-
зв’язкiв системи (4.1) для @ t P ra, bqT у виглядi частини ряду Лорана
по степенях малого параметра ε.
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Зауваження 4.1. Умова (4.3) є достатньою умовою iснування розв’яз-
ку системи (4.1). Якщо умова (4.3) не виконується, то розв’язок систе-
ми (4.1) у виглядi ряду (4.4) не iснує, але може iснувати у виглядi части-
ни ряду Лорана типу (4.4) по степенях ´2,´3, . . . малого параметра ε.

Зауваження 4.2. Якщо додатково вимагати виконання умови
PB0 “ 0, то система (4.1) буде мати єдиний розв’язок у виглядi збiжного
ряду

xpt, εq “
8
ÿ

k“´1

εkx̄kpt, c̄kq.

5. Висновки

Дослiдження крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь як у нелiнiйному випадку, та i у динамiчному, пропонують ши-
рокий спектр можливостей як для теоретичного розвитку, так i для
практичного застосування. Оскiльки технологiї продовжують розвива-
тися, розумiння та контроль над складними динамiчними системами
залишаються важливою сферою дослiдження.

Наприклад, iмпульснi системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь з ке-
руванням [7] можуть бути використанi для моделювання та аналiзу рi-
зних економiчних явищ. Одним iз прикладiв є моделювання iнтервен-
цiй економiчної полiтики в макроекономiчному контекстi. У свою чер-
гу, iнтегро-динамiчнi системи та крайовi задачi для них у вiдповiдних
просторах [18] є потужними iнструментами для моделювання рiзних
процесiв, якi мають складну динамiку та враховують попереднi стани
системи, це фiзичнi, бiологiчнi або економiчнi процеси, де поточний стан
залежить вiд усiх попереднiх станiв. Широкий спектр застосування да-
ної теорiї мотивує до подальшого її розвитку [15,16].
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Кiнетичнi кластернi розклади твiрних
операторiв розв’язкiв iєрархiй

еволюцiйних рiвнянь
I. В. Гап’як

Abstract. The article provides an overview of the method of kinetic clus-
ter expansions for generating operators of solutions to the hierarchies of
evolutionary equations. The developed method allows for a rigorous justifi-
cation of the derivation of nonlinear kinetic equations from the microscopic
dynamics of a system of many particles.

Анотацiя. В статтi подано огляд методу кiнетичних кластери розкла-
дiв для твiрних операторiв розв’язкiв iєрархiй еволюцiйних рiвнянь.
Розроблений метод дозволяє строго обґрунтовувати вивiд нелiнiйних
кiнетичних рiвнянь з мiкроскопiчної динамiки систем багатьох части-
нок.

1. Переднє слово

Однiєю з фундаментальних задач сучасної математичної фiзики є
обґрунтування кiнетичних рiвнянь, тобто, замкнених рiвнянь вiдносно
одночастинкової функцiї розподiлу. Вiдомi iсторичнi приклади кiнети-
чних рiвнянь – рiвняння Больцмана [6] та рiвняння Енскога [9], якi
описують процеси зiткнення частинок у розрiджених газах. Звичайний
пiдхiд до виведення рiвняння Больцмана полягає в побудовi асимптоти-
чної границi Больцмана–Ґреда для розв’язку задачi Кошi для iєрархiї
рiвнянь ББҐКI (Боголюбов–Борн–Ґрiн–Кiрквуд–Iвон), який представ-
ляється розкладами в ряд теорiї збурення [7,22].

Вiдмiтимо, що еволюцiя як скiнченної, так i нескiнченної кiлькостi
частинок визначається функцiями розподiлу (станами), якi описуються
задачею Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI, яка для скiнченної кiлько-
стi частинок є еквiвалентною до задачi Кошi рiвняння Лiувiлля для
функцiї розподiлу ймовiрностi [7, 22]. У певних ситуацiях [7] колектив-
на поведiнка багаточастинкових систем може бути описана кiнетичними
рiвняннями. Звичайна фiлософiя опису кiнетичної еволюцiї полягає в
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наступному: якщо початковий стан задається одночастинковою реду-
кованою функцiєю розподiлу, тодi еволюцiю стану можна ефективно
описати за допомогою одночастинкової редукованої функцiї розподiлу,
яка визначається нелiнiйним кiнетичним рiвнянням. В данiй роботi на
основi розробленого методу кiнетичних кластерних розкладiв для непе-
ретурбативного розв’язку iєрархiй еволюцiйних рiвнянь ББҐКI пред-
ставлено огляд робiт, якi присвяченi строгому виводу узагальненого кi-
нетичного рiвняння Енскоґа та редукованих функцiоналiв.

Альтернативний пiдхiд до опису еволюцiї станiв ґрунтується на послi-
довностi функцiй, якi визначаються як кумулянти редукованих функ-
цiй розподiлу. Цi функцiї iнтерпретуються як редукованi кореляцiйнi
функцiї, якi пiдпорядковуються вiдповiднiй iєрархiї нелiнiйних еволю-
цiйних рiвнянь [16, 17]. Для початкових станiв редукованих кореляцiй-
них функцiй, якi задовольняють умову хаосу використано метод кiнети-
чних кластерних розкладiв i описано еволюцiю редукованих кореляцiй
за допомогою кiнетичного рiвняння, а саме, кiнетичного рiвняння Ен-
скоґа [13].

Також для функцiй, якi описують кореляцiї в системi скiнченного
числа пружних куль i визначаються задачею Кошi для iєрархiї еволю-
цiйних рiвнянь Лiувiлля [16], використовуючи метод кiнетичних кла-
стерних розкладiв встановлено залежнiсть мiж s частинковою (s ą“ 0)
кореляцiйною функцiєю та одночастинковими кореляцiйними функцiя-
ми в довiльний момент часу.

2. Кумулянти груп операторiв

У цьому роздiлi буде представлено непертурбативний розв’язок зада-
чi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI для системи пружних куль. Такий
розв’язок визначається через кумулянти груп операторiв рiвняння Лi-
увiлля.

Розглянемо систему нефiксованого, тобто довiльного, але скiнченно-
го числа частинок одиничної маси (формалiзм нерiвноважного вели-
кого канонiчного ансамблю [1, 7]) взаємодiючих як пружнi кулi з дi-
аметром σ ą 0. Кожна частинка характеризується фазовою коорди-
натою pqi, piq ” xi P R3 ˆ R3, i ě 1. Для конфiгурацiй такої системи
справедливi наступнi нерiвностi: |qi ´ qj | ě σ, i ‰ j ě 1, тобто мно-
жина Ws ”

 

pq1, . . . , qsq P R3s
ˇ

ˇ|qi ´ qj | ă σ хоча б для однiєї пари
pi, jq : i ‰ j P p1, . . . , sq

(

є множиною заборонених конфiгурацiй.
Нехай стани системи пружних куль належать простору iнтегрованих

функцiй L1
s ” L1pR3s ˆ pR3szWsqq, s ě 1, якi є симетричнимим вiднос-

но перестановки аргументiв x1, . . . , xs, дорiвнюють нулю на множинi
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заборонених конфiгурацiй Ws з нормою:

}fs}L1pR3sˆR3sq “

ż

dx1 . . . dxs|fspx1, . . . , xsq|.

Позначимо через L1
s,0 Ă L1

s пiдпростiр неперервно диференцiйованих
функцiй з компактним носiєм.

Еволюцiя всiх можливих станiв описується послiдовнiстю маргiналь-
них (s-частинкових) функцiй розподiлу Fspt, x1, . . . , xsq, s ě 1, що задо-
вольняють задачу Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (ланцюжка рiвнянь
Боголюбова) [7]

B

Bt
Fsptq “ LsFsptq `

s
ÿ

i“1

ż

R3ˆR3

dxs`1Lintpi, s` 1qFs`1ptq, (2.1)

Fsptq|t“0 “ F 0
s , s ě 1. (2.2)

Якщо t ą 0, в iєрархiї еволюцiйних рiвнянь (2.1) оператор Лiувiлля Ls
визначається через дужку Пуассона невзаємодiючих частинок з грани-
чною умовою на BWs [7]:

LsFsptq :“ ´
s
ÿ

i“1

xpi,
B

Bqi
y|BWs

Fspt, x1, . . . , xsq, (2.3)

де через x¨, ¨y позначено скалярний добуток. Гранична умова на BWs

визначається за таким правилом: якщо t ě 0, то при | qi ´ qj |“ σ
потрiбно у випадку xpqi ´ qjq, ppi ´ pjqy ď 0 в дужцi Пуассона перейти
вiд значень iмпульсiв частинок ppi, pjq до значень iмпульсiв до зiткнення
pp˚i , p

˚
j q згiдно з спiввiдношеннями

p˚i :“ pi ´ η xη, ppi ´ pjqy ,

p˚j :“ pj ` η xη, ppi ´ pjqy .
(2.4)

При t ă 0 така замiна вiдповiдає випадку xpqi ´ qjq, ppi ´ pjqy ą 0 [7].
Оператор Lintpi, s` 1q визначається спiввiдношенням:

s
ÿ

i“1

ż

R3ˆR3

dxs`1Lintpi, s` 1qFs`1ptq :“

σ2
s
ÿ

i“1

ż

R3ˆS2`
dps`1dη xη, ppi ´ ps`1qypFs`1pt, x1, . . . , qi, p

˚
i , . . .

. . . , xs, qi ´ ση, p
˚
s`1q ´ Fs`1pt, x1, . . . , xs, qi ` ση, ps`1q

˘

,

(2.5)

де S2
` :“ tη P R3

ˇ

ˇ |η| “ 1, xη, ppi ´ ps`1qy ą 0u i iмпульси p˚i , p
˚
s`1 визна-

чаються з формул (2.4).
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Якщо t ă 0, генератор їєрархiї рiвнянь ББҐКI визначається спiввiд-
ношенням:

s
ÿ

i“1

ż

R3ˆR3

dxs`1Lintpi, s` 1qFs`1ptq :“

σ2
s
ÿ

i“1

ż

R3ˆS2`
dps`1dη xη, ppi ´ ps`1qy

`

Fs`1pt, x1, . . . , xs,

qi ´ ση, ps`1q ´ Fs`1pt, x1, . . . , qi, p
˚
i , . . . , xs, qi ` ση, p

˚
s`1q

˘

,

(2.6)

Надалi будемо розглядати початковий стан частинок (2.2), який задо-
вольняє умову хаосу [7], а саме, випадок стану статистично незалежних
частинок

Fsptq|t“0 “ F pcqs px1, . . . , xsq ”
s
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3szWs

, s ě 1, (2.7)

де XR3szWs
” Xspq1, . . . , qsq – функцiя Хевiсайда дозволених конфiгу-

рацiй s пружних куль. Зауважимо, що початковий стан (2.7) є хара-
ктерним для кiнетичного опису багаточастинкової системи, оскiльки в
цьому випадку всi можливi стани характеризуються за допомогою одно-
частинкової редукованої функцiї розподiлу.

У просторi L1pR3n ˆ R3nq визначена така група сильно неперервних
операторiв

pSsp´tqfsqpx1, . . . , xsq ” Ssp´t, 1, . . . , sqfspx1, . . . , xsq :“ (2.8)
$

’

&

’

%

fspX1p´t, x1, . . . , xsq, . . . , Xsp´t, x1, . . . , xsqq,

px1, . . . , xsq P pR3s ˆ pR3szWsqq,

0, pq1, . . . , qsq PWs,

де Xip´tq – фазова траєкторiя i´ої частинки, яка побудована нижче.
Зауважимо, що фазовi траєкторiї системи пружних куль визначаються
майже скрiзь на фазовому просторi R3s ˆ pR3szWsq крiм множини M0

s

нульової мiри Лебега [7]. Множина M0
s складається iз точок фазово-

го простору, якi визначають такi початковi данi, що пiд час еволюцiї
породжують багатократнi зiткнення, тобто зiткнення бiльше нiж двох
частинок, бiльше нiж одне двохчастинкове зiткнення в деякий момент
часу i на скiнченному iнтервалi часу вiдбувається нескiнченне число
зiткнень.

Якщо початковий стан (2.7) F 0
1 P L1pR3 ˆ R3q визначається одно-

частинковою функцiєю розподiлу, тодi непертурбативний розв’язок по-
чаткової задачi iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.1), (2.7) зображується по-
слiдовнiстю F ptq “ p1, F1ptq, . . . , Fsptq, . . .q редукованих (s-частинкових)
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функцiй розподiлу [18,20]

Fspt, x1, . . . , xsq “
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nA1`np´t, (2.9)

t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3ps`nqzWs`n

, s ě 1,

де твiрний оператор A1`np´tq є pn` 1q-го порядку кумулянт груп опе-
раторiв (2.8), який визначається таким розкладом:

A1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq “ (2.10)
ÿ

P: pt1,...,su,s`1,...,s`nq“
Ť

iXi

p´1q|P|´1p|P| ´ 1q!
ź

XiĂP

S|θpXiq|p´t, θpXiqq,

i використано наступнi позначення: t1, . . . , su є множина, яка склада-
ється iз одного елемента p1, . . . , sq, тобто |t1, . . . , s` 1u| “ 1,

ř

P – сума
по всiх можливих розбиттях P множини pt1, . . . , su, s ` 1, . . . , s ` nq на
|P| непорожнiх пiдмножин Xi P pt1, . . . , su, s ` 1, . . . , s ` nq, якi взаєм-
но не перетинаються, вiдображення θ є вiдображення декластиризацiї,
яке визначається згiдно формули: θpt1, . . . , suq “ 1, . . . , s. Найпростiшi
приклади кумулянтiв (2.10) визначаються наступним чином:

A1p´t, 1, . . . , sq “ Ssp´t, 1, . . . , sq,

A2p´t, 1, . . . , s, s` 1q “ Ss`1p´t, 1, . . . , s, s` 1q ´

Ssp´t, 1, . . . , sqS1p´t, s` 1q,

A3p´t, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q “ Ss`2p´t, 1, . . . , s` 2q ´

´Ss`1p´t, 1, . . . , s` 1qS1p´t, s` 2q ´ Ss`1p´t, 1, . . . , s, s` 2q ˆ

S1p´t, s` 1q ´ Ssp´t, 1, . . . , sqS2p´t, s` 1, s` 2q `

2!Ssp´t, 1, . . . , sqS1p´t, s` 1qS1p´t, s` 2q.

Для кумулянтiв (2.10) груп операторiв (2.8) справедлива оцiнка
ż

pR3ˆR3qs`n
dx1 . . . dxs`n

ˇ

ˇpA1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqfs`nq

px1, . . . , xs`nq
ˇ

ˇ ď n!en`2}fs`n}L1
s`n

. (2.11)

Дiйсно, дана оцiнка випливає iз нерiвностей
ż

pR3ˆR3qs`n
dx1 . . . dxs`n

ˇ

ˇpA1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq

fs`nqpx1, . . . , xs`nq
ˇ

ˇ ď
ÿ

P: pt1,...,su,s`1,...,s`nq“
Ť

iXi

p|P| ´ 1q!}fs`n}L1
s`n

“
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n`1
ÿ

k“1

spn` 1, kqpk ´ 1q!}fs`n}L1
s`n

,

де spn`1, kq – числа Стiрлiнга другого роду для яких мають мiсце такi
нерiвностi:
n`1
ÿ

k“1

spn` 1, kqpk ´ 1q! “
n`1
ÿ

k“1

1

k

ÿ

r1,...,rkě1
r1`...`rk“n`1

pn` 1q!

r1! . . . rk!
ď

n`1
ÿ

k“1

kn ď n!en`2.

Враховуючи оцiнку (2.11), ряд (2.9) для довiльних t P R збiгається
по нормi простору L1

s за умови що: }F 0
1 }L1pR3ˆR3q ă e´1, яка є умовою

на середнє число частинок.
Зауважимо, що непертубативний розв’язок (2.9) iєрархiї рiвнянь ББГ-

КI (2.1) перетворюється до форми пертубативного (iтерацiйного) ря-
ду [7] як результат застосування аналогiв рiвнянь Дюамеля [4] до ку-
мулянтiв груп операторiв (2.10).

Якщо початковi данi F 0
1 P L1

0pR3 ˆ R3q, то послiдовнiсть функцiй
(2.9) є сильним розв’язком початкової задачi iєрархiї рiвнянь ББГКI
(2.1) i (2.7), i для довiльних початкових даних F 0

1 P L
1pR3 ˆ R3q це є

слабкий розв’язок [7].

3. Метод кiнетичних кластерних розкладiв

В даному роздiлi сформулюємо перетворення для кумулянтiв (2.10)
груп операторiв (2.8), якi дозволяли б розклади редукованих функцiй
розподiлу (2.9) при s ě 2 виразити в термiнах розкладiв по одноча-
стинковiй функцiї розподiлу. Вiдмiтимо, що вперше поняття кластерних
розкладiв було запропоновано в роботi [8].

Для того, щоб переформулювати задачу Кошi (2.1),(2.7) як нову за-
дачу Кошi для одночастинкової функцiї розподiлу та явно визначених
функцiоналiв вiдносно такої функцiї, введемо наступнi кластернi роз-
клади кумулянтiв (2.10) груп операторiв (2.8) [13]

A1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqIs`np1, . . . , s` nq “ (3.1)
n
ÿ

k1“0

n!

pn´ k1q!k1!
V1`n´k1pt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` n´ k1q ˆ

k1
ÿ

k2“0

k1!

k2!pk1 ´ k2q!
. . .

kn´k1`s´1
ÿ

kn´k1`s“0

kn´k1`s´1!

kn´k1`s!pkn´k1`s´1 ´ kn´k1`sq!
ˆ

s`n´k1
ź

i“1

A1`kn´k1`s`1´i´kn´k1`s`2´i
p´t, i, s` n´ k1 ` 1`
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`ks`n´k1`2´i, . . . , s` n´ k1 ` ks`n´k1`1´iq ˆ

I1`kn´k1`s`1´i´kn´k1`s`2´i
pi, s` n´ k1 ` 1` ks`n´k1`2´i, . . .

. . . , s` n´ k1 ` ks`n´k1`1´iq, n ě 0.

В формулi (3.1) введено позначення: ks`1 ” 0, а оператор Is`n визна-
чається через формулу

Is`np1, . . . , s` nqfs`n :“ XR3ps`nqzWs`n
fs`n, (3.2)

де XR3ps`nqzWs`n
– функцiя Хевiсайда дозволених конфiгурацiй s ` n

пружних куль. У випадку початкових станiв (2.7), що включають в
собi кореляцiї такого типу, кластернi розклади (3.1) дозволяють враху-
вати початковi кореляцiї в кiнетичному рiвняннi. Розклади (3.1) будемо
називати кiнетичними кластерними розкладами для кумулянтiв (2.10)
груп операторiв (2.9).

Щоб краще зрозумiти структуру рекурсивних спiввiдношень (3.1) на-
ведемо кiлька прикладiв цих спiввiдношень. Але для цього спочатку
визначимо новi еволюцiйнi оператори, а саме кумулянти розсiєння, якi
визначаються згiдно формули

pA1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq :“ (3.3)

A1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqIs`npXq
s`n
ź

i“1

A1pt, iq.

Тепер наведемо приклади рекурсивних спiввiдношень (3.1) найнижчих
порядкiв в термiнах кумулянтiв розсiєння (3.3). Подiявши лiвою i пра-
вою частинами рiвностi (3.1)на еволюцiйний оператор

śs`n
i“1 A1pt, iq, отри-

маємо

pA1pt, t1, . . . , suq “ V1pt, t1, . . . , suq,

pA2pt, t1, . . . , su, s` 1q “ V2pt, t1, . . . , su, s` 1q `

V1pt, t1, . . . , suq
s
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 1q,

pA3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q “ V3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q `

`2!V2pt, t1, . . . , su, s` 1q
s`1
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 2q `V1pt, t1, . . . , suq ˆ

ˆ
`

s
ÿ

i1“1

pA3pt, i1, s` 1, s` 2q ` 2!
s
ÿ

1“i1ăi2

pA2pt, i1, s` 1qpA2pt, i2, s` 2q
˘

,
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де pA1`nptq — p1 ` nq-го порядку pn “ 0, 1, 2q кумулянт розсiяння (3.3).
Легко перевiрити, що розв’язки цих спiввiдношень задаються наступни-
ми розкладами:

V1pt, t1, . . . , suq “ pA1pt, t1, . . . , suq “ Ssp´t, 1, . . . , sqIspY q
s
ź

i“1

S1pt, iq,

V2pt, t1, . . . , su, s` 1q “ pA2pt, t1, . . . , su, s` 1q ´

pA1pt, t1, . . . , suq
s
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 1q,

V3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q “ pA3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q ´

´2!pA2pt, t1, . . . , su, s` 1q
s`1
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 2q ´ pA1pt, t1, . . . , suq ˆ

`

s
ÿ

i1“1

pA3pt, i1, s` 1, s` 2q ´ 2!
s
ÿ

i1“1

s`1
ÿ

i2“1

pA2pt, i1, s` 1q ˆ

pA2pt, i2, s` 2q ` 2!
s
ÿ

1“i1ăi2

pA2pt, i1, s` 1qpA2pt, i2, s` 2q
˘

.

У загальному випадку розв’язки рекурсивних спiввiдношень (3.1),
тобто p1`nq-го порядку (n ě 0) оператори V1`nptq, визначаються через
розклади (s ě 2, n ě 0)

V1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq “ n!
n
ÿ

k“0

p´1qk
n
ÿ

m1“1

. . . (3.4)

. . .

n´m1´...´mk´1
ÿ

mk“1

1

pn´m1 ´ . . .´mkq!
pA1`n´m1´...´mkpt, t1, . . . , su,

s` 1, . . . , s` n´m1 ´ . . .´mkq

k
ź

j“1

mj
ÿ

kj2“0

. . .

kjn´m1´...´mj`s´1
ÿ

kjn´m1´...´mj`s
“0

s`n´m1´...´mj
ź

ij“1

1

pkjn´m1´...´mj`s`1´ij
´ kjn´m1´...´mj`s`2´ij

q!
ˆ

ˆpA
1`kjn´m1´...´mj`s`1´ij

´kjn´m1´...´mj`s`2´ij

pt, ij ,

`s` n´m1 ´ . . .´mj ` 1` kjs`n´m1´...´mj`2´ij
, . . .

. . . , s` n´m1 ´ . . .´mj ` k
j
s`n´m1´...´mj`1´ij

q.
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де мається на увазi, що kj1 ” mj , k
j
n´m1´...´mj`s`1 ” 0. Цей факт пе-

ревiряється як результат пiдстановки виразу (3.4) у рекурсивнi спiв-
вiдношення (3.1). Слiд вiдзначити, що кореляцiї, якi породжуються пiд
час динамiки пружних куль та початковi кореляцiї, якi пов’язанi iз за-
бороненими конфiгурацiями повнiстю визначаються через еволюцiйнi
оператори (3.4).

Вiдмiтимо деякi характернi властивостi еволюцiйних операторiв (3.4).
У сенсi слабкої збiжностi в просторi L1pR3sˆR3szWsq iнфiнiтезимальний
генератор першого порядку еволюцiйного оператора (3.4) визначається
через оператор

lim
tÑ0

1

t
pV1pt, t1, . . . , suq ´ Iqfs “

s
ÿ

iăj“1

Lintpi, jqfs,

де оператор L˚intpi, jq визначається формулою (2.5).
У загальному випадку, тобто при n ě 1, у такому ж сенсi, як i для

еволюцiйного оператора першого порядку (3.4) має мiсце рiвнiсть:

lim
tÑ0

1

t
V1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqfs`n “ 0.

У випадку системи невзаємодiючих частинок для кумулянтiв розсiя-
ння (3.3) мають мiсце такi рiвностi:

pA1`npt, t1, . . . , su, s`1, . . . , s`nq “
s
ź

i“1

S1p´t, iqIsp1, . . . , sq
s
ź

j“1

S1pt, jqδn,0,

де n ě 0, δn,0 – символ Кронекера, тодi ми отримаємо

V1`npt, t1, . . . , su, s`1, . . . , s`nq “
s
ź

i“1

S1p´t, iqIsp1, . . . , sq
s
ź

j“1

S1pt, jqδn,0.

Подiбним чином як у початковий час t “ 0 справедлива така рiвнiсть:
V1`np0, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq “ Isp1, . . . , sqδn,0, n ě 0.

4. Редукованi функцiонали стану частинок

Як було зазначено вище еволюцiя системи нефiксованого числа ча-
стинок, якi взаємодiють як пружнi кулi описується послiдовнiстю реду-
кованих функцiй розподiлу F ptq “ p1, F1pt, x1q, . . . , Fspt, , x1, . . . , xsq, . . .q,
де Fsptq визначаються задачею Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.1),
(2.2). Для початкових даних (2.7) застосовуючи кластернi розклади
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(3.1) до кумулянтiв (2.10) груп операторiв (2.8) у редукованих фун-
кцiях розподiлу, ми отримаємо, що еволюцiя станiв повнiстю визначає-
ться послiдовнiстю редукованих функцiоналiв стану вiд одночастинко-
вої функцiї розподiлу, а саме: F pt | F1ptqq “

`

1, F1pt, x1q, . . . , Fs
`

t, x1, . . . ,

xs | F1ptq
˘

, . . .
˘

.
Дiйсно, представимо кумулянти (2.10) груп операторiв (2.8) iз роз-

кладу для розв’язку (2.9) у кiнетичнi кластернi розклади (3.1) у випад-
ку s ě 2. Тодi, представивши ряд за iндексом сумування n та суму за
iндексом сумування k1 у виглядi добутку двох рядiв, отримаємо:

Fspt, x1, . . . , xsq “
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nA1`np´t, t1, . . . , su,

s` 1, . . . , s` nqIs`np1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F 0
1 pxiq “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nV1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq ˆ

8
ÿ

k1“0

k1
ÿ

k2“0

. . .

kn`s´1
ÿ

kn`s“0

1

kn`s!pkn`s´1 ´ kn`sq! . . . pk1 ´ k2q!
ˆ

ż

pR3ˆR3qk1

dxn`s`1 . . . dxn`s`k1

n`s
ź

i“1

A1`kn`s`1´i´kn`s`2´i
p´t, i,

n` s` 1` kn`s`2´i, . . . , n` s` kn`s`1´iq

n`s`k1
ź

j“1

F 0
1 pxjq ˆ

X1`kn`s`1´i´kn`s`2´i
pqi, qn`s`1`kn`s`2´i

, . . . , qn`s`kn`s`1´i
q,

де використанi позначення введенi вище. Внаслiдок справедливостi фор-
мули добутку (4.5) у випадку довiльного iндексу s ě 2, в отриманому
розкладi ряд по iндексу сумування k1 може бути виражений в термiнах
одночастинкової функцiї розподiлу (4.2). Тому мають мiсце наступнi
рiвностi
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nA1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqˆ

Is`np1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F 0
1 pxiq “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nV1`npt,

t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F1pt, xiq,
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де pn` 1q-го порядку еволюцiйний оператор V1`nptq визначається фор-
мулою (3.4). Тобто, ми встановили, що маргiнальнi функцiонали стану
визначаються таким розкладом:

Fs
`

t, x1, . . . , xs | F1ptq
˘

:“
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . (4.1)

. . . dxs`nV1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F1pt, xiq,

де p1`nq-го порядку еволюцiйнi операториV1`nptq, n ě 0 визначаються
формулою (3.4). Iншими словами, для вказаних початкових станiв всi
можливi стани системи пружних куль в довiльний момент часу можуть
бути описанi в рамках одночастинкової функцiї розподiлу без будь-якої
апроксимацiї.

Типовими властивостями для кiнетичного опису еволюцiї побудова-
них редукованих функцiоналiв стану (4.1) є iндукованi властивостями
еволюцiйних операторiв (3.4).

Виведемо еволюцiйне рiвняння, розв’язком якого є одночастинкова
функцiя розподiлу через яку визначаються редукованi функцiонали
стану (4.1)

F1pt, x1q “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dx2 . . . dxn`1 A1`np´t, 1, . . . , n` 1q ˆ (4.2)

n`1
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3p1`nqzW1`n

,

де еволюцiйний оператор A1`np´tq визначається формулою (2.10).
Враховуючи справедливiсть наступних рiвностей для кумулянтiв

(2.10) груп операторiв (2.8) для f P L1
0 в сенсi збiжностi по нормi [7]

lim
tÑ0

1

t
A1p´t, 1qf1px1q “ L1p1qf1px1q,

lim
tÑ0

1

t

ż

R3ˆR3

dx2A2p´t, 1, 2qf2px1, x2q “

ż

R3ˆR3

dx2Lintp1, 2qf2px1, x2q,

lim
tÑ0

1

t

ż

R3nˆpR3nzWnq

dx2 . . . dxn`1 A1`np´t, 1, . . . , n` 1qfn`1 “ 0, n ě 2,

де оператори L1p1q i Lintp1, 2q визначаються формулами (2.3) та (2.5)
вiдповiдно. У результатi диференцiювання по часовiй змiннiй виразу
(4.2) в сенсi поточкової збiжностi на просторi L1pR3 ˆ R3q отримаємо
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таке рiвняння: [7, 19]

B

Bt
F1pt, x1q “ ´xp1,

B

Bq1
yF1pt, x1q ` (4.3)

ż

R3ˆR3

dx2L˚intp1, 2q
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dx3 . . .

. . . dxn`2 A1`np´t, t1, 2u, 3, . . . , n` 2q
n`2
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3pn`2qzWn`2

.

Для того, щоб виразити другий член в правiй частинi цiєї рiвностi в
термiнах одночастинкої функцiї розподiлу (4.2), розкладемо кумулянти
(2.10) груп операторiв (2.8) в кiнетичний кластерний розклад (3.1) у
випадку, коли s “ 2. Представимо ряд по iндексу сумування n i суму
по iндексу сумування k1 у виглядi добутку двох рядiв. Як результат
отримаємо:

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dx3 . . . dxn`2 A1`np´t, t1, 2u, 3, . . . , n` 2q ˆ (4.4)

In`2

n`2
ź

i“1

F 0
1 pxiq “

8
ÿ

n“0

1

n!

8
ÿ

k1“0

ż

pR3ˆR3qn`k1

dx3 . . . dxn`2`k1V1`npt, t1, 2u, 3, . . .

. . . , n` 2q
k1
ÿ

k2“0

. . .

kn`1
ÿ

kn`2“0

1

kn`2!pkn`1 ´ kn`2q! . . . pk1 ´ k2q!
ˆ

n`2
ź

i“1

A1`kn`3´i´kn`4´i
p´t, i, n` 3` kn`4´i, . . . , n` 2` kn`3´iq

X1`kn`3´i´kn`4´i
pqi, qn`3`kn`4´i

, . . . , qn`2`kn`3´i
q

n`2`k1
ź

j“1

F 0
1 pxjq.

Останнiй ряд може бути виражений в термiнах одночастинкової функцiї
розподiлу (4.2) згiдно до наступної формули добутку для рядiв (4.2)

n`2
ź

i“1

F1pt, xiq “
8
ÿ

k1“0

k1
ÿ

k2“0

. . .

kn`1
ÿ

kn`2“0

1

kn`2!pkn`1 ´ kn`2q! . . . pk1 ´ k2q!
(4.5)

ż

pR3ˆR3qk1

dxn`3 . . . dxn`2`k1

n`2
ź

i“1

A1`kn`3´i´kn`4´i
p´t, i,
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n` 3` kn`4´i, . . . , n` 2` kn`3´iqX1`kn`3´i´kn`4´i
pqi,

qn`3`kn`4´i
, . . . , qn`2`kn`3´i

q

n`2`k1
ź

j“1

F 0
1 pxjq.

Згiдно рiвностей (4.4) та (4.5), i беручи до уваги означення (2.5) опе-
ратора Lintp1, 2q для t ą 0, з рiвностi (4.3) отримаємо:

B

Bt
F1pt, x1q “ ´xp1,

B

Bq1
yF1pt, x1q ` (4.6)

σ2
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

R3ˆS2`
dp2dη

ż

pR3ˆR3qn
dx3 . . . dxn`2xη, pp1 ´ p2qy ˆ

`

V1`npt, t1
˚, 2˚´u, 3, . . . , n` 2qF1pt, q1, p

˚
1q ˆ

F1pt, q1 ´ ση, p
˚
2q

n`2
ź

i“3

F1pt, xiq ´

V1`npt, t1, 2`u, 3, . . . , n` 2qF1pt, x1q ˆ

F1pt, q1 ` ση, p2q

n`2
ź

i“3

F1pt, xiq
˘

,

де використано такi позначення як i в рiвняннi (2.1). Трактуватимемо
побудовану тотожнiсть для одночастинкової функцiї розподiлу як кiне-
тичне рiвняння системи пружних куль i називатимемо таке еволюцiйне
рiвняння як узагальнене кiнетичне рiвняння Енскоґа. Ряд, яким пред-
ставляється iнтеграл зiткнень, збiгається за умови [13]:
}F1ptq}L1pR3ˆR3q ă e´8.

Пiдкреслимо, що коефiцiєнти виведеного кiнетичного рiвняння (4.6)
визначаються через початковi кореляцiї, якi пов’язанi iз забороненими
конфiгурацiями частинок.

Зауважимо, що в роботi [13] було доведено теорему про iснування
розв’язку задачi Кошi для узагальненого рiвняння Енскоґа.

Таким чином, якщо початковi данi визначаються через одночастин-
кову функцiю розподiлу на дозволених конфiгурацiях, тодi еволюцiя
станiв визначена через iєрархiю рiвнянь ББҐКI (2.1) може бути пов-
нiстю описана узагальненим кiнетичним рiвнянням Енскоґа (4.6) i по-
слiдовнiстю маргiнальних функцiоналiв стану Fs

`

t, x1, . . . , xs | F1ptq
˘

,
s ě 2, якi визначаються розкладами (4.1).

Вiдмiтимо, що розклади (4.1) маргiнальних функцiоналiв стану є не-
рiвноважним аналогом розкладiв Урселла–Майєра по степенях густини
рiвноважної функцiї розподiлу. Зокрема, якщо одночастинкова функ-
цiя розподiлу є Максвелiвською функцiєю розподiлу, то маргiнальнi
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функцiонали стану (4.1) перетворюються у розклади Урселла–Майєра
[5, 21].

5. Редукованi кореляцiйнi функцiонали

Альтернативним описом еволюцiї нефiксованого числа частинок, якi
взаємодiють як пружнi кулi, є опис через редукованi кореляцiйнi функ-
цiї, якi визначаються через редукованi кореляцiйнi функцiї таким чи-
ном [16,17]:

Fspt, x1, . . . , xsq “
ÿ

P : px1, . . . , xsq “
Ť

iXi

ź

XiĂP

G|Xi|pt,Xiq, s ě 1, (5.1)

де символ
ř

P:px1,...,xsq“
Ť

iXi
є сумою по всiх можливих розбиттях P мно-

жини px1, . . . , xsq на |P| взаємно неперетинних пiдмножин
Xi Ă px1, . . . , xsq. Як наслiдок, розв’язок рекурентних спiввiдношень
(5.1) представляється через редукованi функцiї розподiлу:

Gspt, x1, . . . , xsq “ (5.2)
ÿ

P : px1, . . . , xsq “
Ť

iXi

p´1q|P|´1p|P| ´ 1q!
ź

XiĂP

F|Xi|pt,Xiq, s ě 1.

Функцiї (5.2) описують кореляцiї станiв системи пружних куль. Струк-
тура розкладiв (5.2) є такою, що редукованi кореляцiйнi функцiї є ку-
мулянтами редукованих функцiй розподiлу (2.9). Вiдмiтимо, що реду-
кованi кореляцiйнi функцiї (5.2) задовольняють нелiнiйну iєрархiю ево-
люцiйних рiвнянь [16,17].

Розглянемо початковi данi для яких в початковий момент часу вiд-
сутнi кореляцiї мiж пружними кулями на дозволених конфiгурацiях,
а саме, Gc “ p0, G0

1, 0, . . . , 0, . . .q. У цьому випадку розв’язок нелiнiйної
iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для редукованих кореляцiйних функцiй
визначається таким розвиненням [16,17]:

G1pt, x1q “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn

dx2 . . . dx1`nA1`npt, 1, . . . , n` 1q ˆ (5.3)

n`1
ź

i“1

G0
1pxiqXR3pn`1qzWn`1

,

де A1`npt, 1, . . . , n ` 1q – кумулянт (2.10) p1` nq-го порядку груп ево-
люцiйних операторiв (2.8).

Аналогiчно як i для редукованих функцiй розподiлу для початко-
вих даних, якi задовольняють умову хаосу, використовуючи кiнетичнi
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кластернi розклади сформулюємо нову задачу Кошi для одночастин-
кової редукованої кореляцiйної функцiї розподiлу та послiдовнiсть ко-
реляцiйних функцiоналiв Gspt|G1ptqq вiд одночастинкової редукованої
кореляцiйної функцiї (5.3) [16,17]:

Gs
`

t, x1, . . . , xs | G1ptq
˘

“ (5.4)
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn

dxs`1 . . . dxs`nVs`n

`

t, 1, . . . , s` n
˘

s`n
ź

i“1

G1pt, xiq,

s ě 2.

Оператор Vs`nptq, n ě 0, ps` nq-го порядку визначається таким пред-
ставленням:

Vs`n

`

t, 1, . . . , s, s` 1, . . . , s` n
˘

“ n!
n
ÿ

k“0

p´1qk
n
ÿ

n1“1

. . . (5.5)

n´n1´...´nk´1
ÿ

nk“1

1

pn´ n1 ´ . . .´ nkq!
Âs`n´n1´...´nkpt,

1, . . . , s` n´ n1 ´ . . .´ nkq
k
ź

j“1

ÿ

Dj : Zj “
Ť

lj
Xlj ,

|Dj | ď s` n´ n1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ nj

1

|Dj |!
ˆ

s`n´n1´...´nj
ÿ

i1‰...‰i|Dj |“1

ź

XljĂDj

1

|Xlj |!
Â1`|Xlj |

pt, ilj , Xlj q,

де
ř

Dj :Zj“
Ť

lj
Xlj

є сума по всiх можливих розбиттях множини

Zj ” ps` n´ n1 ´ . . .´ nj ` 1, . . . , s` n´ n1 ´ . . .´ nj´1q на не бiльше
нiж s ` n ´ n1 ´ . . . ´ nj лiнiйно впорядкованих пiдмножин, ps ` nq-го
порядку кумулянт розсiєння визначається формулою

Âs`npt, 1, . . . , s` nq :“ As`npt, 1, . . . , s` nqXR3ps`nqzWs`n

s`n
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq,

i використано позначення вище.
Наведемо кiлька простих прикладiв операторiв (5.5):

Vspt, 1, . . . , sq “ Aspt, 1, . . . , sqXR3szWs

s
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq,

Vs`1pt, 1, . . . , s, s` 1q “
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As`1pt, 1, . . . , s` 1qXR3ps`1qzWs`1

s`1
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq ´

Aspt, 1, . . . , sqXR3szWs

s
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq

s
ÿ

j“1

A2pt, j, s` 1q ˆ

XR6zW2
pA1q

´1pt, jqpA1q
´1pt, s` 1q.

Якщо }G1ptq}L1pR3ˆR3q ă e´p3s`2q, для довiльних t P R ряд (5.4) збiга-
ється по нормi простору L1

s [13].
У цьому випадку метод побудови редукованих кореляцiйних функ-

цiоналiв (5.4) базується на застосуваннi варiацiй кластерних розкладiв,
а саме, кiнетичних кластерних розкладiв [13], до породжуючих опера-
торiв (2.10) рядiв, що представляють редукованi кореляцiйнi функцiї.

Дiйсно, враховуючи спiввiдношення кiнетичних кластерних розкла-
дiв для кумулянтiв розсiєння:

pAs`npt, 1, . . . , s` nq “
n
ÿ

n1“0

n!

pn´ n1q!
Vs`n´n1

`

t, 1, . . . , s` n´ n1

˘

ˆ

ÿ

D : Z “
Ť

lXl,

|D| ď s` n´ n1

1

|D|!

s`n´n1
ÿ

i1‰...‰i|D|“1

ź

XlĂD

1

|Xl|!
pA1`|Xl|pt, il, Xlq,

де
ř

D:Z“
Ť

lXl, |D|ďs`n´n1
є сумою за всiма можливими розбиттями D

лiнiйно впорядкованої множини Z ” ps ` n ´ n1 ` 1, . . . , s ` nq на не
бiльше нiж s`n´n1 лiнiйно впорядкованих пiдмножин, ми отримуємо
розклади для редукованих кореляцiйних функцiоналiв Gspt, x1, . . . , xs |
G1ptqq, s ě 2, (5.4) [16].

Зазначимо, що структура кiнетичних кластерних розкладiв для ку-
мулянтiв розсiєння груп операторiв (2.8) подiбна до структури вiрiаль-
них розкладiв рiвноважних функцiй розподiлу, тобто має вигляд степе-
невого ряду по густинi.

Якщо початковi данi G0
1 P L

1
1, тодi для довiльного t P R одночастин-

кова кореляцiйна функцiя (5.3) є слабким розв’язком задачi Кошi для
немаркiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа [16]:

B

Bt
G1pt, x1q “ (5.6)

Lp1qG1pt, x1q `

ż

R3ˆR3

dx2 Lintp1, 2qG1pt, x1qG1pt, x2q `
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ż

R3ˆR3

dx2 Lintp1, 2qG2

`

t, x1, x2 | G1ptq
˘

,

G1pt, x1q
ˇ

ˇ

t“0
“ G0

1px1q, (5.7)

де перша частина iнтегралу зiткнень у рiвняннi (5.6) має структуру
Больцмана—Енскоґа, а друга частина iнтегралу зiткнень визначається
через двочастинковий кореляцiйний функцiонал, представлений у виг-
лядi ряду (5.4). Цей ряд описує всi можливi кореляцiї, що виникають
внаслiдок динамiки твердих куль, а також поширення початкових ко-
реляцiй, якi пов’язанi iз забороненими конфiгурацiями.

6. Кореляцiйнi функцiонали стану

Альтернативний пiдхiд до опису стану скiнченної кiлькостi твердих
куль полягає у використаннi функцiй, визначених за допомогою кла-
стерних розкладiв функцiй розподiлу ймовiрностей [10, 16]. Iсторично
було запропоновано кiлька пiдходiв до опису кореляцiй у багаточастин-
кових системах. Серед них варто згадати вiдомий пiдхiд до динамiки
кореляцiй, запропонований I. Прiгожиним [23] i Р. Балеску [3], та його
застосування в теорiї плазми.

Введемо послiдовнiсть кореляцiйних функцiй gptq “ p1, g1pt, x1q, . . . ,
gspt, x1, . . . , xsq, . . .q, якi описують еволюцiю кореляцiй системи скiнчен-
ного числа пружних куль. В роботi [16] встановлено, що редукованi ко-
реляцiнi функцiї розподiлу (5.2) визначаються через кореляцiнi функцiї
таким представленням:

Gspt, x1, . . . , xsq :“ (6.1)
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn

dxs`1 . . . dxs`n gs`npt, x1, . . . , xs`nq, s ě 1.

Еволюцiя послiдовностi кореляцiйних функцiй gptq багатьох твердих
куль визначається задачею Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь Лiу-
вiлля, яка визначається в слабкому формулюваннi таким чином [16,17]:

B

Bt
gspt, x1, . . . , xsq “ Lsp1, . . . , sqgspt, x1, . . . , xsq ` (6.2)

ÿ

P: px1,...,xsq“X1
Ť

X2

ÿ

i1P pX1

ÿ

i2P pX2

Lintpi1, i2qg|X1|pt,X1qg|X2|pt,X2q,

gspt, x1, . . . , xsq
ˇ

ˇ

t“0
“ g0

spx1, . . . , xsq, s ě 1, (6.3)
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де
ř

P: px1,...,xsq“X1
Ť

X2
є сумою за всiма можливими розбиттями P мно-

жини px1, . . . , xsq на двi непорожнi попарно неперетиннi пiдмножини X1

i X2, символ pXi позначає множину iндексiв пiдмножини Xi координат
фазового простору, а оператор Ls визначений на пiдпросторi L1

0 Ă L1

формулою (2.3). Слiд зазначити, що iєрархiя Лiувiлля (6.2) є сукупнi-
стю рекурентних еволюцiйних рiвнянь.

Для t ě 0 наведемо кiлька перших прикладiв рекурентних рiвнянь
(6.2) для системи твердих куль:

B

Bt
g1pt, x1q “ ´xp1,

B

Bq1
yg1pt, x1q,

B

Bt
g2pt, x1, x2q “ ´

2
ÿ

j“1

xpj ,
B

Bqj
yg2pt, x1, x2q `

σ2

ż

S2`

dηxη, pp1 ´ p2qy
`

g2pt, q1, p
˚
1 , q2, p

˚
2qδpq1 ´ q2 ` σηq ´

g2pt, x1, x2qδpq1 ´ q2 ´ σηq
˘

`

σ2

ż

S2`

dηxη, pp1 ´ p2qy
`

g1pt, q1, p
˚
1qg1pt, q2, p

˚
2qδpq1 ´ q2 ` σηq ´

g1pt, x1qg1pt, x2qδpq1 ´ q2 ´ σηq
˘

,

де використовувалися позначення, прийнятi вище.
Для початкових даних, якi належать простору iнтегрованих функцiй,

розв’язок задачi Кошi (6.2), (6.3) визначається таким представленням
[16]:

gspt, x1, . . . , xsq “ (6.4)
ÿ

P: px1,...,xsq“
Ť

j Xj

A|P|pt, t pX1u, . . . , t pX|P|uq
ź

XjĂP

g0
|Xj |
pXjq, s ě 1,

де символ
ř

P: px1,...,xsq“
Ť

j Xj
означає суму за всiма можливими розбиття-

ми P множини px1, . . . , xsq на |P| на непорожнi попарно неперетиннi пiд-
множини Xj , символ pX означає множину iндексiв множини X коорди-
нат фазового простору, а множина pt pX1u, . . . , t pX|P|uq складається з еле-
ментiв, якi є пiдмножинами pXj Ă p1, . . . , sq, тобто, |pt pX1u, . . . , t pX|P|uq|
“ |P|. Породжуючий оператор A|P|ptq представлення (6.4) є |P|-го по-
рядку кумулянт груп операторiв (2.8), який визначається такою сумою:

A|P|pt, t pX1u, . . . , t pX|P|uq :“ (6.5)
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ÿ

P1 : pt pX1u,...,t pX|P|uq“
Ť

k Zk

p´1q|P
1
|´1p|P

1

| ´ 1q!
ź

ZkĂP1

S|θpZkq|pt, θpZkqq,

де символ θ є вiдображенням декластеризацiї: θpt pXiuq
.
“ p pXiq. Найпро-

стiшi приклади кореляцiйних функцiй (6.4) визначаються такими рiв-
ностями: g1pt, x1q “ A1pt, 1qg

0
1px1q, g2pt, x1, x2q “ A1pt, t1, 2uqg

0
2px1, x2q `

A2pt, 1, 2qg
0
1px1qg

0
1px2q.

Розглянемо дальше випадок, коли кореляцiї мiж твердими кулями
у початковий момент часу вiдсутнi (початковий стан, що задовольняє
умовi хаосу [7, 24]), послiдовнiсть початкових кореляцiйних функцiй
на допустимих конфiгурацiях має такий вигляд gpcqp0q “ p0, g0

1px1q, 0,
. . . , 0, . . .q. У цьому випадку для px1, . . . , xsq P R3s ˆ pR3szWsq розклади
(6.4) представляються наступним чином

gspt, x1, . . . , xsq “ Aspt, 1, . . . , sq
s
ź

i“1

g0
1pxiqXR3szWs

, s ě 1, (6.6)

де породжуючий оператор Asptq цього розкладу є s-го порядку куму-
лянт груп операторiв (2.8), визначений через розклад

Aspt, 1, . . . , sq “
ÿ

P: p1,...,sq“
Ť

iXi

p´1q|P|´1p|P| ´ 1q!
ź

XiĂP

S|Xi|pt,Xiq, (6.7)

з позначеннями, прийнятими в формулi (6.4). Iз представлення (6.6)
видно, що у разi вiдсутностi кореляцiй на початковий момент часу, ко-
реляцiї, згенерованi динамiкою системи твердих куль, повнiстю визна-
чаються кумулянтами (6.7) груп операторiв (2.8).

Зазначимо, що у випадку початкових даних gpcqp0q розклади (6.6)
можна переписати в iншому поданнi, яке пояснює їх фiзичний змiст.
Дiйсно, для n “ 1 ми маємо g1pt, x1q “ A1pt, 1qg

0
1px1q “ g0

1pp1, q1 ´ p1tq.
Згiдно з формулою (6.6) та визначенням кумулянта першого порядку

A1ptq “ S1p´tq, i його оберненою групою S´1
1 p´tq “ S1ptq, ми вирази-

мо кореляцiйнi функцiї gsptq, s ě 2, через одночастинкову кореляцiйну
функцiю g1ptq. Розкладаючи кумулянт груп операторiв (6.7) у формулi
(6.6) у кiнетичний кластерний розклад (3.1) ми отримаємо для s ě 2
такi кореляцiйнi функцiонали стану:

gspt, x1, . . . , xs | g1ptqq “ pAspt, 1, . . . , sq
s
ź

i“1

g1pt, xiq, s ě 2,

де pAspt, 1, . . . , sq є s-го порядку кумулянт (6.7) операторiв розсiєння

pSnpt, 1, . . . , nq
.
“ Snp´t, 1, . . . , nqXR3nzWn

n
ź

i“1

S1pt, iq, n ě 1.
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На пiдпростор L1
n,0 генератор оператора розсiювання pSnpt, 1, . . . , nq ви-

значаються через оператор: d
dt
pSnpt, 1, . . . , nq |t“0“

řn
j1ăj2“1 Lintpj1, j2q,

де для t ě 0 оператор Lintpj1, j2q визначається формулою (2.5).

7. Висновок

Метою цього огляду було представити застосування розробленого ме-
тоду кiнетичних кластерних розкладiв для виведення кiнетичного рiв-
няння системи багатьох частинок iз зiткненнями та побудови функцiо-
налiв вiд розв’язку такого рiвняння.

У роботi розв’язок iєрархiй еволюцiйних рiвнянь ББҐКI для части-
нок iз зiткненнями визначено непертурбативним представленням, а са-
ме, кумулянтами вiдповiдного порядку для груп операторiв рiвнянь
Лiувiлля. На основi такого непертурбативного представлення розв’язку,
для початкових даних, якi визначаються одночастинковими редукова-
ними функцiями розподiлу було представлено метод кiнетичних кла-
стерних розкладiв для кумулянтiв груп операторiв рiвняння Лiувiлля.
Завдяки цьому методу було отримано без будь-яких апроксимацiй не
маркiвське кiнетичне рiвняння Енскоґа та редукованi функцiонали ста-
ну вiд розв’язку цього кiнетичного рiвняння. Зауважимо, що в роботах
[14,15] представлено пiдхiд виведення кiнетичного рiвняння Енскоґа iз
динамiки спостережуваних для системи багатьох частинок iз зiткнен-
нями.

Також для початкових даних редукованих кореляцiйних функцiй та
кореляцiйних функцiй, якi задовольняють умову хаосу, за допомогою
методу кiнетичних кластерних розкладiв було побудовано редукованi
кореляцiйнi функцiонали вiд одночастинкової редукованої кореляцiйної
функцiї та кореляцiйнi функцiонали вiд одночастинкової кореляцiйної
функцiї вiдповiдно. Було показано, що одночастинкова редукована ко-
реляцiйна функцiя задовольняє кiнетичне рiвняння Енскоґа.

Таким чином, представлений метод кiнетичних кластерних розкладiв
дає математичний механiзм побудови кiнетичних рiвнянь для редуко-
ваної одночастинкової функцiї розподiлу або редукованої кореляцiйної
функцiї, а також, дає можливiсть визначити еволюцiю групи частинок
iз зiткненнями як функцiонал вiд розв’язку цих кiнетичних рiвнянь.
Зауважимо, що для вiдкритих систем частинок iз зiткненнями метод
кiнетичних кластерних розкладiв розроблено в роботах [2, 11], а для
квантових багаточастинкових систем розглянуто в [12].
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Групова класифiкацiя диференцiальних
рiвнянь: алгебраїчний пiдхiд

С. Т. Гурака, О. В. Локазюк

Abstract. Using the classical Lie theorem on realizations of Lie algebras
by vector fields on the line, we substantially simplify the proof of the known
results on the group classification of the classes of (1+1)-dimensional non-
linear evolution equations ut “ Hpuxxq and ut ` uux “ Hpuxxq.

Анотацiя. Використовуючи класичну теорему Лi про реалiзацiю ал-
гебр Лi векторними полями на прямiй, суттєво спрощено доведення
вiдомих результатiв про класифiкацiю класiв (1+1)-вимiрних нелiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь вигляду ut “ Hpuxxq та ut ` uux “ Hpuxxq.

1. Вступ

Диференцiальнi рiвняння вiдiграють важливу роль у сучаснiй науцi,
адже знаходять своє застосування у багатьох сферах. Один iз важливих
напрямкiв цiєї галузi математики — груповий аналiз диференцiальних
рiвнянь. Фундаментальним поняттям групового аналiзу диференцiаль-
них рiвнянь є поняття симетрiй — перетворень, якi переводять розв’яз-
ки рiвняння (або системи рiвнянь) у розв’язки цього самого рiвняння
(або системи рiвнянь). Розрiзняють рiзнi типи симетрiй: локальнi, непе-
рервнi, дискретнi, контактнi, потенцiальнi, узагальненi тощо. Симетрiї
широко використовуються, оскiльки вони дають можливiсть будувати
точнi розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь та рiвнянь iз ча-
стинними похiдними, iз довiльного тривiального розв’язку отримувати
iнший, складнiший розв’язок, iнтегрувати звичайнi диференцiальнi рiв-
няння, понижувати порядок рiвняння, виконувати редукцiю, описува-
ти закони збереження, будувати iнтеграли руху, будувати параметричнi
схеми в чисельних методах тощо. Перелiченi вище задачi зводяться до
так званої прямої задачi симетрiйного аналiзу, яка полягає в описi си-
метрiй для заданого класу диференцiальних рiвнянь.
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Софус Лi звiв задачу пошуку симетрiй до лiнiйної задачi розв’язан-
ня перевизначених систем диференцiальних рiвнянь, таким чином зна-
чно спростивши початкову задачу. Однак через брак ефективних iн-
струментiв для розв’язку складних перевизначених систем диференцi-
альних рiвнянь навiть iнфiнiтезимальний метод може iнодi приводити
до дуже громiздких обчислень, якщо початкова задача мiстить довiль-
нi параметри або ж її розмiрнiсть дуже велика. Ще бiльше спростити
розв’язок можуть рiзнi алгебраїчнi методи, якi на даний час розробля-
ються в тому числi представниками київської наукової школи симетрiй-
ного аналiзу.

Основним предметом цiєї роботи є еволюцiйнi рiвняння

ut “ Hpt, x, u, u1, u2, . . . , urq, (1.1)

де t, x — незалежнi змiннi (часова та просторова змiннi, вiдповiдно);
u “ upt, xq — залежна змiнна; ut “ Bu

Bt — частинна похiдна за змiнною t;
uk “

Bku
Bxk

— k-та частинна похiдна за змiнною x, k “ 1, . . . , r, r P N,
r ě 2, де r — порядок рiвняння; H — довiльна гладка функцiя змiнних
t, x, u, u1, u2, . . . , ur, Hur ‰ 0.

Симетрiї еволюцiйних рiвнянь та їх властивостi — популярнi теми ба-
гатьох наукових дослiджень та праць. Окрiм того, дуже часто рiвняння
цього класу слугують базовими прикладами в симетрiйному аналiзi ди-
ференцiальних рiвнянь (див., наприклад, [7,12–14,21]). Зазначимо, що,
згiдно з результатами Соколова [24] та Магадєєва [20], контактнi пе-
ретворення зберiгають вигляд рiвнянь iз класу (1.1) тодi й лише тодi,
коли вони мають наступний вигляд:

t̃ “ κptq, x̃ “ φpt, x, u, uxq, ũ “ ψpt, x, u, uxq,

при чому на функцiї φ та ψ накладена умова контактностi [25]

φuxpuxψu ` ψxq “ ψuxpuxφu ` φxq.

У роботi [20] Магадєєв встановив, що у випадку скiнченновимiрної
алгебри контактних симетрiй (Cont) p1` 1q-вимiрних еволюцiйних рiв-
нянь iз класу (1.1) її розмiрнiсть становить щонайбiльше r ` 5. На-
томiсть, у випадку нескiнченновимiрної алгебри контактних симетрiй
рiвняння завжди можна звести до лiнiйного за допомогою деяких кон-
тактних перетворень. У цiй статтi автор також навiв повний перелiк
алгебр скiнченновимiрних контактних симетрiй рiвнянь iз класу (1.1) i
вiдповiднi еволюцiйнi рiвняння, що їх допускають.

Добре вiдома (див., наприклад, [15, Theorem 1] i [3, лема 4.5, с. 266])
наступна лема:
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Лема 1.1. Для довiльного еволюцiйного рiвняння вигляду (1.1) t-ком-
понента будь-якого iнфiнiтезимального оператора, що породжує одно-
параметричну групу локальних перетворень симетрiї цього рiвняння,
не залежить вiд x та u.

Таким чином, векторнi поля, що належать максимальнiй алгебрi лi-
ївської iнварiантностi gH еволюцiйних рiвнянь з класу (1.1), можна шу-
кати у виглядi:

Q “ ξ0ptqBt ` ξ
1pt, x, uqBx ` ηpt, x, uqBu, (1.2)

де ξ0ptq, ξ1pt, x, uq i ηpt, x, uq пробiгають множину гладких функцiй своїх
аргументiв.

Вiдомою є класична теорема Лi про лiївськi алгебри векторних по-
лiв на дiйснiй прямiй [19, Satz 6, S. 455] (також [22, Theorem 2.70], [9,
Theorem 1] i [4, теорема 1.1, с. 26]).

Теорема 1.1. Нееквiвалентнi реалiзацiї скiнченновимiрних лiївських
алгебр векторними полями на t-прямiй вичерпують наступнi алгебри:

t0u, xBty, xBt, tBty, xBt, tBt, t
2Bty.

Позначимо через π проєкцiю з Rt ˆ Rx на Rt i нехай k :“ dimπ˚g
H .

Оскiльки t-компонента векторних полiв вигляду (1.2) залежить лише
вiд змiнної t, то, з огляду на теорему 1.1, k ď 3.

Ранiше теорема Лi вже успiшно застосовувалася для групової класи-
фiкацiї класiв еволюцiйних рiвнянь та рiвнянняШредiнгера [6,17,18,23],
а також класу лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь довiльно-
го фiксованого порядку r ě 2 [11, §3], де iснує аналогiчна проєктов-
нiсть на одновимiрний простiр часової або незалежної змiнної, вiдпо-
вiдно. У роботi [9] теорему 1.1 використано у задачi групової класифi-
кацiї рiвняння Клейна–Гордона, причому одночасно розглядалися про-
єкцiї на обидвi незалежнi змiннi t i x (див. також дисертацiю [4, роз-
дiл 1]). Натомiсть, у роботi [10] проєктовнiсть векторних полiв на не-
залежну змiнну t дає можливiсть ефективно використовувати теоре-
му 1.1 для групової класифiкацiї лiнiйних систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залежних змiн-
них.

2. Групова класифiкацiя нелiнiйного рiвняння
теплопровiдностi

2.1. Попереднi вiдомостi. Метою цього параграфу є уточнення та
спрощення доведення результатiв Ахатова, Газiзова та Iбрагiмова [5, §4]
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про групову класифiкацiю класу еволюцiйних рiвнянь вигляду

ut “ Hpuxxq, (2.1)

де ut “ Bu
Bt , uxx “

B2u
Bx2

, H — довiльна гладка функцiя аргументу uxx.
Якщо H лiнiйна, то рiвняння (2.1) вiдоме як лiнiйне рiвняння тепло-
провiдностi, i тому вiдповiдний клас (2.1) iнодi називають класом нелi-
нiйних рiвнянь теплопровiдностi.

Далi використовуємо позначення: u0 :“ ut, u1 :“ ux, u11 :“ uxx. Тодi
початкове рiвняння можна переписати як

u0 “ Hpu11q. (2.2)

Нижче вважаємо, що iндекси i, j, . . . “ 0, 1, а за повторюваними iнде-
ксами здiйснюється пiдсумовування, нижнi iндекси — диференцiювання
за вiдповiдними змiнними. Виключаючи з розгляду випадок лiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi u0 “ u11, припустимо, що H — нелiнiйна
функцiя змiнної u11. (Слiд звернути увагу на роботу Коваля та Попови-
ча [16], у якiй виправлено деякi недолiки в груповому аналiзi лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi.)

Нижче використано наступнi позначення для векторних полiв алгебр
iнварiантностi рiвнянь iз класу (2.2):

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6a “ 2tBt ´ x
2Bu, Q6b “ xBx ´ 2tBu,

Q6c “ p1´ kqtBt ` uBu, k ­“ 0,˘1
3 , 1, Q6c1 “ 2tBt ` 3uBu,

Q6c2 “ 4tBt ` 3uBu, Q7c1 “ uBx, Q7c2 “ x2Bx ` xuBu,

де Q6c1 та Q6c2 — частиннi випадки векторного поля Q6c для k “ 1
3 та

k “ ´1
3 , вiдповiдно.

Теорема 2.1 (група еквiвалентностi, див. [5, §3.3]). Група еквiвален-
тностi G„ класу (2.2) породжена перетвореннями вигляду

t̃ “ µ0t` µ1, x̃ “ ν0x` ν1,

ũ “ κ0u` κ1x2 ` κ2x` κ3t` κ4, H̃ “
κ0

µ0
H ` κ3,

де µ0, µ1, ν0, ν1, κ0, . . . , κ4 — довiльнi константи, такi, що µ0ν0κ0 ­“ 0.

Векторне поле (1.2) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнварi-
антностi gH рiвняння з класу (2.2) для будь-якого H тодi й лише тодi,
коли воно задовольняє наступне визначальне рiвняння:

pζ0 ´ ζ11H 1q
ˇ

ˇ

u0“Hpu11q
“ 0, (2.3)
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де ζ0 та ζ11 — вiдповiднi коефiцiєнти першого та другого продовжень
векторного поля (1.2), H 1 :“ BHpu11q{Bu11.

Розписуючи рiвняння (2.3), отримуємо

η0 ` ηuH ´Hξ
0
0 ´ u1pξ

1
0 ` ξ

1
uHq

´H 1
“

η11 ` 2η1uu1 ` ηuuu
2
1 ` ηuu11 ´ 2u11pξ

1
1 ` ξ

1
uu1q

´ u1pξ
1
11 ` 2ξ1

1uu1 ` ξ
1
uuu

2
1 ` ξ

1
uu11q

‰

“ 0.

Пiсля розщеплення цього рiвняння за степенями змiнної u1 приходимо
до наступної системи:

ξ1
uu “ 0, ηuu ´ 2ξ1

1u “ 0, (2.4)

ξ1
0 ` ξ

1
uH ` p2η1u ´ ξ

1
11 ´ 3ξ1

uu11qH
1 “ 0, (2.5)

η0 ` pηu ´ ξ
0
0qH ´ pη11 ` pηu ´ 2ξ1

1qu11qH
1 “ 0. (2.6)

Загальний розв’язок системи (2.4) має вигляд

ξ1 “ αpt, xqu` βpt, xq, η “ α1u
2 ` γpt, xqu` δpt, xq,

де αpt, xq, βpt, xq, γpt, xq i δpt, xq пробiгають множину гладких функцiй
своїх аргументiв.

Пiдстановка цих виразiв у рiвняння (2.5) i (2.6) приводить до наступ-
ної системи:

α0u` β0 ` αH ` p3α11u` p2γ1 ´ β11q ´ 3αu11qH
1 “ 0,

α01u
2 ` γ0u` δ0 ` p2α1u` γ ´ ξ

0
0qH ´ rα111u

2 ` γ11u

` δ11 ` p2α1u` γ ´ 2pα1u` β1qqu11qsH
1 “ 0.

Роздiляючи вищенаведену систему за степенями u, приходимо до сис-
теми

α0 ` 3α11H
1 “ 0, (2.7)

β0 ` αH ` p2γ1 ´ β11 ´ 3αu11qH
1 “ 0, (2.8)

α01 ´ α111H
1 “ 0, (2.9)

γ0 ` 2α1H ´ γ11H
1 “ 0, (2.10)

δ0 ` pγ ´ ξ
0
0qH ´ pδ11 ` pγ ´ 2β1qu11qH

1 “ 0. (2.11)

Беручи до уваги, що H2 ‰ 0, з рiвняння (2.7) одержуємо

α0 “ 0, α11 “ 0.

У той же час рiвняння (2.9) стає незначущим. Далi, пiсля диференцiю-
вання рiвняння (2.8) за змiнною u11, отримуємо

´2αH 1 ` p2γ1 ´ β11 ´ 3αu11qH
2 “ 0.
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Пiсля ще одного диференцiювання попереднього рiвняння за змiнною x
маємо

´ 2α1H
1 ` p2γ11 ´ β111 ´ 3α1u11qH

2 “ 0. (2.12)
Диференцiюючи рiвняння (2.10) за змiнною u11, отримуємо

2α1H
1 ´ γ11H

2 “ 0. (2.13)

Додаючи рiвняння (2.12) i (2.13), маємо

pγ11 ´ β111 ´ 3α1u11qH
2 “ 0.

Iз умови H2 ‰ 0 одержуємо

α1 “ 0, γ11 “ 0, β111 “ 0.

З iншого боку, з рiвняння (2.10) слiдує, що γ0 “ 0. Тодi

α “ C1 “ const, β “ β2ptqx2 ` β1ptqx` β0ptq, γ “ C2x` C3,

де функцiї β2ptq, β1ptq та β0ptq пробiгають множину гладких функцiй
змiнної t, i C1, C2, . . . — довiльнi константи. Пiдстановка цих виразiв у
рiвняння (2.8) дає

β2
0x

2 ` β1
0x` β

0
0 ` C

1H ` p2C2 ´ 2β2 ´ 3C1u11qH
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною x, маємо

β2
0 “ 0, β1

0 “ 0, β0
00 “ 0.

Тодi

β2 “ C4, β1 “ C5, β0 “ C6t` C7,

C6 ` C1H ` p2C2 ´ 2C4 ´ 3C1u11qH
1 “ 0. (2.14)

Отже, коефiцiєнти векторного поля Q набувають такої форми:

ξ0 “ ξ0ptq, (2.15)

ξ1 “ C1u` C4x2 ` C5x` C6t` C7, (2.16)

η “ pC2x` C3qu` δpt, xq. (2.17)

Пiсля пiдстановки (2.16) i (2.17) в рiвняння (2.11) приходимо до наступ-
ної класифiкацiйної умови:

δ0 ` pC
2x` C3 ´ ξ0

0qH

´ pδ11 ` pC
2x` C3 ´ 2p2C4x` C5qqu11qH

1 “ 0. (2.18)

Якщо H — довiльна функцiя, то iз (2.14) i (2.18) знаходимо

C6 “ 0, C1 “ 0, C2 “ C4, δ0 “ 0, C2x` C3 ´ ξ0
0 “ 0,

δ11 “ 0, pC2 ´ 4C4qx` C3 ´ 2C5 “ 0.
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Виходить, що

δ “ C8x` C9, ´3C4 “ 0, C3 “ 2C5, C2 “ 0,

i коефiцiєнти векторних полiв (1.2) набувають наступного вигляду:

ξ0 “ C3t` C10 “ 2C5t` C10, ξ1 “ C5x` C7, η “ 2C5u` C8x` C9.

Таким чином, рiвняння (2.2) з довiльною функцiєю H у правiй частинi
допускає 5-вимiрну алгебру Лi g0, породжену векторними полями

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu, Q5 “ xBu.

Приходимо до наступного твердження.

Теорема 2.2. g0 “ xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBuy — ядро лiївських
алгебр iнварiантностi рiвнянь iз класу (2.2).

2.2. Групова класифiкацiя. Нехай dimπ˚g
H “ k. Так як dimπ˚g

0 “

2, то для будь-якого рiвняння з класу (2.2) маємо k “ 2 або k “ 3, а
t-компонента є квадратичною функцiєю змiнною t, тобто,

π˚g
H “ xBt, tBty або π˚g

H “ xBt, tBt, t
2Bty.

Нижче розглянуто кожен iз цих двох випадкiв окремо.
Спочатку, диференцiюючи (2.18) двiчi вiдносно змiнної x, отримуємо

δ011 ´ δ1111H
1 “ 0,

тому δ011 “ 0, δ1111 “ 0, отже,

δ “ C20x3 ` C21x2 ` ρ1ptqx` ρ0ptq, (2.19)

де функцiї ρ1ptq та ρ0ptq пробiгають множину гладких функцiй змiн-
ної t.

k “““ 3. У цьому випадку

ξ0 “ λ2t2 ` λ1t` λ0, (2.20)

де λ2, λ1 i λ0 — довiльнi константи.
Пiсля пiдстановки (2.19) i (2.20) в (2.18) отримуємо

ρ1
0x` ρ

0
0 ` pC

2x` C3 ´ 2λ2t´ λ1qH

´ p6C20x` 2C21 ` pC2x` C3 ´ 4C4x´ 2C5qu11qH
1 “ 0.

Розщеплення цього рiвняння за змiнною x приводить до наступної си-
стеми:

ρ1
0 ` C

2H ´ p6C20 ` pC2 ´ 4C4qu11qH
1 “ 0,

ρ0
0 ` pC

3 ´ 2λ2t´ λ1qH ´ p2C21 ` pC3 ´ 2C5qu11qH
1 “ 0.
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Диференцiюючи друге рiвняння вищезгаданої системи вiдносно змiн-
ної t, одержуємо

ρ0
00 ´ 2λ2H “ 0,

i тому λ2 “ 0, оскiльки H — нелiнiйна функцiя змiнної u11. Маємо,
що функцiя ξ0 може бути щонайбiльше лiнiйною. Це суперечить умовi
k “ 3.

k “““ 2. У цьому випадку функцiя ξ0 лiнiйна, тобто,

ξ0 “ λ1t` λ0, (2.21)

де λ1 i λ0 — довiльнi константи.
Iз пiдстановки (2.19) i (2.21) в (2.18) слiдує

ρ1
0x` ρ

0
0 ` pC

2x` C3 ´ λ1qH

´ p6C20x` 2C21 ` pC2x` C3 ´ 4C4x´ 2C5qu11qH
1 “ 0.

Розщеплення цього рiвняння за змiнною x приводить до наступної сис-
теми:

ρ1
0 ` C

2H ´ p6C20 ` pC2 ´ 4C4qu11qH
1 “ 0, (2.22)

ρ0
0 ` pC

3 ´ λ1qH ´ p2C21 ` pC3 ´ 2C5qu11qH
1 “ 0. (2.23)

Пiсля диференцiювання (2.22) i (2.23) за змiнною t отримуємо, що ρ1
00 “

0 i ρ0
00 “ 0, вiдповiдно. Тому ρ1ptq “ C22t ` C23 i ρ0ptq “ C24t ` C25.

Отже,

δpt, xq “ C20x3 ` C21x2 ` pC22t` C23qx` pC24t` C25q.

Iз рiвнянь (2.15)–(2.17) одержуємо наступнi вирази для компонент век-
торного поля Q:

ξ0 “ λ1t` λ0, ξ1 “ C1u` C4x2 ` C5x` C6t` C7,

η “ pC2x` C3qu` C20x3 ` C21x2 ` pC22t` C23qx` pC24t` C25q,

у той час, як (2.14), (2.22) i (2.23) дають систему визначальних рiвнянь
для функцiї H у виглядi

C6 ` C1H ` p2C2 ´ 2C4 ´ 3C1u11qH
1 “ 0, (2.24)

C22 ` C2H ´ p6C20 ` pC2 ´ 4C4qu11qH
1 “ 0, (2.25)

C24 ` pC3 ´ λ1qH ´ p2C21 ` pC3 ´ 2C5qu11qH
1 “ 0. (2.26)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд

a` bH ` cH 1 ` du11H
1 “ 0 (2.27)
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iз деякими сталими параметрами a, b, c i d. З точнiстю до еквiвалентно-
стi, визначеної в теоремi 2.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв
рiвняння типу (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ eu11 , то маємо

ξ0 “ 2pC5 ´ C21qt` λ0, ξ1 “ C5x` C7

η “ 2C5u` C21x2 ` C23x` C25.

Таким чином, за умови H “ eu11 базис максимальної алгебри лiївської
iнварiантностi має наступний вигляд:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ 2tBt ´ x
2Bu.

Якщо H “ lnpu11q, то

ξ0 “ C3t` λ0, ξ1 “ C5x` C7, η “ C3u` C23x` pC3 ´ 2C5qt` C25.

У випадку H “ lnpu11q одержуємо наступний базис максимальної алге-
бри лiївської iнварiантностi:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ xBx ´ 2tBu.

Якщо H “ up11, то з системи (2.24)–(2.26) отримуємо

C6 ` C1up11 ` 2pC2 ´ C4qpup´1
11 ´ 3C1pup11 “ 0,

C22 ` C2up11 ´ 6C20pup´1
11 ´ pC2 ´ 4C4qpup11 “ 0,

C24 ` pC3 ´ λ1qup11 ´ 2C21pup´1
11 ´ pC3 ´ 2C5qpup11 “ 0.

Розщеплюючи цю систему, одержуємо

C1 “ 3pC1, C2 “ C4, C2 “ ppC2 ´ 4C4q,

λ1 “ p1´ pqC3 ` 2pC5, C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0.

Якщо p ‰ ˘1
3 , то

λ1 “ p1´ pqC3 ` 2pC5,

C1 “ C2 “ C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0,

тобто компоненти векторного поля Q мають вигляд

ξ0 “ pp1´ pqC3 ` 2pC5qt` λ0, ξ1 “ C5x` C7,

η “ C3u` C23x` C25.
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Отже, коли H “ up11, p ‰ ˘
1
3 , то алгебра максимальної лiївської iнварi-

антностi породжена наступними векторними полями:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ p1´ pqtBt ` uBu.

Для p “ 1
3 :

λ1 “
2

3
pC3 ` C5q, C2 “ C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0,

тобто компоненти векторного поля Q мають наступний вигляд:

ξ0 “
2

3
pC3 ` C5qt` λ0, ξ1 “ C1u` C5x` C7,

η “ C3u` C23x` C25.

Таким чином, у випадку H “ u
1{3
11 отримуємо наступний вигляд алгебри

максимальної лiївської iнварiантностi:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ 2tBt ` 3uBu, Q7 “ uBx.

Для p “ ´1
3 :

λ1 “
2

3
p2C3 ´ C5q, C1 “ C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0,

i компоненти векторного поля Q такi:

ξ0 “
2

3
p2C3 ´ C5qt` λ0, ξ1 “ C2x2 ` C5x` C7,

η “ pC2x` C3qu` C23x` C25.

Отже, якщо H “ u
´1{3
11 , то алгебра максимальної лiївської iнварiантно-

стi породжується наступними базисними векторними полями:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ 4tBt ` 3uBu, Q7 “ x2Bx ` xuBu.

Отриманi результати пiдсумовано в наступному твердженнi.

Теорема 2.3 (результат групової класифiкацiї, [5, §4]). Повний список
G„-нееквiвалентних pмаксимальнихq розширень лiївських симетрiй у
класi (2.2) вичерпують такi випадки, якi наведено у таблицi 2.1.

У випадку лiнiйної (несталої) функцiї H (останнiй рядок таблицi,
який включено для повноти розгляду класу (2.2)) алгебра лiївської iнва-
рiантностi нескiнченновимiрна. Тут параметрична функцiя f залежить
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Таблиця 2.1. Результати групової класифiкацiї класу (2.2).

Hpuxxq Лiївська алгебра iнварiантностi

@ xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBuy

expuxx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, 2tBt ´ x
2Buy

lnuxx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, xBx ´ 2tBuy

upxx, p ­“ 0,˘1
3 , 1 xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, p1´ pqtBt ` uBuy

u
1{3
xx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, 2tBt ` 3uBu, uBxy

u
´1{3
xx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu,

4tBt ` 3uBu, x
2Bx ` xuBuy

uxx xBt, Bx, uBu, 2tBt ` xBx, tBx ´
1
2xuBu,

t2Bt ` txBx ´
1
4px

2 ` 2tquBu, fpt, xqBuy

вiд змiнних pt, xq i пробiгає множину розв’язкiв лiнiйного рiвняння те-
плопровiдностi ut “ uxx.

3. Групова класифiкацiя нелiнiйного рiвняння Бюргерса

3.1. Попереднi вiдомостi. Метою цього параграфа є спрощення до-
ведення результатiв [1,8] про групову класифiкацiя класу еволюцiйних
рiвнянь вигляду

u0 ` uu1 “ Hpu11q, (3.1)

де u0 :“ ut “
Bu
Bt , u1 :“ ux “

Bu
Bx , u11 :“ uxx “

B2u
Bx2

, H — довiльна гладка
функцiя аргументу uxx. Коли H — лiнiйна функцiя, то рiвняння (3.1) є
добре вiдомим рiвнянням Бюргерса. Згiдно з лемою 1.1, векторнi поля,
що належать максимальнiй алгебрi лiївської iнварiантностi gH еволю-
цiйних рiвнянь iз класу (3.1), можна шукати в виглядi (1.2).

Теорема 3.1 (група еквiвалентностi класу (3.1), див. [2]). Група еквi-
валентностi G„ класу (3.1) породжена операторами Bt, Bx, tBx ` Bu,
tBt ` xBx ´HBH , xBx ` uBu `HBH , t2Bx ` 2tBu ` 2BH , а також дискре-
тним перетворенням еквiвалентностi pt, x, u,Hq Ñ p´t,´x, u,´Hq.
Дiя будь-якого перетворення еквiвалентностi на функцiю H має виг-
ляд

H̃pu11q “ δ1Hpδ2u11q ` δ0,

де δ0, δ1, δ2 P R, δ1δ2 ‰ 0.
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Векторне поле (1.2) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнва-
рiантностi gH рiвняння з класу (3.1) для будь-якої функцiї H тодi й
лише тодi, коли воно задовольняє наступне визначальне рiвняння:

pηu1 ` ζ
0 ` ζ1u´ ζ11H 1q

ˇ

ˇ

u0`uu1“Hpu11q
“ 0, (3.2)

де ζ0, ζ1 та ζ11 — вiдповiднi коефiцiєнти першого та другого продовжень
векторного поля (1.2), H 1 :“ BHpu11q{Bu11.

Розписуючи рiвняння (3.2), отримуємо

ηu1 ` η0 `Hηu ` uu1ξ
0
0 ´Hξ

0
0 ´ u1ξ

1
0 ´ u1ξ

1
uH ` uη1 ´ uu1ξ

1
1

´H 1
“

η11 ` 2η1uu1 ` ηuuu
2
1 ` ηuu11 ´ 2u11pξ

1
1 ` ξ

1
uu1q

´ u1pξ
1
11 ` 2ξ1

1uu1 ` ξ
1
uuu

2
1 ` ξ

1
uu11q

‰

“ 0.

Пiсля розщеплення цього рiвняння за степенями змiнної u1 приходи-
мо до наступної системи:

ξ1
uu “ 0, ηuu ´ 2ξ1

1u “ 0, (3.3)

η ´ ξ1
0 ` upξ

0
0 ´ ξ

1
1q ´ ξ

1
uH ´ p2η1u ´ ξ

1
11 ´ 3ξ1

uu11qH
1 “ 0, (3.4)

η0 ` uη1 ` pηu ´ ξ
0
0qH ´ pη11 ` pηu ´ 2ξ1

1qu11qH
1 “ 0. (3.5)

Загальний розв’язок системи (3.3) має вигляд

ξ1 “ apt, xqu` bpt, xq, η “ a1u
2 ` cpt, xqu` dpt, xq,

де apt, xq, bpt, xq, cpt, xq i dpt, xq пробiгають множину гладких функцiй
своїх аргументiв.

Пiдстановка цих виразiв у рiвняння (3.4) i (3.5) приводить до наступ-
ної системи:

pc´ a0 ` ξ
0
0 ´ b1qu` pd´ b0q ´ aH

´ p3a11u` 2c1 ´ b11 ´ 3au11qH
1 “ 0,

a11u
3 ` pa01 ` c1qu

2 ` pc0 ` d1qu` d0 ` p2a1u` c´ ξ
0
0qH

´ pa111u
2 ` c11u` d11 ` pc´ 2b1qu11qH

1 “ 0.

Розщеплюючи вищенаведену систему за степенями u, приходимо до
системи

c´ a0 ` ξ
0
0 ´ b1 ´ 3a11H

1 “ 0, (3.6)

d´ b0 ´ aH ´ p2c1 ´ b11 ´ 3au11qH
1 “ 0, (3.7)

a11 “ 0, (3.8)

a01 ` c1 ´ a111H
1 “ 0, (3.9)

c0 ` d1 ` 2a1H ´ c11H
1 “ 0, (3.10)
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d0 ` pc´ ξ
0
0qH ´ pd11 ` pc´ 2b1qu11qH

1 “ 0. (3.11)

Iз рiвняння (3.8) випливає, що

a “ λ1ptqx` λ2ptq.

Тут i нижче λ1ptq, λ2ptq, . . . пробiгають множину гладких функцiй змiн-
ної t. З урахуванням рiвнянь (3.8) i (3.9) маємо a01 ` c1 “ 0, тобто
λ1

0 ` c1 “ 0, звiдки можна знайти функцiю cpt, xq:

c “ ´λ1
0ptqx` λ

3ptq.

Далi пiдставимо функцiї a i c в рiвняння (3.6):

´λ1
0x` λ

3 ´ λ1
0x´ λ

2
0 ` ξ

0
0 ´ b1 “ 0.

Звiдси знаходимо функцiю bpt, xq:

b “ ´λ1
0x

2 ` pξ0
0 ` λ

3 ´ λ2
0qx` λ

4ptq.

Оскiльки H — нелiнiйна функцiя, то з рiвняння (3.10) випливає, що

c0 ` d1 “ 0, a1 “ 0.

Тодi з рiвняння a1 “ 0 одержуємо, що λ1 “ 0, тобто

a “ λ2ptq, b “ pξ0
0 ` λ

3 ´ λ2
0qx` λ

4ptq, c “ λ3ptq.

Натомiсть, iз рiвняння c0 ` d1 “ 0 маємо, що λ3
0 ` d1 “ 0, а отже,

d “ ´λ3
0x` λ

5ptq.

Пiдстановка щойно уточнених виразiв для функцiй a, b, c i d в рiв-
няння (3.7) приводить до спiввiдношення

pλ5 ´ λ4
0q ´ p2λ

3
0 ` ξ

0
00 ´ λ

2
00qx´ λ

2H ` 3λ2u11H
1 “ 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнт при x до нуля, отримаємо наступне рiвняння:

2λ3
0 ` ξ

0
00 ´ λ

2
00 “ 0,

звiдки слiдує, що
ξ0

0 “ λ2
0 ´ 2λ3 `m1.

Тут i нижче m1,m2, . . . — довiльнi дiйснi сталi.
Отже, приходимо до першої класифiкацiйної умови:

pλ5 ´ λ4
0q ´ λ

2H ` 3λ2u11H
1 “ 0.

Натомiсть, iз пiдстановки наведених вище виразiв для функцiй a, b,
c, d i ξ0

0 в рiвняння (3.11) одержимо

´λ3
00x` λ

5
0 ` p3λ

3 ´ λ2
0 ´m1qH ` pλ

3 ` 2ξ0
0 ´ 2λ2

0qu11H
1 “ 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнт при x до нуля, отримаємо наступне рiвняння:

λ3
00 “ 0.
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Звiдси робимо висновок, що λ3 “ m2t`m3 i, отже,

a “ λ2ptq, b “ p´m2t`m1 ´m3qx` λ
4ptq, c “ m2t`m3,

d “ ´m2x` λ
5ptq, ξ0

0 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1.

Друга класифiкацiйна умова набуває вигляду

λ5
0 ` p3λ

3 ´ λ2
0 ´m1qH ` pλ

3 ` 2ξ0
0 ´ 2λ2

0qu11H
1 “ 0.

Таким чином, приходимо до наступної системи:

pλ5 ´ λ4
0q ´ λ

2H ` 3λ2u11H
1 “ 0,

λ5
0 ` p3m2t` 3m3 ´ λ

2
0 ´m1qH ` pm2t`m3 ` 2ξ0

0 ´ 2λ2
0qu11H

1 “ 0,

ξ0
0 “ ´2m2t` λ

2
0 ´ 2m3 `m1. (3.12)

Якщо H — довiльна функцiя, то з (3.12) пiсля розщеплення знаходимо:

λ5 “ λ4
0, λ2 “ 0, λ5

0 “ 0, 3m2t` 3m3 ´ λ
2
0 ´m1 “ 0,

´3m2t` 2m1 ´ 3m3 “ 0.

Звiдси отримаємо, що

λ5 “ m4, λ4 “ m4t`m5, m2 “ 0, 3m3 ´m1 “ 0, 2m1 ´ 3m3 “ 0,

тому m1 “ 0, m3 “ 0 i функцiї a, b, c, d i ξ0
0 набувають наступного

вигляду:

a “ 0, b “ m4t`m5, c “ 0, d “ m4, ξ0
0 “ 0.

Отже, коефiцiєнти векторних полiв (1.2) мають форму:

ξ0 “ m6, ξ1 “ m4t`m5, η “ m4.

Таким чином, рiвняння (3.1) з довiльною функцiєю H у правiй частинi
допускає 3-вимiрну алгебру Лi g0, породжену векторними полями

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu.

Приходимо до наступного твердження.

Теорема 3.2 (див. [2]). g0 “ xBt, Bx, tBx ` Buy — ядро лiївських алгебр
iнварiантностi рiвнянь iз класу (3.1).

3.2. Групова класифiкацiя. Нехай знову dimπ˚g
H “ k. Оскiльки

dimπ˚g
0 “ 1, то для будь-якого рiвняння з класу (3.1) маємо, що k “ 1,

k “ 2 або k “ 3. Додатково припускаємо, що t-компонента є квадрати-
чною функцiєю змiнною t. Отже,

π˚g
H “ xBty, π˚g

H “ xBt, tBty або π˚g
H “ xBt, tBt, t

2Bty.

Нижче розглянуто кожен iз цих трьох випадкiв окремо.
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k “““ 3. У цьому випадку

ξ0 “ µ2t2 ` µ1t` µ0, (3.13)

де µ2, µ1 i µ0 — довiльнi константи. Порiвнюючи з третiм рiвнянням
iз (3.12), маємо

2µ2t` µ1 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1, (3.14)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною t отримаємо λ2
00 “ 2µ2`2m2,

iншими словами,

λ2 “ pµ2 `m2qt
2 `m7t`m8.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (3.14), одержимо

2µ2t` µ1 “ ´2m2t` p2µ
2 ` 2m2qt`m7 ´ 2m3 `m1,

звiдки слiдує, що m7 “ µ1 ` 2m3 ´m1, тобто

λ2 “ pµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8. (3.15)

Пiсля пiдстановки (3.15) в друге рiвняння системи (3.12) отримуємо

λ5
0 ` ppm2 ´ 2µ2qt` pm3 ´ µ

1qqH

` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0. (3.16)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною t одержимо

λ5
000 “ 0,

що свiдчить про те, що функцiя λ5 — квадратична, скажiмо,

λ5 “ m9t
2 `m10t`m11.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (3.16), отримаємо

2m9t`m10 ` ppm2 ´ 2µ2qt` pm3 ´ µ
1qqH

` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, приходимо до системи:

2m9 ` pm2 ´ 2µ2qH ´ 3m2u11H
1 “ 0,

m10 ` pm3 ´ µ
1qH ` p2m1 ´ 3m3qu11H

1 “ 0. (3.17)

Пiдставимо тепер функцiї λ5 i λ2 у перше рiвняння (3.12):

pm9t
2 `m10t`m11 ´ λ

4
0q

´ ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qH

` 3ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qu11H

1 “ 0. (3.18)
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Диференцiювання тричi за змiнною t показує, що λ4
0000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ4 — кубiчна. Отже,

λ4 “ m12t
3 `m13t

2 `m14t`m15.

Пiдставляючи функцiю λ4 назад у рiвняння (3.18), маємо

pm9t
2 `m10t`m11 ´ 3m12t

2 ´ 2m13t´m14q

´ ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qH

` 3ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qu11H

1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, одержуємо систему:

pm9 ´ 3m12q ´ pµ
2 `m2qH ` 3pµ2 `m2qu11H

1 “ 0,

pm10 ´ 2m13q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qH ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qu11H

1 “ 0,

pm11 ´m14q ´m8H ` 3m8u11H
1 “ 0. (3.19)

Очевидно, що рiвняння у системi (3.19) мають загальний вигляд (2.27)
iз деякими сталими параметрами a, b, c i d. Отже, з точнiстю до еквi-
валентностi, визначеної в теоремi 3.1, iснує тiльки три можливостi для
розв’язкiв рiвняння (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ up11, p ‰ 0, 1, то iз систем (3.17) i (3.19) маємо

2m9 ` pm2 ´ 2µ2qup11 ´ 3m2pu
p
11 “ 0,

m10 ` pm3 ´ µ
1qup11 ` p2m1 ´ 3m3qpu

p
11 “ 0,

pm9 ´ 3m12q ´ pµ
2 `m2qu

p
11 ` 3pµ2 `m2qpu

p
11 “ 0,

pm10 ´ 2m13q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qu

p
11 ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qpu

p
11 “ 0,

pm11 ´m14q ´m8u
p
11 ` 3m8pu

p
11 “ 0. (3.20)

При розщепленнi цiєї системи отримуємо наступнi обмеження на сталi:

m9 “ 0, m10 “ 0, m12 “ 0, m13 “ 0, m11 “ m14.

Далi, якщо p ‰ 1
3 , то маємо ще наступнi обмеження:

m2 “ 0, µ2 “ 0, m8 “ 0

µ1 “ m1 ´ 2m3, p3´ 3pqm3 ` p2p´ 1qm1 “ 0.

За умови p “ 1
3 маємо лише наступнi обмеження:

µ2 “ 0, µ1 “
2

3
m1.

Отже, за будь-якого значення p ‰ 0, 1 (iншими словами, коли функ-
цiя H не є лiнiйною функцiєю свого аргумента) µ2 “ 0, тобто k ‰ 3 i
маємо суперечнiсть.
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k “““ 2. У цьому випадку

ξ0 “ µ1t` µ0, (3.21)

де µ1, µ0 — довiльнi константи. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз (3.12),
маємо

µ1 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1, (3.22)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною t отримаємо

λ2
00 “ 2m2,

iншими словами,
λ2 “ m2t

2 `m15t`m16.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (3.22), одержимо

µ1 “ ´2m2t` 2m2t`m15 ´ 2m3 `m1,

звiдки слiдує, що m15 “ µ1 ` 2m3 ´m1, тобто

λ2 “ m2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16. (3.23)

Пiдстановка (3.23) в друге рiвняння системи (3.12) приводить до рiв-
няння

λ5
0 ` pm2t` pm3 ´ µ

1qqH ` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0. (3.24)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною t отримаємо λ5
000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ5 — квадратична, тобто,

λ5 “ m17t
2 `m18t`m19.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (3.24), одержимо

2m17t`m18 ` pm2t` pm3 ´ µ
1qqH

` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, приходимо до системи:

2m17 `m2H ´ 3m2u11H
1 “ 0,

m18 ` pm3 ´ µ
1qH ` p2m1 ´ 3m3qu11H

1 “ 0. (3.25)

Пiдставимо тепер функцiї λ5 i λ2 в перше рiвняння (3.12):

pm17t
2 `m18t`m19 ´ λ

4
0q ´ pm2t

2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qH

` 3pm2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qu11H

1 “ 0. (3.26)

Диференцiювання тричi за змiнною t показує, що λ4
0000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ4 — кубiчна. Отже,

λ4 “ m20t
3 `m21t

2 `m22t`m23.
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Пiдставляючи функцiю λ4 назад у рiвняння (3.26), маємо

pm17t
2 `m18t`m19 ´ 3m20t

2 ´ 2m21t´m22q

´ pm2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qH

` 3pm2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qu11H

1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, одержуємо таку систему:

pm17 ´ 3m20q ´m2H ` 3m2u11H
1 “ 0,

pm18 ´ 2m21q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qH ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qu11H

1 “ 0,

pm19 ´m22q ´m16H ` 3m16u11H
1 “ 0. (3.27)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд (2.27) iз деякими
сталими параметрами a, b, c i d. З точнiстю до еквiвалентностi, визна-
ченої в теоремi 3.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв рiвнян-
ня (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ eu11 , то маємо

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m19t`m23, η “ m19.

Таким чином, у випадку функцiї H “ eu11 отримуємо максимальну
алгебру лiївської iнварiантностi з теореми 3.2.

Якщо H “ lnpu11q, то

ξ0 “ µ1t` µ0, ξ1 “ 2µ1x´ 3
2µ

1t2 `m19t`m23,

η “ µ1u´ 3µ1t`m19.

За умови H “ lnpu11q базис максимальної алгебри лiївської iнварiан-
тностi задається наступними векторними полями:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu,

Q4 “ tBt `
`

2x´ 3
2 t

2
˘

Bx ` pu´ 3tqBu.

Якщо H “ up11, p ‰ 0, 1, то iз систем (3.25) i (3.27) отримуємо

2m17 `m2u
p
11 ´ 3m2pu

p
11 “ 0,

m18 ` pm3 ´ µ
1qup11 ` p2m1 ´ 3m3qpu

p
11 “ 0,

pm17 ´ 3m20q ´m2u
p
11 ` 3m2pu

p
11 “ 0,

pm18 ´ 2m21q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qu

p
11 ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qpu

p
11 “ 0,

pm19 ´m22q ´m16u
p
11 ` 3m16pu

p
11 “ 0. (3.28)

При розщепленнi цiєї системи за u11 отримуємо такi обмеження на сталi:

m17 “ 0, m18 “ 0, m20 “ 0, m21 “ 0, m19 “ m22.



Групова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь 53

Далi, якщо p ‰ 1
3 , то маємо ще наступнi обмеження:

m2 “ 0, m16 “ 0, µ1 “ m1 ´ 2m3, p3´ 3pqm3 ` p2p´ 1qm1 “ 0.

Останнi двi рiвностi можна переписати таким чином:

m1 “
p3p´ 3qm3

2p´ 1
, µ1 “

p` 1

1´ 2p
m3.

У цьому випадку компоненти векторного поля Q мають наступний ви-
гляд:

ξ0 “
p` 1

1´ 2p
m3t` µ

0, ξ1 “
2´ p

1´ 2p
m3x`m19t`m23, η “ m3u`m19.

Нижче наведений базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi
для H “ up11, p ­“ 0, 1

3 , 1:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu,

Q4 “ pp` 1qtBt ` p2´ pqxBx ` p1´ 2pquBu.

Зауваження 3.1. Якщо p “ ´1, то в цьому випадку проєкцiя алгебри
вищенаведених векторних полiв на t-компоненту матиме розмiрнiсть 1,
але цей випадок включено тут для повноти розгляду степеневої нелi-
нiйностi.

За умови p “ 1
3 маємо лише наступне обмеження:

µ1 “
2

3
m1.

Отже, у випадку H “ u
1{3
11 компоненти векторного поля Q такi:

ξ0 “
2

3
m1t` µ

0,

ξ1 “
`

m2t
2 `

`

2m3 ´
1
3m1

˘

t`m16

˘

u

` pp´m2t`m1 ´m3qx`m19t`m23q,

η “ pm2t`m3qu` p´m2x`m19q.

З точнiстю до лiнiйних замiн одержуємо наступний базис максимальної
алгебри лiївської iнварiантностi:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu, Q4 “ 4tBt ` 5xBx ` uBu,

Q5 “ uBx, Q6 “ p2tu´ xqBx ` uBu, Q7 “ ptu´ xqptBx ` Buq.

k “““ 1. У цьому випадку

ξ0 “ µ0, (3.29)
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де µ0 — довiльна константа. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз (3.12),
маємо

0 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1, (3.30)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною t отримаємо λ2
00 “ 2m2, iн-

шими словами,
λ2 “ m2t

2 `m23t`m24.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (3.30), одержимо

0 “ ´2m2t` 2m2t`m23 ´ 2m3 `m1,

звiдки слiдує, що m23 “ 2m3 ´m1, тобто

λ2 “ m2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24. (3.31)

Пiсля пiдстановки (3.31) у друге рiвняння системи (3.12) маємо

λ5
0 ` pm2t`m3qH ` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H

1 “ 0. (3.32)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною t отримаємо λ5
000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ5 — квадратична, тобто

λ5 “ m25t
2 `m26t`m27.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (3.32), одержимо

2m25t`m26 ` pm2t`m3qH ` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, приходимо до системи:

2m25 `m2H ´ 3m2u11H
1 “ 0,

m26 `m3H ` p2m1 ´ 3m3qu11H
1 “ 0. (3.33)

Пiдставимо тепер функцiї λ5 i λ2 у перше рiвняння системи (3.12):

pm25t
2 `m26t`m27 ´ λ

4
0q ´ pm2t

2 ` p2m3 ´m1qt`m24qH

` 3pm2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24qu11H

1 “ 0. (3.34)

Диференцiювання тричi за змiнною t показує, що λ4
0000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ4 — кубiчна. Отже,

λ4 “ m28t
3 `m29t

2 `m30t`m31.

Пiдставляючи функцiю λ4 назад у рiвняння (3.34), маємо

pm25t
2 `m26t`m27 ´ 3m28t

2 ´ 2m29t´m30q

´ pm2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24qH

` 3pm2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24qu11H

1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, одержуємо таку систему:

pm25 ´ 3m28q ´m2H ` 3m2u11H
1 “ 0,
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pm26 ´ 2m29q ´ p2m3 ´m1qH ` 3p2m3 ´m1qu11H
1 “ 0,

pm27 ´m30q ´m24H ` 3m24u11H
1 “ 0. (3.35)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд (2.27) iз деякими
сталими параметрами a, b, c i d. З точнiстю до еквiвалентностi, визна-
ченої в теоремi 3.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв рiвнян-
ня (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ eu11 , то iз систем (3.33) i (3.35) одержуємо

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m27t`m31, η “ m27.

Отже, у випадку функцiї H “ eu11 отримуємо максимальну алгебру
лiївської iнварiантностi з теореми 3.2.

Якщо H “ lnpu11q, то iз систем (3.33) i (3.35) отримуємо

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m27t`m31, η “ m27.

Таким чином, за умови H “ lnpu11q базис максимальної алгебри лiїв-
ської iнварiантностi визначається випадком k “ 2.

Якщо H “ up11, p ‰ 0, 1, то iз систем (3.33) i (3.35) отримуємо

2m25 `m2u
p
11 ´ 3m2pu

p
11 “ 0,

m26 `m3u
p
11 ` p2m1 ´ 3m3qpu

p
11 “ 0,

pm25 ´ 3m28q ´m2u
p
11 ` 3m2pu

p
11 “ 0,

pm26 ´ 2m29q ´ p2m3 ´m1qu
p
11 ` 3p2m3 ´m1qpu

p
11 “ 0,

pm27 ´m30q ´m24u
p
11 ` 3m24pu

p
11 “ 0. (3.36)

Пiсля розщеплення цiєї системи за u11 отримуємо наступнi обмеження
на сталi: m25 “ 0, m26 “ 0, m28 “ 0, m29 “ 0, m27 “ m30. Далi, якщо
p ‰ 1

3 , то з першого й п’ятого рiвнянь системи (3.36) маємо ще наступнi
обмеження: m2 “ 0, m24 “ 0. Якщо p ‰ ´1, то з другого й четвертого
рiвнянь системи (3.36) маємо ще наступнi обмеження: m1 “ 0, m3 “ 0.

Таким чином, при p ‰ 1
3 ,´1 компоненти векторного поля Q мають

наступний вигляд:

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m27t`m31, η “ m27.

Отже, базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi визначає-
ться випадком k “ 2.

Якщо p “ 1
3 , то базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

також визначається випадком k “ 2.
Якщо p “ ´1, то m1 “ 2m3, й отримуємо частинний випадок для

степеневої нелiнiйностi (див. зауваження 3.1).
Отриманi результати пiдсумовано в наступному твердженнi.
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Теорема 3.3 (результат групової класифiкацiї, [1]). Повний список G„-
нееквiвалентних pмаксимальнихq розширень лiївських симетрiй у кла-
сi (3.1) вичерпують такi випадки, якi наведено в таблицi 3.1.

Таблиця 3.1. Результати групової класифiкацiї класу (3.1).

Hpuxxq Лiївська алгебра iнварiантностi

@ xBt, Bx, tBx ` Buy

lnuxx xBt, Bx, tBx ` Bu, tBt ` p2x´
3
2 t

2qBx ` pu´ 3tqBuy

uxx xBt, Bx, tBx ` Bu, 2tBt ` xBx ´ uBu,

t2Bt ` txBx ` px´ tuqBuy

upxx, p ­“ 0, 1
3 , 1 xBt, Bx, tBx ` Bu, pp` 1qtBt ` p2´ pqxBx ` p1´ 2pquBuy

u
1{3
xx xBt, Bx, tBx ` Bu, 4tBt ` 5xBx ` uBu,

uBx, p2tu´ xqBx ` uBu, ptu´ xqptBx ` Buqy

Третiй випадок таблицi вiдповiдає добре вiдомому рiвнянню Бюр-
герса ut ` uux “ uxx, яке допускає п’ятивимiрну алгебру максимальної
лiївської iнварiантностi.

4. Висновки

Вперше задача групової класифiкацiї цих рiвнянь була розв’язана
у рамках класичного iнфiнiтезимального пiдходу у роботах Ахатова–
Газiзова–Iбрагiмова та Бойко–Фущича вiдповiдно. Цi доведення були
досить громiздкими. Завдяки застосуванню деяких алгебраїчних технiк
вдалося не лише перевiрити та пiдтвердити достовiрнiсть результатiв,
отриманих ранiше в рамках класичного iнфiнiтезимального пiдходу, але
й значно спростити технiчнi викладки. В обох випадках принциповим
кроком було суттєве спрощення доведення iз застосуванням алгебраї-
чного пiдходу, який полягав в аналiзi придатних алгебр лiївської iнварi-
антностi. Спочатку був використаний вiдомий результат, згiдно з яким
для довiльного векторного поля, яке допускається еволюцiйним рiвня-
нням, його t-компонента залежить лише вiд змiнної t. Пiсля цього був
проведений аналiз розмiрностi проєкцiї алгебри на цю t-компоненту з
використанням класичної теореми Лi про реалiзацiї алгебр Лi вектор-
ними полями на прямiй.
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Залежнiсть ефективних властивостей
вiд регулярних збурень

М. Далла Рiва, П. Луццiнi, П. Мусолiно, Р. Пухтаєвич

Abstract. In this review, we present some of our results on the behavior
of the effective properties in the presence of perturbations of the geometric
and physical parameters. We will first show that the average longitudinal
flow of a Newtonian fluid flowing at low Reynolds numbers around a pe-
riodic array of cylinders depends analytically on the perturbations of the
periodicity structure and the cross section of the cylinders. Next, we will
show the analytical dependence of the effective conductivity of a periodic
two-phase composite with ideal and non-ideal contacts at the interface on
the perturbations of the shape of the inclusions, the periodicity structure,
and the conductivity of each material.

Анотацiя. У цьому оглядi ми представляємо деякi нашi результати
щодо поведiнки ефективних властивостей за наявностi збурень геоме-
тричних i фiзичних параметрiв. Ми спочатку покажемо, що середнiй
поздовжнiй потiк ньютонiвської рiдини, що тече з низькими числа-
ми Рейнольдса навколо перiодичного масиву цилiндрiв, аналiтично за-
лежить вiд збурень структури перiодичностi та поперечного перерiзу
цилiндрiв. Далi ми покажемо аналiтичну залежнiсть ефективної про-
вiдностi перiодичного двофазного композиту з iдеальним i неiдеальним
контактами на межi вiд збурень форми включень, структури перiоди-
чностi та провiдностi кожного матерiалу.

1. Вступ

У статтi представленi нещодавнi результати щодо впливу збурень
геометрiї та фiзичних параметрiв на ефективнi властивостi. Спочатку
розглядається випадок ньютонiвської рiдини, що тече при низьких чи-
слах Рейнольдса навколо перiодичного масиву цилiндрiв i показано, що
середнє значення поздовжньої складової швидкостi потоку аналiтично
залежить вiд збурень структури перiодичностi та поперечного перерiзу
цилiндрiв (див. [7, 9]).
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Далi розглядаються тепловi властивостi двофазних композитiв iз пе-
рiодичними включеннями в однорiднiй матрицi. Показано, що ефектив-
на провiднiсть аналiтично залежить вiд збурень форми включень, струк-
тури перiодичностi та провiдностi матерiалiв. Представлено результати
для iдеального [8] та неiдеального контактiв на межi [4].

Середнiй поздовжнiй потiк та ефективна провiднiсть визначаються
як функцiонали розв’язкiв перiодичних крайових задач, якi ми фор-
мулюємо в областях, форма яких залежить вiд певних параметрiв збу-
рення. Для їх дослiдження ми перетворюємо крайовi задачi в системи
iнтегральних рiвнянь на межi цих областей, а потiм через змiну змiнних
переводимо їх на межi фiксованих множин. Далi, за допомогою теореми
про неявну функцiю для аналiтичних вiдображень у банахових просто-
рах виводяться результати про аналiтичну залежнiсть розв’язкiв, що
дає необхiднi характеристики ефективних властивостей. Пiд «аналiти-
чним» завжди мається на увазi "дiйсно аналiтичний".

Також варто зазначити, що на вiдмiну вiд багатьох iснуючих мето-
дiв у лiтературi, якi застосовуються до перiодичних структур зi специ-
фiчними формами (наприклад, дво- чи тривимiрнi перiодичнi масиви
кругiв/сфер або елiпсiв/елiпсоїдiв), наш метод можна застосовувати до
довiльних форм за умови дотримання певних припущень щодо регу-
лярностi. Крiм того, результати щодо аналiтичностi, якi ми отримуємо,
передбачають диференцiйованiсть вiдносно параметрiв, а тому можна
обчислити вiдповiднi похiднi з метою характеристики критичних кон-
фiгурацiй.

Стаття органiзована наступним чином. У Роздiлi 2 ми вводимо геоме-
тричнi позначення розглянутих перiодичних структур. Роздiл 3 мiстить
результат щодо середнього поздовжнього потоку вздовж перiодичного
масиву цилiндрiв. У Роздiлi 4 та Роздiлi 5 ми представляємо резуль-
тат щодо ефективної провiдностi двофазного перiодичного композиту з
умовою iдеального та неiдеального контактiв вiдповiдно.

2. Геомертичнi позначення

Позначимо через n P t2, 3u i te1, . . . , enu розмiрнiсть i канонiчний ба-
зис простору Rn. Якщо q11, . . . , qnn P s0,`8r, то ми будемо використо-
вувати натупне позначення:

q “
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, якщо n “ 3

(2.1)
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i

Q ”
n
ź

j“1

p0, qjjq Ď Rn. (2.2)

Множина Q є перiодичною комiркою, тодi як q є дiагональною матри-
цею, що включає iнформацiю про перiодичнiсть. Очевидно, що
|Q|n ”

śn
j“1 qjj є мiрою комiрки Q, а qZn ” tqz : z P Znu — це множина

вершин перiодичного подiлу Rn, що вiдповiдає комiрцi Q. Крiм того,
покладемо rQ ” s0, 1rn .

Нехай DnpRq — простiр nˆ n дiагональних матриць з дiйсними еле-
ментами, а D`n pRq — множина елементiв з DnpRq з дiагональними еле-
ментами в s0,`8r. Якщо ΩQ є пiдмножиною Rn, такою що ΩQ Ď Q, ми
визначаємо наступнi двi перiодичнi областi: SqrΩQs ”

Ť

zPZnpqz ` ΩQq,

SqrΩQs
´ ” RnzSqrΩQs. Символ ‘¨’ позначає замикання множини.

Якщо u є дiйснозначною функцiєю, визначеною на SqrΩQs або SqrΩQs
´,

ми говоримо, що u є q-перiодичною, якщо upx ` qzq “ upxq для всiх
z P Zn та для всiх x з областi визначення u. Якщо k P N, покладемо

Ckb pSqrΩQs
´q ”

!

u P CkpSqrΩQs
´q : Dγu обмежена @γ P Nn та |γ| ď k

)

.

На Ckb pSqrΩQs
´q ми розглядаємо звичну норму

}u}
Ckb pSqrΩQs´q

”
ÿ

|γ|ďk

sup
xPSqrΩQs´

|Dγupxq|, @u P Ckb pSqrΩQs
´q ,

де |γ| ”
řn
i“1 γi позначає довжину мультиiндексу γ ” pγ1, . . . , γnq P Nn.

Крiм того, якщо β P s0, 1s, ми покладемо

Ck,βb pSqrΩQs
´q ”

!

u P Ck,βpSqrΩQs
´q : Dγu обмежена @γ P Nn та |γ| ď k

)

,

а на Ck,βb pSqrΩQs
´q ми розглядаємо звичну норму

}u}
Ck,βb pSqrΩQs´q

”
ÿ

|γ|ďk

sup
xPSqrΩQs´

|Dγupxq| `
ÿ

|γ|“k

|Dγu : SqrΩQs
´|β

@u P Ck,βb pSqrΩQs
´q ,

де |Dγu : SqrΩQs
´|β позначає β-Гельдерiвську константу Dγu (див. на-

приклад, Гiлбарг i Трудiнгер [6] для визначення множин i функцiй кла-
суШаудера Ck,β). Тодi, Ckq pSqrΩQs

´q - банаховий пiдпростiр Ckb pSqrΩQs
´q,

визначений як Ckq pSqrΩQs
´q ”

!

u P Ckb pSqrΩQs
´q : u є q-перiодичною

)

,
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а Ck,βq pSqrΩQs
´q - банаховий пiдпростiр Ck,βb pSqrΩQs

´q, визначену як

Ck,βq pSqrΩQs
´q ”

!

u P Ck,βb pSqrΩQs
´q : u є q-перiодичною

)

.

Простори Ckb pSqrΩQsq, C
k,β
b pSqrΩQsq, Ckq pSqrΩQsq i C

k,β
q pSqrΩQsq можуть

бути визначенi аналогiчним чином.
Ми позначаємо через νΩQ одиничну зовнiшню нормаль до BΩQ, а че-

рез dσ — елемент площi на BΩQ. Ми зберiгаємо стандартнi позначення
для простору Лебега L1pBΩQq функцiй, iнтегровних за Лебегом. Позна-
чимо через |BΩQ|n´1 pn´ 1q-вимiрну мiру BΩQ.

Тепер ми вводимо збурення форми. Щоб розглядати областi змiнної
форми, ми фiксуємо множину та розглядаємо клас дифеоморфiзмiв, що
дiють на її межi. Тодi збурення дифеоморфiзму можна розглядати як
збурення областi. З цiєю метою ми фiксуємо наступне

Нехай α P s0, 1r i нехай Ω є обмеженою вiдкритою зв’язною

пiдмножиною Rn класу C1,α такою що RnzΩ є зв’язною.
(2.3)

Ми позначаємо через ABΩ множину функцiй класу C1pBΩ,Rnq, якi
є iн’єктивними та у яких диференцiал є iн’єктивним в усiх точках BΩ.
Тодi нам зручно позначити черезA rQ

BΩ ” tφ P ABΩ : φpBΩq Ď rQu множину
дифеоморфiзмiв з ABΩ, образ яких мiститься у rQ (див. Рисунок 2.1).

Рис. 2.1. Дифеоморфiзм φ P A rQ
BΩ в R2.

Якщо φ P A rQ
BΩ, то R

nzφpBΩq має рiвно двi вiдкритi зв’язнi компоненти,
i ми позначаємо обмежену з них як Irφs. Очевидно, що множина qIrφs “
tqx : x P Irφsu мiститься у перiодичнiй комiрцi Q (див. Рисунок 2.2).
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Рис. 2.2. Перетворення викликане q в R2.

Тодi SqrqIrφss та SqrqIrφss´ є двома необмеженими та перiодични-
ми множинами, якi залежать вiд pq, φq i моделюють перiодичну струк-
туру об’єктiв, розглянутих у цiй статтi (див. Рисунок 2.3). Якщо ми
змiнюємо елементи q, це призведе до змiни перiодичностi наборiв. На-
томiсть, змiна φ викликає змiни у формi перiодичних включень.

Рис. 2.3. Множини SqrqIrφss´, SqrqIrφss, i qφpBΩq в R2.
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3. Середнiй поздовжнiй потiк вздовж перiодичного масиву
цилiндрiв

Цей роздiл присвячено поздовжньому потоку ньютонiвської рiдини,
що тече при низьких числах Рейнольдса вздовж перiодичного маси-
ву цилiндрiв. Ми дослiджуємо вплив збурень структури перiодичностi
(перiодична комiрка є прямокутником який асоцiюється з матрицею q)
та форми поперечного перерiзу цилiндрiв (визначається образом фi-
ксованої областi через дифеоморфiзм φ). Оскiльки поперечний перерiз
цилiндра є двовимiрним, у цьому роздiлi ми покладаємо n “ 2 .

Додатково припустивши, що градiєнт тиску паралельний цилiндрам,
поле швидкостi має лише одну ненульову компоненту. Тодi, iнтегруючи
поздовжню компоненту поля швидкостi по фундаментальнiй комiрцi,
для кожної пари pq, φq ми визначаємо середнє значення поздовжньої
компоненти швидкостi потоку Σrq, φs (див. (3.2)). Зазначимо, що Σrq, φs
є мiрою кiлькостi рiдини, що тече через одну перiодичну комiрку, яку
iнодi називають поздовжньою проникнiстю масиву цилiндрiв (або її
протилежнiстю, див., наприклад, Мiтюшев та Адлер [10,11]).

Тут нас цiкавить залежнiсть (середньої) поздовжньої швидкостi вiд
довжини сторiн прямокутної комiрки та форми поперечного перерiзу
цилiндрiв.

Якщо q P D`2 pRq та φ P A rQ
BΩ, то множина SqrqIrφss ˆ R — нескiнчен-

ний масив паралельних цилiндрiв. Натомiсть, множина SqrqIrφss´ ˆ R
є областю, в якiй ньютонiвська рiдина тече при низьких числах Рей-
нольдса. Ми припускаємо, що градiєнт тиску, який призводить до руху,
є постiйним i паралельним до цилiндрiв. Як наслiдок, використовуючи
стандартний пiдхiд, заснований на специфiчнiй геометрiї задачi, ми мо-
жемо перетворити систему Стокса в рiвняння Пуассона для ненульової
компоненти поля швидкостi. Без втрати загальностi ми можемо вважа-
ти, що в’язкiсть рiдини та ненульова компонента градiєнта тиску рiвнi
одиницi. Вiдповiдно, якщо q P D`2 pRq та φ P A rQ

BΩ, то задача зводиться
до задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

$

’

&

’

%

∆u “ 1, в SqrqIrφss´,
upx` qeiq “ upxq, @x P SqrqIrφss´, @i P t1, 2u,
upxq “ 0, @x P BSqrqIrφss´.

(3.1)

Задача (3.1) має єдиний розв’язок в просторi C1,α
q pSqrqIrφss´q i ми по-

значимо його як urq, φs. З фiзичної точки зору, функцiя urq, φs представ-
ляє ненульовий компонент векторного поля швидкостi (див. Мiтюшев
та Адлер [10, §2]). Тодi ми можемо визначити Σrq, φs як iнтеграл швид-
костi потоку urq, φs по перiодичнiй комiрцi (див. Мiтюшев та Адлер
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[10, §3]), а саме

Σrq, φs ”
1

|Q|2

ż

QzqIrφs
urq, φspxq dx

@pq, φq P D`2 pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,R2q XA rQ
BΩ

¯

.

(3.2)

В роботах [7,9] ми дослiджували властивостi регулярностi Σrq, φs як
функцiї вiд pq, φq. Серед iнших результатiв, ми довели, що вiдображення
pq, φq ÞÑ Σrq, φs є аналiтичним, про що говорить наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай α, Ω визначенi в (2.3). Тодi вiдображення з

D`2 pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,R2q XA rQ
BΩ

¯

в R, що вiдображає пару pq, φq в Σrq, φs, є аналiтичним.

4. Ефективна провiднiсть перiодичного двохфазного
композиту з iдеальними умовами контакту

У цьому роздiлi ми розглядаємо ефективну провiднiсть n-вимiрного
перiодичного двохфазного композиту (n P t2, 3u) з iдеальним контактом
на межi. Композит отримується шляхом введення в однорiдну матри-
цю перiодичного набору включень достатньо гладких форм. Як матри-
ця, так i множина включень, заповненi двома рiзними однорiдними та
iзотропними теплопровiдними матерiалами з провiдностями λ´ та λ`
вiдповiдно, де pλ`, λ´q P r0,`8r2˚ ” r0,`8r2ztp0, 0qu. Граничний випа-
док матерiалу з нульовою провiднiстю вiдповiдає тепловому iзолятору.
Отже, ми припускаємо, що два матерiали не є одночасно iзоляторами.
З iншого боку, якщо провiднiсть наближається до `8, матерiал є iде-
альним провiдником.

Як вiдомо, можна визначити ефективну теплопровiднiсть компози-
цiйного матерiалу, λeff,id, за допомогою розв’язку задачi передачi для
рiвняння Лапласа (див. Означення 4.1, Мiтюшев, Обносов, Песецькая,
Рогозiн [12, §5]). Ефективну теплопровiднiсть можна розглядати як
теплопровiднiсть однорiдного матерiалу, чиї глобальнi характеристики
теплопровiдника є "еквiвалентними"характеристикам композита.

З метою введення визначення ефективної провiдностi спочатку не-
обхiдно ввести сiм’ю крайових задач для рiвняння Лапласа. Якщо
q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq X A rQ

BΩ i pλ`, λ´q P r0,`8r2˚, для кожного
j P t1, . . . , nu ми розглянемо наступну задачу передачi для пари фун-
кцiй pu`j , u

´
j q P C

1,α
loc pSqrqIrφssq ˆ C

1,α
loc pSqrqIrφss´q :
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∆u`j “ 0 в SqrqIrφss,
∆u´j “ 0 в SqrqIrφss´,
u`j px` qehq “ u`j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss, @h P t1, . . . , nu,
u´j px` qehq “ u´j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss´, @h P t1, . . . , nu,
λ` B

BνqIrφs
u`j ´ λ

´ B
BνqIrφs

u´j “ 0 на BqIrφs,

u`j ´ u
´
j “ 0 на BqIrφs,

ş

BqIrφs u
`
j dσ “ 0,

(4.1)

де νqIrφs — зовнiшня одинична нормаль до BqIrφs. Нагадуємо, що для
ph, jq P t1, . . . , nu2 символ δhj позначає символ дельта Кронекера, тому
δhj “ 1 для h “ j i δhj “ 0 в iншому випадку. Задача (4.1) має єдиний
розв’язок pu`j , u

´
j q в C

1,α
loc pSqrqIrφssqˆC

1,α
loc pSqrqIrφss´q, який ми позначи-

мо як pu`j rq, φ, pλ
`, λ´qs, u´j rq, φ, pλ

`, λ´qsq. Цей розв’язок використову-
ється для визначення ефективної провiдностi (див., наприклад, Мiтю-
шев, Обносов, Песецькая та Рогозiн [12, §5]).

Означення 4.1. Нехай q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ, i pλ

`, λ´q P
r0,`8r2˚. Тодi ефективна провiднiсть

λeff,idrq, φ, pλ`, λ´qs ” pλeff,id
ij rq, φ, pλ`, λ´qsqi,j“1,...,n

є матрицею розмiром nˆn з елементом pi, jq, визначеним наступним
чином

λeff,id
ij rq, φ, pλ`, λ´qs ”

1

|Q|n

#

λ`
ż

qIrφs

B

Bxi
u`j rq, φ, pλ

`, λ´qspxq dx

` λ´
ż

QzqIrφs

B

Bxi
u´j rq, φ, pλ

`, λ´qspxq dx

+

@i, j P t1, . . . , nu.

Аналогiчно до вивчення середнього поздовжнього потоку в роздiлi
3, нас цiкавить функцiя pq, φ, pλ`, λ´qq ÞÑ λeff,id

ij rq, φ, pλ`, λ´qs . Наступ-
ний результат [8, Теорема 5.1] описує регулярнiсть матрицi ефектив-
ної провiдностi λeff,idrq, φ, pλ`, λ´qs композиту з iдеальними умовами за
трiйкою "перiодичнiсть-форма-провiднiсть". Бiльш детально, вiн пока-
зує, що елемент pi, jq матрицi λeff,id

ij rq, φ, pλ`, λ´qs може бути виражений
через провiднiсть λ´ матрицi, провiднiсть λ` включень та аналiтичну
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залежнiсть вiд перiодичностi q, форми включень φ i спiввiдношення
λ`´λ´

λ``λ´
, яке iнодi називають параметром контрасту.

Теорема 4.1. Нехай α, Ω визначенi в (2.3). Нехай i, j P t1, . . . , nu.
Тодi iснує вiдкритий окiл U в D`n pRq ˆ

´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ r´1, 1s

простору D`n pRqˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆR та аналiтична функцiя Λij

з U в R, така що λeff,id
ij rq, φ, pλ`, λ´qs ” δijλ

´`pλ``λ´qΛij

”

q, φ, λ
`´λ´

λ``λ´

ı

для всiх pq, φ, pλ`, λ´qq P D`n pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ r0,`8r2˚.

Варто згадати, що в роботi [14] четвертий автор явно обчислив ефе-
ктивну теплопровiднiсть перiодичного розрiдженого композиту з iде-
альним контактом у виглядi ряду по розмiру включень (див. також
[13]).

5. Ефективна провiднiсть перiодичного двохфазного
композиту з неiдеальними умовами контакту

Тепер ми звертаємося до вивчення ефективної теплопровiдностi n-
вимiрного перiодичного двофазного композиту (n P t2, 3u) з недоскона-
лим (або неiдеальним) контактом на межi.

Як матриця, так i множина перiодичних включень заповненi дво-
ма однорiдними та iзотропними теплопровiдними матерiалами з тепло-
провiднiстю λ´ та λ`, вiдповiдно, де pλ`, λ´q P s0,`8r2. Нормальна
компонента теплового потоку вважається неперервною на двофазному
iнтерфейсi, тодi як ми накладаємо умову, що температурне поле має
стрибок, пропорцiйний нормальному тепловому потоку, за допомогою
параметра r P r0,`8r . Для зручностi, ми введемо наступне позначен-
ня P ” s0,`8r2 ˆ r0,`8r. Нехай q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq X A rQ

BΩ,
pλ`, λ´, rq P P. Для визначення ефективної провiдностi в неiдеальному
випадку розглянемо наступну крайову задачу:
$
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∆u`j “ 0 в SqrqIrφss,
∆u´j “ 0 в SqrqIrφss´,
u`j px` qehq “ u`j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss, @h P t1, . . . , nu,
u´j px` qehq “ u´j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss´, @h P t1, . . . , nu,
λ` B

BνqIrφs
u`j ´ λ

´ B
BνqIrφs

u´j “ 0 на BqIrφs,

λ` B
BνqIrφs

u`j ` r
`

u`j ´ u
´
j

˘

“ 0 на BqIrφs,
ş

BqIrφs u
`
j dσ “ 0,

(5.1)
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де j P t1, . . . , nu. Задача (5.1) має єдиний розв’язок pu`j , u
´
j q у просторi

C1,α
loc pSqrqIrφssq ˆ C

1,α
loc pSqrqIrφss´q, який ми позначаємо як

pu`j rq, φ, λ
`, λ´, rs, u´j rq, φ, λ

`, λ´, rsq .

Тодi, ефективну провiднiсть можна визначити наступним чином.

Означення 5.1. Нехай q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ, i

pλ`, λ´, rq P P. Тодi ефективна провiднiсть

λeff,nonidrq, φ, λ`, λ´, rs ” pλeff
ij rq, φ, λ

`, λ´, rsqi,j“1,...,n

є nˆ n матрицею, де елемент pi, jq визначається наступним чином:

λeff,nonid
ij rq, φ, λ`, λ´, rs ”

1

|Q|n

#

λ`
ż

qIrφs

B

Bxi
u`j rq, φ, λ

`, λ´, rspxq dx

` λ´
ż

QzqIrφs

B

Bxi
u´j rq, φ, λ

`, λ´, rspxq dx

+

,

@i, j P t1, . . . , nu.

Наступний результат (див. [4]) описує регулярнiсть вiдображення

pq, φ, λ`, λ´, rq ÞÑ λeff,nonidrq, φ, λ`, λ´, rs .

Теорема 5.1. Нехай α, Ω визначенi в (2.3). Нехай i, j P t1, . . . , nu. Тодi
iснує вiдкритий окiл V множини D`n pRq ˆ

´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆP у

просторi D`n pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ R3, та аналiтичне вiдобра-
ження Λij з V в R, таке що

λeff,nonid
ij rq, φ, λ`, λ´, rs ” δijλ

´ ` Λij
“

q, φ, λ`, λ´, r
‰

для всiх pq, φ, λ`, λ´, rq P D`n pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ P.

Зазначимо, що композити з умовами контакту, вiдмiнними вiд iдеаль-
них, вивчаються, зокрема, у працях Дриґаса та Мiтюшева [5], Кастро,
Капанадзе та Песетської [1]. Також варто зазначити, що асимптоти-
чну поведiнку ефективної теплопровiдностi перiодичного розрiдженого
композиту з недосконалим контактом було дослiджено в [2, 3].
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Екстремальне розбиття комплексної
площини з вiльними полюсами

на одиничному колi

I. В. Денега, Я. В. Заболотний

Abstract. This paper is an attempt to follow the path taken by the open
problem of V.N. Dubinin on extremal decomposition of the complex plane
with free poles on the unit circle. Currently, the problem is not completely
solved. In this work, its partial solution for n ě 40 is obtained for the case
of simply connected domains.

Анотацiя. Ця стаття є спробою прослiдкувати шлях, який пройшла
вiдкрита проблема В.М. Дубiнiна про екстремальне розбиття компле-
ксної площини з вiльними полюсами на одиничному колi. На даний
час ця проблема повнiстю не розв’язана. У данiй роботi одержано її
частковий розв’язок при n ě 40 для випадку однозв’язних областей.

1. Формулювання проблеми та вiдомi результати

Нехай N i R – множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, C –
комплексна площина, C “ C

Ť

t8u – розширена комплексна площина,
U “ tz : |z| ă 1u — вiдкритий одиничний круг.

Нехай функцiя fpzq, мероморфна в крузi U , однолисто вiдображає
даний круг на область B Ă C так, що fp0q “ a, де a P B i a ‰ 8.

Означення 1.1. Величина |f 1p0q| називається конформним радiусом
областi B в точцi a.

Конформний радiус областi B в точцi a будемо позначати RpB, aq.
Для багатозв’язних областей аналогом поняття конформного радiуса

є поняття внутрiшнього радiуса [1–3,18,20].

Означення 1.2. Функцiєю Грiна gBpz, aq областi B з полюсом в скiн-
ченнiй точцi a P B називається дiйсна функцiя, гармонiчна по z в Bza,
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Ключовi слова: конформний i внутрiшнiй радiус областi, функцiонал, квадрати-
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яка прямує до нуля, коли z прямує до межi B, i для якої в деякому око-
лi точки a правильний асимптотичний розклад:

gBpz, aq “ ´ ln |z ´ a| ` γ ` op1q, z Ñ a.

Означення 1.3. Внутрiшнiм радiусом rpB, aq областi B вiдносно скiн-
ченної точки a називається величина eγ.

Вiдзначимо, що для однозв’язних областей внутрiшнiй радiус областi
дорiвнює її конформному радiусу.

Означення 1.4. Нехай B – область розширеної комплексної площини
Cz. Пiд квадратичним диференцiалом в B розумiтимемо символ

Qpzqdz2, (1.1)

де Qpzq – функцiя, мероморфна в B (див. [1, 2, 18,19,21]).

Означення 1.5. Скiнченна точка z0 P B називається нулем або по-
люсом порядку n диференцiала (1.1), якщо вона є нулем або полюсом
функцiї Qpzq.

Означення 1.6. Круговою областю квадратичного диференцiала Qpzqdz2

називається однозв’язна область G Ă Cz, яка мiстить єдиний полюс
другого порядку цього квадратичного диференцiала в точцi w “ a P
G, така, що при конформному однолистому вiдображеннi w “ fpzq
(fpaq “ 0) областi G на одиничний круг площини Cw, дiйсна тото-
жнiсть

Qpzqdz2 ” ´k
dw2

w2
, k P R` “ p0,8q.

В данiй роботi дослiджується наступна проблема.
Проблема 1. [18] При всiх значеннях параметра γ P p0, ns показати,

що максимум функцiонала

Inpγq “ rγ pB0, 0q
n
ź

k“1

r pBk, akq ,

де B0, B1, B2, . . . , Bn, n ě 2, – областi, що взаємно не перетинаються,
в C, a0 “ 0, |ak| “ 1, k “ 1, n, досягається для конфiгурацiї з областей
Bk i точок ak, якi володiють n-кратною симетрiєю.

Ця проблема була сформульована в якостi вiдкритої в 1994 роцi у
роботi [4] (див. також [18]). На даний час вона повнiстю не розв’язана,
її частковi випадки вивчалися в багатьох роботах. У статтi [4] сформу-
льована вище задача була розв’язана для значення параметра γ “ 1 i
всiх значень натурального параметра n ě 2. А саме, було показано, що
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при її умовах справедлива нерiвнiсть

rpB0, 0q
n
ź

k“1

rpBk, akq ď r pD0, 0q
n
ź

k“1

r pDk, dkq ,

де dk, Dk, k “ 0, n, – полюси та круговi областi квадратичного дифе-
ренцiала

Qpwqdw2 “ ´
pn2 ´ 1qwn ` 1

w2pwn ´ 1q2
dw2.

Л.В. Ковальов в 1996 роцi в роботi [5] отримав розв’язок цiєї задачi
при досить жорстких обмеженнях на розташування систем точок на
одиничному колi, а саме, для таких систем точок, для яких виконуються
наступнi умови

0 ă αk ď 2{
?
γ, k “ 1, n, n ě 5,

де αk “ arg ak`1´arg ak, arg an`1 :“ arg a1. Пiзнiше в [9] було показано,
що результат Л.В. Ковальова справедливий i при n “ 4. В 2003 роцi в [6]
одержано розв’язок проблеми 1 для γ P p0, 1s. Далi, в монографiї [1] 2008
року було показано, що аналог результата В.М. Дубiнiна [4] виконується
для довiльного γ P R`, але починаючи з деякого невiдомого номера
n0pγq. Також в [1] був запропонований метод "керуючих" функцiоналiв,
який дозволяє послабити вимоги на геометрiю розташування систем
точок.

Надалi дослiдження проблеми 1 розвивалося в основному в трьох на-
прямках. Першим з даних напрямкiв було дослiдження даної проблеми
для конкретних значень натурального параметра n.

Нехай

I0
npγq “

ˆ

4

n

˙n

´

4γ
n2

¯

γ
n

`

1´ γ
n2

˘n` γ
n

˜

1´
?
γ
n

1`
?
γ
n

¸2
?
γ

. (1.2)

У роботi [10] одержано розв’язок проблеми 1 при n “ 2.

Теорема 1.1 ([10]). Нехай γ P p1, 2s. Тодi для довiльних рiзних точок
a1 i a2 одиничного кола i довiльних областей, що взаємно не перети-
наються, B0, B1, B2, a0 “ 0 P B0 Ă C, a1 P B1 Ă C, a2 P B2 Ă C,
справедлива нерiвнiсть

rγ pB0, 0q r pB1, a1q r pB2, a2q ď I0
2 pγq

ˆ

1

2
|a1 ´ a2|

˙2´γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 й
областi B0, B1, B2, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
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квадратичного диференцiала

Qpwqdw2 “ ´
p4´ γqw2 ` γ

w2pw2 ´ 1q2
dw2. (1.3)

При n “ 2 i γ P p0, 2s розглядалася також дещо загальнiша задача про
максимум функцiонала I2pγq для довiльних фiксованих точок a1, a2 P

Czt0u комплексної площини. Тодi справедливий такий результат.

Теорема 1.2 ([10]). Нехай γ P p0, 2s. Тодi для довiльних рiзних точок
A2 “ ta1, a2u P Czt0u, таких, що

|a1a2| ď 1,

ˆ

1

2
|a1 ´ a2|

˙2´γ

ď 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0, B1, B2, a0 “

0 P B0 Ă C, a1 P B1 Ă C, a2 P B2 Ă C, справедлива нерiвнiсть

rγ pB0, 0q r pB1, a1q r pB2, a2q ď
4γ

γ
2

`

1´ γ
4

˘2` γ
2

˜

1´
?
γ

2

1`
?
γ

2

¸2
?
γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 й
областi B0, B1, B2, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
квадратичного диференцiала (1.3).

Для значень n “ 3 i n “ 4 найкращi на даний момент результати
були отриманi в роботi [8].

Другим напрямком в дослiдженнi проблеми 1 був пошук її розв’яза-
ння з деякими додатковими обмеженнями на системи областей i точок.

Використовуючи результат теореми 1.1, було отримано таку оцiнку
зверху функцiонала Inpγq.

Теорема 1.3 ([10]). Нехай n P N, n ě 3, γ P p1, ns. Тодi для будь-
якої системи рiзних точок An “ takunk“1 одиничного кола i будь-якого
набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk, a0 “ 0 P B0 Ă

C, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, справедлива нерiвнiсть

rγpB0, 0q
n
ź

k“1

rpBk, akq ď
´

sin
π

n

¯n´γ
ˆ

I0
2

ˆ

2γ

n

˙˙
n
2

.

Наступна теорема дає частковий розв’язок проблеми 1 для n ě 4,
γ P p1, ns, однак при деякому обмеженнi на внутрiшнiй радiус областi,
яка мiстить точку нуль.
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Теорема 1.4 ([10]). Нехай n P N, n ě 4, γ P p1, ns i

Kpn, γq “
“

I0
npγq ¨ µnpγq

‰
1
γ ,

де I0
npγq визначається спiввiдношенням (1.2), а

µnpγq “

«

4n

pn´ 1qn´1
¨

1
?
γ

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1
ff´1

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An “ takunk“1 одиничного кола
i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk,
a0 “ 0 P B0 Ă C, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, таких, що

rpB0, 0q ď Kpn, γq,

справедлива нерiвнiсть

rγpB0, 0q
n
ź

k“1

rpBk, akq ď

ˆ

4

n

˙n

´

4γ
n2

¯

γ
n

`

1´ γ
n2

˘n` γ
n

˜

1´
?
γ
n

1`
?
γ
n

¸2
?
γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk, k “ 0, n,
є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного дифе-
ренцiала

Qpwqdw2 “ ´
pn2 ´ γqwn ` γ

w2pwn ´ 1q2
dw2. (1.4)

Iншим напрямком в дослiдженнi проблеми 1 був пошук зростаючої
мажоранти для всiх значень n, починаючи з деякого номера.

Теорема 1.5 ([10]). Нехай n P N, n ě 3, γ P p1,
?
n s. Тодi для будь-якої

системи рiзних точок An “ takunk“1 одиничного кола i будь-якого набо-
ру областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk, a0 “ 0 P B0 Ă C,
ak P Bk Ă C, k “ 1, n, справедлива нерiвнiсть

rγ pB0, 0q
n
ź

k“1

r pBk, akq ď rγ pD0, 0q
n
ź

k“1

r pDk, dkq ,

де dk, Dk, k “ 0, n, d0 “ 0, є, вiдповiдно, полюсами i круговими облас-
тями квадратичного диференцiала (1.4).

В попереднiй теоремi в ролi мажоранти виступає γ “
?
n. Однак

виявляється, що в ролi даної мажоранти можна також взяти γ “ nα

для довiльного α P
`

1
2 ; 2

3

˘

. Зокрема, правильна наступна теорема.

Теорема 1.6 ([7]). Для довiльного натурального n ě e9 i
0 ă γ ď n

2
3
´ 1?

lnn виконується нерiвнiсть:
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rγpB0, a0q
n
ś

k“1

rpBk, akq ď rγpD0, a
0
0q

n
ś

k“1

rpDk, a
0
kq,

де B0, B1, B2,..., Bn, – попано неперетиннi областi в C, a0 “ 0, |ak| “ 1,
a1 “ 1, k “ 1, n, причому знак рiвностi досягається, наприклад, для
ak “ a0

k, Bk “ Dk, k “ 0, n, де a0
k, Dk, – вiдповiдно полюси i круговi

областi квадратичного диференцiала (1.4).

Суттєвим недолiком попередньої теореми є те, що номер, починаючи
з якого можна брати γ “ nα для α P

`

1
2 ; 2

3

˘

, є дуже великим.
Загалом, найкращi вiдомi на даний момент результати в данiй про-

блемi як для деяких конкретних значень n, так i для загального випадку
вiдображено в наступнiй таблицi.

n 2 3 4 n ě 3 n ě e9

γ p0, 2s p0, 2.1s p0, 2.5s p0,
?
ns

´

0, n
2
3
´ 1?

lnn

ı

2. Основний результат

В наступнiй теоремi наводиться деякий аналог теореми 1.6, однак для
n ě 40, причому суттєво розширено дiапазон γ, для яких твердження
проблеми 1 правильне.

Теорема 2.1. Нехай n P N, n ě 40 i 1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq . Тодi

для довiльного набору функцiй fk, k “ 0, n, регулярних i однолистих в
крузi |z| ă 1, таких, що f0p0q “ 0, |fkp0q| “ 1 для k “ 1, n, причому
fipz1q ‰ fjpz2q для довiльних натуральних 1 ď i, j ď n, i ‰ j, та
довiльних рiзних z1, z2 P U , правильна нерiвнiсть:

ˇ

ˇf 10p0q
ˇ

ˇ

γ
n
ź

k“1

ˇ

ˇf 1kp0q
ˇ

ˇ ď

ˆ

4

n

˙n

´

4γ
n2

¯

γ
n

`

1´ γ
n2

˘n` γ
n

˜

1´
?
γ
n

1`
?
γ
n

¸2
?
γ

. (2.1)

Зауважимо, що результат теореми не змiниться для випадку, якщо
одна з функцiй fk буде мероморфною.

Доведення. Зауважимо, що набiр функцiй fk, k “ 0, n, вiдображає вiд-
критий одиничний круг на деяку систему неперетинних однозв’язних
областей, причому |f 1kp0q| “ R pBk, akq “ r pBk, akq, де ak “ fkp0q. Нехай
для конкретностi

0 “ arg a1 ă arg a2 ă . . . ă arg an ă 2π.

Позначимо
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α1 :“ 1
π parg a2´ arg a1q, α2 :“ 1

π parg a3´ arg a2q, ..., αn :“ 1
π p2π´ arg anq.

Позначимо також α0 “ max
k

αk, k “ 1, n. Тодi правильне наступне твер-
дження:

Лема 2.1 ([8]). Нехай n P N, n ě 2, γ ą 0. Нехай система взаєм-
но неперетинних однозв’язних областей tB0, B1, B2, . . . , Bnu така, що

0 P B0, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, i rγ pB0, 0q
n
ś

k“1

r pBk, akq ą I0
npγq. Тодi

правильна нерiвнiсть

r pB0, 0q ď n
´ n

2pn´γq I0
npγq

´ 1
n´γ ,

де I0
npγq – див. (1.2).

Врахувавши результат роботи [5], а також лему 2.1, нам досить роз-
глянути випадок

ˇ

ˇf 10p0q
ˇ

ˇ ď n
´ n

2pn´γq I0
npγq

´ 1
n´γ i α0 ą

2
?
γ
.

Доведемо, що для даних умов правильна нерiвнiсть:

|f 10p0q|
γ

n
ś

k“1

|f 1kp0q|

`

4
n

˘n

´

4γ

n2

¯

γ
n

´

1´ γ

n2

¯n`
γ
n

ˆ

1´
?
γ

n

1`
?
γ

n

˙2
?
γ
ă 1. (2.2)

Врахувавши лему 1, отримаємо, що
ˇ

ˇf 10p0q
ˇ

ˇ

γ
ď n

´
nγ

2pn´γq I0
npγq

´
γ

n´γ .

Пiдставивши даний вираз в нерiвнiсть (2.2), одержимо, що для доведе-
ння теореми нам достатньо довести таке спiввiдношення

n
´

nγ
2pn´γq I0

npγq
´ n
n´γ

n
ź

k“1

ˇ

ˇf 1kp0q
ˇ

ˇ ă 1. (2.3)

Також, згiдно з теоремою 5.2.3 роботи [1] правильна наступна нерiв-
нiсть:

n
ź

k“1

ˇ

ˇf 1kp0q
ˇ

ˇ ď 2n
n
ź

k“1

αk ď 2nα0

ˆ

2´ α0

n´ 1

˙n´1

ă

ă
4n

pn´ 1qn´1?γ

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

.

(2.4)



78 I. В. Денега, Я. В. Заболотний

Пiдставивши нерiвнiсть (2.4) в (2.3), отримаємо, що нам потрiбно дове-
сти нерiвнiсть

Pnpγq :“ n
´

nγ
2pn´γq

4n

pn´ 1qn´1?γ

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

I0
npγq

´ n
n´γ ă 1. (2.5)

Використавши рiвнiсть (1.2), отримаємо, що

Pnpγq “ n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

n

n´ 1

˙n´1 ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

´

1´
γ

n2

¯

n2`γ
n´γ

ˆ

1

4
?
γ

˙

n`γ
n´γ

˜

1`
?
γ
n

1´
?
γ
n

¸

2n
?
γ

n´γ

.

(2.6)

Оцiнимо вираз Pnpγq при умовах теореми. Зокрема,
´

n
n´1

¯n´1
ă e. Вiд-

значимо також, що
`

1´ γ
n2

˘

n2`γ
n´γ ă 1. Також правильна наступна оцiнка:

˜

1`
?
γ
n

1´
?
γ
n

¸

2n
?
γ

n´γ ˆ

1

4
?
γ

˙

n`γ
n´γ

ă 0.06 ă
1

e
.

Таким чином,

Pnpγq ă n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

. (2.7)

Оцiнимо тепер вираз n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

´

1´ 1?
γ

¯n´1
при умовах даної теореми.

Правильнi наступнi перетворення:

n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

“ n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

˜

ˆ

1´
1
?
γ

˙

?
γ
¸

n´1
?
γ

ă

ă

¨

˝n

ˆ

1

e

˙

2n2´2n´2nγ`2γ
nγ
?
γ`2n

?
γ`2γ

?
γ

˛

‚

nγ`2n`2γ
2pn´γq

“

“

¨

˚

˝

n

ˆ

1

e

˙
n

γ
3
2

2´ 2
n´

2γ
n `

2γ

n2

1` 2
γ`

2
n

˛

‹

‚

nγ`2n`2γ
2pn´γq

. (2.8)
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Оскiльки в роботi [10] задачу було розв’язано для n ě 3 i 1 ă γ ď
?
n,

то нам достатньо розглянути тiльки γ ą
?
n. Для n ě 40 i

?
n ă γ ă

n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq правильна нерiвнiсть

2´ 2
n ´

2γ
n `

2γ
n2

1` 2
γ `

2
n

ą
6

5
,

тому отримаємо:

n

ˆ

1

e

˙
n

γ
3
2

2´ 2
n´

2γ
n `

2γ

n2

1` 2
γ`

2
n

ă n

ˆ

1

e

˙
6
5
n

γ
3
2 . (2.9)

Врахувавши, що γ ă n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq , отримаємо, що

6

5

n

γ
3
2

ą
6

5

n

n

3
2

˜

2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq

¸ “
6

5
n

lnp 56 lnpnqq
lnpnq .

Таким чином,

n

ˆ

1

e

˙
6
5
n

γ
3
2
ď n

ˆ

1

e

˙
6
5
n

lnp 56 lnpnqq
lnpnq

“ n

ˆ

1

e

˙
6
5
n
lognp 56 lnpnqq

“ 1.

Пiдставивши даний результат в нерiвностi (2.9) i (2.8), маємо

n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

ă 1.

Таким чином, в нерiвностi (2.7) отримаємо, що для заданих n i γ вико-
нується нерiвнiсть

Pnpγq ă 1,

а звiдси, врахувавши нерiвностi (2.2) – (2.5), i випливає нерiвнiсть (2.1).
Теорему 2.1 доведено. �

Зауваження 2.1. Враховуючи поведiнку виразу

Hpn, γq :“
2´ 2

n ´
2γ
n `

2γ
n2

1` 2
γ `

2
n

при збiльшеннi n ми можемо дещо уточнити значення γ, для яких ви-
конується нерiвнiсть (2.1). Так, наприклад, для n ě 47 i γ ą

?
n пра-

вильна нерiвнiсть Hpn, γq ą 5
4 , а тому, провiвши аналогiчнi мiркуван-

ня, можна довести, що для даних n нерiвнiсть (2.1) виконується для
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1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 45 lnpnqq
lnpnq ; для n ě 119 правильна нерiвнiсть Hpn, γq ą 3

2 ,

а тому нерiвнiсть (2.1) виконується для 1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 23 lnpnqq
lnpnq , тобто

можна дещо розширити дiапазон γ в умовi теореми 2.1.

Зауваження 2.2. Доведена вище теорема 2.1 розв’язує проблему 1 для

n ě 40 i 1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq для випадку однозв’язних областей.

З подiбними результатами про оцiнки добуткiв внутрiшнiх радiусiв
областей можна ознайомитися в роботах [11–17,22].
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theory. Birkhäuser/Springer, Basel, 2014.

[19] P. Duren. Univalent functions. Heidelberg and New York: Springer-Verlag, 1983.
[20] G. M. Goluzin. Geometric theory of functions of a complex variable. Amer. Math.

Soc. Providence, R.I., 1969.
[21] K. Strebel. Quadratic differentials. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1984.
[22] A. L. Targonskii. Extreme problem for a mosaic system of points on the open sets

and non-overlapping domains. Proceedings of the International Geometry Center,
16(1):91–104, 2023.

I. В. Денега
Iнститут математики НАН України, м. Київ
Email: iradenega@gmail.com
ORCID: 0000-0001-8122-4257

Я. В. Заболотний
Iнститут математики НАН України, м. Київ
Email: yaroslavzabolotnii@gmail.com
ORCID: 0000-0002-1878-2077

mailto:iradenega@gmail.com
http://orcid.org/0000-0001-8122-4257
mailto:yaroslavzabolotnii@gmail.com
http://orcid.org/0000-0002-1878-2077


Збiрник праць Iн-ту математики НАН України (2024) т. 21, №1, 82–101

Про асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi кiльцевих та нижнiх
Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля

Б. А. Клiщук, Р. Р. Салiмов, М. В. Стефанчук

Abstract. In the paper the asymptotic behavior at infinity of ring Q-
homeomorphisms with respect to the p-modulus as p ě n and lower Q-
homeomorphisms with respect to the p-modulus as n ´ 1 ă p ď n in the
space Rn, n ě 2, has been investigated.

Анотацiя. У статтi дослiджується асимптотична поведiнка на нескiн-
ченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ě n та
нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при n´ 1 ă p ď n у про-
сторi Rn, n ě 2.

1. Вступ

Нагадаємо деякi означення, див. [68]. Нехай задано сiм’ю Γ кривих
γ у просторi Rn, n ě 2. Борелеву функцiю ρ : Rn Ñ r0,8s називають
допустимою для Γ (пишуть ρ P adm Γ), якщо

ż

γ

ρpxq ds ě 1

для кожної (локально спрямлюваної) кривої γ P Γ.
Нехай p P p1,8q. Тодi p-модулем сiм’ї Γ називається величина

MppΓq “ inf
ρPadm Γ

ż

Rn

ρppxq dmpxq ,

де dmpxq позначає мiру Лебега в Rn.
Нехай D – область в Rn, n ě 2, x0 P D та d0 “ distpx0, BDq. Для

довiльних множин E, F i G простору Rn позначимо через ∆pE,F,Gq

Робота була пiдтримана грантом Simons Foundation (1290607, Б.А.К., Р.Р.С.,
М.В.С.).

2020 Mathematics Subject Classification: 30C65
Ключовi слова: p-модуль сiм’ї кривих, p-модуль сiм’ї поверхонь, кiльцевi Q-

гомеоморфiзми вiдносно p-модуля, нижнi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля
DOI : https://doi.org/10.3842/trim.v21n1.542

82

https://doi.org/10.3842/trim.v21n1.542


Поведiнка на нескiнченностi кiльцевих та нижнiх Q-гомеоморфiзмiв 83

сiм’ю всiх неперервних кривих γ : ra, bs Ñ Rn, якi з’єднують E i F у G,
тобто γpaq P E, γpbq P F i γptq P G при a ă t ă b. Покладемо

Apx0, r1, r2q “ tx P Rn : r1 ă |x´ x0| ă r2u ,

Si “ Spx0, riq “ tx P Rn : |x´ x0| “ riu , i “ 1, 2 .

Нехай Q : D Ñ r0,8s – вимiрна функцiя. Нагадаємо, що гомеомор-
фiзм f : D Ñ Rn називається Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля,
якщо нерiвнiсть

MppfΓq ď

ż

D

Qpxq ρppxq dmpxq (1.1)

виконується для довiльної сiм’ї Γ кривих в областi D та довiльної допу-
стимої функцiї ρ для Γ.

Це означення є природним узагальненням геометричного означен-
ня квазiконформного вiдображення: якщо Qpxq ď K ă 8 м.с. (майже
скрiзь), то f є квазiконформним для p “ 2 на комплекснiй площинi C
(див. означення A, с. 21–22 у [19]), для p “ n у просторi Rn, n ě 2,
(див. 13.1 та 34.6 у [68]), має властивiсть локальної лiпшицевостi для
n ´ 1 ă p ă n та f´1 є лiпшицевим для p ą n, причому межi для p є
точними (див. [25]). Зауважимо, що оцiнка типу (1.1) вперше була вста-
новлена у класичнiй квазiконформнiй теорiї (див. [38], с. 221). Далi це
було отримано у [20], лема 2.1, для квазiконформних вiдображень у про-
сторi Rn, n ě 2. Клас Q-гомеоморфiзмiв вiдносно n-модуля вперше було
розглянуто у роботах [40,41], див. також монографiю [42]. Головною ме-
тою теорiїQ-гомеоморфiзмiв є встановлення рiзноманiтних взаємозв’яз-
кiв мiж властивостями мажоранти Qpxq та вiдповiдними властивостями
самих вiдображень. Зокрема, задачi про локальну та межову поведiнку
Q-гомеоморфiзмiв були дослiдженi у просторi Rn спочатку для випад-
ку Q P BMO (обмеженого середнього коливання) у роботах [40, 41], а
потiм для випадку Q P FMO (скiнченного середнього коливання) та
для iнших випадкiв у роботах [6, 7, 51].

Наступне означення узагальнює та локалiзує означення Q-гомеомор-
фiзму. Воно зумовлене кiльцевим означенням квазiконоформних вiдо-
бражень за Герiнгом (див. [24]), спочатку введене В. Рязановим, У. Срє-
бро та Е. Якубовим на площинi (див. [45–50]) та пiзнiше узагальнене
В. Рязановим i Є. Севостьяновим у просторi Rn , n ě 2, (див. [42], роз-
дiли VII, XI).

Нехай Q : D Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеомор-
фiзм f : D Ñ Rn називається кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiдносно
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p-модуля в точцi x0 P D, якщо спiввiдношення

Mpp∆pfS1, fS2, fDqq ď

ż

A

Qpxq ηpp|x´ x0|q dmpxq (1.2)

виконується для будь-якого кiльця A “ Apx0, r1, r2q , 0 ă r1 ă r2 ă d0,
d0 “ distpx0, BDq, i для кожної вимiрної функцiї η : pr1, r2q Ñ r0,8s
такої, що

r2
ż

r1

ηprq dr “ 1 .

Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn називають кiльцевим Q-гомеоморфiзмом
вiдносно p-модуля в областi D, якщо умова (1.2) виконується для будь-
якої точки x0 P D . Кiльцевi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля при
p “ n називають кiльцевими Q-гомеоморфiзмами (у точцi x0 P D чи в
областi D).

Теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля у просторi Rn
при p “ n дослiджувалась у роботах [42, 47, 62], при 1 ă p ă n див.
[26,29,31,53,54] та при p ą n див. [10,37,43,55–60,66,67]. Бiльш загальнi
класи вiдображень дослiджувались у [21–23,32–34,36,61,64,65].

Нехай ωn´1 – площа одиничної сфери Sn´1 “ tx P Rn : |x| “ 1u в Rn
та

qx0prq “
1

ωn´1 rn´1

ż

Spx0,rq

Qpxq dA

середнє iнтегральне значення по сферi Spx0, rq “ tx P Rn : |x´x0| “ ru,
тут dA – елемент площi поверхнi.

Нижче наведено критерiй належностi гомеоморфiзмiв класу кiльце-
вихQ-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ą 1 у просторi Rn, n ě 2,
див. теорему 3.1 у [1].

Твердження 1.1 ([1]). Нехай D – область в Rn, x0 P D та
Q : D Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя така, що середнє iн-
тегральне значення qx0prq скiнченне для м.в. (майже всiх) r P p0, d0q,
d0 “ distpx0, BDq. Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn є кiльцевим Q-гомеомор-
фiзмом у точцi x0 тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких r1, r2 таких,
що 0 ă r1 ă r2 ă d0,

Mp p∆pfS1, fS2; fDqq ď
ωn´1

˜

r2
ş

r1

dr

r
n´1
p´1 q

1
p´1
x0

prq

¸p´1 ,

де S1 та S2 – сфери Spx0, r1q i Spx0, r2q.
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Вельми корисним iнструментом при дослiдженнi плоских та просто-
рових вiдображень виявилися також так званi нижнi Q-гомеоморфiзми
вiдносно p-модуля, що були вперше введенi i вивчалися при p “ n у ро-
ботi Д. Ковтонюка i В. Рязанова, див. [8] або розд. 9 у монографiї [42] та
при p ‰ n у роботi [28]. Їх означення також носить геометричний хара-
ктер i мотивовано кiльцевим означенням Герiнга для квазiконформних
вiдображень.

Далi нагадаємо, що pn ´ 1q-вимiрною поверхнею S в Rn називають
довiльне неперервне вiдображення S : ω Ñ Rn, де ω – вiдкрита множина
в Rn´1

:“ Rn´1 Y t8u. Функцiєю кратностi поверхнi S називається
число прообразiв елемента y P Rn:

NpS, yq “ cardS ´1pyq “ card tx P ω : Spxq “ yu .

Для борелевої функцiї ρ : Rn Ñ r0,8s iнтеграл по поверхнi S визнача-
ється рiвнiстю

ż

S

ρ dA :“

ż

Rn

ρpyqNpS, yq dHn´1pyq ,

де через Hn´1 позначено pn ´ 1q-вимiрну мiру Хаусдорфа в Rn, n ě 2.
Надалi покладемо dA :“ dAn´1.

Борелеву функцiю ρ : Rn Ñ r0,8s називають допустимою для сiм’ї
Γ pn´ 1q-вимiрних поверхонь i пишуть ρ P adm Γ, якщо

ż

S

ρn´1 dA ě 1 (1.3)

для кожної поверхнi S P Γ. Тодi p-модулем сiм’ї Γ при p ą 1 називають
величину

MppΓq “ inf
ρPadm Γ

ż

Rn

ρppxq dmpxq .

Кажуть, що деяка властивiсть виконується для p-майже всiх pn´1q-
вимiрних поверхонь сiм’ї Γ, якщо пiдсiм’я поверхонь сiм’ї Γ, для яких
ця властивiсть порушується, має p-модуль нуль.

Вимiрну за Лебегом функцiю ρ : Rn Ñ r0,8s називають узагальнено
p-допустимою для сiм’ї Γ, що складається iз pn´1q-вимiрних поверхонь
в Rn, i пишуть ρ P extp adm Γ, якщо нерiвнiсть (1.3) виконується для p-
майже всiх S P Γ.
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Нехай D – область в Rn, n ě 2, Q : D Ñ p0,8q – вимiрна за Лебе-
гом функцiя. Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn називають нижнiм Q-гомео-
морфiзмом вiдносно p-модуля у точцi x0 P D, якщо

Mp pfΣAq ě inf
ρPextp adm ΣA

ż

A

ρppxq

Qpxq
dmpxq (1.4)

для кожного кiльця A “ Apx0, ε1, ε2q, 0 ă ε1 ď ε2 ă d0, де ΣA – сiм’я
всiх сфер Spx0, rq, r P pε1, ε2q .

Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn називають нижнiм Q-гомеоморфiзмом
вiдносно p-модуля в областi D, якщо умова (1.4) виконується для будь-
якої точки x0 P D . Нижнi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля при
p “ n називають нижнiми Q-гомеоморфiзмами (у точцi x0 P D чи в
областi D).

Теорiя нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля у просторi Rn,
n ě 2, при p “ n дослiджувалась у роботах [8, 42], при p ą n ´ 1
див. [28], при p ą n див. [14, 16], а також на комплекснiй площинi при
1 ă p ă 2 див. [18].

Останнiм часом нижнi i кiльцевi Q-гомеоморфiзми знайшли важли-
вi застосування, як в теорiї крайових задач для рiвнянь Бельтрамi на
площинi, так i в теорiї просторових гомеоморфiзмiв класiв Соболєва i
бiльш загальних класiв Орлiча-Соболєва, див. [2–5,9,12,13,15,35,44,52].
Також теорiя нижнiх та кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля
може бути застосована до вiдображень квазiконформних в середньому
(див. [11,27]).

На комплекснiй площинi теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiднос-
но p-модуля використовується при вивченнi асимптотичних властиво-
стей регулярних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь Бельтрамi (див. [30,63]).
Також теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв може бути застосована до
дослiдження вiдображень зi скiнченним спотворенням, якi належать
класам Орлiча-Соболєва W 1,ϕ

loc за умови типу умови Кальдерона, та,
зокрема, класам Соболєва W 1,p

loc при p ą n´ 1, (див. [31]).
У наступнiй теоремi встановлено критерiй належностi гомеоморфi-

змiв класу нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ą n´ 1.
Вперше цей критерiй було доведено при p “ n у роботi [8, теорема 2.1],
див. також монографiю [42, теорема 9.2], а також у просторi Rn, n ě 2,
при p ą n´ 1 див. [28, теорема 6.1].

Теорема 1.1 ([28]). Нехай D – область в Rn, n ě 2, x0 P D. Припусти-
мо, що Q : D Ñ p0,8q – вимiрна функцiя. Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn є
нижнiм Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n´1
тодi i тiльки тодi, коли
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MppfΣAq ě

ε2
ż

ε1

dr

||Q|| n´1
p´n`1

px0, rq
для всiх 0 ă ε1 ď ε2 ă d0,

де d0 “ distpx0, BDq , ΣA – сiм’я всiх сфер Spx0, rq, r P pε1, ε2q, i

}Q} n´1
p´n`1

px0, rq :“

¨

˚

˝

ż

Spx0,rq

Q
n´1
p´n`1 pxq dA

˛

‹

‚

p´n`1
n´1

.

Iнфiмум в (1.4) досягається для функцiї

ρ0pxq “

˜

Qpxq

}Q} n´1
p´n`1

p|x´ x0|q

¸
1

p´n`1

.

У наступнiй теоремi встановлено зв’язок мiж нижнiми i кiльцевими
Q-гомеоморфiзмами вiдносно p-модуля.

Теорема 1.2 ([17]). Нехай D – область в Rn, n ě 2, x0 P D. При-
пустимо, що Q : D Ñ p0,8q – вимiрна за Лебегом функцiя така,
що }Q} n´1

p´n`1
px0, rq ‰ 8 для м.в. r P p0, d0q, d0 “ dist px0, BDq, i f :

D Ñ Rn – нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при
p ą n´ 1. Тодi f є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом вiдносно rp-модуля у
точцi x0 при rp “ p

p´n`1 та Q˚pxq “ Q
n´1
p´n`1 pxq.

Наслiдок 1.1. ([28]) У просторi Rn, n ě 2, будь-який нижнiй Q-го-
меоморфiзм f : D Ñ Rn вiдносно p-модуля у точцi x0 P D за умов

p ą n ´ 1 та Q P L
n´1
p´n`1

loc pDq є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом вiдносно

rp-модуля в точцi x0 при rp “ p
p´n`1 та Q˚pxq “ Q

n´1
p´n`1 pxq.

2. Поведiнка на нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля, якi є
аналогами теореми Мартiо-Рiкмана-Вайсяля про рiст на нескiнченностi
квазiрегулярних вiдображень (див. [39]). У роботi [62] було дослiджено
випадок при p “ n.

Нижче наведено теорему про асимптотичну поведiнку на нескiнчен-
ностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв, див. [62].
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Нехай R ą 0 i x0 P Rn. Для гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn покладемо

Mpx0, f, Rq “ max
|x´x0|“R

|fpxq ´ fpx0q| .

Теорема 2.1. ([62]) Нехай f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-гомеоморфiзм у
точцi x0 P Rn, r0 ą 0 та Q : Rn Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя
така, що середнє iнтегральне значення qx0prq скiнченне для м.в. r ą 0.
Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´

R
ż

r0

dt

t q
1

n´1
x0 ptq

˛

‚ą 0 .

Наслiдок 2.1. ([62]) Нехай f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-гомеоморфiзм
у точцi x0 P Rn та для деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується
умова qx0ptq ď κ для м.в. t P rr0,8q. Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
ą 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Наслiдок 2.2. ([62]) Нехай f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-гомеоморфiзм
у точцi x0 P Rn та для деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 виконується
умова qx0ptq ď κ pln tqn´1 для м.в. t P rr0,8q. Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnRqγ
ą 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Нижче наведено результати робiт [58], [60] про асимптотичну пове-
дiнку на нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля
при p ą n.

Надалi для множини E Ă Rn через diamE будемо позначати евклi-
довий дiаметр E.

Теорема 2.2. ([58]) Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-
гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 викону-
ється умова

qx0ptq ď κ tα (2.1)

для м.в. t P rr0,`8q.
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1) Якщо α P r0, p´ nq, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
p´n´α
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

ą 0 . (2.2)

2) Якщо α “ p´ n, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
p´1
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ 1

˙

p´1
p´n

ą 0 , (2.3)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.

При α “ 0 з теореми 2.2 безпосередньо випливає наступне тверджен-
ня.

Наслiдок 2.3. ([58]) Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-
гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 викону-
ється умова qx0ptq ď κ для м.в. t P rr0,`8q. Тодi

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
ě 2κ

1
n´p ą 0 ,

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.

Розглянемо наступний приклад.

Приклад 2.1. Нехай x0 P Rn та f1 : Rn Ñ Rn, де

f1pxq “

$

&

%

κ
1

n´p

´

p´n
p´n´α

¯

p´1
p´n

|x´ x0|
p´n´α
p´n x´x0

|x´x0|
, x ‰ x0,

0, x “ x0.
(2.4)

Зауважимо, що вiдображення f1 вiдображає кулю Bpx0, Rq на кулю
Bp0, rRq, де

rR “ κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

R
p´n´α
p´n .

Легко бачити, що

lim
RÑ8

diam f1 pBpx0, Rqq

R
p´n´α
p´n

“ lim
RÑ8

diamBp0, rRq

R
p´n´α
p´n

“

“ lim
RÑ8

2 rR

R
p´n´α
p´n

“ 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

.

Покажемо, що вiдображення f1 є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiд-
носно p-модуля з функцiєю Qpxq “ κ |x ´ x0|

α у точцi x0. Зрозумiло,
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що qx0ptq “ κ tα. Розглянемо кiльце Apx0, r1, r2q, 0 ă r1 ă r2 ă 8. За-
уважимо, що гомеоморфiзм f1 вiдображає кiльце Apx0, r1, r2q на кiльце
rAp0, rr1, rr2q, де

rri “ κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

r
p´n´α
p´n

i , i “ 1, 2.

Позначимо через Γ множину всiх кривих, якi з’єднують сфери Spx0, r1q

та Spx0, r2q у кiльцi Apx0, r1, r2q. Тодi обчислимо p-модуль сiм’ї кривих
f1Γ:

Mppf1Γq “ ωn´1

ˆ

p´ n

p´ 1

˙p´1 ˆ

rr
p´n
p´1

2 ´ rr
p´n
p´1

1

˙1´p

(див., напр., формулу (2) у [25]). Пiдставляючи у вищенаведену нерiв-
нiсть значення rr1 та rr2, означенi вище, отримаємо

Mppf1Γq “ ωn´1 κ

ˆ

p´ n´ α

p´ 1

˙p´1 ˆ

r
p´n´α
p´1

2 ´ r
p´n´α
p´1

1

˙1´p

.

Зауважимо, що останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi

Mppf1Γq “
ωn´1

˜

r2
ş

r1

dt

t
n´1
p´1 q

1
p´1
x0

ptq

¸p´1 ,

де qx0ptq “ κ tα.
Отже, за твердженням 1.1 гомеоморфiзм f1 є кiльцевим Q-гомеомор-

фiзмом вiдносно p-модуля при p ą n з функцiєю Qpxq “ κ |x ´ x0|
α у

точцi x0.

Зауваження 2.1. Приклад 2.1 показує, що оцiнка (2.2) у теоремi 2.2 є
точною, тобто досягається на вiдображеннi (2.4).

Теорема 2.3. ([60]) Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-
гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 викону-
ється умова

qx0ptq ď κ tp´n pln tqα (2.5)

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо α P r0, p´ 1q, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
p´α´1
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ α´ 1

˙

p´1
p´n

ą 0 . (2.6)
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2) Якщо α “ p´ 1, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

pln lnRq
p´1
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ 1

˙

p´1
p´n

ą 0 , (2.7)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.

Зауваження 2.2. У теоремах 2.2, 2.3 оцiнки (2.3), (2.6), (2.7) є точни-
ми. Аналогiчно до прикладу 2.1 можна побудувати приклади кiльцевих
Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ą n, на яких вони досягаю-
ться.

Зауваження 2.3. При виконаннi умов теорем 2.2 або 2.3
diam f pBpx0, Rqq Ñ 8 при RÑ8.

3. Теореми неiснування кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про неiснування кiльцевихQ-гомео-
морфiзмiв вiдносно p-модуля при p ě n.

Теорема 3.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, r0 ą 0
та Q : Rn Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя така, що середнє
iнтегральне значення qx0prq скiнченне для м.в. r ą 0. Тодi не iснує
кiльцевого Q-гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´

R
ż

r0

dt

t q
1

n´1
x0 ptq

˛

‚“ 0 .

Наслiдок 3.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова qx0ptq ď κ
для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
“ 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Наслiдок 3.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова

qx0ptq ď κ pln tqn´1
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для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnRqγ
“ 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Теорема 3.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова qx0ptq ď κ tα

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо α P r0, p ´ nq, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму

f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

R
p´n´α
p´n

“ 0.

2) Якщо α “ p ´ n, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
p´1
p´n

“ 0.

Наслiдок 3.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова qx0ptq ď κ
для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
“ 0.

Теорема 3.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова

qx0ptq ď κ tp´npln tqα

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо α P r0, p ´ 1q, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму

f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
p´α´1
p´n

“ 0.

2) Якщо α “ p ´ 1, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
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умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

pln lnRq
p´1
p´n

“ 0.

4. Поведiнка на нескiнченностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля.

Нижче наведено теорему про асимптотичну поведiнку на нескiнчен-
ностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв, яка є аналогом результату Мартiо-
Рiкмана-Вяйсяля про ”сильне” зростання в околi нескiнченностi вiдо-
бражень з обмеженим спотворенням (див. [39]).

Теорема 4.1. ([17]) Нехай f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеоморфiзм у
точцi x0 P Rn, r0 ą 0 та Q : Rn Ñ p0,8q – вимiрна за Лебегом функцiя
така, що }Q}n´1px0, rq ‰ 8 для м.в. r ą 0. Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´ω
1

n´1

n´1

R
ż

r0

dt

}Q} n´1px0, tq

˛

‚“M0 ą 0 , (4.1)

де }Q} n´1px0, tq “

˜

ş

Spx0,tq

Qn´1pxq dA

¸
1

n´1

.

Наведемо деякi позначення. Для цiлих значень k ě 0 покладемо

e0 “ 1, e1 “ e, e2 “ ee, . . . , ek`1 “ exp ek

i ln0 t “ t, ln1 t “ ln t, ln2 t “ ln ln t, . . . , lnk`1 t “ ln lnk t .

Наслiдок 4.1. ([17]) Нехай f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеоморфiзм у
деякiй точцi x0 P Rn. Якщо для деяких чисел r0 ą eN , C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова

}Q} n´1px0, rq ď C0

N
ź

k“0

lnk r

для м.в. r P rr0,8q, то

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnN Rq
γ “M0 ą 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.
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Наслiдок 4.2. ([17]) Якщо для деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова }Q} n´1px0, rq ď C0 r для м.в. r P rr0,8q, то

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
“M0 ą 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Нижче наведено теореми про асимптотичну поведiнку на нескiнчен-
ностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n.
Аналогiчнi результати отримано на комплекснiй площинi при 1 ă p ă 2
у роботi [18].

Теорема 4.2. Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеомор-
фiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при n ´ 1 ă p ă n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
β (4.2)

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо β P rp´ n` 1, 1q, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
1´β
n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p

ˆ

n´ p

1´ β

˙
1

n´p

ą 0 . (4.3)

2) Якщо β “ 1, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
1

n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p pn´ pq
1

n´p ą 0 , (4.4)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq

n´1 .

Доведення. Дiйсно, за теоремою 1.2 нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi x0 при n´ 1 ă p ă n є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом
вiдносно rp-модуля у точцi x0 з параметром rp “ p

p´n`1 ą n при Q˚pxq “

Q
n´1
p´n`1 pxq. Застосовуючи теорему 2.2 з параметрами κ “

C
n´1
p´n`1
0
ωn´1

та

α “ pn´1qpβ´p`n´1q
p´n`1 , приходимо до висновкiв теореми. �

Поклавши у теоремi 4.2 β “ p´ n` 1, отримаємо наступне твердже-
ння.

Наслiдок 4.3. Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеомор-
фiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при n ´ 1 ă p ă n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
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виконується умова }Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
p´n`1 для м.в. t P rr0,`8q.

Тодi

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
ě 2C

1
p´n

0 λn,p ą 0 ,

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq

n´1 .

Теорема 4.3. Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеомор-
фiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при n ´ 1 ă p ă n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 1, C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t pln tq
β (4.5)

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо β P r0, 1q, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
1´β
n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p

ˆ

n´ p

1´ β

˙
1

n´p

ą 0 . (4.6)

2) Якщо β “ 1, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

pln lnRq
1

n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p pn´ pq
1

n´p ą 0 , (4.7)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq

n´1 .

Доведення. Дiйсно, за теоремою 1.2 нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi x0 при n´ 1 ă p ă n є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом
вiдносно rp-модуля у точцi x0 з параметром rp “ p

p´n`1 ą n при Q˚pxq “

Q
n´1
p´n`1 pxq. Застосовуючи теорему 2.3 з параметрами κ “

C
n´1
p´n`1
0
ωn´1

та

α “ βpn´1q
p´n`1 , приходимо до висновкiв теореми. �

Зауваження 4.1. У теоремах 4.2, 4.3 оцiнки (4.3), (4.4), (4.6), (4.7) є
точними. Можна побудувати приклади нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiд-
носно p-модуля при n´ 1 ă p ă n, на яких вони досягаються.

5. Теореми неiснування нижнiх Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про неiснування нижнiх Q-гомео-
морфiзмiв вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ď n. При 1 ă p ă 2 на
комплекснiй площинi аналогiчнi результати отримано у роботi [18].
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Теорема 5.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, r0 ą 0
та Q : Rn Ñ p0,8q – вимiрна за Лебегом функцiя така, що
}Q}n´1px0, rq ‰ 8 для м.в. r ą 0. Тодi не iснує нижнього Q-гомеомор-
фiзму f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´ω
1

n´1

n´1

R
ż

r0

dt

}Q} n´1px0, tq

˛

‚“ 0 ,

де }Q} n´1px0, tq “

˜

ş

Spx0,tq

Qn´1pxq dA

¸
1

n´1

.

Наслiдок 5.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą eN , C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова

}Q} n´1px0, rq ď C0

N
ź

k“0

lnk r

для м.в. t P rr0,8q. Тодi не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnN Rq
γ “ 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Наслiдок 5.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для де-
яких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова
}Q} n´1px0, rq ď C0 r для м.в. t P rr0,8q. Тодi не iснує нижнього Q-
гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
“ 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Теорема 5.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, та для
деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
β

для м.в. t P rr0,`8q.
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1) Якщо β P rp ´ n ` 1, 1q, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асим-
птотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

R
1´β
n´p

“ 0.

2) Якщо β “ 1, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn
вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
1

n´p

“ 0.

Наслiдок 5.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
p´n`1

для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асим-
птотичною умовою

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
“ 0.

Теорема 5.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, та для де-
яких чисел r0 ą 1, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова
}Q} n´1

p´n`1
px0, tq ď C0 t pln tq

β для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо β P r0, 1q, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму

f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асим-
птотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
1´β
n´p

“ 0.

2) Якщо β “ 1, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn
вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

pln lnRq
1

n´p

“ 0.
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Представлення деяких класiв
кватернiонних гiперголоморфних

функцiй

Т. С. Кузьменко, В. С. Шпакiвський

Abstract. In the algebra of complex quaternions HpCq we consider the
left– and right–ψ–hyperholomorphic functions, and left–Λ´ ψ–hyperholo-
morphic functions. We justify the transition in left– and right–ψ–hyper-
holomorphic functions to a simpler basis i.e., to the Cartan basis. Using
Cartan’s basis we find the solution of Cauchy–Fueter equation. By the same
method we find representations of left– and right–ψ–hyperholomorphic
functions, and representation of left–Λ´ ψ–hyperholomorphic functions.

Анотацiя. В алгебрi комплексних кватернiонiв HpCq розглянуто лiво–
i право–ψ–гiперголоморфнi функцiї, а також лiво–Λ´ψ-гiперголоморф-
нi функцiї. Обґрунтовано перехiд у лiво– i право–ψ–гiперголоморфних
функцiях до простiшого базису, а саме до базису Картана. Викори-
стовуючи базис Картана, знайдено розв’язок рiвняння Кошi–Фуетера.
Таким же методом знайдено представлення лiво– i право–ψ–гiперголо-
морфних функцiй, а також представлення лiво–Λ´ ψ–гiперголоморф-
них функцiй.

1. Вступ

Основним об’єктом дослiдження є множина, яку зазвичай називають
множиною комплексних кватернiонiв i яка традицiйно позначається че-
рез HpCq. Це асоцiативна некомутативна алгебра над полем компле-
ксних чисел, породжена елементами 1, I, J , K такими, що виконуються
наступнi правила множення:

I2 “ J2 “ K2 “ IJK “ ´1,

IJ “ ´JI “ K, JK “ ´KJ “ I, KI “ ´IK “ J,

i комплексна уявна одиниця i комутує з I, J,K. Для алгебриHpCq також
використовується назва — алгебра бiкватернiонiв.

2020 Mathematics Subject Classification: 30G35; 32A10
Ключовi слова: комплекснi кватернiони, базис Картана, лiво– i право–ψ–
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Розглянемо в HpCq iнший базис te1, e2, e3, e4u, який є базисом Карта-
на [7], розклад елементiв якого в базисi Гамiльтона має вигляд:

e1 “
1

2
p1` iIq, e2 “

1

2
p1´ iIq, (1.1)

де i — комплексна уявна одиниця.
Таблиця множення в базисi Картана подається у виглядi

¨ e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0
e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

. (1.2)

При цьому одиниця алгебри має розклад 1 “ e1 ` e2 .
Вiдмiтимо, що пiдалгебра з базисом te1, e2u є алгеброю бiкомплексних

чисел BC або алгеброю комутативних кватернiонiв Сегре (див., напри-
клад, [3, 16]).

Справедливi також рiвностi:

1 “ e1 ` e2 , I “ ´ie1 ` ie2 , J “ ´ie3 ´ ie4 , K “ e4 ´ e3 . (1.3)

Очевидно, що формули (1.1) i (1.3) є формулами переходу вiд базису
Гамiльтона до базису Картана i навпаки.

Разом з базисом Гамiльтона i Картана розглянемо також базис Паулi.
Вiдомо, що комплекснi кватернiони можуть бути представленi через
матрицi Паулi:

σ0 :“

ˆ

1 0
0 1

˙

, σ1 :“

ˆ

0 1
1 0

˙

, σ2 :“

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, σ3 :“

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

В цьому базисi таблиця множення набуває вигляду:

σ2
1 “ σ2

2 “ σ2
3 “ σ0 , σ1σ2σ3 “ iσ0 ,

σ1σ2 “ ´σ2σ1 “ iσ3 , σ2σ3 “ ´σ3σ2 “ iσ1 , σ1σ3 “ ´σ3σ1 “ iσ2 .

При цьому формули переходу вiд базису Картана до базису Паулi
мають вигляд:

e1 “ ´
1
2

`

σ0 ´ σ3

˘

, e2 “
1
2

`

σ0 ` σ3

˘

,

e3 “
1
2

`

´σ2 ´ iσ1

˘

, e4 “
1
2

`

´σ2 ` iσ1

˘

.
(1.4)



104 Т. С. Кузьменко, В. С. Шпакiвський

2. Класи гiперголоморфних функцiй

Нехай ψ1 , ψ2 , ψ3 , ψ4 — фiксованi елементи алгебри HpCq з наступним
розкладом в базисi Картана:

ψ1 :“
4
ÿ

s“1

αses , αs P C, ψ2 :“
4
ÿ

s“1

βses , βs P C,

(2.1)

ψ3 :“
4
ÿ

s“1

γses , γs P C, ψ4 :“
4
ÿ

s“1

δses , δs P C.

Розглянемо змiнну z “ z1e1 ` z2e2 ` z3e3 ` z4e4 , zs P C, s “ 1, 2, 3, 4 i
функцiю

fpzq “
4
ÿ

s“1

fspz1, z2, z3, z4qes , fs : Ω Ñ HpCq,

де Ω — область в C4. Нехай компоненти fs, s “ 1, 2, 3, 4, — голоморфнi
функцiї чотирьох комплексних змiнних z1, z2, z3, z4 в Ω.

Розглянемо оператори

ψDrf spzq :“ ψ1
Bf

Bz1
` ψ2

Bf

Bz2
` ψ3

Bf

Bz3
` ψ4

Bf

Bz4
, (2.2)

Dψrf spzq :“
Bf

Bz1
ψ1 `

Bf

Bz2
ψ2 `

Bf

Bz3
ψ3 `

Bf

Bz4
ψ4 . (2.3)

Означення 2.1. Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă C4, називається лiво–ψ–
гiперголоморфною (або право–ψ–гiперголоморфною), якщо компоненти
fs є голоморфними функцiями чотирьох комплексних змiнних z1, z2,
z3, z4 в Ω i f задовольняє рiвняння

ψDrf spzq “ 0. (2.4)

(або Dψrf spzq “ 0.)

Клас ψ–гiперголоморфних функцiй в алгебрi дiйсних кватернiонiв
вперше було введено М. Шапiро та Н. Василевським в роботах [21,22].

Такий клас функцiй зацiкавив багатьох дослiдникiв. Зокрема, К. Гюр-
лебек та його учень Х. М. Нгуєн придiляють особливу увагу застосу-
ванню ψ–гiперголоморфних функцiй (див., наприклад, статтi [5, 11, 12]
та дисертацiю Г. М. Нгуєна [17]). Зауважимо, що оператори (2.2) i (2.3)
також називають ваговими операторами Дiрака. Аналiз i застосування
таких операторiв вивчаються в статтях [23,24].



Представлення деяких класiв кватернiонних гiперголоморфних функцiй 105

Активно дослiджуються рiзнi узагальнення ψ–гiперголоморфних фун-
кцiй. Останнiм часом стали цiкавими узагальнення на випадок дробових
похiдних (наприклад, роботи [9, 10]).

Також почали розглядати оператори бiльш загального вигляду нiж
(2.2). А саме, у статтi [8] дослiджено оператор вигляду

ψ
ΛDrf s :“ Λf ` ψ1

Bf

Bz1
` ψ2

Bf

Bz2
` ψ3

Bf

Bz3
` ψ4

Bf

Bz4
, Λ P HpCq. (2.5)

Означення 2.2. Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă C4, називається лiво–
Λ ´ ψ–гiперголоморфною, якщо компоненти fs є голоморфними функ-
цiями чотирьох комплексних змiнних z1, z2, z3, z4 в Ω i f задовольняє
рiвняння

ψ
ΛDrf spzq “ 0. (2.6)

В роботi [2] розвинуто теорiю так званих pφ, ψq–гiперголоморфних
функцiй. Завдяки матричному пiдходу, для таких функцiй узагальнено
формулу Бореля–Помпею та встановлено формули Племеля–Сохоцько-
го. Дослiдження [2] було продовжено в статтях [1, 18–20].

Разом з тим залишається вiдкритою проблема представлення (або
опису в явному виглядi) ψ–гiперголоморфних i лiво–Λ ´ ψ–гiперголо-
морфних функцiй. Ця робота присвячена вивченню саме цього питання.

2.1. Приклади. Спочатку розглянемо приклади лiво– i право–ψ–гi-
перголоморфних функцiй.

Приклад 2.1. Розглянемо область Ω Ă C2 » BC, змiнну ζ “ z1e1`z2e2

i функцiю f : Ω Ñ HpCq вигляду

f “
4
ÿ

s“1

fspz1, z2qes , fs : Ω Ñ C.

Це слiд розумiти наступним чином. Ми ототожнюємо C2 з BC. Пiсля
цього множина Ω в BC стає пiдмножиною в HpCq, а не в C2. Далi ми
розглядаємо деякi об’єкти як такi, що знаходяться в HpCq. Зокрема,
множина Ω знаходиться в HpCq. Тому ми працюємо з функцiями, якi
визначенi i приймають значення в HpCq. Тобто, ζ мiститься в областi з
HpCq: ми все вкладаємо в HpCq.

Враховуючи такi припущення, введемо наступнi означення.
Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă BC, називається право–BC–гiперголо-

морфною, якщо iснує елементи алгебри HpCq f 1rpζq такий, що

lim
εÑ0

fpζ ` εhq ´ fpζq

ε
“ h ¨ f 1rpζq @h P BC. (2.7)
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Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă BC, називається лiво–BC–гiперголоморф-
ною, якщо iснує елемент алгебри HpCq f 1l pζq такий, що

lim
εÑ0

fpζ ` εhq ´ fpζq

ε
“ f 1l pζq ¨ h @h P BC. (2.8)

Умова (2.7) означає, що

Bf

Bz1
“ e1f

1
rpζq при h “ e1 (2.9)

i
Bf

Bz2
“ e2f

1
rpζq при h “ e2. (2.10)

З рiвностей (2.9) i (2.10) випливає аналог умов Кошi–Рiмана

e2
Bf

Bz1
“ e1

Bf

Bz2
. (2.11)

Аналогiчно, з рiвностi (2.8) випливає

Bf

Bz1
e2 “

Bf

Bz2
e1. (2.12)

Отже, право– i лiво–BC–гiперголоморфна функцiя є узагальненням
теорiї голоморфних функцiй в алгебрi BC (див., наприклад, [3, 16]).

Легко побачити, що множина право–BC–гiперголоморфних функцiй i
лiво–BC–гiперголоморфних функцiй є пiдмножиною лiво–ψ–гiперголо-
морфних i право–ψ–гiперголоморфних функцiй, вiдповiдно. Справдi,
для ζ “ z1e1 ` z2e2 рiвнiсть (2.11) набуває вигляду (2.4) при ψ1 “ e2,
ψ2 “ ´e1 , ψ3 “ ψ4 “ 0. Аналогiчно, право–BC–гiперголоморфнi функ-
цiї є пiдмножиною право–ψ–гiперголоморфних функцiй.

Ще один приклад вiдображень з областi в R3 в алгебру HpCq, який є
частинним випадком лiво– i право–ψ–гiперголоморфних функцiй, роз-
глянуто в роботах [13,14].

В рiвностi (2.4) покладемо ψ1 “ 1, ψ2 “ I, ψ3 “ J, ψ4 “ K. У цьому
випадку

α1 “ α2 “ 1, α3 “ α4 “ 0, β1 “ ´i, β2 “ i, β3 “ β4 “ 0,

γ1 “ γ2 “ 0, γ3 “ ´i, γ4 “ ´i, δ1 “ δ2 “ 0, δ3 “ ´1, δ4 “ 1.

Тодi рiвнiсть (2.4) набуває вигляду

Bf

Bz1
` I

Bf

Bz2
` J

Bf

Bz3
`K

Bf

Bz4
“ 0

— добре вiдоме рiвняння типу Кошi–Фуетера (див., наприклад, [6, 15]).
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2.2. Основна властивiсть лiво– i право–ψ–гiперголоморфних
функцiй.

Теорема 2.1. Нехай функцiя f лiво–ψ–гiперголоморфна (або право–ψ–
гiперголоморфна) в деякому базисi алгебри HpCq. Тодi в iншому базисi
алгебри HpCq iснує набiр функцiй Ψ :“ pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4q, Ψs P HpCq, s “
1, 2, 3, 4, таких, що функцiя f є лiво–Ψ–гiперголоморфною (або право–
Ψ–гiперголоморфною).

Доведення. Доведемо цю теорему у випадку лiво–ψ–гiперголоморфних
функцiй. Нехай te1, e2, e3, e4u — базис Картана в HpCq i ti1, i2, i3, i4u —
iнший базис в HpCq. Це означає, що

e1 “ k1i1 ` k2i2 ` k3i3 ` k4i4,

e2 “ m1i1 `m2i2 `m3i3 `m4i4,

e3 “ n1i1 ` n2i2 ` n3i3 ` n4i4,

e4 “ r1i1 ` r2i2 ` r3i3 ` r4i4,

де ki,mi, ni, ri при i “ 1, 2, 3, 4, — комплекснi числа.
Розглянемо рiвнiсть

ψDrf sptq :“ ψ1
Bf

Bt1
` ψ2

Bf

Bt2
` ψ3

Bf

Bt3
` ψ4

Bf

Bt4
“ 0, (2.13)

де t :“ t1e1 ` t2e2 ` t3e3 ` t4e4, t1, t2, t3, t4 P C. У змiннiй t перейдемо
до базису ti1, i2, i3, i4u. Тодi

t “ i1pt1k1 ` t2m1 ` t3n1 ` t4r1q ` i2pt1k2 ` t2m2 ` t3n2 ` t4r2q

`i3pt1k3 ` t2m3 ` t3n3 ` t4r3q ` i4pt1k4 ` t2m4 ` t3n4 ` t4r4q.

Покладемо
z1 :“ t1k1 ` t2m1 ` t3n1 ` t4r1,

z2 :“ t1k2 ` t2m2 ` t3n2 ` t4r2,

z3 :“ t1k3 ` t2m3 ` t3n3 ` t4r3,

z4 :“ t1k4 ` t2m4 ` t3n4 ` t4r4.

(2.14)

З рiвностей (2.14) отримаємо
Bf

Bt1
“ k1

Bf

Bz1
` k2

Bf

Bz2
` k3

Bf

Bz3
` k4

Bf

Bz4
,

Bf

Bt2
“ m1

Bf

Bz1
`m2

Bf

Bz2
`m3

Bf

Bz3
`m4

Bf

Bz4
,

Bf

Bt3
“ n1

Bf

Bz1
` n2

Bf

Bz2
` n3

Bf

Bz3
` n4

Bf

Bz4
,

Bf

Bt4
“ r1

Bf

Bz1
` r2

Bf

Bz2
` r3

Bf

Bz3
` r4

Bf

Bz4
.
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Тодi рiвнiсть (2.13) рiвносильна наступнiй рiвностi:

ψDrf sptq “ pψ1k1`ψ2m1`ψ3n1`ψ4r1q
Bf

Bz1
`pψ1k2`ψ2m2`ψ3n2`ψ4r2q

Bf

Bz2

`pψ1k3`ψ2m3`ψ3n3`ψ4r3q
Bf

Bz3
`pψ1k4`ψ2m4`ψ3n4`ψ4r4q

Bf

Bz4
. (2.15)

Використовуючи позначення (2.1), маємо:

ψ1 “

4
ÿ

s“1

αses “
4
ÿ

s“1

ispα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsq,

ψ2 “

4
ÿ

s“1

βses “
4
ÿ

s“1

ispβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsq,

ψ3 “

4
ÿ

s“1

γses “
4
ÿ

s“1

ispγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsq,

ψ4 “

4
ÿ

s“1

δses “
4
ÿ

s“1

ispδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsq,

З (2.15) отримаємо

ψDrf sptq “
4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks`α2ms`α3ns`α4rsqk1`pβ1ks`β2ms`β3ns`β4rsqm1

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn1 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr1

ı

Bf

Bz1

`

4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsqk2 ` pβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsqm2

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn2 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr2

ı

Bf

Bz2

`

4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsqk3 ` pβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsqm3

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn3 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr3

ı

Bf

Bz3

`

4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsqk4 ` pβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsqm4

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn4 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr4

ı

Bf

Bz4

“: Ψ1
Bf

Bz1
`Ψ2

Bf

Bz2
`Ψ3

Bf

Bz3
`Ψ4

Bf

Bz4
“ 0.
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�

Зауваження 2.1. З цiєї теореми випливає, що надалi достатньо роз-
глядати константи ψ i функцiю f в найпростiшому базисi, тобто в базисi
Картана.

Зауваження 2.2. Вiдомо, що в алгебрах Клiффорда рiвностi
Bf

Bt0
` I

Bf

Bt1
` J

Bf

Bt2
`K

Bf

Bt3
“ 0

i ψDrf sptq “ 0 спiвпадають з точнiстю до ортогонального перетворення.

Зазначимо, що теорема 2.1 є саме цим твердженням, але сформульо-
ване в iнших термiнах.

3. Застосування до розв’язання рiвняння типу
Кошi–Фуетера

Тепер встановимо зв’язок мiж розв’язками рiвняння

Drf sptq :“
Bf

Bt0
` I

Bf

Bt1
` J

Bf

Bt2
`K

Bf

Bt3
“ 0, (3.1)

де t :“ t0` t1I` t2J` t3K, t0, t1, t2, t3 P C, i розв’язками рiвняння (2.4).
З цiєю метою в змiннiй t перейдемо до базису Картана. Тодi

t “ t0pe1 ` e2q ` t1p´ie1 ` ie2q ` t2p´ie3 ´ ie4q ` t3pe4 ´ e3q

“ pt0 ´ it1qe1 ` pt0 ` it1qe2 ` p´it2 ´ t3qe3 ` p´it2 ` t3qe4.

Позначимо через

z1 :“ t0 ´ it1, z2 :“ t0 ` it1, z3 :“ ´it2 ´ t3, z4 :“ ´it2 ` t3. (3.2)

З рiвностей (3.2) отримаємо
Bf

Bt0
“
Bf

Bz1
`
Bf

Bz2
,

Bf

Bt1
“ ´i

Bf

Bz1
` i

Bf

Bz2
,

Bf

Bt2
“ ´i

Bf

Bz3
´ i

Bf

Bz4
,

Bf

Bt3
“ ´

Bf

Bz3
`
Bf

Bz4
.

Тодi рiвняння (3.1) рiвносильне рiвнянню

Drf s “
Bf

Bz1
`
Bf

Bz2
´ iI

Bf

Bz1
` iI

Bf

Bz2
´ iJ

Bf

Bz3
´ iJ

Bf

Bz4
´K

Bf

Bz3
`K

Bf

Bz4

“ p1´ iIq
Bf

Bz1
` p1` iIq

Bf

Bz2
` p´iJ ´Kq

Bf

Bz3
` p´iJ `Kq

Bf

Bz4

“ 2

ˆ

e2
Bf

Bz1
` e1

Bf

Bz2
´ e4

Bf

Bz3
´ e3

Bf

Bz4

˙

“ 0.

Таким чином доведено теорему.
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Теорема 3.1. Функцiя f змiнної t “ t0 ` t1I ` t2J ` t3K задовольняє
рiвняння (3.1) тодi i тiльки тодi, коли функцiя f змiнної z “ z1e1 `

z2e2 ` z3e3 ` z4e4 задовольняє рiвняння

e2
Bf

Bz1
` e1

Bf

Bz2
´ e4

Bf

Bz3
´ e3

Bf

Bz4
“ 0, (3.3)

де z i t пов’язанi спiввiдношеннями (3.2).

Тепер розв’яжемо рiвняння (3.3).

e2
Bf

Bz1
“ e2

ˆ

Bf1

Bz1
e1 `

Bf2

Bz1
e2 `

Bf3

Bz1
e3 `

Bf4

Bz1
e4

˙

“
Bf2

Bz1
e2 `

Bf4

Bz1
e4 ,

e1
Bf

Bz2
“
Bf1

Bz2
e1 `

Bf3

Bz2
e3 ,

e4
Bf

Bz3
“
Bf1

Bz3
e4 `

Bf3

Bz3
e2 ,

e3
Bf

Bz4
“
Bf2

Bz4
e3 `

Bf4

Bz4
e1 .

Рiвняння (3.3) рiвносильне системi рiвнянь
Bf1

Bz2
“
Bf4

Bz4
,

Bf2

Bz1
“
Bf3

Bz3
,

Bf3

Bz2
“
Bf2

Bz4
,

Bf4

Bz1
“
Bf1

Bz3
.

Маємо двi незалежнi системи
Bf1

Bz2
“
Bf4

Bz4
,

Bf1

Bz3
“
Bf4

Bz1
(3.4)

i
Bf2

Bz1
“
Bf3

Bz3
,

Bf2

Bz4
“
Bf3

Bz2
. (3.5)

Розв’язком системи (3.4) в однозв’язнiй областi Ω є довiльна голо-
морфна функцiя

f1 “ f1pz2, z3q

i
f4 “ z4

Bf1

Bz2
` z1

Bf1

Bz3
.

Розв’язком системи (3.5) в однозв’язнiй областi Ω є довiльна голо-
морфна функцiя

f2 “ f2pz1, z4q

i
f3 “ z3

Bf2

Bz1
` z2

Bf2

Bz4
.
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Отже, маємо розв’язок рiвняння (3.3):

fpzq “ f1pz2, z3qe1 ` f2pz1, z4qe2

`

ˆ

z3
Bf2

Bz1
` z2

Bf2

Bz4

˙

e3 `

ˆ

z4
Bf1

Bz2
` z1

Bf1

Bz3

˙

e4 . (3.6)

Таким чином, згiдно з теоремою 3.1 ми отримали

Теорема 3.2. В однозв’язнiй областi функцiя (3.6), де z1, z2, z3, z4 за-
данi спiввiдношеннями (3.2), задовольняє рiвнiсть (3.1).

Твердження 3.1. В однозв’язнiй областi функцiя (3.6) задовольняє
чотиривимiрне комплексне рiвняння Лапласа

∆C4f :“
B2f

Bt21
`
B2f

Bt22
`
B2f

Bt23
`
B2f

Bt24
“ 0. (3.7)

Про рiвняння (3.7) та його зв’язок з рiвнянням Кошi-Фуетера див.
у [15].

4. Представлення лiво–ψ–гiперголоморфних функцiй у
спецiальному випадку

Знайдемо загальний розв’язок рiвняння (2.4) для спецiального вибо-
ру параметрiв ψ1, ψ2, ψ3 i ψ4. З цiєю метою, перетворимо рiвняння (2.4)
в систему чотирьох диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних. Те-
пер маємо

ψ1
Bf

Bz1
“ pα1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4q

ˆ

Bf1

Bz1
e1 `

Bf2

Bz1
e2 `

Bf3

Bz1
e3 `

Bf4

Bz1
e4

˙

“
Bf1

Bz1
α1e1 `

Bf3

Bz1
α1e3 `

Bf2

Bz1
α2e2 `

Bf4

Bz1
α2e4

`
Bf2

Bz1
α3e3 `

Bf4

Bz1
α3e1 `

Bf1

Bz1
α4e4 `

Bf3

Bz1
α4e2

“
B

Bz1
pα1f1 ` α3f4q e1 `

B

Bz1
pα2f2 ` α4f3q e2

`
B

Bz1
pα1f3 ` α3f2q e3 `

B

Bz1
pα2f4 ` α4f1q e4.

Аналогiчно,

ψ2
Bf

Bz2
“

B

Bz2
pβ1f1 ` β3f4q e1 `

B

Bz2
pβ2f2 ` β4f3q e2

`
B

Bz2
pβ1f3 ` β3f2q e3 `

B

Bz2
pβ2f4 ` β4f1q e4,
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ψ3
Bf

Bz3
“

B

Bz3
pγ1f1 ` γ3f4q e1 `

B

Bz3
pγ2f2 ` γ4f3q e2

`
B

Bz3
pγ1f3 ` γ3f2q e3 `

B

Bz3
pγ2f4 ` γ4f1q e4,

ψ4
Bf

Bz4
“

B

Bz4
pδ1f1 ` δ3f4q e1 `

B

Bz4
pδ2f2 ` δ4f3q e2

`
B

Bz4
pδ1f3 ` δ3f2q e3 `

B

Bz4
pδ2f4 ` δ4f1q e4.

Тодi рiвняння (2.4) рiвносильне системi

B

Bz1
pα1f1`α3f4q`

B

Bz2
pβ1f1`β3f4q`

B

Bz3
pγ1f1`γ3f4q`

B

Bz4
pδ1f1`δ3f4q “ 0,

B

Bz1
pα2f2`α4f3q`

B

Bz2
pβ2f2`β4f3q`

B

Bz3
pγ2f2`γ4f3q`

B

Bz4
pδ2f2`δ4f3q “ 0,

(4.1)

B

Bz1
pα1f3`α3f2q`

B

Bz2
pβ1f3`β3f2q`

B

Bz3
pγ1f3`γ3f2q`

B

Bz4
pδ1f3`δ3f2q “ 0,

B

Bz1
pα2f4`α4f1q`

B

Bz2
pβ2f4`β4f1q`

B

Bz3
pγ2f4`γ4f1q`

B

Bz4
pδ2f4`δ4f1q “ 0.

Теорема 4.1. Нехай

ψ1 “ α1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4, α1α2 ‰ α3α4 ,

ψ2 “ λα1e1 ` µα2e2 ` µα3e3 ` λα4e4,

ψ3 “ θα1e1 ` ϑα2e2 ` ϑα3e3 ` θα4e4,

ψ4 “ να1e1 ` ηα2e2 ` ηα3e3 ` να4e4,

(4.2)

де α1, α2, α3, α4, λ, µ, θ, ϑ, ν, η — довiльнi комплекснi числа. Тодi кожна
лiво–ψ–гiперголоморфна функцiя набуває вигляду

fpzq “ f1prζ2, rζ3, rζ4qe1 ` f2pζ2, ζ3, ζ4qe2 ` f3prζ2, rζ3, rζ4qe3 ` f4pζ2, ζ3, ζ4qe4,
(4.3)

де
rζ2 :“ λz1 ´ z2, rζ3 :“ θz1 ´ z3, rζ4 :“ νz1 ´ z4,

ζ2 :“ µz1 ´ z2, ζ3 :“ ϑz1 ´ z3, ζ4 :“ ηz1 ´ z4,
(4.4)

i f1, f2, f3, f4 — довiльнi голоморфнi функцiї своїх трьох аргументiв.
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Доведення. Для вибраних параметрiв (4.2) перше рiвняння системи (4.1)
набуває вигляду

B

Bz1
pα1f1 ` α3f4q `

B

Bz2
pλα1f1 ` µα3f4q

`
B

Bz3
pθα1f1 ` ϑα3f4q `

B

Bz4
pνα1f1 ` ηα3f4q “ 0. (4.5)

Аналогiчно, для вибраних параметрiв (4.2) четверте рiвняння систе-
ми (4.1) набуває вигляду

B

Bz1
pα4f1 ` α2f4q `

B

Bz2
pλα4f1 ` µα2f4q

`
B

Bz3
pθα4f1 ` ϑα2f4q `

B

Bz4
pνα4f1 ` ηα2f4q “ 0. (4.6)

Розглянемо рiзницю мiж рiвнянням (4.5), домноженим на α2, i рiв-
нянням (4.6), домноженим на α3. Тодi отримаємо рiвнiсть

B

Bz1

´

f1pα1α2 ´ α3α4q ` f4pα2α3 ´ α2α3q

¯

`
B

Bz2

´

f1pλα1α2 ´ λα3α4q ` f4pµα2α3 ´ µα2α3q

¯

`
B

Bz3

´

f1pθα1α2 ´ θα3α4q ` f4pϑα2α3 ´ ϑα2α3q

¯

`
B

Bz4

´

f1pνα1α2 ´ να3α4q ` f4pηα2α3 ´ ηα2α3q

¯

“ 0.

Отже, маємо
Bf1

Bz1
` λ

Bf1

Bz2
` θ

Bf1

Bz3
` ν

Bf1

Bz4
“ 0. (4.7)

Для рiвняння (4.7) розглянемо характеристичне рiвняння
dz1

1
“
dz2

λ
“
dz3

θ
“
dz4

ν
. (4.8)

Розв’язками системи (4.8) є iнтеграли

c2 “ λz1 ´ z2, c3 “ θz1 ´ z3, c4 “ νz1 ´ z4.

Отже, загальний розв’язок рiвняння (4.7) має вигляд

f1 “ f1prζ2, rζ3, rζ4q,

де rζ2, rζ3, rζ4 визначенi рiвностями (4.4).
Вiдмiтимо, що полiноми (4.4) є аналогами добре вiдомих полiномiв

Фуетера [4].
Аналогiчно можна отримати представлення для компонент f2, f3, f4.

�
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Отже, формула (4.3) дає представлення лiво–ψ–гiперголоморфної функ-
цiї за умови спецiального вибору ψ.

Зауваження 4.1. Використовуючи формули (1.4), можна записати пред-
ставлення (4.3) в базисi Паулi:

fpzq “
´

f1prζ2, rζ3, rζ4q ` f2pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ0`

´

if3prζ2, rζ3, rζ4q ´ if4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ1

`

´

´f3prζ2, rζ3, rζ4q ´ f4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ2 `

´

f2pζ2, ζ3, ζ4q ´ f1prζ2, rζ3, rζ4q

¯

σ3 .

5. Представлення право–ψ–гiперголоморфних функцiй у
спецiальному випадку

В цьому роздiлi будемо шукати загальний розв’язок рiвняння

Dψrf spzq “
Bf

Bz1
ψ1 `

Bf

Bz2
ψ2 `

Bf

Bz3
ψ3 `

Bf

Bz4
ψ4 “ 0 (5.1)

при спецiальному виборi параметрiв ψ1, ψ2, ψ3 i ψ4. З цiєю метою пере-
творимо рiвняння (5.1) в систему чотирьох диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних. Маємо
Bf

Bz1
ψ1 “

ˆ

Bf1

Bz1
e1 `

Bf2

Bz1
e2 `

Bf3

Bz1
e3 `

Bf4

Bz1
e4

˙

pα1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4q

“
Bf1

Bz1
α1e1 `

Bf1

Bz1
α3e3 `

Bf2

Bz1
α2e2 `

Bf2

Bz1
α4e4

`
Bf3

Bz1
α2e3 `

Bf3

Bz1
α4e1 `

Bf4

Bz1
α1e4 `

Bf4

Bz1
α3e2

“
B

Bz1
pα1f1 ` α4f3q e1 `

B

Bz1
pα2f2 ` α3f4q e2

`
B

Bz1
pα3f1 ` α2f3q e3 `

B

Bz1
pα4f2 ` α1f4q e4.

Аналогiчно,
Bf

Bz2
ψ2 “

B

Bz2
pβ1f1 ` β4f3q e1 `

B

Bz2
pβ2f2 ` β3f4q e2

`
B

Bz2
pβ3f1 ` β2f3q e3 `

B

Bz2
pβ4f2 ` β1f4q e4,

Bf

Bz3
ψ3 “

B

Bz3
pγ1f1 ` γ4f3q e1 `

B

Bz3
pγ2f2 ` γ3f4q e2

`
B

Bz3
pγ3f1 ` γ2f3q e3 `

B

Bz3
pγ4f2 ` γ1f4q e4,

Bf

Bz4
ψ4 “

B

Bz4
pδ1f1 ` δ4f3q e1 `

B

Bz4
pδ2f2 ` δ3f4q e2
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`
B

Bz4
pδ3f1 ` δ2f3q e3 `

B

Bz4
pδ4f2 ` δ1f4q e4.

Тодi рiвняння (5.1) рiвносильне системi
B

Bz1
pα1f1`α4f3q`

B

Bz2
pβ1f1`β4f3q`

B

Bz3
pγ1f1`γ4f3q`

B

Bz4
pδ1f1`δ4f3q “ 0,

B

Bz1
pα2f2`α3f4q`

B

Bz2
pβ2f2`β3f4q`

B

Bz3
pγ2f2`γ3f4q`

B

Bz4
pδ2f2`δ3f4q “ 0,

(5.2)
B

Bz1
pα3f1`α2f3q`

B

Bz2
pβ3f1`β2f3q`

B

Bz3
pγ3f1`γ2f3q`

B

Bz4
pδ3f1`δ2f3q “ 0,

B

Bz1
pα4f2`α1f4q`

B

Bz2
pβ4f2`β1f4q`

B

Bz3
pγ4f2`γ1f4q`

B

Bz4
pδ4f2`δ1f4q “ 0.

Теорема 5.1. Нехай
ψ1 “ α1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4, α1α2 ‰ α3α4 ,

ψ2 “ µα1e1 ` λα2e2 ` µα3e3 ` λα4e4,

ψ3 “ ϑα1e1 ` θα2e2 ` ϑα3e3 ` θα4e4,

ψ4 “ ηα1e1 ` να2e2 ` ηα3e3 ` να4e4,

(5.3)

де α1, α2, α3, α4, λ, µ, θ, ϑ, ν, η — довiльнi комплекснi числа. Тодi кожна
право–ψ–гiперголоморфна функцiя набуває вигляду

fpzq “ f1pζ2, ζ3, ζ4qe1 ` f2prζ2, rζ3, rζ4qe2 ` f3prζ2, rζ3, rζ4qe3 ` f4pζ2, ζ3, ζ4qe4,
(5.4)

де ζ2, ζ3, ζ4, rζ2, rζ3, rζ4 визначенi рiвностями (4.4) i f1, f2, f3, f4 — довiльнi
голоморфнi функцiї трьох вiдповiдних аргументiв.

Доведення. Для вибраних параметрiв (5.3) перше рiвняння системи (5.2)
набуває вигляду

B

Bz1
pα1f1 ` α4f3q `

B

Bz2
pµα1f1 ` λα4f3q`

`
B

Bz3
pϑα1f1 ` θα4f3q `

B

Bz4
pηα1f1 ` να4f3q “ 0. (5.5)

Аналогiчно, для вибраних параметрiв (5.3) третє рiвняння системи
(5.2) має вигляд

B

Bz1
pα3f1 ` α2f3q `

B

Bz2
pµα3f1 ` λα2f3q

`
B

Bz3
pϑα3f1 ` θα2f3q `

B

Bz4
pηα3f1 ` να2f3q “ 0. (5.6)
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Розглянемо рiзницю мiж рiвнянням (5.5), домноженим на α2 i рiвнян-
ням (5.6), домноженим на α4. Тодi отримаємо наступну рiвнiсть

B

Bz1

´

f1pα1α2 ´ α3α4q ` f3pα2α4 ´ α2α4q

¯

`
B

Bz2

´

µf1pα1α2 ´ α3α4q ` λf3pα2α4 ´ α2α4q

¯

`
B

Bz3

´

ϑf1pα1α2 ´ α3α4q ` θf3pα2α4 ´ α2α4q

¯

`
B

Bz4

´

ηf1pα1α2 ´ α3α4q ` νf3pα2α3 ´ α2α3q

¯

“ 0.

Отже, маємо рiвняння
Bf1

Bz1
` µ

Bf1

Bz2
` ϑ

Bf1

Bz3
` η

Bf1

Bz4
“ 0. (5.7)

Для рiвняння (5.7) розглянемо характеристичне рiвняння
dz1

1
“
dz2

µ
“
dz3

ϑ
“
dz4

η
. (5.8)

Розв’язками системи (5.8) є iнтеграли

c2 “ µz1 ´ z2, c3 “ ϑz1 ´ z3, c4 “ ηz1 ´ z4.

Таким чином, загальний розв’язок рiвняння (5.7) набуває вигляду

f1 “ f1pζ2, ζ3, ζ4q,

де ζ2, ζ3, ζ4 визначенi рiвностями (4.4).
Аналогiчно, отримуємо розклади компонент f2, f3, f4. �

Отже, формула (5.4) дає представлення право–ψ–гiперголоморфної
функцiї при спецiальному виборi ψ.

Порiвнюючи представлення (4.3) i (5.4), отримаємо наступне твер-
дження.

Твердження 5.1. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi функ-
цiя f є одночасно лiво– i право–ψ–гiперголоморфною, якщо вона при-
ймає значення на множинi th3e3 ` h4e4 : h3, h4 P Cu.

Зауваження 5.1. Використовуючи формули (1.4) можемо записати
представлення (5.4) в базисi Паулi:

fpzq “
´

f1pζ2, ζ3, ζ4q ` f2prζ2, rζ3, rζ4q

¯

σ0`

´

if3prζ2, rζ3, rζ4q ´ if4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ1

`

´

´f3prζ2, rζ3, rζ4q ´ f4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ2 `

´

f2prζ2, rζ3, rζ4q ´ f1pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ3 .
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6. Представлення лiво–Λ´ ψ–гiперголоморфних функцiй у
спецiальному випадку

У цьому роздiлi розглянемо оператор (2.5) i рiвняння (2.6). Тепер бу-
демо шукати представлення лiво–Λ´ψ–гiперголоморфних функцiй при
спецiальному виборi параметрiв ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 i Λ. З цiєю метою пере-
творимо рiвняння (2.6) в систему чотирьох диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних. Позначимо через

Λ :“ Λ1e1 ` Λ2e2 ` Λ3e3 ` Λ4e4. (6.1)

Використовуючи результати роздiлу 4, отримаємо рiвняння (2.6) рiв-
носильне неоднорiднiй системи диференцiальних рiвнянь в частинних
похiдних
B
Bz1
pα1f1 ` α3f4q `

B
Bz2
pβ1f1 ` β3f4q `

B
Bz3
pγ1f1 ` γ3f4q `

B
Bz4
pδ1f1 ` δ3f4q

“ ´Λ1f1 ´ Λ3f4
B
Bz1
pα2f2 ` α4f3q `

B
Bz2
pβ2f2 ` β4f3q `

B
Bz3
pγ2f2 ` γ4f3q `

B
Bz4
pδ2f2 ` δ4f3q

“ ´Λ2f2 ´ Λ4f3
B
Bz1
pα1f3 ` α3f2q `

B
Bz2
pβ1f3 ` β3f2q `

B
Bz3
pγ1f3 ` γ3f2q `

B
Bz4
pδ1f3 ` δ3f2q

“ ´Λ1f3 ´ Λ3f2
B
Bz1
pα2f4 ` α4f1q `

B
Bz2
pβ2f4 ` β4f1q `

B
Bz3
pγ2f4 ` γ4f1q `

B
Bz4
pδ2f4 ` δ4f1q

“ ´Λ4f1 ´ Λ2f4

(6.2)

Теорема 6.1. Нехай
ψ1 “ α1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4, α1α2 ‰ α3α4 ,

ψ2 “ λα1e1 ` µα2e2 ` µα3e3 ` λα4e4,

ψ3 “ θα1e1 ` ϑα2e2 ` ϑα3e3 ` θα4e4,

ψ4 “ να1e1 ` ηα2e2 ` ηα3e3 ` να4e4,

(6.3)

де α1, α2, α3, α4, λ, µ, θ, ϑ, ν, η — довiльнi комплекснi числа. Крiм того,
нехай Λ має вигляд (6.1) такий, що

α2Λ3 “ α3Λ2 , α1Λ4 “ α4Λ1 . (6.4)

Тодi кожна лiво–Λ´ ψ–гiперголомофрна функцiя набуває вигляду

fpzq “ e1 Φ1prζ2, rζ3, rζ4q ¨ exp
´α3Λ4 ´ α2Λ1

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

`e2 Φ2pζ2, ζ3, ζ4q ¨ exp
´α4Λ3 ´ α1Λ2

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

(6.5)

`e3 Φ3prζ2, rζ3, rζ4q ¨ exp
´α3Λ4 ´ α2Λ1

α1α2 ´ α3α4
z1

¯
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`e4 Φ4pζ2, ζ3, ζ4q ¨ exp
´α4Λ3 ´ α1Λ2

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

,

де rζ2, rζ3, rζ4, ζ2, ζ3, ζ4 визначенi спiввiдношеннями (4.4), а Φ1,Φ2,Φ3,Φ4 —
довiльнi голоморфнi функцiї трьох комплексних змiнних.

Доведення. Для заданих параметрiв (6.3) перше рiвняння системи (6.2)
набуває вигляду

B

Bz1
pα1f1 ` α3f4q `

B

Bz2
pλα1f1 ` µα3f4q`

`
B

Bz3
pθα1f1 ` ϑα3f4q `

B

Bz4
pνα1f1 ` ηα3f4q “ ´Λ1f1 ´ Λ3f4. (6.6)

Аналогiчно, для параметрiв (6.3) четверте рiвняння системи (6.2) на-
буває вигляду

B

Bz1
pα4f1 ` α2f4q `

B

Bz2
pλα4f1 ` µα2f4q

`
B

Bz3
pθα4f1 ` ϑα2f4q `

B

Bz4
pνα4f1 ` ηα2f4q “ ´Λ4f1 ´ Λ2f4. (6.7)

Розглянемо рiзницю мiж рiвнянням (6.6), домноженим на α2, i рiв-
нянням (6.7), домноженим на α3. Тодi враховуючи (6.4), отримаємо на-
ступну рiвнiсть

B

Bz1

´

f1pα1α2 ´ α3α4q ` f4pα2α3 ´ α2α3q

¯

`
B

Bz2

´

f1pλα1α2 ´ λα3α4q ` f4pµα2α3 ´ µα2α3q

¯

`
B

Bz3

´

f1pθα1α2 ´ θα3α4q ` f4pϑα2α3 ´ ϑα2α3q

¯

`
B

Bz4

´

f1pνα1α2 ´ να3α4q ` f4pηα2α3 ´ ηα2α3q

¯

“ pΛ4α3 ´ Λ1α2qf1.

Отже, маємо рiвняння
Bf1

Bz1
` λ

Bf1

Bz2
` θ

Bf1

Bz3
` ν

Bf1

Bz4
“

Λ4α3 ´ Λ1α2

α1α2 ´ α3α4
f1. (6.8)

Для рiвняння (6.8) розглянемо характеристичне рiвняння
dz1

1
“
dz2

λ
“
dz3

θ
“
dz4

ν
“
pα1α2 ´ α3α4q d f1

pΛ4α3 ´ Λ1α2qf1
. (6.9)

Розв’язками системи (6.9) є iнтеграли

c2 “ λz1 ´ z2, c3 “ θz1 ´ z3, c4 “ νz1 ´ z4,

c5 “ ln f1 `
α2Λ1 ´ α3Λ4

α1α2 ´ α3α4
z1.
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Отже, загальний розв’язок рiвняння (6.8) має вигляд

f1 “ Φ1prζ2, rζ3, rζ4q ¨ exp
´α3Λ4 ´ α2Λ1

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

,

де rζ2, rζ3, rζ4 визначенi рiвностями (4.4), а Φ1 — довiльна голоморфна
функцiя трьох комплексних змiнних.

Аналогiчно можна отримати представлення для компонент f2, f3, f4.
�

Отже, формула (6.5) дає представлення лiво–Λ´ψ–гiперголоморфної
функцiї при спецiальному виборi Λ i ψ.

Зауваження 6.1. З рiвностей (2.2) i (2.5) випливає, що при Λ “ 0
множина лiво–Λ ´ ψ–гiперголоморфних функцiй спiвпадає з множи-
ною лiво–ψ–гiперголоморфних функцiй. Це засвiдчують теоремами 4.1
i 6.1, оскiльки представлення (6.5) спiвпадає з представленням (4.3) при
Λ “ 0.
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[10] J. González-Cervantes, I. Paulino-Basurto„ J. Bory-Reyes. The borel-pompieu
formula involving proportional fractional ψ–cauchy-riemann operators.
arXiv:2308.14158v1.

[11] K. Gürlebeck, H. Nguyen. On ψ–hyperholomorphic functions in R3. AIP Conf. Proc.,
1558:496–501, 2013.



120 Т. С. Кузьменко, В. С. Шпакiвський

[12] K. Gürlebeck, H. Nguyen. ψ–hyperholomorphic functions and an application to
elasticity problems. AIP Conference Proceedings, 1648, 2015.

[13] T. Kuzmenko, V. Shpakivskyi. Quaternionic g-monogenic mappings in em. Int. J.
Adv. Res. Math., 12:1–34, 2018.

[14] T. Kuzmenko, V. Shpakivskyi. A theory of quaternionic g-monogenic mappings in e3.
In: Models and Theories in Social Systems (Eds. C. Flaut etc.), Springer, 179:451–
508, 2019.

[15] M. Luna-Elizarraras, M. Shapiro„ D. Struppa. On Clifford analysis for holomorphic
mappings. Advances in Geometry, 14(3):413–426, 2014.

[16] M. E. Luna-Elizarraras, M. Shapiro, D. C. Struppa„ A. Vajiac. Bicomplex
holomorphic functions: the algebra, geometry and analysis of bicomplex numbers.
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Зображення i когомологiї
груп i напiвгруп

А. I. Плакош

Abstract. This article surveys results related to the cohomology of lattices
over group rings, particularly over the group ring of the Klein four–group.
It is shown that in this setting, syzygies coincide with the Auslander–Reiten
translation, enabling the full computation of Tate cohomology for all lat-
tices and the explicit description of the action of group automorphisms.
Special attention is paid to regular lattices and their applications to the
classification of multidimensional crystallographic and Chernikov groups.
The article also explores the connection between the cohomology and rep-
resentations of crossed group rings and those of coefficient rings, especially
for semidirect product group rings. The approach is illustrated by a new
classification of integral representations of the alternating group A4, lead-
ing to explicit cohomological invariants. The results are of interdisciplinary
interest for group theory, homological algebra, crystallography, and coding
theory.

Анотацiя. У статтi узагальнено результати, пов’язанi з когомологiя-
ми решiток над груповими кiльцями, зокрема над груповим кiльцем
четверної групи Кляйна. Показано, що в цьому випадку сизиґiї збiга-
ються з трансляцiєю Ауслендера–Райтен, що дозволило повнiстю об-
числити когомологiї Тейта для всiх решiток та описати дiю автомор-
фiзмiв групи. Окрему увагу придiлено регулярним решiткам i їхнiм
застосуванням до класифiкацiї багатовимiрних кристалографiчних i
чернiкiвських груп. Також розглянуто зв’язок когомологiй i зображень
схрещених групових кiлець iз когомологiями кiлець коефiцiєнтiв, зок-
рема для групових кiлець напiвпрямих добуткiв. Узагальнено пiдхiд до
обчислення когомологiй на прикладi цiлих зображень альтернативної
групи A4, що дозволило отримати нову класифiкацiю та повнi когомо-
логiчнi iнварiанти. Результати мають мiждисциплiнарне значення для
теорiї груп, гомологiчної алгебри, кристалографiї та теорiї кодування.
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Вступ

Теорiя когомологiй груп була натхненна роботами В. Гуревича про
когомологiї ациклiчних просторiв i розвинена у 1940-х рр. С. Ейлен-
бергом, С. Маклейном, В. Екманом, Х. Хопфом, Д. К. Фаддєєвим та
iншими. Вони також були пов’язанi з теорiєю розширень груп та про-
ективними зображеннями, де когомологiї виникають як набори факто-
рiв. Поряд з загальною теорiєю, багато робiт було присвячено обчислен-
ням когомологiй конкретних груп. Тут у багатьох випадках виникає по-
треба у розробцi спецiальних методiв. Наприклад, Ш. Такахашi [21] за-
пропонував нову, спрощену резольвенту для скiнченних абелевих груп.
Важливий випадок, коли група розкладається у напiвпрямий добуток,
дослiджувався Маккi та iншими авторами, але загальних результатiв
про зображення та когомологiї досi не отримано. У цьому випадку при-
родно виникають схрещенi груповi алгебри, зображення яких вивчалися
I. Райтен, К. Рiдтман, Ю. Дроздом та iншими. Цi роботи вказують на
перспективнi напрямки у обчисленнi когомологiй, особливо, коли поря-
док групи є оборотним у базовому кiлльцi. Дослiдження в цих напрям-
ках i становлять основу дослiдження.

Обчислення когомологiй заданої групи є важливою та цiкавою, але
зазвичай громiздкою задачею. Тому вiдомi лише деякi випадки, коли
такi обчислення були здiйсненi для досить широкого класу модулiв.
Якщо група є скiнченною, особливий iнтерес викликають когомологiї
решiток, тобто G-модулiв, якi є скiнченно породженими та вiльними
вiд кручення як групи. Вони мають значення, наприклад, у теорiї кри-
сталографiчних груп i груп Чернiкова. Очевидно, що якщо ми хочемо
знати всi когомологiї решiток, слiд мати класифiкацiю G-решiток. У ви-
падку скiнченних p-груп така класифiкацiя вiдома лише для циклiчних
груп порядку p i p2 для простого числа p [5, §,34B,§,34C], для циклiчної
групи порядку 8 [22] i для Кляйнiвської 4-групи [16, 17]. В iнших ви-
падках така класифiкацiя є дикою, тобто включає опис зображень усiх
скiнченновимiрних алгебр.

У першому згаданому випадку iснує лише скiнченна кiлькiсть не-
звiдних зображень, когомологiї ĤnpG,mq є перiодичними з перiодом 2,
тож вiдповiдь можна отримати без особливих труднощiв. Це було ви-
користано в [1], де було складено повний список p-груп Чернiкова з
циклiчним факторгрупою порядку p або p2. Для кляйнiвської групи
задача стає значно складнiшою, оскiльки, по-перше, iснує нескiнченно
багато незвiдних, попарно неiзоморфних решiток, а по-друге, когомо-
логiї бiльше не є перiодичними. У цiй роботi ми використовуємо опис
незвiдних решiток iз [17] та деякi загальнi факти про когомологiї p-груп
i даємо повний опис когомологiй решiток над кляйнiвською групою.
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У статтi [15] Назарова описує 2-адичнi зображення знакозмiнної гру-
пи A4 порядку 4. На жаль, важко використовувати цей опис для iн-
ших цiлей, таких як обчислення когомологiй. У цiй роботi пропону-
ється iнший пiдхiд, аналогiчний вивченню зображень та когомологiй
групи Кляйна [14]. Зокрема, використовується технiка порядкiв Бак-
стрема з [18,20], i таким чином пов’язується опис 2-адичних зображень
A4 з зображеннями зваженого графа [6]. Це дозволяє повнiстю описати
сагайдак Ауслендера-Рейтен 2-адичних зображень. Оскiльки перетво-
рення Ауслендера-Рейтен в цьому випадку збiгається з сизигiєм, це май-
же одразу дає значення всiх когомологiяй Тейта 2-адичних A4-решiток.
Оскiльки 3-адичнi зображення A4 є дуже простими, також описуються
всi цiлочисельнi представлення та їх когомологiї. Слiд зазначити, що
знання когомологiй є важливим для класифiкацiї кристалографiчних
та Чернiковських груп i т. д.

1. Когомологiї четверної групи Кляйна

1.1. Решiтки над Кляйнiвською 4-групою. НехайK позначає Кля-
йнiвську 4-групу, K “ xa, b | a2 “ b2 “ 1, ab “ bay. Ми вивчаємо когомо-
логiї цiєї групи зi значеннями в K-решiтках, тобто K-модулях M , для
яких адитивна група M є вiльною абелевою групою скiнченного рангу,
а також у їхнiх дуальних модулях, тобто модулях HomZpM,Q{Zq. Нехай
R “ ZK. Ми вбудовуємо його в R7 “ Z4, ототожнюючи a з четвiркою
p1, 1,´1,´1q i b з p1,´1, 1,´1q. Зауважимо, що R7 є цiлочисельним за-
миканням R в Q ˚Z R.

Нехай Zp – кiльце p-адичних цiлих чисел, Mp “M ˚ ZZp для кожної
абелевої групи M . Тодi Rp “ Z4

p для p ‰ 2, i R2 » 4Z4
2. З [8, Th.,3.7] ви-

пливає, що двi K-решiтки M , N є iзоморфними тодi i тiльки тодi, коли
вони одного роду, тобто Mp » Np для всiх p. Бiльше того, якщо p ‰ 2,
то Rp-решiтка Mp однозначно визначається рацiональною оболонкою
Q ˚ZM . Тому K-решiтка M є однозначно визначеною через її 2-адичне
доповнення, яке позначається як M̂ .

ПозначимоR-lat категорiюR-решiток, а R̂-lat – категорiю R̂-решiток,
тобто R̂-модулiв, якi є скiнченно породженими i модулями без скруту
(отже, вiльними) як Z2-модулi. Функтор M ÞÑ M̂ є зображувальною
еквiвалентнiстю мiж категорiями R-lat i R̂-lat, тобто вiн вiдображає
неiзоморфнi модулi в неiзоморфнi, нерозкладнi в нерозкладнi, i кожна
R̂-решiтка є iзоморфною до M̂ для однозначно визначеної R-решiтки
M .

Оскiльки 4ĤnpK,Mq “ 0 для будь-якого K-модуля M [4, Prop.,
XII.2.5], маємо iзоморфiзм ĤnpK,Mq » ĤnpK, M̂q. Нехай D “ Q2{Z2, де
Q2 – поле 2-адичних чисел. Ця група є групою типу 28, тобто прямою
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границею lim
ÝÑn

Z{2nZ скiнченних циклiчних 2-груп вiдносно натураль-
них вкладень Z{2nZÑ Z{2n`1Z. Ми називаємо K-модулi вигляду

HomZpM,Dq » HomZ2pM̂,Dq,

де M – K-решiтка, K-корешiтка.
Кiльце R є Горенштейновим, тобто inj.dimRR “ 1. Оскiльки Rp є

максимальним надкiльцем для p ‰ 2, а R2 є локальним, з [12, Ле-
ма 2.9] випливає, що R має єдине мiнiмальне власне надкiльце A, i ко-
жна нерозкладна R-решiтка, окрiм самого R, є A-решiткою. Насправдi,
A збiгається з пiдкiльцем у R7 “ Z4, яке складається з усiх четвiрок
pz1, z2, z3, z4q таких, що z1 ” z2 ” z3 ” z4 pmod 2q.

Нехайm – iдеал кiльцяA, що складається з усiх четвiрок pz1, z2, z3, z4q,
для яких z1 ” z2 ” z3 ” z4 ” 0 pmod 2q. Тодi m̂ “ rad Â “ rad R̂7. Отже,
Â є порядком Бакстрема у сенсi [18]. Тому, згiдно з [18], решiтки над
Â, а отже i над A, класифiкуються зображеннями сагайдака

Λ “

``

`´

‚

==

55

))

!!
´`

´´

Нагадаємо вiдповiдну конструкцiю (на рiвнiA-решiток). Для будь-якого
K-модуля M позначимо через Mαβ , де α, β P `,´, пiдмодуль tu P M |

au “ αu, bu “ βuu.
Якщо M є A-решiткою, покладемо M 7 “ R7M (тобто добуток ре-

шiток у Q ˚ ZM , який збiгається з образом природного гомоморфiзму
R7 ˚ AM Ñ Q ˚ ZM). Це найменший R7-модуль, що мiстить M . Тодi
M 7 “

À

αβM 7

αβ . Позначимо V‚ “ M{mM та Vαβ “ M 7

αβ{2M
7

αβ . Ви-
бираючи як fαβ природнi гомоморфiзми V‚ Ñ Vαβ , ми отримуємо зо-
браження сагайдака Λ, яке позначаємо через ΦpV q. Таким чином, ми
визначаємо функтор Φ з категорiї A-lat A-решiток у категорiю rep Λ
зображень сагайдака Λ над полем k “ Z{2Z. Маємо такий результат,
аналогiчний результату з [18].
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Теорема 1.1. Нехай R – категорiя зображень

V “

V``

V`´

V‚

,f``,

;;

,f`´,
55

,f´`, ))
,f´´,

##

V´`

V´´

(1.1)

сагайдака Λ над полем k, таких що всi вiдображення fαβ є сюр’єктив-
ними, а iндуковане вiдображення f` : V‚ Ñ V` “

À

αβ Vαβ є iн’єктив-
ним. Тодi функтор Φ є зображувальною еквiвалентнiстю Φ : A-lat Ñ
R, причому всi iндукованi гомоморфiзми

ΦM,N : HomApM,Nq Ñ HomΛpΦpMq,ΦpNqq

є сюр’єктивними, а також виконується рiвнiсть:

Ker ΦM,N “ HomApM,mNq “ 2 HomR7pM̃,N 7q. (1.2)

Ми називаємо п’ятiрку pd‚, dαβq pα, β P `,´q розмiрнiстю зображення
V або вiдповiдної решiтки M “ MpV q, позначаємо її як dimV або
dimM i зазвичай записуємо у виглядi

d‚

d``
d`´
d´`
d´´

За потреби також вводимо позначення d‚ “ d‚pMq, dαβ “ dαβpMq i
d` “ d`pMq “

ř

αβ dαβpMq.
Зауважимо, що ранг M як Z-модуля дорiвнює d`pMq, тодi як d‚ “

dimkM{mM .
Нам також потрiбнi аналоги деяких результатiв iз [20]. З цiєю метою

сформулюємо лему. Для будь-якої Z-решiтки або R7-решiтки M покла-
демо M̄ “M{2M , а якщо α : M Ñ N — гомоморфiзм решiток, то через
ᾱ позначатимемо iндуковане вiдображення M̄ Ñ N̄ .

Вiдомо, що для четверної групи Кляйна G кожна Z2G-решiтка, де
Z2 – це кiльце p-адичних цiлих чисел, збiгається з 2-адичним заверше-
нням M̂2 деякої ZG-решiтки M , i виконується M̂2 » N̂2 тодi i тiльки
тодi, коли M » N (див. [16]). Оскiльки ĤnpG,Mq “ ĤnpG, M̂2q, нам
достатньо розглядати лише Z2G-решiтки.



126

1.2. Когомологiї. У цьому роздiлi ми також встановлюємо деякi ре-
зультати щодо трансляцiї Аусленера-Райтен та когомологiй p-груп.

Нехай R – локальне повне нетерове кiльце, рiвновимiрне з Крулло-
вою розмiрнiстю 1 i без нiльпотентних елементiв, а R-lat – категорiя
R-решiток, тобто максимальних Коена-Макколея R-модулiв або, що
те саме, R-модулiв, вiльних вiд кручення. Вiдомо, що R має канонi-
чний модуль ωR P R-lat, такий що функтор D “ HomRp,, ωRq є точною
дуальнiстю на категорiї R-lat [3, Corollary 3.3.8].

Зокрема, вiн iндукує бiєкцiю на множинi R-ind класiв iзоморфiзму
незвiдних R-решiток.

Нагадаємо, що послiдовнiсть Ауслендера-Райтен у R-lat – це нероз-
щеплювана точна послiдовнiсть

0 ÑM 1 βÝÑ N
α
ÝÑM Ñ 0, (AR)

де M i M 1 — незвiднi R-решiтки, i

‚ для кожного гомоморфiзму ξ : L Ñ M , де L – незвiдна R-
решiтка, i ξ не є iзоморфiзмом, iснує ξ1 : LÑ N , таке що ξ “ αξ1;

‚ для кожного гомоморфiзму η : M 1 Ñ L, де L – незвiдна R-
решiтка, i η не є iзоморфiзмом, iснує η1 : N Ñ L, таке що η “ η1β.!

У цьому випадку M i M 1 визначають одне одного з точнiстю до iзо-
морфiзму. Вони позначаються: M 1 “ τRM i M “ τ´1

R M 1. τR називає-
ться трансляцiєю Аусленера-Райтен для R-решiток. Вiдомо [2], що для
кожної незвiдної R-решiтки M fi R (для кожної незвiдної R-решiтки
M 1 fi ωR) iснує послiдовнiсть Ауслендера-Райтен (AR), тож τRM (вiд-
повiдно, τ´1

R M 1) визначена. Якщо R є Горенштейновим, тобто ωR » R,
τR iндукує бiєкцiю на множинi R-ind“R.

Нехай у послiдовностi Ауслендера-Райтен (AR) N “
Àm

i“1Ni, де Ni –
незвiднi зображення, αi : Ni ÑM та βi : M 1 Ñ Ni є компонентами α та
β вiдносно цього розкладу.

Сагайдак Ауслендера-Райтен категорiї R-lat – це сагайдак, вершина-
ми якого є класи iзоморфiзму незвiдних R-решiток, а стрiлки визнача-
ються за такими правилами:

‚ Якщо M fi R, стрiлки, що завершуються в M , – це просто
αi : Ni ÑM .

‚ Якщо M 1 fi ωR, стрiлки, що починаються в M , – це просто
βi : M 1 Ñ Ni.

‚ Якщо radR “
Àk

i“1Qi, де Qi — незвiднi, стрiлки, що завершу-
ються в R, – це просто вкладення ιi : Qi Ñ R.

‚ Стрiлки, що починаються в ωR, – це просто Dιi : DQi Ñ ωR.
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Нехай у послiдовностi Ауслендера-Райтен (AR) N “
Àm

i“1Ni, де Ni –
незвiднi зображення, αi : Ni ÑM та βi : M 1 Ñ Ni є компонентами α та
β вiдносно цього розкладу.

Сагайдак Ауслендера-Райтен категорiї R-lat – це сагайдак, вершина-
ми якого є класи iзоморфiзму незвiдних R-решiток, а стрiлки визнача-
ються за такими правилами:

‚ Якщо M fi R, стрiлки, що завершуються в M , – це просто
αi : Ni ÑM .

‚ Якщо M 1 fi ωR, стрiлки, що починаються в M , – це просто
βi : M 1 Ñ Ni.

‚ Якщо radR “
Àk

i“1Qi, де Qi – незвiднi, стрiлки, що завершую-
ться в R, – це просто вкладення ιi : Qi Ñ R.

‚ Стрiлки, що починаються в ωR, – це просто Dιi : DQi Ñ ωR.

Позначимо через ΩM сизигiй M , тобто ядро епiморфiзму ϕ : P ÑM ,
де P – проєктивний, а Kerϕ Ď radP . Знову ж, якщо R є Горенштей-
новим, то Ω задає бiєкцiю на множинi R-ind“R. Тож у цьому випадку
Ω´1M коректно визначений для будь-якої незвiдної решiтки M fi R.

Твердження 1.1. Якщо R є Горенштейновим, то τRM » ΩM для
кожної незвiдної R-решiтки M fi R.

Нагадаємо, що якщо R є Горенштейновим, але не регулярним, то iснує
єдине кiльце A Ą R таке, що A{R » R{ radR, A P R-lat (тому A-lat
є повною пiдкатегорiєю R-lat), i кожна незвiдна R-решiтка M fi R є
A-решiткою. A називається мiнiмальним надкiльцем R (див. [9]). За
дуальнiстю, DA » radR.

Твердження 1.2. Нехай кiльце R є горенштейновим i не регулярним,
а A — мiнiмальне надкiльце R.

(1) Якщо 0 Ñ M 1 β
ÝÑ N

α
ÝÑ M Ñ 0 — послiдовнiсть Ауслендера-

Райтен у A-lat, то вона також послiдовнiстю у R-lat.
(2) НехайM — незвiдна A-решiтка. ЯкщоM fi A, то τRM “ τAM ,

а якщо M fi ωA, то τ´1
R M “ τ´1

A M .

Надалi покладемо R “ ZpG, де G — скiнченна комутативна p-група.
Це локальне, горенштейнове, нерегулярне кiльце, i R{ radR » Fp (з
тривiальною дiєю). Нехай A — мiнiмальне надкiльце R.

Твердження 1.3. τRA » ωA.
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Твердження 1.4.

ĤnpG,Aq » ĤnpG,Fpq »

#

pn` 1qFp, якщо n ě 0,

p´nqFp, якщо n ă 0.

Твердження 1.5. Нехай M P CMpRq, M fi R. Тодi

ĤnpG,Mq » Ĥn`1pG, τRMq » Ĥn´1pG, τ´1
R Mq

Тепер G – це кляйнiвська четвiрна група: G “ xa, b, |, a2 “ b2 “ 1, , ab “
bay. Тодi Z2G має 4 незвiднi решiтки Luv, де u, v P `,´. А саме, Luv “ Z2

як Z2-модуль, a дiє як u1, а b – як v1.

Твердження 1.6.

ĤnpG,L``q “

$

’

&

’

%

p|n|{2` 1qF2, якщо n ‰ 0 парне,
p|n|{2qF2, якщо n непарне,
Z{4Z, якщо n “ 0,

а якщо pu, vq ‰ p`,`q, то

ĤnpG,Luvq “ prp|n| ` 1q{2sqF2

Покладемо R “ Z2G, де G – кляйнiвська четвiрна група, а A –
мiнiмальне надкiльце R. Згадаємо структуру сагайдака Ауслендера-
Райтен для A-lat. Iз [19] та [17] випливає, що цей сагайдак складається
з препроективно-преiн’єктивної компоненти та труб.

Препроективно-преiн’єктивна компонента має вигляд

L2
``

��

L1
``

��

L``

��

L´1
``

��

L´2
``

��

L´3
``

��

L2
`´

��

L1
`´

��

L`´

��

L´1
`´

��

L´2
`´

��

L´3
`´

��
¨ ¨ ¨

GG

??

��

��
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HH

AA

��

��

A1

HH

AA

��

��

A

II
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��

��

A´1

HH

@@

��

��

A´2

HH

@@

��

��

¨ ¨ ¨
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´`

AA

L1
´`

AA

L´`

BB

L´1
´`

@@

L´2
´`

@@

L´3
´`
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L2
´´

HH

L1
´´

HH

L´´

II

L´1
´´

HH

L´2
´´

HH

L´3
´´

GG

Тут Mk позначає τkRM . Зокрема, A1 “ ωA. Твердження 1.5 та 1.6
виводять наступнi значення когомологiй для цих решiток.
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Теорема 1.2.

ĤnpG,Akq “

#

pn´ k ` 1qF2, якщо n ě k,

pk ´ nqF2, якщо n ă k;

ĤnpG,Lk``q “

$

’

&

’

%

p|n´ k|{2` 1qF2, якщо n´ k ‰ 0 — парне,
p|n´ k|{2qF2, якщо n´ k — непарне,
Z{4Z, якщо n “ k;

i якщо pu, vq ‰ p`,`q, тодi

ĤnpG,Lkuvq “ rp|n´ k| ` 1q{2F2. �

Щоб обчислити когомологiї решiток, що належать трубам, необхiднi
такi мiркування. Нехай Ã – це цiле замикання A в A ˚ Qp. Для будь-
якої A-решiтки M решiтка M̃ “ ÃM є прямою сумою

À

u,vP`,´Muv, де
Muv » pruvMqLuv для деяких цiлих чисел ruvM . Зазначимо, що кожен
Z2-пiдмодуль Muv насправдi є Ã-пiдмодулем.

Лема 1.1. Якщо M fi L`` є незвiдною R-решiткою, то Ĥ0pG,Mq “
pr``MqF2.

Тепер нагадаємо структуру труб [17]. Однорiднi труби параметризу-
ються незвiдними однорiдними полiномами f P F2rxs, де f R x, x´ 1.
Труба T f має вигляд

T f1
**
T f2

**
jj T f3

**
jj T f4

**
jj ¨ ¨ ¨jj

де r``pT
f
k q “ kd для d “ deg f та τRT

f
k “ T fk .

Є також 3 спецiальних труб T j pj P 2, 3, 4q. Вони мають вигляд

T j11
// T j12

//

~~

T j13
//

~~

T j14
//

~~

//

~~

¨ ¨ ¨

��

T j21
// T j22

//

``

T j23
//

``

T j24
//

``

//

``

¨ ¨ ¨

__

де r``T
j1
2k “ r``T

j2
2k “ k, r``T

j1
2k´1 “ k, r``T

j2
2k´1 “ k ´ 1 та τRT

j1
k “

T j2k , τRT
j2
k “ T j1k .

Використовуючи Лему 1.1 та Твердження 1.5, ми отримуємо насту-
пний результат, який завершує обчислення когомологiй решiток над
кляйнiвською групою.
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Теорема 1.3.

ĤnpG,T fk q “ kdF2, де d “ deg f,

та для всiхy j P t2, 3, 4u

ĤnpG,T ji2kq “ k F2 для обох i “ 1, 2,

ĤnpG,T j12k´1q “

#

k F2, якщо |n| — парне,
pk ´ 1qF2, якщо |n| — непарне,

ĤnpG,T j22k´1q “

#

k F2, якщо |n| — парне,
pk ´ 1qF2, якщо |n| — непарне.

2. Когомологiї регулярних решiток над Кляйнiвською
4-групою

Якщо M,N,L — решiтки, то можна сформулювати наступну лему.

Лема 2.1. Нехай дана точна послiдовнiсть 0 Ñ M̄
ᾱ
ÝÑ N̄

β̄
ÝÑ L̄ Ñ 0

Z-решiток або R7-решiток. Тодi її можна пiдняти до точної послiдов-
ностi 0 ÑM

α
ÝÑ N

β
ÝÑ LÑ 0.

Наслiдок 2.1. Нехай 0 Ñ V 1
ᾱ
ÝÑ V

β̄
ÝÑ V 2 Ñ 0 — точна послiдовнiсть

зображень з категорiї R. Тодi її можна пiдняти до точної послiдов-
ностi A-решiток 0 ÑMpV 1q

α
ÝÑMpV q

β
ÝÑMpV 2q Ñ 0 1

Ми кажемо, що мономорфiзм решiток φ : M Ñ N є чистим, якщо
Cokerφ є вiльним вiд кручення (а отже, також є решiткою).

Наслiдок 2.2. Кожен епiморфiзм (мономорфiзм, iзоморфiзм) V Ñ V 1

зображень з категорiї R можна пiдняти до епiморфiзму (вiдповiдно,
чистого мономорфiзму, iзоморфiзму) A-решiток ΦpV q Ñ ΦpV 1q.

Наслiдок 2.3. Нехай задано ланцюг пiдзображень

V “ V0 Ą V1 Ą V2 Ą . . . Ą Vm´1 Ą Vm “ 0,

тодi iснує ланцюг пiдрешiток у M “MpV q

M “M0 ĄM1 ĄM2 Ą . . . ĄMm´1 ĄMm “ 0

1Цей результат не випливає безпосередньо з [20, Лема 4], де розглядається випа-
док алгебр над повними кiльцями дискретного нормування. Крiм того, вiн суттєво
залежить вiд Леми 2.1, а отже — вiд «маломiрностi» залишкового поля k.
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такий, що Mk »MpVkq i Mk{Mk`l »MpVk{Vk`lq для всiх допустимих
значень k, l.

2.1. Регулярнi решiтки. Нагадаємо структуру сагайдака Аусленде-
ра–Райтен Q категорiї Â-lat [17]. Згiдно з [20], вiн отримується з сагай-
дака Ауслендера-Райтен категорiї rep Λ шляхом склеювання препрое-
ктивної та преiн’єктивної компонент в одну. Отримана препроективно-
преiн’єктивна компонента зображена на Рисунку 1. Усi решiтки тут
однозначно визначаються своїми розмiрностями. Трансляцiя Аусленде-
ра–Райтен τ у категорiї R̂-lat дiє на цiй компонентi як зсув лiворуч.
Зауважимо, що для кожної A-решiтки M маємо τM̂ » ΩM̂ , де ΩM̂ –
сизигiй M̂ як R̂-модуля [14, Prop. 1.1]. Вiдтак ΩM » N , якщо τM̂ “ N̂ .

Рис. 2.1. Препроективно-преiн’єктивна компонента

Iншi компоненти, якi називаються регулярними, – це труби. Вони
параметризуються замкненими точками проєктивної прямої P1

k
(роз-

глянутої як схема), тобто одничними незвiдними многочленами з krts
та символом8. Трубу, що вiдповiдає многочлену fptq, позначаємо через
T f , а трубу, що вiдповiдає 8, – через T 8. Також пишемо T 0 замiсть T t

i T 1 замiсть T t´1. Описуючи труби, ми пiдставляємо A-решiтки замiсть
їхнiх завершень i кажемо, що T належить трубi T f , якщо T̂ належить
цiй трубi. Тодi ми називаємо T регулярною K-решiткою. Ми називаємо
K-решiтку M регулярною, якщо всi її незвiднi прямi доданки є регу-
лярними. Усi труби, окрiм T λ (де λ P 0, 1,8), є однорiдними, тобто для
кожного M з цiєї труби виконується τM »M . Вони мають вигляд

T f1
**
T f2

**
jj T f3

**
jj ¨ ¨ ¨jj (2.1)
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dimT fm “ 2dm
dm
dm
dm
dm

, де d “ deg fptq. Насправдi, T fm “ MpT̄ fmq, де T̄ fm —

це таке зображення сагайдака Λ:

k
dm

k
dm

k
2dm

p I 0 q

99

p 0 I q

44

p I I q
**

p I F q

%%

k
dm

k
dm

(2.2)

Тут I – одинична матриця розмiру dmˆdm, а F — матриця Фробенiуса
з характеристичним многочленом fptqm.

Труба T λ для λ P 0, 1,8 має вигляд

T λ1
1

// T λ1
2

//

}}

T λ1
3

//

}}

T λ1
4

//

}}

//

}}

¨ ¨ ¨

~~
T λ2

1
// T λ2

2
//

aa

T λ2
3

//

aa

T λ2
4

//

aa

//

aa

¨ ¨ ¨

``

(2.3)

Тут τT λ1
n » T λ2n та τT λ2n » T λ1n. Для λ “ 1 маємо:

dimT 1j2m “ 2m
m
m
m
m

для обох j “ 1 i j “ 2,

dimT 112m´ 1 “ 2m´1

m
m
m´1
m´1

,

dimT 122m´ 1 “ 2m´1
m´1
m´1
m
m

.

Насправдi, T 112m “MpT̄ 112mq, де T̄ 112m має вигляд (2.2) з d “ 1 та
F “ J1 – жорданова матриця розмiру m ˆ m з власним значенням 1.
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T 112m´ 1 “MpT̄ 112m´ 1q, де T̄ 112m´ 1 має вигляд

k
m

k
m

k
2m´1

f1

88

f2

44

f3 **
f4

%%

k
m´1

k
m´1

Тут

f1 “

ˆ

I 0 0
0 0 1

˙

,

f2 “

ˆ

0 I 0
0 0 1

˙

,

f3 “
`

I I 0
˘

,

f4 “
`

I J1 e
˘

, де e “

˜ 0
...
0
1

¸

,

де матрицi I та J1 мають розмiр pm´ 1q ˆ pm´ 1q. Решiтки T 12
n отри-

муються з T 11
n шляхом перестановки f1 з f3 та f2 з f4 вiдповiдно.

Труба T 0 (вiдповiдно, T 8) отримується з труби T 1 перестановкою f2

з f4 (вiдповiдно, f2 з f3).
Зауважимо, що незвiдна решiткаM належить трубi тодi i тiльки тодi,

коли

2d‚pMq “
ř

αβ dαβpMq. (2.4)
В цьому випадку

d‚pΩMq “ d‚pMq та dαβpΩMq “ d‚pMq ´ dαβpMq. (2.5)

Структура зображень сагайдакiв, що належать трубам, описана у
[6,7] (див. також [10, Thm. 31 and 36]). У поєднаннi з Твердженням 2.3 це
дає наступний результат для решiток. Вiдтепер, пишучи T fm, ми завжди
припускаємо, що f R t, t´ 1, а при позначеннi T λjm завжди маємо на
увазi, що λ P 0, 1,8 i j P 1, 2.

Теорема 2.1. Кожен модуль T fm або T λjm має ланцюг пiдмодулiв

M “M0 ĄM1 ĄM2 Ą . . . ĄMm´ 1 ĄMm “ 0 (2.6)

такий, що
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(1) Mk{Mk`l »

$

’

&

’

%

T fl якщо M “ T fm,

T λjl якщо M “ T λjm i k парне,
T λil , де i ‰ j, якщо M “ T λjm i k непарне.

(2) Вiдображення T fm Ñ T fm`1 та T λjm Ñ T λjm`1 у дiаграмах (2.1) та
(2.3) вiдповiдно можна вибрати iн’єктивними, з вiдповiдними
факторами T f1 та T λj1 .

(3) Вiдображення T fm`1 Ñ T fm та T λim`1 Ñ T λjm pi ‰ jq у дiагра-
мах (2.1) та (2.3) вiдповiдно можна вибрати сюр’єктивними,
з вiдповiдними ядрами T f1 та T λi1 .

(4) Якщо M i M 1 належать до рiзних труб, то для кожного го-
моморфiзму ϕ : M Ñ N виконується Imϕ Ď 2N .

Можна також отримати опис ендоморфiзмiв незвiдних решiток, що
належать трубам.

Для будь-якого комутативного кiльця K та будь-якого одничного
многочлена fptq степеня d iснує природне вкладення εfm : Krts{pfptqmq Ñ
Matpdm,Kq, яке виникає з регулярного зображення цього фактор-кiльця
над K. Позначимо через Kf

m образ цього вкладення Krts{pfptqmq Ñ

Matpdm,Kq4, де всi його компоненти — це εfm. Також позначимо через
Kt
m˚ образ вкладення Krts{ptmq Ñ Matpm,Kq2ˆMatpm´1,Kq2, де пер-

шi двi компоненти — це εtm, а двi iншi — композицiї εtm´1πm, де πm —
сюр’єкцiя Krts{ptmq Ñ Krts{ptm´1q. Звiсно, якщо m “ 1, то це просто
дiагональне вкладення K Ñ K ˆK.

Якщо M – A-решiтка з dimM “ d‚

d``
d`´
d´`
d´´

, то кiльце ендоморфiзмiв

EndAM природно вкладене у EndR7 M̃ “
ś

αβ Matpdαβ,Zq, i ми отото-
жнюємо його з образом цього вкладення.

Теорема 2.2. Нехай fptq P krts – незвiдний одничний многочлен. Ви-
беремо одничний многочлен f̃ptq P Zrts такий, що fptq “ f̃ptq pmod 2q.

(1) EndA T
f
m “ Zf̃m ` 2 Matpdm,Zq4, де d “ deg fptq.

(2) EndA T
λj
2m “ Ztm ` 2 Matpm,Zq4 та

EndA T
λj
2m´1 “ Ztm˚ ` 2

`

Matpm,Zq2 ˆMatpm´ 1,Zq2
˘

.

Очевидно, що це не залежить вiд вибору многочлена f̃ptq.

2.2. Когомологiї. Ми надамо явний опис когомологiй HnpK,Mq та
HnpK,DMq для n ą 0 i регулярних K-решiток M . Очевидно, що до-
статньо обчислити їх лише для незвiдних решiток.
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Iз [13] випливає, що вiльну резольвенту P для тривiальногоK-модуля
Z можна вибрати так: Pn — це простiр однорiдних многочленiв степеня
n з Rrx, ys, i

dpxkylq “ pa` p´1qkqxk´1yl ` p´1qkpb` p´1qlqxkyl´1.

Отже, n-коцикл γ задається значеннями γpxmyn´mq для 0 ď m ď n.
Нехай M – незвiдна регулярна решiтка. Покладемо

Mpnq “

$

’

&

’

%

M``, якщо n – парне,
M´`, якщо n – непарне M R T 8,
M`´, якщо n – непарне M P T 8,

Ми визначаємо гомоморфiзм ξ : Mpnq Ñ HnpK,Mq pn ą 0q. Вiн вiд-
ображає елемент v PMpnq у клас коцикла ξv, який задається наступним
чином.

‚ Якщо n – парне, то M R T 8 та v PM``,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ n,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то M P T 8 та v PM``,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ 0,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то M R T 8 та v PM´`,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ n,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то M P T 8 та v PM`´,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ 0,

0, iнакше.

Легко перевiрити, що ξv справдi є коциклом.

Теорема 2.3. Для кожної незвiдної регулярної K-решiтки M i ко-
жного n ą 0 вiдображення ξ iндукує iзоморфiзм ξ̄ : Mpnq{2Mpnq

„
Ñ

HnpK,Mq.

Для доведення ми використовуємо такi результати.

Лема 2.2. Якщо 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 — точна послiдовнiсть
регулярних K-решiток, то iндукованi послiдовностi

0 Ñ ΩM 1 Ñ ΩM Ñ ΩM2 Ñ 0, (2.7)
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0 Ñ Ω´1M 1 Ñ Ω´1M Ñ Ω´1M2 Ñ 0 (2.8)

також є точними.

Наслiдок 2.4. Якщо 0 ÑM 1 ÑM ÑM2 Ñ 0 — точна послiдовнiсть
регулярних K-решiток, то iндукована послiдовнiсть когомологiй

0 Ñ ĤnpK,M 1q Ñ ĤnpK,Mq Ñ ĤnpK,M2q Ñ 0

також є точною для кожного n P Z.

Аналогiчнi мiркування дають явний опис когомологiй для регуляр-
них модулiв корешiток, тобто дуальних модулiв до регулярних решiток.
Для незвiдного регулярного модуля корешiтки N “ DM покладемо
N̄ “ tu P N | 2u “ 0 u.

Npnq “

$

’

&

’

%

N̄``, якщо n – парне
N̄´`, якщо n – непарне M R T8,

N̄`´, якщо n – непарне та M P T8.

Ми визначаємо гомоморфiзм η : Npnq Ñ HnpK,Nq pn ą 0q. Вiн вiдобра-
жає елемент u P Npnq у клас коцикла ηu, який задається наступним
чином.

‚ Якщо n – непарне, то M R T 8 та u P N̄´`,

ηupx
myn´mq “

#

u, якщо m “ n,

0, iнакше.

‚ Якщо n – непарне, тоM P T 8 та u P N̄`´,

ηupx
myn´mq “

#

u, якщо m “ 0,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то u P N̄``,

ηupx
myn´mq “

#

u, якщо m “ n,

0, iнакше.

Легко перевiрити, що ηu справдi є коциклом.

Теорема 2.4. Для кожного незвiдного регулярного модуля корешiтки
N i кожного n ą 0 вiдображення η iндукує iзоморфiзм Npnq

„
Ñ HnpK,Nq.

2.3. Дiя автоморфiзмiв.
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2.3.1. Решiтки. Нам також потрiбно знати, як автоморфiзми решiток i
групи дiють на когомологiї. Нехай M “ T fm або M “ T λjm. Розглянемо
ланцюг пiдмодулiв Mk Ă M з Теореми 2.1. Позначимо через Efk,m, n
або, вiдповiдно, через Eλjk,m, n (де 0 ď k ă m) множину

Mkpnqz
`

2Mkpnq `Mk ` 1pnq
˘

.

Зауважимо, що Eλjk,m,n ‰ H тодi i тiльки тодi, коли k ă m i

k ”

#

j, якщо n парне
j ` 1, якщо n непарне

pmod 2q (2.9)

Iз Теорем 2.1 та 2.2 легко випливає наступний результат.

Теорема 2.5. Нехай e P Efk,m,n або e P Eλjk,m,n, а e
1 P Efk1,m1,n або, вiдпо-

вiдно, e1 P Eλj
1

k1,m1,n. Тодi iснує гомоморфiзм θ : T fm Ñ T fm1 або, вiдповiд-
но, θ : T λjmÑ T λj

1

m1 такий, що θpeq “ e1 тодi i тiльки тодi, коли або
m ě m1 i k ď k1, або m ď m1 i k ď k1 ´m1 `m. Якщо m “ m1 i k “ k1,
то θ можна вибрати iзоморфiзмом.

Означення 2.1. 1) Для кожної четвiрки pf,m, k, nq, де k ă m, фiксу-
ємо елемент efm,k,n P E

f
m,k,n, а для кожної п’ятiрки pλ, j,m, k, nq, де

k ă m i k, j задовольняють умову (2.9), – елемент eλjm,k,n P E
λj
m,k,n.

2) Для однорiдної труби T f назвемо стандартною послiдовнiстю по-
слiдовнiсть σ “ pmi, kiq p1 ď i ď sq, де m1 ą m2 ą ¨ ¨ ¨ ą ms, 1 ď ki ă mi

i ki1 ă ki ă ki1 ` mi ´ mi1 для i ă i1. Позначимо Mf
σ “

Às
i“1 T

f
mi i

efσ,n “
řs
i“1 e

f
mi,ki,n

.

3) Для спецiальної труби T λ назвемо стандартною послiдовнiстю
послiдовнiсть σ “ pji,mi, kiq p1 ď i ď sq, де ji P t1, 2u, m1 ą m2 ą

¨ ¨ ¨ ą ms, 1 ď ki ă mi i ki1 ă ki ă ki1 `mi ´mi1 для i ă i1. Позначимо
Mλ
σ “

Às
i“1 T

λji
mi . Таку послiдовнiсть називаємо

‚ парною, якщо ki ” ji pmod 2q для всiх i,
‚ непарною, якщо ki ” ji ` 1 pmod 2q для всiх i.

Для парної (непарної) стандартної послiдовностi й парного (вiдповiд-
но, непарного) n покладаємо eλσ,n “

řs
i“1 e

λji
mi,ki,n

.

4) Ми називаємо стандартними даними пару ∆ “ pΣ, Sq, де Σ “ T fq ,
1 ď q ď r, – це набiр рiзних труб, а S “ σq, 1 ď q ď r, – набiр
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стандартних послiдовностей σq для кожної труби T fq . Такi данi на-
зиваються спецiальними, якщо принаймнi одна з труб T fq є спецiаль-
ною. Спецiальнi стандартнi данi називаються парними або непарни-
ми, якщо всi стандартнi послiдовностi σq для спецiальних труб T fq є
вiдповiдно парними або непарними. Позначимо M∆ “

Àr
q“1M

fqσq та
e∆, n “

řs
q“1 e

fqσq, n. У цьому означеннi припускаємо, що якщо ∆ є
спецiальними даними, то вони є парними, якщо n парне, i непарними,
якщо n непарне (iнакше елемент e∆, n не визначений).

Якщо в Σ трапляється труба T 8, наприклад, fk “ 8, то позначи-
мо e8∆,n “ e8σk,n, а e0

∆,n – як решту суми, що визначає e∆,n. Звiсно,
можливо, що e8∆,n “ 0 або e0

∆,n “ 0.

З Теореми 2.5 випливає наступний результат.

Теорема 2.6. Нехай M – регулярна R-решiтка, а ε P HnpK,Mq pn ą

0q. Тодi iснують стандартнi данi ∆ та розклад θ : M
„
Ñ M0 ` M∆

такий, що проєкцiя θpεq на HnpK,M0q дорiвнює нулю, а проєкцiя θpεq
на HnpK,M∆q дорiвнює ξ̄pe∆,nq (див. сторiнку 135 для означення ξ̄).

Якщо ε “ 0, то M∆ “ 0.

Зокрема, ми отримуємо опис орбiт автоморфiзмiв незвiдних регуляр-
них решiток на когомологiях.

Наслiдок 2.5. Нехай M – незвiдна регулярна решiтка. Розглянемо
ланцюг (2.6) її пiдрешiток i позначимо через Hn

k pK,Mq образ у H
npK,Mq

множини HnpK,Mkq. Тодi орбiти AutKM на HnpK,Mq pn ą 0q ма-
ють вигляд Hn

k pK,MqzH
n
k`1pK,Mq для 0 ď k ă m та 0.

Група автоморфiзмiв групиK — це симетрична група S3: вона просто
переставляє елементи a, b та c “ ab. Її породжують транспозицiї τ2 : aØ
b та τ3 : a Ø c. Вони переставляють `´-компоненту дiаграми (1.1),
вiдповiдно, з ´`-компонентою та з ´´-компонентою. Таким чином, τ2

переставляє труби T 1 та T 0, а τ3 — труби T 1 та T 8. Досить простi
матричнi обчислення показують, що τ2 переставляє T f з T f p2q , а τ3 — з
T f p3q , де

f p2qptq “ fp1q´1pt´ 1qdf

ˆ

t

t´ 1

˙

, f p3qptq “ p´1qdfp1´ tq,

де d “ deg f . Це визначає дiю S3 на множинi стандартних даних. Заува-
жимо, що якщо ψ P AutK, то iснує автоморфiзм ϕ P AutMτ∆ такий,
що ψξpe∆,nq “ ϕξpeψ∆,nq.
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2.3.2. Корешiтки. Нехай тепер N “ DM , деM — K-решiтка. ЯкщоM
є регулярною, то N також називається регулярною. Якщо N “ DM ,
де M “ T fm або M “ T λjm, тодi iснує ланцюг пiдмодулiв, дуальний до
ланцюга (2.6) з Теореми 2.1:

0 “ N0 Ă N1 Ă N2 Ă . . . Ă Nm´ 1 Ă Nm “ N, (2.10)

де Nk “MK
k i

Nk`l{Nk »

$

’

&

’

%

DT fl якщо N “ DT fm,

DT λjl якщо N “ DT λjm i k — непарне,
DT λil , де i ‰ j, якщо N “ DT λjm i k — парне.

Позначимо через Zfk,m,n або, вiдповiдно, Z
λjk,m, n множинуNk ` 1pnqzNk.

Знову ж таки, Zλjk,m,n ‰ H тодi i тiльки тодi, коли k ă m та виконується
умова (2.9).

Дуальнiсть дає аналоги Теорем 2.5 i 2.6.

Теорема 2.7. Нехай z P Zfk,m,n або z P Zλjk,m, n, а z1 P Zfk1,m1, n або,
вiдповiдно, z1 P Zλj1k1,m1, n. Тодi iснує гомоморфiзм θ : DT fm Ñ DT fm1

або, вiдповiдно, θ : DT λjm Ñ DT λj
1

m1, такий, що θpzq “ z1 тодi i
тiльки тодi, коли m ď m1 i k ě k1, або m ě m1 i k ě k1´m1`m. Якщо
m “ m1 i k “ k1, θ можна вибрати iзоморфiзмом.

Означення 2.2. 1) Для кожної четвiрки pf,m, k, nq, де k ă m, фiксує-
мо елемент zfm,k,n P Z

f
m,k,n, а для кожної п’ятiрки pλ, j,m, k, nq, де k ă

m i k, j задовольняють умову (2.9), — елемент zλjm, k, n P Zλjm, k, n.

2) Для однорiдної труби T f назвемо костандартною послiдовнiстю
послiдовнiсть σ “ pmi, kiq p1 ď i ď sq, де m1 ă m2 ă ¨ ¨ ¨ ă ms, 1 ď ki ă

mi, i ki1 ą ki ą ki1 `mi ´mi1 для i ă i1. Позначимо Nf
σ “

Às
i“1 P

f
mi та

zfσ,n “
řs
i“1 z

f
mi,ki,n

.

3) Для спецiальної труби T λ назвемо костандартною послiдовнiстю
послiдовнiсть σ “ pji,mi, kiq p1 ď i ď sq, де ji P t1, 2u, m1 ă m2 ă ¨ ¨ ¨ ă

ms, 1 ď ki ă mi, 1 ď ki ď mi i ki ă ki1 ă ki ` mi1 ´ mi для i1 ă i.
Позначимо Nλ

σ “
Às

i“1 T
λji
mi . Таку послiдовнiсть називаємо

‚ парною, якщо ki ” ji pmod 2q для всiх i,
‚ непарною, якщо ki ” ji ` 1 pmod 2q для всiх i.

Для парної (непарної) костандартної послiдовностi й парного (вiдпо-
вiдно, непарного) n покладаємо zλσ,n “

řs
i“1 z

λji
mi,ki,n

.
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4) Ми називаємо костандартними даними пару ∆ “ pΣ, Sq, де Σ “

tT fqu, 1 ď q ď r, — набiр рiзних труб, а S “ tσqu, 1 ď q ď r, — набiр
костандартних послiдовностей σq для кожної труби T fq . Такi данi на-
зиваються спецiальними, якщо принаймнi одна з труб T fq є спецiаль-
ною. Спецiальнi костандартнi данi називаються парними або непар-
ними, якщо всi костандартнi послiдовностi σq для спецiальних труб
T fq є вiдповiдно парними або непарними. Позначимо N∆ “

Àr
q“1M

fq
σq

i z∆,n “
řs
q“1 z

fq
σq ,n. У цьому означеннi припускаємо, що якщо ∆ є спе-

цiальними даними, то вони є парними, якщо n парне, i непарними,
якщо n непарне (iнакше елементи zfqσq ,n, а отже, й z∆,n не визначенi).

Якщо в Σ трапляється труба T 8, наприклад, fk “ 8, то позначи-
мо z8∆,n “ z8σk,n, а z

0
∆,n — як решту суми, що визначає z∆,n. Звiсно,

можливо, що z8∆,n “ 0 або z0
∆,n “ 0.

Теорема 2.8. Нехай N “ DM , де M — регулярна R-решiтка, ε P
HnpK,Nq, n ą 0. Тодi iснують костандартнi данi ∆ та розклад θ :

N
„
Ñ N0 ` N∆ такий, що проєкцiя θpεq на HnpK,N0q дорiвнює нулю,

а проєкцiя θpεq на HnpK,N∆q дорiвнює ηpz∆,nq (див. сторiнку 136 для
означення η).

Якщо ε “ 0, то M∆ “ 0.

Наслiдок 2.6. Нехай N — незвiдна регулярна корешiтка. Розгляне-
мо ланцюг (2.10) її пiдмодулiв i позначимо через Hn

k pK,Nq образ у
HnpK,Nq множини HnpK,Nkq. Тодi орбiти AutK N на HnpK,Nq при
n ą 0 мають вигляд Hn

k pK,NqzH
n
k´1pK,Nq при 0 ă k ď m та 0.

3. Зображення i когомологiї знакозмiнної групи степеня 4

3.1. Зображення. Нехай G “ A4 знакозмiнна група степеня 4, N — її
кляйнiвська пiдгрупа, N »

 

1, a, b, c|a2 “ b1, ab “ ba “ c
(

, H “ G{K »
@

σ|σ3 “ 1
D

. Позначаємо через A “ ZG групове кiльце G i покладемо
Ap “ AbZp, p-aдичне доповнення A, iQA “ AbQ рацiональну оболонку
A. Через A-lat (вiдповiдно Ap-lat) позначимо категорiю A-решiток, тоб-
то A-модулiвM , таких, що як групаM вiльна абелева скiнченного ран-
гу(вiдповiдно, вiльний Zp)-модуль скiнченного рангу). Для A-решiтки
M також позначимо QM “ M b Q та Mp “ M b Zp. Вiдмiтимо, що
QMp »M bQp.

Кiльце A можна розглядати як схрещений добуток K˚H, де K “ ZN
i H природньо дiє на K через спряження. Тут QK » O4 з базисом
te1, ea, eb, ecu, де
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e1 “
1` a` b` c

4
,

ea “
1` a´ b´ c

4
,

eb “
1´ a` b´ c

4
,

ec “
1´ a´ b` c

4
.

При таких визначеннях, Kp “ Z4
p, якщо p ‰ 2 та K2 вкладається в

Z4
2, так, що a, b, c визначаються, вiдповiдно, елементами p1, 1,´1,´1q,
p1,´1, 1,´1q та p1,´1,´1, 1q. Дiя H тривiальна на першiй компонентi
QK та циклiчно переставляє три iншi. Таким чином,

QA » QK ˚H » QH ˆMatp3,Qq » QˆQ rθs ˆMatp3,Qq,

де θ — первiсний кубiчний корiнь з 1. Якщо p R t2, 3u, то

Ap » Zp ˆ Zp rθs ˆMatp3,Z3qpмаксимальний порядок вQApq,

та
A3 » Z3H ˆMatp3,Z3q.

Отже, всi нерозклданi Ap-решiтки для p R t2, 3u є нерозкладними
решiтками Zp, Zprθs та Ip “ Z3

p, i для A3 є ще одна нерозкладна решiтка
Z3H.

Випадок, коли p “ 2 дуже вiдрiзняється, так як Z2K бiльше не макси-
мальний порядок. Нагадаємо, що кожне групове кiльце є Горенштейно-
вим, тобто inj.dimRR “ 1. Отже, всi непроективнi Rp-решiтки фактично
є решiтками над надкiльцем R` “ EndRpradRpq. Оскiльки #pHq обо-
ротний в Z2, то для схрещеного добутку A2 “ K2 ˚ H ми маємо, що
radA2 “ pradKq ˚H та A` “ K` ˚H. Зауважимо, що K` є порядком
Бакстрема у розумiннi [18]. Це означає, що iснує спадковий порядок K̃
такий, що K̃ Ą K` Ą rad K̃ “ radK`. У нашому випадку K̃ “ Z4

2 та
K` “ tpx1, x2, x4, x4q | x1 ” x2 ” x3 ” x4 pmod 2qu. Оскiльки Ã “ K̃ ˚H
також спадковий, то A` також порядок Бакстрема. А саме,

Ã » Z2‘Z2rθs ˆMatp3,Z2q.

Можна легко побачити, що A` вкладається в Ã як пiдкiльце трiйок
px1, x2, x3q, де x1 P Z, x2 P Zrθs та x3 “ pξijq P Matp3,Z2q, такi, що
x1 ” ξ11 pmod 2q, ξ12 ” ξ13 ” ξ21 ” ξ31 ” 0 pmod 2q та ρpx2q ”

´

ξ22 ξ23
ξ32 ξ33

¯

pmod 2q, де ρ позначає регулярне зображення Z2rθs: ρpu`vθq “
`

u ´v
v u´v

˘

.
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Ми позначаємо через L1, L2, L3 незвiднi Ã-решiтки, що переважно нале-
жать, компонентам Z2, Z2rθs та Matp3,Z2q, також через P1 та P2 ми по-
значаємо нерозкладнi проективнi A`-решiтки Pi “ A`ei, де e1 “

1`σ`σ2

3
та e2 “ 1 ´ e1. Зауважимо, що єдинi нерозкладнi A2-решiтки, якi не є
A`-решiтками є Bi “ A2ei. Вони бiєктивнi, тобто i проективнi, i iн’є-
ктивнi в точнiй категорiї A2-lat.

Нагадаємо [18], що зображення порядкiв Бакстрема класифiкуються
за допомогою зображень зваженого графа Γ у розумiннi [6]. Зокрема,
вершини Γ знаходяться у взаємнооднозначнiй вiдповiдностi з простими
компонентами напiвпростих алгебр Ā “ A`{ radA` and Ā1 “ Ã{ rad Ã.
У нашому випадку

Ā “ pK`{ radK`q ˚H » F2H » F2 ˆ F4

та

Ā1 » pK̃{ rad K̃q ˚H » F2 ˚H ˆMatp3,F2q » F2 ˆ F4 ˆMatp3,F2q.

Отже, вiдповiдний граф Γ (орiєнтований) є графом типу F̃41:

Γ :

1

11
α 66

γ1
(( 3

21
γ2

1,2

66

β (( 2

Тут 1, 2, 3 вiдповiдають, вiдповiдно, компонентам F2,F4 та Matp3,F2q

з Ā1, тодi як 11 та 21 вiдповiдають, вiдповiдно, компонентам F2 та F4 з
Ā. Ваги усiх стрiлок, окрiм γ2 – це p1, 1q, тому ми їх не записуємо. У
зображеннях Γ стрiлки α, γ1 вiдповiдають матрицям з елементами iз F2,
стрiлки γ2, β вiдповiдають матрицям з елементвми iз F4. Вектор розмiр-

ностей зображення M графа Γ ми позначимо наступним чином d11
d21

d1
d3
d2

.

Нагадаємо, що A`-решiтка M вiдповiдає зображенню V цього графа i
є прообразом в M̃ “ Ld11 ‘L

d3
3 ‘L

d2
2 of ImϕpV q, де ϕpV q : V p11q‘V p21q Ñ

V p1q‘V p3q‘V p2q задано матрицею

¨

˝

V pαq 0
V pγ1q V pγ2q

0 V pβq

˛

‚. також ми визна-

чаємо V p1q‘V p2q‘V p3q через M̃{2M̃ .
Сагйдак Ауслендера–Райтен категорiї зображень графа Γ складаєть-

ся з препроективної, преiн’єктивної та регулярної компоненти. Коли
ми переходимо до зображень порядку Бакстрема, нам потрiбно склеї-
ти препроективну та преiн’єктивну компоненти в одну компоненту(ми



Зображення i когомологiї груп i напiвгруп 143

називатимемо її основною) [20]. А саме, ми опустимо простi iн’єктивнi
та простi проективнi модулi, а тодi додамо стрiлки з тих iн’єктивних
модулiв, що залишилися в тi проективнi модулi, що залишилися. У ре-
зультатi, основна компонента для порядку A` матиме вигляд:
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ЧерезMk ми позначаємо k-те перетворення Ауслендера-Райтен τkM
решiтки M над кiльцем A2. Як показано в [11], Mk » ΩkM , k-ий си-
зигiйй M як A2-модуль, а P 1

i – це просто iн’єктивна A`-решiтка, тобто
дуальна до проективних, або, що те саме, iн’єктивна в точнiй категорiї
A`-lat. Насправдi, Pi – єдиний мiнiмальний надмодуль, а P 1

i – єдиний
максимальний пiдмодуль Bi “ A2ei. Нагадаємо, що Bi – єдинi нероз-
кладнi A2-решiтки, якi не є A`-решiтками. Вони бiєктивнi, тобно одно-
часно i проективнi, i iн’єктивнi в A2-lat. Зазначимо також, що iншi не-
звiднi A`-решiтки – це L˘1

1 (так само, як i L3 вони належать компонентi
Matp3,Zq).

Розмiрностi вiдповiдних зображень Γ заданi на наступнiй дiаграмi.
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Зауважимо, що симетрiя вiдносно центрального (пунктирного) стов-
пчика вiдповiдає дуальностi M ÞÑ M˚ “ HomZ2pM,Z2q в категорiї A2-
решiток.

Регулярна компонента для A`-решiтки така ж, як i регулярна ком-
понента для графа Γ. Вони складаються з однорiдних труб T f , що вiд-
повiдають однорiдним незвiдним многочленам з F2rts, окрiм t ´ 1 та
t2 ` t ` 1, а також двох спецiальних труб T 1 та T θ. Однорiднi труби
мають наступний вигляд:

T f1
**
44T
f
2

**
44T
f
3

))55 . . . .

В цiй компонентi перетворення Ауслендера-Райтен (або, що те саме,
сизигiй) дiє тривiально. Розмiрнiсть зображення Γ, що вiдповiдає T fk ,

дорiвнює 2kd
2kd

kd
3kd
kd

, де d “ deg f .

Спецiальнi труби мають наступний вигляд:

T 1
11

// T 1
12

//

yy

T 1
13

//

yy

. . .

yy
T 1

21
// T 1

22
//

ee

T 1
23

//

ee

. . .

ee

та

T θ11
// T θ12

//

yy

T θ13
//

yy

. . .

yy
T θ21

// T θ22
//

yy

T θ13
//

yy

. . .

yy
T θ21

// T θ22
//

]]

T θ13
//

]]

. . .

]]

Розмiрностi вiдповiдних зображень Γ визначаються наступним чи-
ном:

2k
2k

k
3k
k

for T 1
i,2k

1
1

1
1
1
` 2k

2k

k
3k
k

for T 1
1,2k`1

1
1

0
2
1
` 2k

2k

k
3k
k

for T 1
2,2k`1

4k
4k

2k
6k
2k

for T θi,3k

0
2

0
2
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ1,3k`1
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2
1

2
2
0
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ2,3k`1

2
1

0
2
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ3,3k`1

2
3

2
4
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ1,3k`2

4
2

2
4
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ2,3k`2

2
3

0
4
2
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ3,3k`2.

Перетворення Аусленера-Райтен (або, що те саме, сизигiй) дiє наступ-

ним чином:

T 1
1k

,,T 1
2kll

T θ1k
//T θ2k

//T θ3kkk

3.2. Когомологiї. Ми хочемо обчислити когомологiї Тейта для G-ре-
шiток. Оскiльки #pGq “ 12, для кожного G-модуля M групи ĤnpG,Mq

розкладаються 2-компонентнi ĤnpG,Mq2 та 3-компонентнi ĤnpG,Mq3.
Крiм того, якщо M – решiтка, то ĤnpG,Mqp » ĤnpG,Mpq. Отже, ми
можемо окремо розглядати 2-адичний та 3-адичний випадки.

Для групи G “ A4 спектральна послiдовнiсть

Epq2 “ HppH,HqpN,Mqq ñ HnpG,Mq

вироджується в обох випадках, i в 2-адичному, i в 3-адичному. Зокрема,
для 2-адичних решiток Epq2 “ 0, якщо p ‰ 0. Таким чином, ми отриму-
ємо iзоморфiзм:

HnpG,Mq » HnpN,MqH .

Для 3-адичних решiток Epq2 “ 0, якщо q ‰ 0, а отже

HnpG,Mq » HnpC,MKq.

У 3-адичному випадку у нас є нерозкладнi решiтки Z,Zrεs,ZH та I3.
Зазначимо, що K тривiально дiє на Z3,Z3rεs та Z3H i не має нерухомих
точок на I3. Множник H – циклiчний, тому його когомологiї перiодичнi
з перiодом 2. Простi розрахунки дають:

ĤnpG,Zq “

#

F3, якщо n – парне,
0, якщо n – непарне;
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ĤnpG,Zrεsq “

#

0, якщо n – парне,
F3, якщо n – непарне.

Iншi нерозкладнi решiтки є проективними, отже мають тривiальнi ко-

гомологiї Тейта.
Для 2-адичних решiток ми використовуємо наступний результат, ана-

логiчний до результату в [14, Lem. 2.2] та аналогiчне доведення.

Лема 3.1. Нехай M – нерозкладна A`-решiтка, що вiдповiдає зобра-

женню V сагайдака Γ розмiрностi d11
d21

d1
d3
d2

. Якщо M fi L1, тодi

Ĥ0pG,Mq » Fd12 .

Зазначимо, що маючи сагайдак Ауслендера-Райтен, лише потрiбно
дiзнатися Ĥ0pG,Mq для всiх нерозкладних M , оскiльки

ĤnpG,Mq » Ĥ0pG, τnMq, та τM “ ΩM.

Наспрадi, для кожного зображення V з преiн’єктивної компоненти са-
гайдака Ауслендера-Райтен iснує числоm|6 таке, що dim τkM “ dimM`

qω, де ω “ 2
2

1
3
1

та q P t1, 2u. Таким чином, значення d1 просто змiню-

ється на q. Це дає простий шлях для обчислення когомологiй решiток
головної компоненти. Нижче наведений результат обчислень.

Теорема 3.1. Нехай M – нерозкладна A`-решiтка з основної компо-
ненти, а саме, M “Mn`mk`i

0 , де M0 P tL1, L2, L3, P1, P2u. Тодi

Ĥqk`i´npG,Mq » Fqk`ri .
Величини m, k та ri залежать вiд M0. А саме:

Якщо M0 “ L1, тодi m “ 6, q “ 1 та

i 0 1 2 3 4 5
ri 1 0 0 1 1 0

Якщо M0 “ L2, тодi m “ 6, q “ 2 та

i 0 1 2 3 4 5
ri 0 0 2 0 2 2

Якщо M0 “ L3, тодi m “ 2, q “ 1 та r “ i.
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Якщо M0 “ P1, тодi m “ 3, q “ 1 та

i 1 2 3
r 1 0 1

Якщо M0 “ P2, тодi m “ 3, q “ 2 та

i 1 2 3
r 0 2 2

Для зображень iз труб ситуацiя навiть простiша, так як значення d1, а
отже i значення Ĥ0, заданi на сторiнцi 144 пiсля опису труб, i ми знаємо
дiю τ . Таким чином, ми можемо сформулювати наступнi результати.

Теорема 3.2.

ĤnpG,T fijq » Ĥ0pG,T fijq.

Ĥ2k`rpG,T 1
ijq » Ĥ0pG,T 1

i1,jq, де i1 залишок за модулем 2 вiд i` r;

Ĥ3k`rpG,T θijq » Ĥ0pG,T θi1,jq, де i1 залишок за модулем 3 вiд i` r.
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Оцiнки характеристик нелiнiйної
апроксимацiї класiв перiодичних функцiй

К. В. Пожарська

Abstract. In the paper we make an overview of results concerning order
estimates of the best m-term (sparse) trigonometric approximation and
the best orthogonal trigonometric approximation of the Stepanets classes of
multi- and univariate functions with bounded generalized derivatives in the
Lebesque space. In addition, we formulate exact-order estimates for these
approximation characteristics for the isotropic Nikol’skii-Besov classes with
bounded differences in a certain Lebesque subspace. In particular, the case
of small smoothness is considered of functions from the respective classes.

Анотацiя. У роботi зроблено огляд результатiв щодо порядкових оцi-
нок величин найкращого m-членного (розрiдженого) тригонометри-
чного наближення i найкращого ортогонального тригонометричного
наближення класiв Степанця функцiй однiєї i багатьох змiнних з обме-
женими узагальненими похiдними у метрицi просторiв Лебега. Крiм
цього, наведено точнi за порядком оцiнки зазначених апроксиматив-
них характеристик для iзотропних класiв Нiкольського-Бєсова з обме-
женими рiзницями у метрицi деякого пiдпростору Лебега. Розглянуто,
зокрема, випадок малої гладкостi функцiй з вiдповiдних класiв.

1. Вступ

У роботi зроблено огляд наших результатiв щодо порядкових оцiнок
деяких величин нелiнiйної апроксимацiї. А саме, у роздiлi 4.2 наведено
i прокоментовано оцiнки найкращого m-членного тригонометричного
наближення та найкращого ортогонального тригонометричного набли-
ження класiв функцiй з обмеженими узагальненими похiдними, якi в
частковому випадку збiгаються з класами Соболєва (Вейля-Надя), у
метрицi просторiв Лебега. Цi результати встановлено для багатовимiр-
ного виипадку, але у низцi ситуацiй вони є новими i для функцiй однiєї
змiнної. Далi, у роздiлi 4.3 наведено оцiнки зазначених апроксиматив-
них характеристик для iзотропних класiв Нiкольського-Бєсова функцiй

2020 Mathematics Subject Classification: 42A10,41A46,41A63
Ключовi слова: найкраще m-членне тригонометричне наближення, найкраще

ортогональне тригонометричне наближення, нелiнiйна апроксимацiя, узагальнена
похiдна

DOI : https://doi.org/10.3842/trim.v21n1.545

149

https://doi.org/10.3842/trim.v21n1.545


150 К. В. Пожарська

з обмеженими рiзницями у метрицi деякого важливого пiдпростору Ле-
бега.

Зауважимо, що апроксимативнi характеристики, пов’язанi з нелiнiй-
ною апроксимацiєю, активно дослiджуються вже понад пiв столiття.
Невичерпний iнтерес до таких наближень викликаний насамперед тим,
що в багатьох ситуацiях виявлено переваги нелiнiйних методiв набли-
ження порiвняно з лiнiйними.

При розглядi задач на класах перiодичних функцiй багатьох змiнних
f :“ fpxq, x P Rd, d ě 1, все бiльшого розповсюдження набуває ме-
тод m-членного (розрiдженого) тригонометричного наближення, тобто
наближення f полiномами вигляду

P pΘm,xq “
ÿ

kPΘm

cke
ipk,xq, ck P C, (1.1)

де Θm — набiр m довiльних векторiв k P Zd, pk,xq “ k1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` kdxd.
Вiдповiдна апроксимативна характеристика у бiльш загальнiй ситу-

ацiї була введена в 1955 роцi С. Б. Стєчкiним [1] при формулюваннi
критерiю абсолютної збiжностi ортогональних рядiв у просторi L2. У
роботi Р. С. Iсмагiлова [2], при дослiдженнi поперечникiв класiв Собо-
лєва, було отримано першу нетривiальну оцiнку величини найкращого
m-членного тригонометричного наближеня для iндивiдуальної функцiї.
Результат [2, Наслiдок до Теореми 6] показав, що зазначена величина
нелiнiйного наближення для функцiї |x| спадає до нуля швидше у степе-
невiй шкалi, нiж величина вiдповiдного найкращого наближення лiнiй-
ними методами. Згодом дослiдження найкращихm-членних тригономе-
тричних наближень iндивiдуальних функцiй i, в бiльшiй мiрi, функцiо-
нальних класiв проводились у роботах Г. А. Акiшева, Д. Б. Базарханова,
Е. С. Белiнського, Р. А. ДеВора, Д. Зунга, Р. С. Iсмагiлова, Б. С. Каши-
на, В. Є. Майорова, К. I. Осколкова, А. С. Романюка, В. С. Романюка,
А. С. Сердюка, В. Сiккеля, C. А. Стасюка, О. I. Степанця, Т. А. Степа-
нюк, В. М. Темлякова, Т. Урлiха, Г. Хансена, С. О. Чайченка, А. Л. Ши-
длiча, С. Я. Янченка та iнших. Одержанi у цьому напрямi результати,
з одного боку, мають самостiйний iнтерес, а з iншого – вони знаходять
практичнi застосування, зокрема, у питаннях кодування, передачi i вiд-
творення зображень.

Вiдмiтимо, що в лiтературi розглядають рiзнi узагальнення величини
найкращого тригонометричного наближення, де оптимiзацiя проводи-
ться вiдносно m-вимiрних пiдпросторiв, породжених елементами деякої
визначеної ортонормованої системи функцiй (так званого “словника”).
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Було показано, що на класах Соболєва i Нiкольського-Бєсова перiоди-
чних функцiй багатьох змiнних у багатьох випадках саме тригономе-
трична система є оптимальним словником у сенсi вiдповiдних порядко-
вих оцiнок у метрицi просторiв Лебега. У рядi ситуацiй, проте, величина
найкращого m-членного наближення за iншими системами, зокрема си-
стемою вейвлетiв, швидше спадає до нуля при m Ñ 8. На даний час
низка питань щодо точних порядкiв величини найкращого m-членного
наближення на зазначених класах для граничних значень параметрiв
класу i метрики залишаються вiдкритими [18, Роздiли 7.5, 7.7]. У данiй
роботi мова буде йти саме про оцiнки найкращих m-членних тригоно-
метричних наближень.

Оскiльки при встановленнi оцiнок найкращих m-членних тригономе-
тричних наближень тих або iнших класiв функцiй не завжди вдається
явно пред’явити полiном P ˚pΘm,xq, який реалiзує вiдповiдний поря-
док наближення, розглядають також близьку апроксимативну характе-
ристику – найкраще ортогональне тригонометричне наближення. Осо-
бливiстю найкращих ортогональних тригонометричних наближень по-
рiвняно з найкращимиm-членними тригонометричними наближеннями
є те, що коефiцiєнти ck у полiномах P pΘm,xq (1.1) є вiдповiдними ко-
ефiцiєнтами Фур’є pfpkq функцiй f . Дослiдження цiєї апроксимативної
характеристики на класах функцiй однiєї i багатьох змiнних отримали
розвиток у роботах Е. С. Белiнського, А. С. Романюка, В. С. Романю-
ка, О. I. Степанця, Д. Б. Базарханова, C. А. Стасюка, А. С. Сердюка,
Т. А. Степанюк, А. Л. Шидлiча, С. Я. Янченка та iнших.

Детальний огляд вiдомих оцiнок величин найкращого m-членного
тригонометричного i найкращого ортогонального тригонометричного
наближень у метрицi простору Лебега та вiдповiдна бiблiографiя мiсти-
ться у монографiях [11, 18, 31]. Безпосередньо пов’язанi з нашими до-
слiдженнями результати прокоментовано пiсля вiдповiдних тверджень
у роздiлi 4.

Зазначимо, що згаданi вище апроксимативнi характеристики на тепе-
рiшнiй час добре вивченi стосовно класiв перiодичних функцiй багатьох
змiнних Соболєва Wr

β,p, Нiкольського Hr
p i Бєсова Brp,θ у метрицi прос-

тору Лебега Lq. У той же час, досi залишається низка вiдкритих питань
щодо точних порядкiв дослiджуваних характеристик. Так, при дослi-
дженнi питання про оцiнки найкращих тригонометричних наближень
вiдповiдних класiв суттєву роль вiдiграють особливостi розташування
параметрiв p та q на областi їхнiх допустимих значень. Особливої уваги
заслуговують випадки, коли принаймнi один з параметрiв p, q P t1,8u,
якi є найбiльш складними з точки зору методiв отримання оцiнок вiд-
повiдних величин.
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Саме для граничних випадкiв залишається низка вiдкритих питань
щодо точних за порядком оцiнок апроксимативних характеристик рi-
зних функцiональних класiв. Зокрема, для класiв Wr

β,p багатьох змiн-
них досi залишаються нерозв’язаними у загальному випадку задачi про
порядковi оцiнки величин найкращого m-членного тригонометричного
наближення empWr

β,1q1 та empWr
β,8q8 (див. означення (2.1)).

Це викликало значний iнтерес до дослiдження вiдповiдних харак-
теристик у метрицi пiдпросторiв Лебега Bq,1, 1 ď q ď 8, де вдалося
отримати точнi за порядком оцiнки, зокрема, для тих спiввiдношень
мiж параметрами, де вони не були вiдомi для вiдповiдних просторiв Lq.

Постановка задачi щодо встановлення оцiнок найкращихm-членних i
ортогональних тригонометричних наближень класiв функцiй саме у ме-
трицi просторiв Bq,1 (див. роздiл 4.3) не є випадковою. Похибки рiзних
методiв апроксимацiї, зокрема, i у метрицi цих так званих “нульових”
просторiв Бєсова неодноразово дослiджувалися у лiтературi. Так, у ро-
ботi [17] було показано, що оцiнки апроксимацiйних чисел перiодичних
функцiй як iзотропної, так i домiнуючої мiшаної гладкостi, з гiльбер-
тових класiв Соболєва у метриках просторiв L8 та B8,1 одинаковi за
порядком. Оцiнки ентропiйних чисел на класах Трiбеля-Лiзоркiна, зок-
рема, у нормi нульових просторiв Бєсова були встановленi у [32]. Щодо
оцiнок величин найкращого наближення, наближення сумами Фур’є,
лiнiйних, тригонометричних, колмогоровських поперечникiв, ентропiй-
них чисел класiв Соболєва i Нiкольського-Бєсова у метрицi простору
B8,1, тут варто видiлити роботи [24,25,27].

Однiєю з важливих i складних задач є розгляд випадку так званої
“малої гладкостi” дослiджуваних з точки зору апроксимацiї функцiй.
Цей термiн бере початок з роботи Б. С. Кашина 1981 року, де, дослi-
джуючи колмогоровськi поперечники класiв Wr

β,1 перiодичних функцiй
однiєї змiнної у просторi Lq, вiн виявив, що при 2 ă q ă 8 поведiнка
цих поперечникiв для 1´1{q ă r ă 1 суттєво вiдрiзняється вiд випадку
r ą 1. Згодом подiбна особливiсть була виявлена у низки апроксиматив-
них характеристик рiзних класiв функцiй. При дослiдженнi найкращих
m-членних тригонометричних наближень, нами було розглянуто (тео-
реми 4.7, 4.11) випадок малої гладкостi функцiй з вiдповiдних класiв та
виявлено вiдмiнностi у порядках спадання до нуля цих величин.

Крiм цього, нами було встановлено порядковi оцiнки вище зазначе-
них характеристик нелiнiйної апроксимацiї на класах типу Соболєва, а
саме, на класах Lψβ,p, якi в одновимiрному випадку були введенi у 1983
роцi О. I. Степанцем, i якi є узагальненням за гладкiсним параметром
класiв Wr

β,p. Зауважимо, що цi класи є досi значно менш дослiдженими
i в той же час актуальними з точки зору сучасної теорiї апроксимацiї.
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Одержанi результати будемо формулювати у термiнах порядкових
спiввiдношень. Для двох невiд’ємних послiдовностей tapnqu i tbpnqu по-
рядкова нерiвнiсть apnq ! bpnq означає, що iснує C1 ą 0, таке що
apnq ď C1bpnq. Порядкова рiвнiсть apnq — bpnq рiвносильна тому, що
apnq ! bpnq i bpnq ! apnq. Зазначимо, що Ci у порядкових спiввiдноше-
ннях, можуть залежати вiд деяких (окрiм n) параметрiв.

2. Означення апроксимативних характеристик

Нехай Rd, d ě 1, – евклiдiв простiр iз елементами x “ px1, . . . , xdq.
Через Lq :“ LqpTdq, 1 ď q ď 8, Td “ r0, 2πqd, позначимо простiр фун-
кцiй f , якi є 2π-перiодичними за кожною змiнною i такi, що

}f}q :“ }f}Lq “
´

p2πq´d
ż

Td
|fpxq|q dx

¯1{q
ă 8, 1 ď q ă 8,

}f}8 :“ }f}L8 “ ess supxPTd |fpxq| ă 8, q “ 8.

Далi, нехай X – нормoваний d-вимiрний простiр iз нормою } ¨ }X . Для
функцiї f P X розглянемо величину її найкращого m-членного триго-
нометричного наближення

empfqX :“ inf
ck

inf
Θm

›

›

›
f ´

ÿ

kPΘm

cke
ipk,xq

›

›

›

X
“ inf

ck
inf
Θm
}f ´ P pΘmq}X , (2.1)

тобто наближення полiномами (1.1) iз гармонiками з множини Θm по-
тужностi не бiльше m.

У тому випадку, коли в означеннi (2.1) довiльнi коефiцiєнти ck замi-
нити на коефiцiєнти Фур’є pfpkq функцiї f P L1, тобто покласти

ck “ pfpkq “ p2πq´d
ż

Td
fptqe´ipk,tqdt, k P Θm,

отримаємо величину

eKM pfqX :“ inf
Θm

›

›

›
f ´

ÿ

kPΘm

pfpkqeipk,xq
›

›

›

X
, (2.2)

яку називають найкращим ортогональним тригонометричним набли-
женням функцiї f .

Якщо F Ă X – деякий клас функцiй, то покладемо, вiдповiдно,

empF qX :“ sup
fPF

empfqX , eKmpF qX :“ sup
fPF

eKmpfqX .

Величини empF qX i eKmpF qX називають найкращим m-членним три-
гонометричним i найкращим ортогональним тригонометричним набли-
женнями класу F у просторi X. Одразу з означень бачимо, що

empF qX ď eKmpF qX .
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Нами було встановлено порядковi оцiнки величин (2.1) i (2.2) у випад-
ках, коли похибка наближення вимiрюється у метрицi простору Лебега
Lq, а також у метрицi пiдпростору Bq,1, 1 ď q ď 8.

Означимо норму } ¨ }Bq,1 у пiдпросторах функцiй f P Lq. Така нор-
ма схожа на декомпозицiйну норму функцiй iз просторiв Бєсова (див.
роздiл 3).

Отже, нехай Vlpxq – багатовимiрне ядро Валле-Пуссена вигляду

Vlpxq :“
d
ź

j“1

Vlpxjq, l P N, x P Rd,

де для t P R покладемо Vlptq :“ l´1
ř2l´1
k“l Dkptq, а Dkptq :“

řk
m“´k e

imt —
ядро Дiрiхле. Розглянемо згортку функцiї f P L1 з ядром Vlpxq, тобто
Vlpf,xq :“ pf ˚ Vlqpxq, та введемо такi позначення:

σ0pfq :“ σ0pf,xq “ V1pf,xq,

σspfq :“ σspf,xq “ V2spf,xq ´ V2s´1pf,xq, s P N.

Для полiномiв t за кратною тригонометричною системою teipk,xqukPZd
нoрму }t}Bq,1 , 1 ď q ď 8, задано згiдно з формулою

}t}Bq,1 :“
ÿ

sPZ`

}σsptq}q,

де Z` “ N Y t0u. Аналогiчно означено норму }f}Bq,1 i для будь-якої
функцiї f P Lq такої, що ряд

ř

sPZ` }σspfq}q збiгається. Зазначимо, що
для f P Bq,1, 1 ď q ď 8, виконуються спiввiдношення:

}f}q ! }f}Bq,1 ; }f}B1,1 ! }f}Bq,1 ! }f}B8,1 .

3. Класи функцiй

У цiй частинi означимо простори 2π-перiодичних функцiй багатьох
змiнних мiшаної гладкостi: Соболєва (Вейля–Надя) W r

p,α i Степанця
Lψβ,p, а також iзотропної гладкостi Нiкольського-Бєсова Br

p,θ .
Пiд класами функцiй будемо розумiти одиничнi кулi вiдповiдних прос-

торiв. Задля спрощення викладу, будемо використовувати для них спiль-
не позначення.

Iнодi для зручностi ми будемо розглядати лише тi функцiї f P L1,
для яких виконана умова

ż 2π

0
fpxqdxj “ 0 майже скрiзь, j “ 1, . . . , d.

Множину таких функцiй позначимо L0
p.
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Ця умова не зменшує загальностi постановки задачi завдяки еквi-
валентностi вiдповiдних класiв функцiй (див. [18, Зауваження 3.2.4]).
Зауважимо проте, що такi вiдмiнностi в означеннi класiв суттєво впли-
ватимуть на преасимптотичнi оцiнки апроксимативних характеристик,
де важливою є залежнiсть сталих у порядкових спiввiдношеннях вiд
розмiрностi d (ця тема не розглядається у данiй статтi).

3.1. Простори Соболєва (Вейля–Надя) функцiй з обмеженою
похiдною. Наведемо означення класiв функцiй з обмеженою мiша-
ною похiдною через iнтегральне представлення цих функцiй у термiнах
згорток iз ядром Бернуллi. Такий пiдхiд дозволяє природнiм чином по-
ширити класи Вейля-Надя функцiй з обмеженими дробовими похiдни-
ми на багатовимiрний випадок.

Нехай F rαpxq, де r,α P Rd, rj ą 0, j “ 1, . . . , d, – багатовимiрнi ана-
логи ядер Бернуллi, тобто

F rαpxq :“ 2d
ÿ

kPNd

d
ź

j“1

k
´rj
j cos

´

kjxj ´
αjπ

2

¯

.

Через W r
p,α позначимо клас функцiй f P L0

p вигляду

fpxq “ ϕpxq ˚ F rαpxq “ p2πq
´d

ż

Td
ϕpyqF rαpx´ yqdy,

де ϕ P L0
p, }ϕ}p ď 1, а ˚ – операцiя згортки, з нормою }f}Wr

p,α
:“ }ϕ}p.

При 1 ă αj ă 8, j “ 1, . . . , d, вiдповiднi класи функцiй є еквiва-
лентними мiж собою. Будемо вважати, що координати вектора r P Rd
впорядкованi у порядку зростання.

Застосовуючи теорему Лiттвуда-Пелi, при 1 ă p ă 8 можна за-
писати еквiвалентнi представлення норми просторiв W r

p,α у термiнах
двiйкових блокiв ряду Фур’є вiдповiдних функцiй. Такi еквiвалентнi
представлення є зручними, зокрема, при аналiзi величин наближення
функцiй полiномами з гармонiками, що належать так званим схiдчасто-
гiперболiчним хрестам, якi, як було показано у 60-х роках минулого
столiття, у багатьох ситуацiях реалiзовують точнi порядки колмогоров-
ських поперечникiв класiв функцiй з домiнуючою мiшаною гладкiстю.
Детальнiшу iнформацiю можна знайти у [18, Роздiл 3.1].

3.2. Простори Степанця функцiй з обмеженою узагальненою
похiдною. Означимо класи функцiй з обмеженою узагальненою pψ,βq-
похiдною. В одновимiрному випадку, вони були введенi у 1983 роцi
О. I. Степанцем (див. [10]) та згодом були поширенi на випадок функцiй
багатьох змiнних А. С. Романюком.
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Отже, для f P L0
1 розглянемо її ряд Фур’є

ř

kPZd
pfpkqeipk,xq, де pfpkq –

коефiцiєнти Фур’є функцiї f .
Нехай ψ :“ pψ1, . . . , ψdq, де ψj ‰ 0, j “ 1, . . . , d, – деякi довiльнi

послiдовностi, β P Rd, Z̊d “ pZzt0uqd. Припустимо, що ряд

ÿ

kPZ̊d

d
ź

j“1

ei
πβj
2

sgnkj

ψjp|kj |q
pfpkqeipk,xq

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї. Цю функцiю називають pψ,βq-
похiдною функцiї f i позначають fψβ .

Через Lψβ,p, 1 ď p ď 8, позначимо клас функцiй f , для яких iснують
pψ,βq-похiднi i виконується умова

›

›fψβ
›

›

p
ď 1.

Окрiм класiв, нами було дослiджено також функцiї Dψβ , ряди Фур’є
яких мають вигляд

ÿ

kPZ̊d

d
ź

j“1

ψjp|kj |qe
i
πβj
2

sgnkjeipk,xq.

З одного боку, функцiї Dψβ є цiкавими з точки зору їх апроксима-
цiйних властивостей, а з iншого – вони вiдiграють важливу роль при
дослiдженнi апроксимативних характеристик класiв Lψβ,p, зокрема, для
граничного випадку p “ 1. Так, кожну функцiю f з класу Lψβ,p можна
зобразити у виглядi згортки

fpxq “ ϕpxq ˚Dψβ pxq “ p2πq
´d

ż

Td
ϕpyqDψβ px´ yqdy,

де }ϕ}p ď 1 i функцiя ϕ майже скрiзь спiвпадає з fψβ .
При ψjp|τ |q “ |τ |´rj , τ P Zzt0u, rj ą 0, βj P R, j “ 1, . . . , d, вiдповiднi

класи Lψβ,p є класами Соболєва (Вейля–Надя) W r
β,p, а функцiї Dψβ є

ядрами Бернуллi, див. роздiл 3.1
На послiдовностi ψj , j “ 1, . . . , d, якi визначають класи Lψβ,p та функ-

цiї Dψβ , будемо накладати деякi додатковi умови.

Означення 3.1. Послiдовнiсть φ належить до множини D, якщо
‚ φ – додатня та незростаюча;
‚ DM ą 0 таке, що @l P N виконується умова φplq

φp2lq ďM .

Елементами множини D є, зокрема, послiдовностi φp|τ |q “ |τ |´r, r ą 0,
τ P Zzt0u; φp|τ |q “ lnαp|τ |`1q, τ P Zzt0u, α ă 0; φp|τ |q “ |τ |´r lnαp|τ |`1q,
r ą 0, τ P Zzt0u, α P R.
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Результати будемо формулювати у термiнах деяких функцiй нату-
рального аргументу Φpnq та Ψpnq спецiального вигляду.

Означення 3.2. Для ψj, j “ 1, . . . , d, s,1 P Nd i n P N покладемо

Φpnq :“ min
ps,1q“n

d
ź

j“1

ψjp2
sj q, Ψpnq :“ max

ps,1q“n

d
ź

j“1

ψjp2
sj q.

Величини Φpnq та Ψpnq, залежно вiд вигляду вiдповiдних послiдов-
ностей, можуть бути одинаковi чи рiзнi за порядком. Так, наприклад,
якщо покласти ψjp|τ |q “ |τ |´r, τ P Zzt0u, j “ 1, . . . , d, r ą 0, то отрима-
ємо

Φpnq “ Ψpnq “ 2´nr.

Якщо ж (для d “ 2) ψjp|τ |q “ |τ |´r lnp|τ |q, τ P Zzt0,˘1u, j “ 1, 2, r ą 0,
то

Ψpnq “ 2´nr´2n2, Φpnq “ 2´nrpn´ 1q,

а у випадку ψjp|τ |q “ |τ |´rplnp|τ |qq´1, τ P Zzt0,˘1u, j “ 1, 2, r ą 0,

Ψpnq “ 2´nrpn´ 1q´1, Φpnq “ 4 ¨ 2´nrn´2.

Крiм цього слiд зазначити, що при d “ 1 функкцiї Φpnq i Ψpnq збiгаю-
ться i набувають вигляду ψ1p2

nq.

3.3. Iзотропнi простори Нiкольського-Бєсова функцiй з обме-
женими рiзницями. Означимо простори функцiй Нiкольського-Бє-
сова через їхнi модулi гладкостi.

Нехай h P Rd. Для f P Lp позначимо ∆hfpxq “ fpx ` hq ´ fpxq та
означимо рiзницi порядку k P Z` з кроком h таким чином:

∆0
hfpxq “ fpxq, ∆k

hfpxq “ ∆h∆k´1
h fpxq, k P N.

Модуль гладкостi порядку k функцiї f P Lp задається згiдно з форму-

лою wkpf, tqp :“ sup
|h|ďt

}∆k
hf}p, де |h| “

b

h2
1 ` . . .` h

2
d, t P R, t ą 0.

Будемо говорити, що функцiя f P Lp належить класу Br
p,θ, 1 ď p,

θ ď 8, r ą 0, якщо вiдповiдна норма

}f}Brp,θ :“ }f}p `
´

ż 8

0
pt´rwkpf, tqpq

θ dt

t

¯1{θ
ď 1, 1 ď θ ă 8,

}f}Brp,8 ” }f}Hr
p

:“ }f}p ` sup
tą0

t´rwkpf, tqp ď 1, θ “ 8,

для деякого k ą r.
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Простори Hr
p ” Br

p,8 та Br
p,θ, 1 ď θ ă 8, були введенi С. М. Нiколь-

ським та О. В. Бєсовим, вiдповiдно. Для них справедливi такi вкладе-
ння:

Br
p,1 Ă Br

p,θ1 Ă Br
p,θ2 Ă Br

p,8 ” Hr
p, 1 ď θ1 ď θ2 ď 8.

При встановленнi порядкових оцiнок апроксимативних характерис-
тик класiв Нiкольського-Бєсова, нами було використано еквiвалентнi
представлення норми функцiй f з просторiв Br

p,θ у термiнах величин
σspfq, s P Z`, побудованих на основi ядер Валле-Пуссена. Цi блоки бу-
ли означенi ранiше у роздiлi 2.

Отже, для f P Br
p,θ, 1 ď p, θ ď 8, r ą 0, виконується порядковi

рiвностi [20]

}f}Brp,θ —
´

ÿ

sPZ`

2srθ}σspfq}
θ
p

¯1{θ
, 1 ď θ ă 8,

}f}Brp,8 — sup
sPZ`

2sr}σspfq}p, θ “ 8.

Зауважимо, що у випадку 1 ă p ă 8 можна записати аналогiчнi
еквiвалентнi представлення норми у термiнах блокiв ряду Фур’є, але,
на вiдмiну вiд просторiв функцiй iз домiнуючою мiшаною гладкiстю,
для iзотропного випадку вiдповiднi гармонiки належатимуть так зва-
ним “двiйковим коридорам”, а не схiдчасто-гiперболiчним хрестам.

4. Найкращi ортогональнi та m-членнi тригонометричнi
наближення

4.1. Оцiнки величин апроксимацiї iндивiдуальних функцiй у
метрицi простору Лебега. Спершу наведемо результати щодо по-
рядкових оцiнок найкращих ортогональних тригонометричних набли-
жень та найкращих m-членних тригонометричних наближень аналогiв
ядер Бернуллi Dψβ у просторi Lq, 1 ă q ă 8.

Всi оцiнки у цiй частинi роботи будемо формулювати у термiнах озна-
чень 3.1, 3.2.

Теорема 4.1 ([14]). Нехай 1 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! eKmpD

ψ
β qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.
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Зауваження 4.1. У випадку d “ 1 з теореми 4.1 випливає точна за
порядком оцiнка

eKmpD
ψ1

β qq — ψ1pmqm
1´ 1

q ,

яка при додаткових умовах на послiдовнiсть ψ1 встановлена В. В. Шка-
пою [12].

Зауваження 4.2. При ψjp|τ |q “ |τ |´rj , τ P Zzt0u, rj ą 1´ 1{q, βj P R,
j “ 1, . . . , d, для функцiй Dψβ ” F rβ точнi за порядком оцiнки величини
eKM pF

r
βqq, 1 ă q ă 8, знайдено А. С. Романюком:

eKmpF
r
βqq — m

´pr1´1` 1
q
q
plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q
.

У випадку, коли r “ pr1, . . . , r1q P Rd, r1 ą 1 ´ 1{q, β P Rd, цю оцiнку
можна отримати iз результату теореми 4.1.

На вiдмiну вiд найкращих ортогональних тригонометричних набли-
жень, при дослiдженнi найкращих m-членних тригонометричних на-
ближень функцiй Dψβ у просторi Lq, 1 ă q ă 8, виникла необхiднiсть
окремо розглянути два суттєво рiзнi випадки 1 ă q ď 2 та 2 ă q ă 8.

Теорема 4.2 ([28]). Нехай 1 ă q ď 2, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! empD

ψ
β qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.

Теорема 4.3 ([29]). Нехай 2 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d, i,
крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1`ε, j “ 1, . . . , d,
не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що задовольня-
ють умову m “ mpnq — 2nnd´1, справедливi спiввiдношення

Φpnqm
1
2 ! empD

ψ
β qq ! Ψpnqm

1
2 .

Результати теорем 4.2, 4.3 є новими i в одновимiрному випадку. Сфор-
мулюємо вiдповiднi твердження.

Наслiдок 4.1 ([28]). Нехай d “ 1, 1 ă q ď 2, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1´1{q`ε не зростає.
Тодi справедлива оцiнка

empD
ψ1

β qq — ψ1pmqm
1´ 1

q .
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Наслiдок 4.2 ([29]). Нехай d “ 1, 2 ă q ă 8, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1`ε не зростає. Тодi
справедлива оцiнка

empD
ψ1

β qq — ψ1pmqm
1
2 .

Зауваження 4.3. Що стосується оцiнки величини empF rβqq, то:

‚ при 1 ă q ď 2, rj ą 1´ 1{q, βj P R, j “ 1, . . . , d, її порядок

empF
r
βqq — m

´r1`1´ 1
q plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q

було встановлено Е. С. Белiнським [3];
‚ при 2 ă q ă 8, rj ą 1, βj P R, j “ 1, . . . , d, оцiнка

empF
r
βqq — m´r1`

1
2 plogmqr1pd´1q

була анонсована Е. С. Белiнським [4].
У випадку r “ pr1, . . . , r1q P Rd, β P Rd i вiдповiдних обмеженнях на

параметр r1 цi оцiнки випливають iз результатiв теорем 4.2, 4.3.

Зауваження 4.4. Порiвнявши результати для найкращих ортогональ-
них тригонометричних наближень, отриманi у теоремi 4.1, з результата-
ми для найкращих m-членних тригонометричних наближень, отрима-
них у теоремах 4.2, 4.3, бачимо, що при 1 ă q ď 2 оцiнки зверху величин
empD

ψ
β qq та e

K
mpD

ψ
β qq однаковi за порядком. У випадку 2 ă q ă 8 оцiнки

вiдповiдних апроксимативних характеристик вiдрiзняються.

4.2. Оцiнки величин апроксимацiї класiв pψ, βq-диференцiйов-
них функцiй у метрицi простору Лебега. Наведенi у роздiлi 4.1
результати дали змогу одержати порядковi оцiнки найкращих орто-
гональних та m-членних тригонометричних наближень класiв pψ,βq-
диференцiйовних функцiй у граничному випадку, коли параметр p “ 1,
тобто класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 1 ă q ă 8.

Теорема 4.4 ([14]). Нехай 1 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! eKmpL

ψ
β,1qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.

Зауваження 4.5. В одновимiрному випадку з теореми 4.4 випливає
точна за порядком оцiнка

eKmpL
ψ1

β,1qq — ψ1pmqm
1´ 1

q ,
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яка при додаткових умовах на послiдовнiсть ψ1 була встановлена
В. В. Шкапою [12].

Зауваження 4.6. У випадкуψjp|τ |q “ |τ |´rj , τ P Zzt0u, rj ą 1 ´

1{q, βj P R, j “ 1, . . . , d, для класiв Lψβ,1 ” W r
β,1 порядок величини

eKmpW
r
β,1qq, 1 ă q ă 8, отримано А. С. Романюком:

eKmpW
r
β,1qq — m

´pr1´1` 1
q
q
plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q
.

Для r “ pr1, . . . , r1q P Rd, r1 ą 1 ´ 1{q, β P Rd, цю оцiнку можна
отримати iз результату теореми 4.4.

Зауваження 4.7. Вiдмiтимо, що порядки найкращих m-членних ор-
тогональних тригонометричних наближень у теоремi 4.4 реалiзованi на-
ближенням функцiй f P Lψβ,1 їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами
Фур’є SQnpfq (при m “ |Qn| — 2nnd´1) вигляду

SQnpfq :“ SQnpf,xq “
ÿ

ps,1qăn

ÿ

kPρpsq

pfpkqeipk,xq,

де Qn “ Yps,1qănρpsq – схiдчасто-гiперболiчний хрест,

ρpsq :“
!

k P Zd : 2sj´1 ď |kj | ă 2sj , j “ 1, . . . , d
)

.

Теорема 4.5 ([28]). Нехай 1 ă q ď 2, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! empL

ψ
β,1qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.

Теорема 4.6 ([29]). Нехай 2 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d, i,
крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1`ε, j “ 1, . . . , d,
не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що задовольня-
ють умову m “ mpnq — 2nnd´1, справедливi спiввiдношення

Φpnqm
1
2 ! empL

ψ
β,1qq ! Ψpnqm

1
2 .

Оцiнки теореми 4.5 є новими i в одновимiрному випадку.

Наслiдок 4.3 ([28]). Нехай d “ 1, 1 ă q ď 2, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1´1{q`ε не зростає.
Тодi справедливе спiввiдношення

empL
ψ1

β,1qq — ψ1pmqm
1´ 1

q .
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Оцiнки теореми 4.6 у випадку d “ 1 при деяких додаткових умовах на
послiдовнiсть ψ1 встановлено В. В. Шкапою [13]. А саме, справедливе
наступне твердження.

Наслiдок 4.4 ([29]). Нехай d “ 1, 2 ă q ă 8, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1`ε не зростає. Тодi
має мiсце спiввiдношення

empL
ψ1

β,1qq — ψ1pmqm
1
2 .

Зауваження 4.8. Що стосується оцiнки величини empW r
β,1qq, то:

‚ при 1 ă q ď 2, rj ą 1´ 1{q, βj P R, j “ 1, . . . , d, її порядок

empW
r
β,1qq — m

´r1`1´ 1
q plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q

було встановлено А. С. Романюком [6];
‚ при 2 ă q ă 8, rj ą 1, βj P R, j “ 1, . . . , d, оцiнка

empW
r
β,1qq — m´r1`

1
2 plogd´1mqr1

була анонсована Е. С. Белiнським [4].
У випадку r “ pr1, . . . , r1q P Rd, β P Rd i вiдповiдних обмеженнях на

параметр r1 цi оцiнки випливають iз результатiв теорем 4.5, 4.6.

Зауваження 4.9. Порiвнявши результати теорем 4.4, 4.5 та 4.6 бачи-
мо, що при 2 ă q ă 8 оцiнки зверху величин empL

ψ
β,1qq та eKmpL

ψ
β,1qq

вiдрiзняється за порядком.

Крiм цього, нами було розглянуто випадок так званої “малої глад-
костi”, де вдалося знайти порядковi оцiнки найкращих m-членних три-
гонометричних наближень класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох
змiнних у просторi Lq, 1 ă p ď 2 ă q ă 8.

Теорема 4.7 ([15]). Нехай 1 ă p ď 2 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “
1, . . . , d, i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1{p´ε,

j “ 1, . . . , d, не спадають, а ψjp|τ |q|τ |q
1
`

1{p´1{q
˘

, j “ 1, . . . , d, 1{q`1{q1 “
1, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що задоволь-
няють умову m “ mpnq — 2nnd´1, та числа n1 “ qn{2 ´ pq{2 ´ 1qpd ´
1q log n, справедливi оцiнки

Φprn1sqm
q
2
p 1
p
´ 1
q
q
plogmq

pd´1qp1´ q
p
q
! empL

ψ
β,pqq !

! Ψprn1sqm
q
2
p 1
p
´ 1
q
q
plogmq

pd´1qp1´ q
p
q
,

де ras — цiла частина числа a.
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Зауваження 4.10. В одновимiрному випадку точнi за порядком оцiн-
ки, якi вiдповiдають одержаним у теоремi 4.7 результатам, встановленi
А. С. Федоренком [8].

Зауваження 4.11. Порядок величини empW r
β,pqq, 1 ă p ď 2 ă q ă 8,

q1p1{p ´ 1{qq ă rj ă 1{p, βj P R, j “ 1, . . . , d, встановлено Е. С. Белiн-
ським [5]:

empW
r
β,pqq — m

´
q
2
pr1´

1
p
` 1
q
q
plogmq

pd´1qpq´1qpr1´q1p
1
p
´ 1
q
qq
.

У випадку r “ pr1, . . . , r1q P Rd, цю оцiнку можна отримати iз резуль-
тату теореми 4.7.

Зауваження 4.12. Порiвнюючи результат теореми 4.7 з оцiнками най-
кращих ортогональних тригонометричних наближень eKmpL

ψ
β,pqq, 1 ă

p ď 2 ă q ă 8, β P Rd [9], бачимо, що при вiдповiдних умовах на
послiдовностi ψj , j “ 1, . . . , d, цi величини при m Ñ 8 ведуть себе по
рiзному.

Зауваження 4.13. За iнших умов на послiдовностi ψj , j “ 1, . . . , d

(велика гладкiсть) оцiнки величини empL
ψ
β,pqq, 1 ă p ď 2 ă q ă 8,

β P Rd, встановлено Н. М. Консевич [7].

4.3. Оцiнки величин апроксимацiї класiв функцiй у метрицi
пiдпростору Лебега. Перейдемо до результатiв, що стосуються оцi-
нок найкращих ортогональних тригонометричних наближень та най-
кращих m-членних тригонометричних наближень у метрицi пiдпросто-
рiв Лебега.

У низцi робiт вивчались питання наближення класiв типу Нiколь-
ського-Бєсова i Соболєва перiодичних функцiй багатьох змiнних з мi-
шаною гладкiстю у метрицi просторiв Bq,1. При цьому було виявлено,
що в багатьох ситуацiях оцiнки розглянутих там апроксимацiйних ха-
рактеристик вiдрiзняються за порядком вiд оцiнок вiдповiдних харак-
теристик у просторах Lq. Слiд зазначити, що оптимальними (з точки
зору порядкових значень) апаратами наближення згаданих класiв фун-
кцiй у просторах Bq,1, як i у просторах Lq, виявилися тригонометричнi
полiноми з “номерами” гармонiк iз схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

Принципово iнша ситуацiя спостерiгається при дослiдженнi апрокси-
мацiйних характеристик iзотропних класiв. Усi вiдомi оцiнки характе-
ристик як лiнiйної так i нелiнiйної апроксимацiї iзотропних класiв Нi-
кольського-Бєсова Br

p,θ у метриках просторiв Bq,1, спiвпадають за по-
рядком з вiдповiдними оцiнками у просторах Lq. Крiм цього, вiдповiднi
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оцiнки реалiзуються за допомогою наближення функцiй з класiв Br
p,θ

тригонометричними полiномами зi спектром у кубiчних областях.
Сформулюємо вiдповiднi твердження. При цьому вiдмiтимо, що, як i

у розглянутих у роздiлах 4.1, 4.2 випадках, порядки найкращих ортого-
нальних тригонометричних наближень є одинаковими для всiх розгля-
нутих спiввiдношень мiж параметрами дослiджуваного класу i метри-
ки, в якiй вимiрюється вiдповiдне наближення. Щодо оцiнок величини
найкращого m-членного тригонометричного наближення, то тут вини-
кає необхiднiсть видiлити низку рiзних випадкiв.

Теорема 4.8 ([26]). Нехай 1 ď p, q, θ ď 8, pp, qq R tp1, 1q, p8,8qu. Тодi
для r ą dp1{p´ 1{qq` справедлива оцiнка

eKmpB
r
p,θqBq,1 — m

´ r
d
`p 1

p
´ 1
q
q` ,

де a` “ maxta; 0u.

Зауваження 4.14. При d “ 1 оцiнку теореми 4.8 було одержано ранi-
ше у роботах [25] i [27] при 1 ă p ă 8 i p “ 1 вiдповiдно.

Зауваження 4.15. Порiвнюючи результат теореми 4.8 з вiдповiдною
оцiнкою у метрицi простору Lq [23], бачимо, що для 1 ď p, q, θ ď 8,
pp, qq R tp1, 1q, p8,8qu, r ą dp1{p´ 1{qq` виконується спiввiдношення

eKmpB
r
p,θqBq,1 — eKmpB

r
p,θqq.

Зауваження 4.16. Порядки найкращих ортогональних тригонометри-
чних наближень у теоремi 4.8 реалiзованi наближенням функцiй f P
Br
p,θ їхнiми кубiчними сумами Фур’є Snpfq вигляду

Snpfq :“ Snpf,xq “ fp0q `
n´1
ÿ

s“1

ÿ

kPµpsq

pfpkqeipk,xq,

де µpsq :“ tk P Zd : 2s´1 ď maxj“1,...,d |kj | ă 2su, за умови m — 2dn.
Нагадаємо, що для розглянутих у роздiлi 4.2 класiв функцiй уза-

гальненої мiшаної гладкостi, порядковi оцiнки вiдповiдних найкращих
ортогональних тригонометричних наближень у метрицi простору Ле-
бега були реалiзованi наближенням функцiй f P Lψβ,1 їхнiми схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є SQnpfq при m “ |Qn| — 2nnd´1 (див.
зауваження 4.7).

Такi вiдмiнностi викликанi особливостями класiв функцiй iзотропної
та мiшаної гладкостi.
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Перейдемо до оцiнок найкращих m-членних тригонометричних на-
ближень. Як уже було зазначено, порядки вiдповiдної величини набли-
ження класiв Br

p,θ у метрицi простору Bq,1 вiдрiзняються залежно вiд
розташування параметрiв p i q на областi їхнього визначення.

Теорема 4.9 ([26]). Нехай d ě 1 i 1 ď p ď q ď 2 або 1 ď q ď p ď 8.
Тодi для r ą dp1{p´ 1{qq`, 1 ď θ ď 8 справедлива оцiнка

empB
r
p,θqBq,1 — m

´ r
d
`p 1

p
´ 1
q
q` .

Теорема 4.10 ([21]). Нехай d ě 1, 2 ă p ă q ă 8. Тодi для r ą d{2,
1 ď θ ď 8, справедлива оцiнка

empB
r
p,θqBq,1 — m´

r
d .

Теорема 4.11 ([21]). Нехай d ě 1, 1 ă p ď 2 ă q ă 8, 1 ď θ ď 8. Тодi
справедливi спiввiдношення

empB
r
p,θqBq,1 —

#

m
´
q
2
p r
d
´ 1
p
` 1
q
q
, dp1

p ´
1
q q ă r ă d

p ,

m
´ r
d
` 1
p
´ 1

2 , r ą d
p .

Зауваження 4.17. У теоремi 4.11 виникає ефект “малої гладкостi”: при
переходi гладкiсним параметром r граничного значення r “ d{p спосте-
рiгається “стрибок” у оцiнцi величини empB

r
p,θqBq,1 . Iншими словами,

показано, що для 1 ă p ď 2 ă q ă 8, у випадках dp1{p´ 1{qq ă r ă d{p
та r ą d{p величини empBr

p,θqBq,1 мають рiзнi порядки.

Зауваження 4.18. Зауважимо, що у випадку 1 ă p ď 2 ă q ă p{pp´1q,
r ą d, точний порядок величини empBr

p,θqBq,1 було отримано у [26].

Зауваження 4.19. Порiвнюючи результати теорем 4.10 i 4.11 iз оцiн-
кою теореми 4.8 для вiдповiдних значень параметрiв r, p, q бачимо, що
порядки величин empBr

p,θqBq,1 i eKmpBr
p,θqBq,1 рiзнi.

Щодо випадкiв 1 ď p ď q ď 2 i 1 ď q ď p ď 8, pp, qq R tp1, 1q, p8,8qu,
якi були розглянутi у теоремi 4.9, виконується порядкова рiвнiсть

eKmpB
r
p,θqBq,1 — empB

r
p,θqBq,1 .

Зауваження 4.20. Питання порядкiв величини eKmpBr
p,θqBq,1 у випадку

критичного значення r “ d{p параметра гладкостi, який не був розгля-
нутий у теоремi 4.11, залишається вiдкритим.

Зауваження 4.21. Оцiнки найкращих m-членних тригонометричних
наближень iзотропних класiв Нiкольського-Бєсова у метрицi простору
Lq встановлено у роботах [16,19,30].
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У одновимiрному випадку нам вдалося встановити також точнi за
порядком оцiнки величин empBr

p,θqB8,1 .

Теорема 4.12 ([21]). Нехай d “ 1, 1 ď p, θ ď 8. Тодi для r ą maxt1{p, 1{2u
справедливi спiввiдношення

empB
r
p,θqB8,1 — m

´r`p 1
p
´ 1

2
q` .

Зауваження 4.22. Порiвнюючи результат теореми 4.12 з оцiнкою вiд-
повiдного найкращого m-членного наближення класу Br

p,θ, у метрицi
простору L8 [22], отримуємо, що

empB
r
p,θqB8,1 — empB

r
p,θq8 — m

´r`p 1
p
´ 1

2
q` .

З iншого боку, оцiнки величини empBr
p,θqB8,1 , знайденi у теоремi 4.12,

i величини eKmpBr
p,θqB8,1 (випадок d “ 1 теореми 4.8) вiдрiзняються за

порядком.

Подяки. Автор висловлює щиру подяку доктору фiз.-мат. наук, про-
фесору Романюку Анатолiю Сергiйовичу за пiдтримку та цiннi заува-
ження i поради. Роботу виконано за фiнансування фонду Гумбольдта
(Philipp Schwartz Fellowship of the Alexander von Humboldt Foundation).
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Просторовi коливання рiдини
в цилiндричному вертикальному

контейнерi
I. А. Райновський

Abstract. Using the nonlinear Narimanov–Moiseev modal system with
linear damping coefficients corresponding to the logarithmic decrement of
the sloshing eigenmodes, steady-state damped resonant sloshing in a cylin-
drical tank has been investigated. The usage of Miles formula to estimate
the damping coefficients shows that these effects can be of significant im-
portance in laboratory conditions. Asymptotic steady-state solutions of the
modal system have been obtained for a given motion of a cylindrical tank
with four degrees of freedom when the forcing frequency approaches the
lowest eigenfrequency of the fluid. This solution turns out to be asymptot-
ically equivalent to a horizontal elliptical trajectory of the container. The
response curves, which depend on the ratio of the semiaxes of the elliptical
orbit and are related to the amplitudes of the two lowest eigenmodes of
the sloshing, have been analyzed.

Анотацiя. За допомогою нелiнiйної модальної системи Нарiмано-
ва–Моiсєєва з лiнiйними коефiцiєнтами демпфування, що вiдповiдають
за логарифмiчний декремент власних мод коливань рiдини, дослiдже-
но усталенi демпфованi резонанснi хлюпання рiдини у цилiндрично-
му резервуарi. Використання формули Майлза для оцiнки коефiцiєн-
тiв демпфування показує, що цi ефекти можуть мати суттєве значе-
ння у лабораторних умовах. Отримано асимптотичнi стiйкi розв’яз-
ки модальної системи для заданого руху цилiндричного резервуара
з чотирма ступенями вiльностi, коли частота збурень наближається
до найнижчої власної частоти рiдини. Цей розв’язок виявляється є
асимптотично еквiвалентним горизонтальному елiптичному збуренню
контейнера. Проаналiзовано амплiтудно-частотнi характеристики, якi
залежать вiд спiввiдношення пiвосей елiптичної орбiти, i пов’язанi з
амплiтудами двох найнижчих власних форм коливань рiдини.

1. Вступ

Коливання рiдини в резервуарах мають велике значення в багатьох
галузях технiки, включаючи суднобудування, хiмiчну промисловiсть та
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бiотехнологiї. Особливо важливим є вивчення резонансних станiв i дем-
пфування в лабораторних умовах, де геометрiя резервуарiв i властиво-
стi рiдин вiдрiзняються вiд промислових маcштабiв. Метою цiєї статтi
є аналiз впливу демпфування на усталенi резонанснi коливання рiдини
в цилiндричних резервуарах з використанням модальних систем типу
Нарiманова–Моiсєєва.

Резонанснi коливання рiдини в резервуарах круглої форми, спричи-
ненi гармонiйними горизонтальними збуреннями з частотою, близькою
до найнижчої власної частоти, активно дослiджуються з 1960-х рокiв.
Огляд сучасних теоретичних i експериментальних дослiджень пред-
ставлено у роботах [7,8,12]. У промислових маcштабах в’язке демпфува-
ння зазвичай iгнорується через великi геометричнi розмiри резервуарiв,
але для лабораторних бакiв, таких як бiореактори, цей фактор набуває
значення [5, 6]. Збiльшення в’язкостi рiдини, динамiчний контактний
кут та поверхневi явища, такi як забруднення та розрив хвиль, суттєво
впливають на коливання [4].

У попереднiх роботах [1] дослiджувались недемпфованi коливання за
допомогою нелiнiйного мультимодального пiдходу Нарiманова–Моiсєєва,
який показав високу точнiсть для резервуарiв iз вiдношенням глибини
до радiуса h Á 1.2. Однак для менших глибин цi рiвняння менш точнi
через явище вторинного резонансу([2], глави 8-9). Теоретичнi передба-
чення задовiльно узгоджуються з експериментами [12], проте недем-
пфована теорiя не враховує зсуву фаз, вимiряного експериментально.

В цiй роботi показано доповнення рiвнянь Нарiманова–Моiсєєва, вра-
ховуючи демпфування, i представляються асимптотичнi перiодичнi ро-
зв’язки для класифiкацiї демпфованих резонансних хвильових режи-
мiв. Демпфування розраховується з урахуванням ефектiв на змоченiй
поверхнi баку та об’ємної в’язкостi, як запропоновано в [3]. Для води це
справедливо за умови радiуса резервуара r0 Á 0.05 м.

Модальнi рiвняння з’єднують узагальненi координати з рiзними асим-
птотичними порядками (Opε1{3q, Opε2{3q, Opεq), де Opεq ! 1 вiдповiдає
безрозмiрнiй амплiтудi збурення. Демпфування враховується для ниж-
чих форм власних коливань, тодi як для вищих мод воно нехтується.
Основна увага придiляється стiйкостi режимiв та залежностi фазових
зсувiв ψ, ϕ вiд геометричних параметрiв.

Ця робота також аналiзує вплив демпфування на стiйкiсть стоячих
хвиль i спiральних режимiв для рiзних типiв збурень: горизонтальних,
елiптичних i кругових.



Просторовi коливання рiдини 171

2. Математична модель

Розглядається нестислива iдеальна рiдина, яка частково заповнює
вертикальний жорсткий круговий резервуар радiусом r0.

Резервуар виконує малi перiодичнi рухи в просторi, η1ptq, η2ptq i η4ptq,
η5ptq вiдповiдно, як показано на рисунку 2.1. Рух вiльної поверхнi Σptq,
представлений функцiєю z “ ζpr, θ, tq, та динамiка коливання рiдини
дослiджуються в безрозмiрному формулюваннi, яке базується на хара-
ктерному розмiрi баку r0 та часi 1{σ, де σ — частота коливань баку.
Вводиться малий параметр 0 ă ε ! 1, який пов’язаний iз безрозмiрною
величиною перiодичного збурення, тобто ηiptq “ Opεq, i “ 1, 2, 4, 5.

z
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η
1
(t)

η
5
(t)

η
2
(t)

0

x

y

Σ
(t)Σ

Q (t)

S(t)

η

Рис. 2.1. Область рiдини Qptq обмежена вiльною по-
верхнею Σptq та змоченою поверхнею бака Sptq. Коливан-
ня рiдини розглядаються у системi координат, пов’язанiй
iз самим баком.

На Рис.2.1 зображено область рiдини Qptq з вiльною поверхнею Σptq.
Задача базується на мультимодальному методi, суть якого у вико-

ристаннi наближеного розв’язку Фур’є (модального розв’язку) для пiд-
йому поверхнi z “ ζpr, θ, tq та потенцiалу швидкостi Φpr, θ, z, tq iз за-
лежними вiд часу невiдомими коефiцiєнтами ζ та Φ, якi визначенi у
фiксованiй системi координат Oxyz.

ζpr, θ, tq “
ÿ

M,i

αMiJM pkMirq cospMθqpMiptq`
ÿ

m,i

αmiJmpkmirq sinpmθqrmiptq,

(2.1)

Φpr, θ, z, tq “ 9η1ptqr cos θ ` 9η2ptqr sin θ ` F pr, zqr´ 9η4ptq sin θ ` 9η5ptq cos θs.
(2.2)
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Припустимо, що вторинних резонансiв немає, а частота збурення ба-
ку є близькою до власної частоти коливання рiдини через введення
асимптотики Нарiманова-Моiсєєва (роздiл 8,9 книги [2]).

p11 „ r11 “ Opε1{3q; p0j „ p2j „ r2j “ Opε2{3q; (2.3)
r1pj`1q „ p1pj`1q „ r3j „ p3j “ Opεq, j ě 1. (2.4)

Через ряд перетворень (нехтуючи величинами порядку opεq) та до-
бавляючи члени лiнiйної дисипацiї [9] через формули Хендерсон-Майлза
[3] можемо перейти вiд задачi гiдродинамiки до задачi в термiнах ана-
лiтичнох механiки (через узагальненi координати та швидкостi). Ми цi
формули перевиводимо через нашi величини.

Умовою розв’язностi отриманих нелiнiйних модальних рiвнянь типу
Нарiманова-Моiсєєва є наступна секулярна система вiдносно iнтеграль-
них амплiтуд pA,Bq та зсувiв фаз φ, ψ.

#

1 :ArΛ`m1A
2 ` pm3 ´ FqB2s “ εx cosψ, 3 :ArDB2 ` ξs “ εx sinψ,

2 :BrΛ`m1B
2 ` pm3 ´ FqA2s “ εy sinϕ, 4 :BrDA2 ´ ξs “ εy cosϕ,

(2.5a)
F “ pm3 ´m1q cos2pαq “ pm3 ´m1q{p1` C

2q,

D “ pm3 ´m1q sinpαq cospαq “ pm3 ´m1qC{p1` C
2q,

(2.5b)

де
Λ “ σ̄2

11 ´ 1, α “ ϕ´ ψ, C “ tanα, 0 ď εy ď εx ­“ 0,

(Fpαq та Dpαq є π-перiодичними функцiями зсувiв фаз α).

3. Поздовжнi перiодичнi збурення резервуара вздовж осi Ox
(εy “ 0)

Стiйкi коливання рiдини без демпфування (ξ “ 0) для поздовжнiх
гармонiчних збурень (εy “ 0) дослiдженi в [1]. Було доведено, що за
умов εy “ ξ “ 0 iснують два фiзично рiзнi стiйкi розв’язки модальної
системи: плоскi стоячi та круговi хвилi.

Для випадку ξ “ 0, плоскi хвилi мають A ą 0, B “ 0, sinψ “ 0, C “
0, тодi як круговi визначаються умовами AB ą 0, sinψ “ cosϕ “

0 pC “ ˘8q. Круговi хвилi є двома прогресуючими хвилями з про-
тилежними напрямками.

Для ξ ą 0 розв’язки залишаються фiзично iдентичними, але фазовий
зсув ψ бiльше не є кусково-неперервною функцiєю:

A2 rpΛ`m1A
2q2`ξ2s “ ε2x; 0 ă A ď

εx
ξ

; ψ “ arccos
ApΛ`m1A

2q

εx
. (3.1)
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Стiйкi круговi хвилi характеризуються AB ą 0, C ­“ 0 та описуються
рiвняннями:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

A
”

Λ`m1A
2 ` m1`m3 C2

1`C2 B2
ı

“ εx cosψ;

A
”

pm3´m1qC
1`C2 B2 ` ξ

ı

“ εx sinψ;

B2 “ ´ 1
m1

”

Λ` m1`m3 C2

1`C2 A2
ı

ą 0; A2 “
ξ p1`C2q

pm3´m1qC
ą 0.

(3.2)

Тут C визначається рiвнянням:

PlpCq “ q3C
3 ` q2C

2 ` q1C ` q0 “ 0, (3.3)

де

q3 “ ξ3 pm1 `m3q
2 ą 0, q2 “ 2ξ2Λ pm2

3 ´m
2
1q,

q1 “ ξ
“

4 ξ2m2
1 ` Λ2 pm1 ´m3q

2
‰

, q0 “ ε2xm
2
1 pm1 ´m3q.
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Рис. 3.1. Амплiтудно-частотнi характеристики у про-
сторi pσ{σ11, A,Bq для поздовжнiх горизонтальних збу-
рень у площинi Oxz, h “ 1.5, безрозмiрна амплiтуда збу-
рень η1a “ 0.01 (η2a “ 0). Гiлки для плоских (B “ 0, (3.1))
та кругових (B ą 0, (3.2)) хвиль позначенi жирними лi-
нiями як стiйкi розв’язки. (a) - випадок без демпфування
(ξ “ 0), (b) - з демпфуванням ξ “ 0.02. У дiапазонi мiж
точками E1 (точка перегину) та E2 (точка бiфуркацiї Пу-
анкаре) передбачаються хаотичнi хвилi.

Експерименти пiдтвердили, що демпфування суттєво впливає на стiй-
кiсть хвиль. Для невеликих резервуарiв стiйкi хвилi iснують лише в
обмежених дiапазонах частот. За межами цих дiапазонiв спостерiгає-
ться перехiд до хаотичних.

Амплiтудно-частотнi характеристики для недемпфованого (a) та дем-
пфованого (b) випадку стiйких коливань показанi на рисунку 3.1. Роз-
рахунки виконанi для h “ 1.5, амплiтуди збурення η1a “ 0.01 (η2a “ 0)
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i коефiцiєнта демпфування ξ “ 0.02. Це вiдповiдає 0.05 м ď r0 ď 0.1 м,
що вiдображає вплив в’язкостi та iнших дисипативних явищ.

Розгалуження на рисунку 3.1 розраховано за допомогою (3.1) для
плоских хвиль (B “ 0) i (3.2) для кругових (B ą 0). Стiйкi плоскi
стоячi хвилi iснують лiворуч вiд точки перегину E1 i праворуч вiд точки
бiфуркацiї Пуанкаре E2. У нестiйких зонах бiля резонансу σ{σ11 “ 1
спостерiгаються хаотичнi або круговi хвилi. Стiйке кругове коливання
спостерiгається праворуч вiд H1, а демпфування обмежує частотний
дiапазон в точцi H2.

Амплiтудно-частотнi характеристики без демпфування обговорено в
[1] (рисунок 3.1 (a)). На рисунку 3.1 (b) показано, що ненульове ξ усуває
нескiнченнi точки на розгалуженнi, майже не впливаючи на дiапазони
стiйкостi. Позицiї E1, E2 i H1 (замiсть H) залишаються майже незмiн-
ними, що забезпечує добру узгодженiсть з експериментами. Новi точки
H2 i P у (b) вказують на виникнення кругових коливань. Стiйка пiдгiл-
ка H1H2 близька до недемпфованого випадку, що пояснює задовiльне
передбачення максимальних пiдйомiв [12].

Демпфування суттєво впливає на зсуви фаз. Недемпфованi колива-
ння мають кусково-неперервнi значення ψ i ϕ: sinψ “ 0 (плоскi хви-
лi) i sinψ “ cosϕ “ 0 (круговi хвилi). Для ξ ą 0 фазовi зсуви ста-
ють неперервними. Плоскi хвилi вiдповiдають ψ з (3.1), а круговi з
C “ tanα ě 0, отриманим з (3.2).

4. Елiптичнi збурення резервуара (0 ă δ “ εy{εx ă 1)

Рис. 4.1 iлюструє, що введення ненульового додатнього δ призводить
до роздвоєння арки PH1H2E2 на рисунку 3.1 (b), що вiдповiдає за збу-
рення проти годинникової стрiлки вздовж Oy, чиї точки вiдповiдають
двом iдентичним круговим хвилям (за- i протинаправленої кругових
хвиль), на двi окремi гiлки. Перша гiлка мiстить точки E1, H1H2, E2;
вони знаходяться досить далеко вiд головної резонансної зони, де спiв-
направленя iз траєкторiєю збурення круговi хвилi є близькими до сто-
ячої плоскої хвилi. А саме вiдповiднi пiдгiлки по лiву сторону вiд E1 та
праву вiд E2. Iншою зоною стiйкостi є частина пiдгiлки з H1H2. Друга
петлеподiбна гiлка з R1 та R2 вiдповiдає за кругову хвилю, яка проти-
лежно направлена до напрямку збурення баку. Вона стiйка на R1R2.
Також є дiапазон частоти мiж E1 та H1, де теорiя не передбачає стiйко-
го усталеного коливання рiдини та очiкуються нерегулярнi (хаотичнi)
хвилi.
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Рис. 4.1. Амплiтудно-частотнi характеристики для
усталеного резонансного коливання через елiптичне про-
ти годинникової стрiлки перiодичне збурення з η1a “

0.01, η2a “ δη1a i δ “ 0.05 злiва та (ξ “ 0.02) справа. Усi
кривi вiдповiдають круговим хвилям, але деякi пiдгiлки
є досить близькими до площини pσ{σ11, Aq, що означає
коливання рiдини близьке до стоячої плоскої хвилi. Гiл-
ка, що мiстить E1, H1, H2, E2 вiдповiдає за круговi хви-
лi, що спiвнаправленi iз елiптичним збуренням баку, але
замкнена гiлка iз R1 та R2 вiдповiдає за протилежно на-
правленi круговi хвилi. Товстi лiнiї вiдповiдають за стiйкi
розв’язки.

Збiльшення спiввiдношення пiвосей елiпса δ зменшує колоподiбну гiл-
ку R, що вiдповiдає за протилежно направлену до збурення баку кру-
гову хвилю. Рис 4.2 iлюструє цей факт для δ “ 0.3 та 0.45. Зменшен-
ня гiлки R означає, що лiнiйне демпфування унеможливлює iснування
протилежно направленої кругової хвилi до збурень баку при перехо-
дi з поздовжнiх зовнiшнiх збурень баку до кругових. Для контрасту,
теоретичний аналiз без демпфування у [1] показує, що протилежно на-
правлена кругова хвиля iснує завжди та може бути стiйкою в частотi
для 0 ă δ ă 1.

Ненульове ξ призводить до зникнення гiлки R разом iз збiльшенням
δ. При коефiцiєнтi демпфування ξ “ 0.02 це вiдбувається, коли δ є дещо
нижчим за 0.5. Як наслiдок, ми не бачимо цiєї гiлки на рисунку 4.3, де
δ “ 0.5 та 0.8.

На рисунках 4.2 та 4.3, ми також бачимо екстра острiвцi стiйких
розв’язкiв H3H4 та R3R4. Пiсля зникнення гiлки R, острiвець iз то-
чками H3H4 зростає та, врештi решт, з’єднується з iншими пiдгiлками
iз стiйкими розв’язками (що мiстять точки E1 та H1 вiдповiдно).

Незатухаючi коливання, спричиненi елiптичним збуренням, характе-
ризуються ā “ b̄ “ 0 [1], що означає sinψ “ cosϕ “ 0 i cosα “ 0, sinα “
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Рис. 4.2. Те саме, що на рисунку 4.1, але для δ “ εy{εx “
0.3 (злiва) та δ “ 0.45 (справа). Виявлено додатковий дi-
апазон спiвнаправлених (до руху баку) кругових хвиль
H3H4 iз збiльшенням δ, але стiйкi протилежно направ-
ленi круговi хвилi (точки R1R2, R3R4) зникають iз збiль-
шенням δ.

˘1. У цьому випадку вирази для A “ |a| i B “ |b| визначаються систе-
мою рiвнянь:

A2rΛ`m1A
2 `m3B

2s “ ε2x, B2rΛ`m1B
2 `m3A

2s “ δ2ε2x. (4.1)

Цю систему можна аналiтично розв’язати, як описано у [1].
Для затухаючих коливань (ξ ­“ 0) фазовi зсуви ϕ i ψ стають скла-

дними функцiями вхiдних параметрiв. Амплiтуди A,B та фазовi зсуви
ϕ,ψ визначаються нелiнiйною системою рiвнянь (2.5a).
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Рис. 4.3. Те саме, що на рисунку 4.1, але для δ “ εy{εx “
0.5 та δ “ 0.8 справа та злiва, вiдповiдно. Як можна помi-
тити, кругова хвиля, що протилежно направлена до тра-
єкторiї елiптичного збурення баку, взагалi вiдсутня.
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Результати чисельного розрахунку представленi на рисунках 4.1–4.4
для рiзних значень 0 ă δ ă 1.
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Рис. 4.4. Те саме, що на рисунку 4.3, але для майже
кругових δ “ εy{εx “ 0.95 (злiва) та кругових збурень
баку δ “ 1.0 (справа).

На Рис. 4.4 справа проiлюстровано амплiтудно-частотнi характери-
стики для майже кругових збурень баку δ “ εy{εx “ 0.95 та для круго-
вих збурень δ “ 1.0.

5. Висновки

Включення демпфування в модальнi системи дозволяє точнiше мо-
делювати поведiнку рiдини в резервуарах.

Для лабораторних резервуарiв демпфування вiдiграє критичну роль
у формуваннi усталених режимiв.

Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi на експериментальне
пiдтвердження моделей для iнших типiв рiдин i резервуарiв.

Нелiнiйна мультимодальна теорiя [1] модифiкована шляхом додава-
ння лiнiйних демпфуючих членiв, якi враховують лiнiйнi коефiцiєнти
затухання (вiдповiдальнi за логарифмiчнi декременти) природних мод
коливань. Цi коефiцiєнти враховують сукупний ефект рiзних джерел
дисипацiї, включаючи прикордонний шар на змоченiй поверхнi резерву-
ара та об’ємну в’язкiсть. Коефiцiєнти затухання можуть суттєво збiль-
шуватися при врахуваннi динамiчного контакту, забруднення поверхнi,
руйнування хвиль тощо. Таке збiльшення зазвичай спостерiгається у
лабораторних резервуарах (бiореакторах).

Оригiнальна мультимодальна теорiя нехтує поверхневим натягом (для
водопровiдної води та радiусом резервуара r0 Á 0.05 см) i припускає,
що контейнер з круглою основою здiйснює заданий перiодичний рух,
частота збурень якого близька до найнижчої власної частоти коливань;
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спiввiдношення середньої глибини рiдини до радiуса резервуара h Á 1.2
для уникнення явищ вторинного резонансу.

Асимптотичний стiйкий розв’язок модальних рiвнянь отримано. Йо-
го стiйкiсть проаналiзовано за допомогою лiнiйного методу Ляпунова та
технiки аналiзу повiльного та швидкого часу. Асимптотична процедура
вводить двi домiнуючi амплiтуди хвиль i вiдповiднi фазовi зсуви, якi
керуються чотирма (секулярними) нелiнiйними алгебраїчними рiвнян-
нями. Цi рiвняння мають ту саму структуру, як i у випадку елiптичного
горизонтального орбiтального руху контейнера. Це дозволяє зосереди-
тися на стiйких режимах хвиль, якi виникають через такi елiптичнi збу-
рення з рiзними спiввiдношеннями пiвосей δ. Поздовжнi горизонтальнi
гармонiйнi збурення резервуара та круговi збурення є двома гранични-
ми випадками.

Стiйкi коливання рiдини, з та без демпфування, через поздовжнє го-
ризонтальне гармонiйне збурення призводять до утворення плоских або
кругових хвиль. Введення лiнiйного демпфування призводить до появи
додаткових точок бiфуркацiї на кривих амплiтудно-частотних харак-
теристик, де круговi хвилi виникають iз плоских хвиль. Кожна точка
на круговiй гiлцi вiдповiдає двом фiзично iдентичним, але протилежно
спрямованим прогресивним хвилям. При ненульовому δ вiдбувається
розподiлення на двi незв’язанi кривi: одна з них вiдповiдає спiвнапрям-
леним, iз рухом баку, круговим хвилям, iнша — протилежно напрям-
леним. Збiльшення спiввiдношення пiвосей елiпса збурень баку призво-
дить до зменшення другої кривої (протинапрямлених хвиль) аж до її
зникнення при певному δ. Це протилежно випадку без демпфування [1],
коли протинапрямленi хвилi iснували при будь-якому 0 ă δ ď 1.

Для елiптичних збурень, iз вiдносно малим спiввiдношенням пiвосей
елiпса траєкторiї руху баку, теорiя виявляє частотний дiапазон, де не
iснує стiйких усталених розв’язкiв.

Для кругового орбiтального збурення кривi амплiтудно-частотних
характеристик демонструють поведiнку жорсткого типу пружини, що
якiсно узгоджується зi спостереженнями та вимiрами iз [10] i [11].
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Фрактальний аналiз функцiй зi
складною локальною структурою

С. П. Ратушняк

Abstract. We consider class of fractal functions whose argument and
value are written in the same (or different) number representation systems
with zero redundancy (Q2-representation, Q˚2 -representation, A-continued
fraction representation of numbers). For the given examples of function
constructions, their topological, metric, fractal and differential properties
are described.

Анотацiя. У статтi розглядається клас фрактальних функцiй, аргу-
мент i значення яких записанi в однiй i тiй же (або рiзних) системах
зображення чисел з нульовою надлишковiстю (Q2-зображення, Q˚2 -
зображення, ланцюгове A-зображення чисел). Для наведених прикла-
дiв конструкцiй функцiй описано їх тополого-метричнi, фрактальнi та
диференцiальнi властивостi.

1. Початки

Фрактальний аналiз бере свiй початок з робiт Ф. Гаусдорфа [19] i
А. С. Безиковича [16] (вiдносно повний перелiк яких можна знайти
в роботi [3]). Введеннi в роботах даних авторiв поняття мiр дробових
порядкiв (далi α-вимiрної мiри Гаусдорфа) i метричної (фрактальної
= дробової) розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича в майбутньому ляже в
основу "критерiю"фрактальностi множин в широкому (в сенсi Б. Ман-
дельброта) чи вузькому розумiннi. Таким чином фрактальний аналiз
зводився до аналiзу розмiрностi множин.

Напевно (на думку автора), дiалектика кристалiзацiї h-мiри Гаусдор-
фа пролягала через поняття α-мiри Каратеодорi (1914 р.) i стала осно-
вою центрального поняття теорiї – розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича,
яке формувалось на "багаточисельних"на той момент яскравих прикла-
дах множин, графiкiв функцiй, що не вписувались в загальну картину
науки того часу. Адже на момент виходу статтi Гаусдорфа вже як понад
35 рокiв була вiдома множина Кантора, що є найпростiшим прикладом
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самоподiбної множини, вже бiльше як 15 рокiв був вiдомий приклад фi-
гури, яка пiзнiше називатиметься фракталом, – Снiжинкою Коха. До
цього перелiку можна додати трикутний килим Серпiнського (1915 р.),
неперервну нiде недиференцiйовну функцiю Вейєрштрасса (1872 р.),
сингулярну функцiю Мiнковського (1904 р.) тощо.

Наступним поштовхом до стрiмкого злету теорiї фракталiв була ро-
бота Б. Мандельброта [21], яка акцентувала увагу на автомодельних
(самоподiбних, самоафiнних) фiгурах дробової розмiрностi, що виника-
ли як геометричнi об’єкти, об’єкти метричної теорiї чисел, теорiї ймо-
вiрностей та теорiї динамiчних систем.

1.1. Що таке фрактальний аналiз? Фрактальний аналiз, основним
об’єктом дослiдження якого на початковому етапi була фiгура метрич-
ного простору з локально складною тополого-метричною структурою,
сьогоднi активно вивчає функцiї, перетворення простору, динамiчнi си-
стеми, сингулярнi ймовiрнiснi мiри тощо. На даний момент доцiльно
розмежовувати структурну i метричну фрактальнiсть. Зауважимо, що
бiльшiсть моделей, якi розглядаються в сумiжних науках, є саме стру-
ктурно фрактальними, а не метрично фрактальними (мова йде про
фiзику, хiмiю, бiологiю, економiку тощо). До метричного фракталь-
ного аналiзу вiдносять задачi на обчислення фрактальних розмiрно-
стей, зокрема розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича, клiтинкової, ентро-
пiйної розмiрностi тощо. До структурного фрактального аналiзу вiдно-
сяться задачi на встановлення самоподiбної, самоафiнної або автомо-
дельної структури фрактальної множини.

1.2. Фрактальний аналiз в iменах. Ключовими постаттями у розви-
ненi фрактального аналiзу безсумнiвно можна вважати Ф. Гаусдорфа,
А. С. Безиковича та Б. Мандельброта. Тодi, коли Гаусдорф i Безико-
вича були фундаторами поняття теорiї фракталiв – мiри Гаусдорфа i
розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича, Б. Мандельброт був генiальним по-
пуляризатором iдей фрактального аналiзу, зокрема тих, що ґрунтува-
лися на принципах самоподiбностi. Значний внесок у теорiю фракталiв
зробили П. Бiллiнгслей, Дж. Хатчинсон [20], М. Барнслi [14,15] та iн.

Не переслiдуючи мету здiйснити повний iсторичний зрiст розвитку
фрактального аналiзу, хотiлось би зазначити, що на сьогоднiшнiй день
теорiя фракталiв успiшно розвивається в Українi. Першопрохiдцем се-
ред українських математикiв у цiй галузi є професор М. В. Працьо-
витий, який разом з учнями розвиває кiлька напрямiв фрактального
аналiзу:

1) перетворення, що зберiгають фрактальну розмiрнiсть [11];
2) фрактальний аналiз нiде не монотонних функцiй [29];
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3) фрактальний аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр [7, 12];
4) нормальнi властивостi чисел i фрактальнi властивостi множин

ненормальних чисел [13];
5) системи кодування дiйсних чисел i фрактали [2,8];
6) фрактальнi функцiї [30];
7) фрактальний аналiз множин неповних сум абсолютно збiжних

рядiв та їх узагальнень [1, 22];
8) фрактальний аналiз нескiнченних згорток Бернуллi [18];
9) узагальнення класичних лiнiйних фракталiв [3];
10) узагальнення та поглиблення ряду фундаментальних класичних

результатiв метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел у рiзних си-
стемах зображення чисел [7];

11) алгебраїчнi структури у теорiї фракталiв [27] та iн.

2. Фрактальнi функцiї

Ми кажемо, що функцiя має фрактальнi властивостi, якщо виконує-
ться принаймнi одна з умов: функцiя має

(1) хоча би одну фрактальну множину рiвня,
(2) самоподiбний, самоафiнний, автомодельний або фрактальний гра-

фiк (як множину в R2),
(3) фрактальну множину точок несталостi (росту, спадання),
(4) фрактальну множину особливостей (диференцiального або iн-

шого характеру),
(5) розподiл значень при рiвномiрному розподiлi аргумента, зосере-

джений на фракталi;
(6) трансформує фрактальну розмiрнiсть принаймнi однiєї борелiв-

ської пiдмножини r0; 1s.
Ми цiкавимось класом функцiй, визначених рiвнiстю

fpx “ ∆g
α1α2...αn...q “ ∆q

β1β2...βn...
, (2.1)

де ∆g
α1α2...αn... i ∆q

β1β2...βn...
– зображення дiйсних чисел (узгодженi за

алфавiтом або за геометрiєю зображення).

Приклад 2.1. Нехай ∆2
α1...αn... “

8
ř

i“1

αi
2i

– класичне двiйкове зображен-

ня чисел, αi P t0, 1u. Тодi функцiя

fpx “ ∆2
α1α2...αn...q “ ∆2

r1´α1sr1´α2s...r1´αns...
“ 1´ x.

2.1. Система зображення дiйсних чисел. Нехай задано A – алфа-
вiт (набiр елементiв), L ” AˆAˆ¨ ¨ ¨ – простiр послiдовностей елементiв
алфавiту, D “ă a; b ą – деякий промiжок.
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Означення 2.1. Кодуванням чисел множини D засобами алфавiту A
називається сюр’єктивне вiдображення gpLq “ D.

При цьому множина

∆L
c1c2...cm “ tpa1, a2, . . . , an, . . .q : ai “ ci, i “ mu

називається цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm у просторi L по-
слiдовностей алфавiту.

Образ цилiндра ∆L
c1c2...cm при вiдображеннi g

∆g
c1c2...cm “ ϕ

`

∆L
c1c2...cm

˘

називається цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm в D.
Сама послiдовнiсть pαnq “ pα1, α2, . . . , αn, . . .q P L, яка вiдповiдає

числу x, називається його g-зображенням (або g-кодом), а αn – n-ою
цифрою (або символом) цього зображення.

Якщо кожен цилiндр є промiжком, то кодування називається непе-
рервним.

Кажуть, що зображення має нульову надлишковiсть, якщо кожне
число має не бiльше, нiж два зображення, причому множина чисел,
що мають два зображення є не бiльш нiж злiченна, та екстранульову
надлишковiсть, якщо кожне число має єдине зображення.

У випадку нульової надлишковостi системи зображення, числа, що
мають два формально рiзнi зображення називаються g-бiнарними. Ре-
шта чисел – g-унарними.

Наведемо деякi системи зображення чисел, що використовуються в
дослiдженнях.

Теорема 2.1 ([4]). Нехай A “ t0, 1, . . . , s ´ 1u, ||qin|| – стохастична

матриця, така що 0 ă qin ă 1,
s´1
ř

i“0
qin “ 1, n P N i

8
ś

n“1
max
iPA

tqinu “ 0.

Тодi для довiльного числа x P r0; 1s iснує послiдовнiсть pαnq P L, така
що

x “ βα11 `

8
ÿ

n“2

pβαnn

n´1
ź

j“1

qαjjq ” ∆Q˚s
α1α2...αn..., βαnn ”

αn´1
ÿ

i“0

qin. (2.2)

Розклад числа x в ряд (2.2) називається Q˚s -представленням, а ско-
рочений запис ∆

Q˚s
α1α2...αn... – його Q˚s -зображенням.

Дане зображення є узагальненням серiї полiосновних так званих Q-
зображень, якi беруть свiй початок з робiт [4, 6] Працьовитого М.В.,
зокрема, якщо qin “ qi “

1
s @i P A, n P N , то Q˚s -зображення збiгається

з класичним s-ковим зображенням.
Геометрiю цього зображення розкривають властивостi цилiндрiв:
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1) ∆
Q˚s
c1c2...cm “ ra; bs, де a “

m
ř

k“1

pβckk
k´1
ś

j“1
qcjjq, a`

m
ś

j“1
qcjj ;

2) |∆Q˚s
c1c2...cm | “

m
ś

i“1
qcii “ qcmm|∆

Q˚s
c1c2...cm´1 |;

3) max ∆
Q˚s
c1c2...cmi

“ min ∆
Q˚s
c1c2...cmri`1s.

Зауваження 2.1. Злiченна множина Q˚s -бiнарних чисел вичерпується
числами виду ∆

Q˚s
α1...αn´1αnp0q

“ ∆
Q˚s
α1...αn´1rαn´1sps´1q.

Теорема 2.2. Нехай As “ te0, e1, . . . , es´1u, p0 ă e0 ă e1 ă . . . ă es´1q.
Якщо ei “ ei´1`d, i “ 1, s´ 1, де d “ d1´d0, то @x P rd0; d1s D panq P L,
така що

x “ 1{a1 ` 1{a2 ` . . .` 1{an ` . . . ” ∆As
a1a2...an..., (2.3)

де d0 “ min
anPA

t∆As
a1a2...an...u, d1 “ max

anPAs
t∆As

a1a2...an...u.

Запис ∆As
a1a2...an... називається ланцюговим As-зображенням числа x.

Зауваження 2.2. Злiченна множина As-бiнарних чисел вичерпується
числами виду ∆As

a1...an´1e0pe0es´1q
“ ∆As

a1...an´1es´1pes´1e0q
.

Цилiндр ∆As
c1...cn є вiдрiзком з кiнцями ∆As

c1...cnpe0es´1q
i ∆As

c1c2...cnpes´1e0q

(де лiвий, а де правий кiнець, залежить вiд парностi i непарностi n).
Зазначимо, що якщо s “ 2, а d “ 1

2 , то As-зображення спiвпадає
з ланцюговим A2-зображенням, для якого e0 ¨ e1 “

1
2 . Останнє зобра-

ження розглядалося в багатьох роботах [5, 8, 17, 23, 26, 28], а отриманi
результати тополого-метричного аналiзу знайшли свої застосування в
рiзних галузях математики, зокрема у теорiї сингулярно неперервних
випадкових величин типу Джессена-Вiнтнера.
As-зображення легко перекодовується засобами алфавiту A, а саме:

x “ r0; a1, a2, . . . , ak, . . .s ” ∆A
α1α2...αk...

,

де ak ” aαk , k P N. Останнє називається A-зображенням числа x.

3. Отриманi результати

Приклад 3.1. Нехай A “ t0, 1u. Розглядається функцiя, означена рiв-
нiстю

fϕpx “ ∆
Q˚2
α1α2...αn...q “ ∆

G˚2
ϕ1pα1,α2qϕ2pα2,α3q...ϕnpαn,αn`1q...

, (3.1)
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де ∆
Q˚2
α1α2...αn... i ∆

G˚2
ϕ1pα1,α2qϕ2pα2,α3q...ϕnpαn,αn`1q...

– Q˚2- i G˚2-зображення
вiдповiдно, породженнi стохастичними матрицями ||qin|| i ||gin||, що за-
довольняють умови теореми 2.1; ϕ “ pϕnq – послiдовнiсть фiнiтних вi-
дображень ϕnpA2q “ A @n P N .

Лема 3.1. Якщо в послiдовностi pϕnq функцiя ϕm є константою i,
то множина значень функцiї fϕ є пiдмножиною об’єднання цилiндрiв
m-го рангу, а саме:

Efϕ Ă
ď

c1PA

ď

c2PA

. . .
ď

cm´1PA

∆
G˚2
c1c2...cm´1i

. (3.2)

Наслiдок 3.1. Якщо серед функцiй послiдовностi pϕnq iснує нескiн-
ченна пiдпослiдовнiсть констант, то множина значень функцiй fϕ є
пiдмножиною множини канторiвського типу CrG˚2 , Vks, де

Vk “

#

A, якщо ϕk ´ не константа;

tjku, якщо ϕpa, bq “ jk.

Теорема 3.1. Кожна функцiя fϕ класу S є неперервною на множинi
Q˚2-унарних чисел. Для того щоб функцiя y “ fϕpxq була неперервною,
необхiдно i достатньо, щоб її значення вiд двох рiзних зображень Q˚2-
бiнарних чисел збiгалися, тобто fϕ

´

∆
Q˚2
c1...cm0p1q

¯

“ fϕ

´

∆
Q˚2
c1...cm1p0q

¯

для
будь-якого набору pc1, . . . , cmq нулiв та одиниць.

Теорема 3.2. Якщо функцiя fϕ неперервна в кожнiй точцi вiдрiзка
r0; 1s, то вона є або сингулярною функцiєю салемiвського типу, якщо
qi ‰ gi, або сингулярною строго спадною функцiєю (iнверсором цифр),
якщо qin ‰ 1

2 ^ gin ‰
1
2 , або тотожним перетворенням або y “ 1 ´ x,

якщо qin “ gin “
1
2 , або константою, причому констант континуаль-

на кiлькiсть.

Теорема 3.3. Множина рiвня функцiй fϕ, де ϕn “ ϕ для n P N є або
скiнченною, або континуальною, причому:
1) якщо Efϕ “ tiu, i P A, то f´1

ϕ py0q є континуальною множиною;
2) якщо Efϕ “ r0; 1s, то f´1

ϕ py0q є або одноелементною множиною, або

складається з двох точок x0 i Ipx0q, де I
´

∆
Q˚2
α1...αn...

¯

“ ∆
G˚2
r1´α1s...r1´αns...

;

3) якщо Efϕ “ rG
˚
2 , V s, то f´1

ϕ py0q є або скiнченною, або континуаль-
ною множиною.
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Теорема 3.4. Якщо ϕpαn, αn`1q “ 1 ´ αn @n P N i qin “ gin, а послi-
довнiсть q1´αnpxqn

qαnpxqn
є або розбiжною, або має границю, вiдмiнну вiд 1,

то fϕ є неперервною строго спадною сингулярною функцiєю.
Якщо ж матриця ||qik|| має асимптотичну властивiсть, причому

q0 “ lim
nÑ8

q0n ‰
1
2 , то функцiя fϕ в кожнiй Q2-бiнарнiй точцi не має

похiдної (нi скiнченної, нi не скiнченної).

Приклад 3.2. Нехай A “ t0, 1u. Розглядається функцiя, означена рiв-
нiстю

rpx “ ∆Q2
α1α2...αn...q “ ∆Q2

r1r2...rk...
, (3.3)

де

r1 “

#

0, якщо pα1, α2q “ p0, 0q,

1, якщо pα1, α2q ‰ p0, 0q,

rk`1 “

#

rk, якщо pα2k`1,α2k`2
“ pα2k´1, α2kq,

1´ rk, якщо pα2k`1,α2k`2
‰ pα2k´1, α2kq.

Теорема 3.5. Функцiя r є неперервною i нiде не монотонною функцiєю
необмеженої варiацiї. Її множиною значень є вiдрiзок r0; 1s.

Теорема 3.6. Множина Q2-бiнарного рiвня є скiнченною, а кожна
множина Q2-унарного рiвня функцiї r є континуальною, нiде не щiль-
ною множиною нульової мiри Лебега.

Теорема 3.7. Функцiя r не має скiнченної похiдної в жоднiй Q2-бiнарнiй
точцi, причому якщо Q2-бiнарна точка є точкою екстремуму функцiї,
то в нiй функцiя немає нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної.

Теорема 3.8. Якщо q0 ě q2
1 i q1 ě q2

0, то функцiя r є нiде не диферен-
цiйовною (не має скiнченної похiдної у жоднiй точцi).

Приклад 3.3. Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

f
`

x “ ∆g
α1α2...αn...

˘

“ a

8
ř

i“1
αiui

“

8
ź

n“1

λαnpxqn , αn P A (3.4)

де u1 ` u2 ` . . . – абсолютно збiжний ряд i сумою r0, 1 ‰ a – додатний
параметр, 1 ă s – фiксоване натуральне число, pλnq – послiдовнiсть

додатних чисел, така що нескiнченний добуток P ”
8
ś

n“1
λn абсолютно

збiжний.
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Якщо g-зображення є Q˚s -зображенням, то функцiя, означена рiвнi-
стю (3.4), може бути записана у виглядi

f
´

x “ ∆Q˚s
α1α2αn...

¯

“ a

8
ř

i“1
αiui

, (3.5)

Теорема 3.9 ([25]). Функцiя f є неперервною в кожнiй Q˚s -унарнiй
точцi, а в Q˚s -бiнарнiй точцi вона неперервна якщо un “ ps´ 1qs´nr0.
Якщо gik “ qi @k P N , то графiк функцiї є автомодельною множиною.
В класi неперервних функцiй f , якщо gik “ qi при k ą m i um`n “ λ

sn ,
то

1
ż

0

fpxq “
8
ź

i“1

s´1
ÿ

j“0

ajuiqji.

Теорема 3.10 ([25]). Нехай матриця ||qik|| має асимптотичну влас-

тивiсть i при цьому виконується умова
8
ř

k“1

s´1
ř

i“0

´

1´ qik
qi

¯2
ă 8. Якщо

iснує qi ‰ 1
s , i P A, то функцiя f є сингулярною. Якщо qi “ 1

s для всiх
i, то f є абсолютно неперервною функцiєю.

Зауваження 3.1. Клас функцiй, якi задовольняють умови (крайнi),
мiстить класичну сингулярну функцiю Салема.

Нехай A2 “
 

1
2 , 1

(

, a g-зображення є A-зображенням чисел. Розгля-
дається клас функцiй (3.4), тобто функцiї означенi рiвнiстю

fpx “ ∆A
α1α2...αk...

q “ a

8
ř

i“1
αiui

“ aϕpxq, (3.6)

ϕpxq “
8
ř

i“1
αiui.

За для коректностi означення функцiї f домовимося використовувати
лише одне зображень те, що має перiод p10q.

Теорема 3.11 ([24]). Функцiя fpxq неперервна в кожнiй A-унарнiй то-
чцi, а в A-бiнарнiй точцi x˚ “ ∆A

c1...cm0p01q “ ∆A
c1...cm1p10q неперервна

тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

um `
8
ÿ

k“1

um`2k´1 “

8
ÿ

k“1

um`2k.

Теорема 3.12 ([24]). Кожна неперервна функцiя f , означена рiвнi-
стю (3.6), є строго спадною при u1 ą 0, строго зростаючою при u1 ă 0
i константою при u1 “ 0.
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Лема 3.2 ([24]). Якщо iснує скiнченна похiдна функцiї ϕ у точцi x0 “

∆A
α1...αn..., то вона може бути обчислена за кожною з формул

ϕ1px0q “ ´ lim
kÑ8

1

22k|∆A
α1...α2k

|
“ ´2 lim

kÑ8

2k
ź

n“1

|∆A
α1...αn´1

|

2|∆A
α1...αn´1αn |

. (3.7)

Теорема 3.13 ([24]). Якщо f неперервна функцiя, означена рiвнiстю
p3.6q, то для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x P

“

1
2 ; 1

‰

має
мiсце f 1pxq “ 0.

Приклад 3.4. Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

fpx “ ∆A2
a1a2...an...q “ ∆A2

1
2a1

1
2a2

... 1
2an

...
. (3.8)

Оскiльки необхiдна i достатня умова нульової надлишковостi A2-
зображення e0e1 “

1
2 має мiсце, то 1

2ei
“ e1´i P

´

0; 1?
2

¯

, i P t0, 1u. А
тому рiвнiсть (3.8) задає континуальну сiм’ю функцiй f .

Функцiя f , означена рiвнiстю (3.8) є коректно означеною на множинi
A2-бiнарних чисел, оскiльки

f
´

∆A2

a1...ane0pe0e1q

¯

“ ∆A2
1

2a1
... 1

2an
e1pe1e0q

“

“ ∆A2
1

2a1
... 1

2an
e0pe0e1q

“ f
´

∆A2

a1...ane1pe1e0q

¯

.

Теорема 3.14 ([10]). Функцiя f є сингулярною строго спадною на всiй
областi визначення функцiєю. Графiк Γf функцiї f є автомодельною
множиною R2 зi структурою Γf “ Γ0YΓ1, де Γi образ Γ при перетво-
реннi

γi :

$

&

%

x1 “ δeipxq “
1

ei`x
,

y1 “ δ 1
2ei

pyq “ 2
1
ei
`2y

,
i P t0, 1u,

де δei
`

x “ ∆A2
a1a2...an...

˘

“ ∆A2
eia1a2...an... – оператор правостороннього зсу-

ву цифр зображення з параметром ei, ei P A2.

Приклад 3.5. НехайA2 “ tτ0, τ1u
`

τ0τ1 “
1
2

˘

,A3 “ te0, e1, e2u
`

e0e2 “
4
3

˘

;
A12 “ t0, 1u, A13 “ t0, 1, 2u, Li “ A1i ˆA

1
i ˆ . . ., i “ 2, 3.

Розглядається функцiя f , означена рiвностями

f
´

x “ ∆
A13
α1α2...αn...

¯

“ ∆
A12
β1β2...βn...

, де (3.9)

β1 “

#

1 при α1 “ 2,

0 при α1 ‰ 2,
βn`1 “

#

βn при αn ` αn`1 ‰ 2,

1´ βn при αn ` αn`1 “ 2,
n P N.
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Теорема 3.15 ([9]). Функцiя f є неперервною нiде не монотонною фун-
кцiєю необмеженої варiацiї.

Лема 3.3 ([9]). Образом A13-цилiндра рангу k при вiдображеннi f є A12-
цилiндр того ж рангу, причому кiлькiсть прообразiв цилiндра ∆

A12
β1...βk

дорiвнює

Nk ” N
´

∆
A12
β1...βk

¯

“ 2
k´β1´

k´1
ř

i“1
|βi`1´βi|

.
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Нелiнiйнi властивостi траєкторiй
в моделях динамiчних систем конфлiкту

О. Р. Сатур

Abstract. This article focuses on the study of trajectory properties of
conflict dynamical systems. Both attractive and repulsive interactions bet-
ween system components are considered. The results reveal a wide range of
behavioral scenarios, including stable, cyclic, quasi-periodic, and chaotic
regimes. Special attention is given to the role of interaction parameters
and initial conditions in determining the long-term dynamics of the sys-
tem. The findings provide a foundation for modeling conflict systems in
various applied domains, such as economics, ecology, and social sciences.

Анотацiя. Ця стаття присвячена дослiдженню властивостей траєкто-
рiй динамiчних систем конфлiкту. Розглядаються як притягальнi, так i
вiдштовхувальнi взаємодiї мiж компонентами системи. Результати де-
монструють широкий спектр поведiнкових сценарiїв, включаючи ста-
бiльнi, циклiчнi, квазiперiодичнi та хаотичнi режими. Особлива увага
придiляється ролi параметрiв взаємодiї та початкових умов у визначен-
нi довгострокової динамiки системи. Отриманi результати є основою
для моделювання конфлiктних систем у рiзних прикладних сферах,
таких як економiка, екологiя та соцiальнi науки.

1. Вступ

Витоки теорiї динамiчних систем сягають XVIII столiття, коли Iсаак
Ньютон та Готфрiд Лейбнiц розробили основи математичного аналiзу,
зокрема диференцiальнi рiвняння, якi згодом стали основою для опису
фiзичних явищ. У XIX столiттi Анрi Пуанкаре заклав основи сучасної
теорiї динамiчних систем. Вiн розробив концепцiї траєкторiй i фазового
простору, що дозволило описувати складнi системи через їхнi загальнi
властивостi, а не через точнi рiшення. У XX столiттi теорiя динамiчних
систем продовжила активно розвиватися завдяки роботам таких уче-
них, як Стефан Смейл та Едвард Лоренц. Вони дослiджували складнi
системи, зокрема хаотичну поведiнку, яка спостерiгається в багатьох
природних процесах.
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Динамiчнi системи — це один iз найстарiших i водночас найсучаснi-
ших роздiлiв математики, який займається вивченням еволюцiї систем
у часi. Сьогоднi динамiчнi системи є невiд’ємною частиною сучасної
математики i мають численнi застосування в рiзних наукових дисци-
плiнах, зокрема у вивченнi хаосу та нелiнiйних явищ. Розвиток теорiї
динамiчних систем є критично важливим через кiлька причин: унiвер-
сальнiсть, нелiнiйнi явища, iнтердисциплiнарнiсть. Динамiчнi системи
охоплюють широкий спектр процесiв — вiд природних до техногенних.
З їх допомогою можна описувати й аналiзувати будь-якi системи, якi
еволюцiонують у часi. У багатьох системах присутнi нелiнiйнi елементи,
що викликають складну й непередбачувану поведiнку. Теорiя динамi-
чних систем допомагає аналiзувати цi явища, включаючи бiфуркацiї
та хаос, що мають велике значення в прикладних науках. Динамiчнi
системи застосовуються у фiзицi, бiологiї, iнформатицi, економiцi та
соцiальних науках, забезпечуючи єдиний математичний пiдхiд до вирi-
шення рiзноманiтних проблем.

Динамiчнi системи з дискретним часом є важливою частиною теорiї
динамiчних систем у математицi. Вони моделюють процеси, якi змiню-
ються в дискретнi моменти часу, тобто мiж подiями iснує фiксований
крок у часi. Основним iнструментом для їхнього опису є вiдображен-
ня, що описують як стан системи змiнюється з одного моменту часу до
iншого.

Динамiчна система з дискретним часом задається як пара pX, fq, де
X – це фазовий простiр, f : X Ñ X — вiдображення, яке описує еволю-
цiю системи з кроком часу. Елементи простору X називаються станами
системи, а вiдображення f задає правило переходу вiд одного стану до
iншого. Для даної початкової умови x0 P X, траєкторiя системи визна-
чається послiдовнiстю станiв xn`1 “ fpxnq, n “ 1, 2, 3, . . .. Основною
задачею при дослiдженнi таких систем є вивчення довгострокової пове-
дiнки траєкторiй.

Один iз найпростiших прикладiв — лiнiйна динамiчна система з дис-
кретним часом, що задана рiвнянням:

xn`1 “ Axn,

де xn P Rk – вектор стану системи на n-тому кроцi, а A — фiксована
матриця розмiрностi kˆk. Розв’язок цiєї системи для початкового стану
x0 може бути записаний у виглядi:

xn “ Anx0.

Аналiзуючи власнi значення матрицi A, можна передбачити поведiн-
ку системи в довгостроковiй перспективi: якщо всi власнi значення за
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модулем меншi за 1, то система сходиться до рiвноважного стану (стiй-
кiсть); якщо хоча б одне власне значення за модулем бiльше за 1, трає-
кторiї системи можуть демонструвати експоненцiйне зростання (нестiй-
кiсть).

Бiльшiсть реальних систем, що моделюються динамiчними система-
ми з дискретним часом, є нелiнiйними. Одна з класичних нелiнiйних
систем — це логiстичне вiдображення, яке описує рiст популяцiї:

xt`1 “ rxtp1´ xtq, (1.1)

де r — параметр, що характеризує швидкiсть росту, а xt — розмiр по-
пуляцiї на t-тому кроцi, нормований так, щоб xt P r0; 1s Логiстичне
вiдображення демонструє рiзноманiтну поведiнку залежно вiд значен-
ня параметра r.

Модифiкуємо вiдображення (1.1) у для випадку двох популяцiй, ко-
ли мiж ними iснує певна взаємодiя, наприклад конкуренте протисто-
яння чи навпаки взаємопiдтримка еволюцiонування. Кожну з взаємо-
дiй можна характеризувати вiдповiдним термiном притягальної чи вiд-
штовхувальної взаємодiї. Припустимо, що pt, rt P Rn` — стохастичнi
вектори розмiрностi n, що характеризують щiльнiсть розподiлу кожної
з популяцiї на t-тому кроцi часу еволюцiї популяцiй на спiльному про-
сторi iснування Ω. Динамiка змiни популяцiй tpt, rtu ¸,t

ÝÑ tpt`1, rt`1u,
t “ 0, 1, 2, . . . , задається вiдображенням ¸, що визначається системою
рiзницевих рiвнянь:

pt`1 “
α

zt
ptp1´ γrtq, rt`1 “

β

zt
rtp1´ γptq (1.2)

де α, β, γ – параметри, zt “ 1´γppt, rtq – нормувальний знаменник, що
забезпечує стохастичнiсть векторiв pt`1, rt`1.

У 2003 роцi В. Д. Кошманенко запропонував найпростiшу модель
динамiчної системи конфлiкту, яка була представлена рiзницевими рiв-
няннями типу (1.2) при α, β, γ “ 1 (див. [6]). Ця модель описувала
процес конфлiктного перерозподiлу абстрактного ресурсного простору
мiж двома сторонами, що вступають в альтернативну взаємодiю. Вона
отримала назву — динамiчна система конфлiкту з взаємодiєю вiдштов-
хування. З часом пiд керiвництвом В. Д. Кошманенка була розроблена
значуща теорiя динамiчних систем конфлiкту. Вона охоплює широкий
спектр сучасних проблем, включаючи моделi конфлiктних суспiльств,
виборчих процесiв, формування думок, екологiчних систем, мiграцiй-
них процесiв та перерозподiлу ресурсiв. Головним завданням цiєї теорiї
є розробка математичних перетворень, якi точно вiдображають конфлi-
ктну взаємодiю, та виведення вiдповiдних еволюцiйних рiвнянь. Для
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цього використовуються методи з теорiї динамiчних систем, функцiо-
нального аналiзу, теорiї мiри, ймовiрностей та фрактальної геометрiї.

Динамiчнi системи конфлiкту вiдiграють важливу роль у багатьох
прикладних задачах, включаючи моделювання економiчних, соцiаль-
них i екологiчних процесiв. Наприклад, в екологiї цi моделi застосо-
вуються для прогнозування стабiльностi екосистем, зокрема взаємодiї
мiж видами, яка може бути перiодичною через сезоннiсть. У соцiальних
науках – для аналiзу поведiнки людей у групах, що взаємодiють у кон-
флiктних умовах (наприклад, конкуренцiя за ресурси). В економiцi –
для прогнозування змiн на ринках iз конкуренцiєю та ресурсними обме-
женнями. Це пiдкреслює важливiсть вивчення поведiнки таких систем
для розумiння їх стабiльностi та довгострокових властивостей.

Розглянемо фiзичну систему, яка складається з двох (можна i де-
кiлькох) протидiючих сторiн, якi позначимо через A та B i назвемо
опонентами. Вважаємо, що опоненти iснують на спiльному ресурсно-
му просторi Ω i незнищеннi. Стани такої системи природно задавати
випадковими розподiлами у термiнах ймовiрнiсних мiр µ, ν визначених
на деякiй σ-алгебрi пiдмножин з простору Ω. Фiксований клас цих мiр
позначимо MpΩq. Конфлiктну взаємодiю (композицiю конфлiкту) мiж
опонентами A та B, як вiдображення (перетворення) в просторi пар
мiр з MpΩq, позначаємо символом ¸. Це вiдображення задає еволюцiю
фiзичної системи у виглядi траєкторiй:

"

µt“0

νt“0

*

¸,t
ÝÑ

"

µt

νt

*

, t ě 0,

де ¸, t позначає конфлiктне перетворення на момент часу t. Динамiчна
система такого типу позначається як tΩ,MpΩq,¸u i називається ди-
намiчною системою конфлiкту. Звичайно, простiр Ω, клас мiр MpΩq
та вiдображення ¸ треба визначати додатково у кожному конкретному
випадку.

У рядi важливих випадкiв, якi близькi до застосувань, припускає-
ться, що ресурсний простiр Ω, на якому спiвiснують опоненти A та B,
природним чином розкладено на скiнчену кiлькiсть регiонiв:

Ω “
n
ď

i“1

Ωi, 2 ď n ă 8.

Кожен окремий регiон Ωi називається позицiєю конфлiкту. Розподiл
опонентiв A, B на Ω зводиться до задання дискретних мiр: µpΩiq “

pi та νpΩiq “ ri. Числа pi, ri є координатами стохастичних векторiв
p “ pp1, p2, . . . , pnq, r “ pr1, r2, . . . , rnq P Rn` (}p}1 “ }r}1 “ 1). Цi числа є
ймовiрностями присутностi опонентiв A, B в рiзних позицiях конфлiкту.
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Конфлiкту взаємодiю мiж опонентами A, B можна записати в термi-
нах еволюцiї векторiв p, r пiд дiєю перетворення ¸ в прямому добутку
просторiв Rn`. Вiдзначимо, що у роботах [2,7, 8] цей пiдхiд узагальнено
для трiйки опонентiв, а у роботi [9] для довiльної скiнченної кiлькостi
опонентiв на Ω.

В роботах [1, 3] дослiджувались рiзнi задачi, повязанi з динамiчни-
ми системами конфлiкту у дискретному часi в термiнах стохастичних
векторiв заданих траєкторiями:

tpt, rtu
¸,t
ÝÑ tpt`1, rt`1u, t “ 0, 1, 2, . . . ,

де координати векторiв pt`1, rt`1 визначалися системою рiзницевих рiв-
нянь. Найпростiший варiант таких рiвнянь має вигляд

pt`1
i “

1

zt
ptip1´ αr

t
iq, rt`1

i “
1

zt
rtip1´ αq

t
iq, ´1 ď α ď 1,

де z “ 1´αpp, rq – нормувальний знаменник, p¨, ¨q – скалярний добуток
в Rn.

У подальших працях В.Д. Кошманенка i його учнiв було одержано
серiю результатiв, як теоретичного значення так i в побудовi та дослi-
дженi конкретних моделей з рiзним способом задання вiдображення ¸.
Основна задача – це вивчення поведiнки траєкторiй системи при tÑ8,
встановлення iснування i знаходження граничних асимптотичних ста-
нiв, пошук атракторiв та їхнiх басейнiв, доведення iснування нерухомих
точок (рiвноважних станiв) та iснування циклiчних орбiт.

2. Побудова динамiчної системи конфлiку

Нехай Ω “ tω1, ω2, . . . , ωnu, n ą 1, є деякою скiнченна множиною
з дискретною топологiєю. Позначимо M`

1 pΩq як множину дискретних
ймовiрнiсних мiр на Ω. Нехай µi P M

`
1 pΩq, i “ 1, . . . ,m, m ě 2 – до-

вiльна фiксована пiдмножина мiр. Кожну мiру µi можна зiставити зi
стохастичним вектором pi “ ppijq

n
j“1, якщо визначити

pij “ µipωjq, i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n.

Для побудови динамiчної системи задамо вiдображення ¸ у просто-
рi стохастичних векторiв (перетворення конфлiкту). Кожному вектору
pi “ ppijq

n
j“1 поставимо у вiдповiднiсть вектор p1

i “ pp
1
ijq

n
j“1 за прави-

лом, визначеним у термiнах координат

p1
ij “

1

z

`

pijpθ ` 1q ` ατj
˘

,

де θ “ θ
`

p1,p2, . . . ,pm
˘

– довiльна обмежена додатна функцiя, T “
`

τj
˘n

j“1
– фiксований вектор з невiд’ємними координатами, якi залежать
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вiд p1, . . . ,pm, а z – нормувальний знаменник, що забезпечує стохасти-
чнiсть вектора p1

i .
Iтерацiя цього вiдображення генерує багатокомпонентну динамiчну

систему з траєкторiями
 

pt1,p
t
2, . . . ,p

t
m

( ¸,t
ÝÑ

 

pt`1
1 ,pt`1

2 , . . . ,pt`1
m

(

, t “ 0, 1, . . . , (2.1)

де pt“0
i “ pi, а координати кожного вектора pti “ pp

t
ijq

n
j“1 змiнюються

вiдповiдно до рiвнянь

pt`1
ij “

1

zt
`

ptij
`

θt ` 1
˘

` ατ tj
˘

, t “ 0, 1, . . . , (2.2)

zt “ 1` θt `W t, W t “

n
ÿ

j“1

τ tj ą 0, (2.3)

де θt “ θ
`

pt1,p
t
2, . . . ,p

t
m

˘

– деяка обмежена додатна функцiя, яка ви-
значає вiльну еволюцiю системи. Нормувальний знаменник zt забезпе-
чує стохастичнiсть векторiв pt`1

i . Набiр додатних функцiй τ tj (певним
чином залежних вiд координат векторiв pti) вiдповiдає закону взаємо-
дiї. Значення цих функцiй при кожному фiксованому t утворюють де-
який нестохастичний вектор з невiд’ємними координатами, який позна-
чено символом T t “

`

τ tj
˘n

j“1
i називаємо вектором взаємодiї. Вектор

wt “ pwtjq
n
j“1, де w

t
j :“

τ tj
W t , є стохастичним аналогом вектора T t. Далi

буде дослiджено ряд моделей динамiчних систем конфлiкту, траєкто-
рiї яких залежать вiд вигляду вектора T t, а також вивчено залежнiсть
поведiнки системи вiд поведiнки T t при tÑ8.

В рiвняннях (2.2) стала α може набувати довiльного значення, але
при досить великих α швидкiсть збiжностi (чи розбiжностi) системи
буде досить великою при малих значення часу t. Така динамiка не вiд-
повiдатиме динамiцi реальних процесiв, тому при побудовi моделi було
вибрано значення сталої α з промiжку r´1; 1s. Згiдно з наведеними рiв-
няннями, у випадку α P p0; 1s вiдстань мiж векторами pti в l1-нормi
збiгається до нуля,

}pti ´ ptk}1 “
n
ÿ

j“1

|ptij ´ p
t
kj | Ñ 0, i ‰ k, i, k “ 1, . . . ,m,

тому вiдображення ¸, задане цими рiвняннями, описує взаємодiю при-
тягання. При α P r´1; 0q будемо говорити про динамiчну систему з вза-
ємодiєю вiдштовхування. Зауважимо, що при α “ 0 початковий стан
 

pt“0
i

(m

i“1
є нерухомим.
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3. Дослiдження властивостей траєкторiй динамiчних
систем конфлiкту

Динамiчнi системи конфлiкту можуть мати рiзнi поведiнковi сцена-
рiї залежно вiд вектора взаємодiї, що визначає їхню динамiку та дов-
готривалi стани. Комп’ютерне моделювання пiдтверджує, що змiна па-
раметрiв впливає на тип граничного стану – стабiльний, циклiчний або
хаотичний, що розкриває можливостi для розумiння розвитку конфлi-
ктних систем.

При певних умовах траєкторiї системи конфлiкту збiгаються до не-
рухомих точок – граничних станiв, у яких динамiка стабiлiзується. Для
притягувальної взаємодiї траєкторiї системи зближаються до спiльних
позицiй, тодi як вiдштовхувальна взаємодiя може приводити до роз-
подiлу ресурсiв мiж опонентами. Така поведiнка продемонстрована на
рис. 3.1 для вiдштовхування (рис. 3.1.2) та притягання (рис. 3.1.3)

Теорема 3.1 ([9,10]). Якщо всi координати стохастичного вектора wt

є монотонними (зростають або спадають незалежно одна вiд одної)
при α “ p0; 1s або спадають при α “ r´1; 0q, то iснує граничний ве-
ктор w8 i кожна траєкторiя динамiчної системи (2.1) з початковим
станом

 

pt“0
i

(m

i“1
збiгається до нерухомого граничного стану

 

p8i
(m

i“1

p8i “ lim
tÑ8

pti, @ i “ 1, . . . ,m.

При цьому, у випадку α “ p0; 1s всi граничнi вектори p8i мають
однаковi координати p8ij “ w8j для всiх i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n, якi
спiвпадають з координатами вектора w8. У випадку α “ r´1; 0q, якщо
w8j ă 0 для всiх j “ 1, . . . , n, то p8ij “ w8j для всiх i “ 1, . . . ,m,
j “ 1, . . . , n.

Деякi системи досягають циклiчних орбiт, коли координати вектора
взаємодiї є перiодичними значеннями. У такому випадку траєкторiї по-
вторюються з постiйною перiодичнiстю, що формує циклiчну динамiку.
Цей факт демонструє наступна теорема.

Теорема 3.2 ([9, 10]). Нехай координати τ tj “ τjptq, j “ 1, . . . , n, де
τjptq – довiльнi додатнi перiодичнi функцiї з cумiрними перiодами. При-
пустимо, що головний перiод функцiй wjptq є додатнiм цiлим числом
T ą 1, а координати вектора wt не є константами. Тодi кожна тра-
єкторiя динамiчної системи (2.1), заданої системою рiзницевих рiв-
нянь (2.2), збiгається до ω-граничної множини Γ8, яка є циклiчною
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1) tp1,p2,p3,p4u, t “ 0 2)tp81 ,p82 ,p83 ,p84 u, α “ ´1

3) tp81 ,p82 ,p83 ,p84 u, α “ 1

Рис. 3.1. m “ 4, n “ 100, 1) початковий стан
tp1,p2,p3,p4u заданий модулем функцiї Бесселя пер-
шого роду, тобто fipxq “ |Jβpxq|, де Jβpxq “
ř8
m“0

p´1qm

m!Γpm`β`1q

`

x
2

˘2m`β для β “ 0, 1, 2, 3, x P r0; 6s, а
координати векторiв pt“0

i задано за допомогою значень
функцiй fipxq на вiдрiзку r0, 6s згiдно формули pik “
fipxkq
D , де D “

n
ř

k“1

fipxkq, а xk належить розбиттю вiдрiзка

r0, 6s; 2)–3) граничнi стани tp81 ,p82 ,p83 ,p84 u з τ tj визначе-
ним як мiнiмальне значення j-тих координат векторiв pti,
тобто τ tj “ min

i
tptiju.
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орбiтою. Тобто, множина Γ8 є iнварiантною вiдносно перетворен-
ня ¸ та складається з T впорядкованих векторiв Γl, l “ 1, . . . , T

Γ1
¸
ÝÑ Γ2

¸
ÝÑ Γ3

¸
ÝÑ ¨ ¨ ¨

¸
ÝÑ ΓT

¸
ÝÑ Γ1.

Гранична множина Γ8 залежить вiд початкового вектора wt“0.

Теорема 3.3. Нехай координати τ tj “ τjptq, j “ 1, . . . , n, де τjptq –
довiльнi додатнi перiодичнi функцiї з неcумiрними перiодами. Припус-
тимо, що координати вектора wt не є константами. Тодi кожна тра-
єкторiя динамiчної системи (2.1), заданої системою рiзницевих рiв-
нянь (2.2) є квазiперiодичною при t Ñ 8. Типовi (або, як правило)
траєкторiї на границi заповнюють деяку компактну множину.

Розглянемо систему (2.1), задану рiвняннями: pt`1 “ fppt, τ tq, де
τ t “ pτ t1, τ

t
2, . . . , τ

t
nq — набiр параметрiв, якi залежать вiд часу t, i кожна

τjptq є перiодичною функцiєю з несумiрними перiодами. Функцiя f є не-
перервною i обмеженою, тому траєкторiї pt залишаються в обмеженiй
областi фазового простору, тобто траєкторiї належать деякiй компа-
ктнiй множинi.

Несумiрнiсть перiодiв функцiй τjptq означає, що для будь-якого на-
бору цiлих чисел k1, k2, . . . , kn рiвнiсть k1T1 ` k2T2 ` ¨ ¨ ¨ ` knTn “ 0
виконується лише для тривiального випадку k1 “ k2 “ ¨ ¨ ¨ “ kn “ 0.
Таким чином, функцiї τjptq нiколи не синхронiзуються, i значення τ t

не повторюються перiодично. Це виключає можливiсть перiодичної по-
ведiнки траєкторiй. Несумiрнiсть перiодiв τjptq призводить до того, що
траєкторiї рiвномiрно заповнюють деяку компактну множину в фазо-
вому просторi. Це вiдбувається завдяки властивостi квазiперiодичних
функцiй, якi рiвномiрно покривають тороподiбну поверхню. Таким чи-
ном, траєкторiї системи демонструють квазiперiодичну поведiнку.

Траєкторiї системи залежать вiд початкового стану wt“0, який визна-
чає фазу функцiй τjptq та початковi координати p0. Тому для рiзних по-
чаткових умов траєкторiї можуть покривати рiзнi частини компактної
множини, проте всi вони залишаються квазiперiодичними.

Таким чином, типовi траєкторiї системи є квазiперiодичними i запов-
нюють деяку компактну множину в фазовому просторi.

Розглянемо конкретний приклад для випадку n “ 3, m “ 3. Нехай
початковий стан задано наступними векторами: pt“0

1 “ p0.08; 0.02; 0.9q,
pt“0

2 “ p0.1; 0.55; 0.35q, pt“0
3 “ p0.8; 0.15; 0.05q. На Рис. 3.2, 3.3 за умови

сумiрностi перiодiв функцiй τjptq, система демонструє цикл iз фiксова-
ним перiодом T . Цей перiод залежить вiд основного перiоду функцiй τ tj
i описується набором впорядкованих векторiв Γ1,Γ2, . . . ,ΓT . Траєкторiї
системи пiдтверджують циклiчнiсть i стабiльнiсть у фазовому просторi
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Рис. 3.2. Змiна координат векторiв pti при τ1ptq “

sinpπt2 q ` 1, τ2ptq “ sinp2πt
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2πt

5 q ` 1, де
T “ 60 – головний перiод координат вектора wt.

вiдповiдно до теореми 3.3. На Рис. 3.4, 3.5 зображена динамiка з вико-
ристанням функцiй τ tj iз несумiрними перiодами. Несумiрнiсть перiодiв
функцiй τ tj призводить до квазiперiодичної поведiнки. Система не збi-
гається до циклiчної орбiти, але її траєкторiї заповнюють компактну
множину в фазовому просторi. Квазiперiодичнiсть траєкторiй пiдтвер-
джується тим, що система заповнює тороподiбну компактну множину,
зберiгаючи квазiперiодичну динамiку.

Цiкавою для розгляду є динамiчна система конфлiкту, де лише одна
з координат вектора взаємодiї τ tj “ τjptq є перiодичною функцiєю з пе-
рiодом T ą 1. Такий вибiр параметра τ tj може суттєво впливати на
поведiнку системи. Виходячи з цього, можливi наступнi сценарiї дина-
мiки:

1. Перiодична стабiльнiсть. Якщо iншi параметри системи не змi-
нюються хаотично i є стабiльними або поступово адаптуються до ци-
клiчного впливу τ tj , система може збiгатися до перiодичної орбiти з тим
самим перiодом T . Для такої стабiльностi необхiдно, щоб амплiтуди ко-
ливань τ tj та iншi параметри не приводили до суттєвих збурень. Це часто
можливо у випадках, коли система має сильнi стабiлiзуючi механiзми
(наприклад, притягувальну взаємодiю або згладжування коливань). У
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Рис. 3.3. Фазовий портрет системи у просторi вiдоб-
ражень ppt1, p

t`1
1 q, побудований при τ1ptq “ sinpπt2 q ` 1,

τ2ptq “ sinp2πt
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2πt

5 q ` 1, T “ 60.

Рис. 3.4. Змiна координат векторiв pti при τ1ptq “

sinpπt2 q ` 1, τ2ptq “ sinp2πt
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2πt

5 q ` 1, де
T “ 60π – головний перiод координат вектора wt.
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1) t “ 1000 2) t “ 5000

3) t “ 10000 4) t “ 10000, приближено

Рис. 3.5. Фазовий портрет системи у просторi вiдоб-
ражень ppt1, p

t`1
1 q, побудований при τ1ptq “ sinp t2q ` 1,

τ2ptq “ sinp2t
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2t

5 q ` 1, T “ 60π. Як ви-
дно на рисунках, для несумiрних траєкторiї заповнюють
тороподiбну структуру.

результатi система демонструє передбачувану динамiку, що повторює-
ться через кожнi T крокiв.

2. Квазiрегулярна динамiка. У разi, якщо iншi компоненти вектора
взаємодiї або параметри системи мають свої внутрiшнi перiоди, але не
синхронiзуються з τ tj , може виникнути квазiрегулярна поведiнка. Це
явище спостерiгається за наявностi декiлькох взаємодiючих перiоди-
чних процесiв iз близькими, але несумiрними перiодами. Система може
демонструвати складнi ритми, з появою повторюваних вiзерункiв або
переходiв мiж рiзними фазами, але без чiткої циклiчностi.

3. Хаотична динамiка. Якщо τ tj вступає у взаємодiю з iншими ком-
понентами системи, що демонструють нестабiльнiсть або високу чутли-
вiсть до збурень, система може перейти до хаотичної поведiнки. Хао-
тична динамiка можлива за наявностi нелiнiйної взаємодiї, коли навiть
невеликi змiни у τ tj здатнi спричиняти значнi змiни в траєкторiях систе-
ми. Система може виявляти хаотичну поведiнку, коли одна з координат
вектора взаємодiї пiдпорядкована хаотичностi, наприклад логiстично-
му закону. Це призводить до чутливостi траєкторiй до початкових умов
i може зумовлювати непередбачуванi коливання. Важливою умовою є
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також вiдсутнiсть механiзмiв, якi стабiлiзують поведiнку. Система стає
чутливою до початкових умов, i навiть малi змiни на входi можуть при-
зводити до суттєво рiзних траєкторiй. Така поведiнка ускладнює про-
гнозування i може мати значнi наслiдки у реальних прикладних сцена-
рiях.

4. Комбiнована динамiка У деяких випадках система може демон-
струвати перехiд вiд перiодичної стабiльностi до хаотичної динамiки
або поєднання перiодичної та хаотичної поведiнки у рiзних фазах. Це
можливо при наявностi рiзних впливiв або змiнах параметрiв τ tj у про-
цесi еволюцiї системи. Така динамiка є нестабiльною або складною для
моделювання та контролю.

4. Висновки

Вивчення динамiчних систем конфлiкту показало, що їх траєкто-
рiї можуть демонструвати широкий спектр поведiнкових сценарiїв, вiд
стабiльностi до хаотичностi, залежно вiд параметрiв взаємодiї та поча-
ткових умов. Зокрема, результати дослiджень пiдтвердили можливiсть
iснування нерухомих точок, циклiчних орбiт та квазiперiодичної пове-
дiнки, що є важливими для аналiзу реальних соцiально-економiчних та
екологiчних процесiв.

Для систем iз притягальною взаємодiєю характерна конвергенцiя тра-
єкторiй до спiльних граничних станiв, тодi як вiдштовхувальна взаємо-
дiя призводить до розподiлу ресурсiв мiж опонентами. Динамiка систем
з перiодичними параметрами може досягати стабiльних циклiчних ор-
бiт. Це пiдтверджено моделями, що враховують перiодичнiсть вектора
взаємодiї. У разi несумiрних перiодiв параметрiв система може демон-
струвати квазiперiодичну поведiнку або переходити до хаотичної дина-
мiки, що особливо актуально для аналiзу складних соцiальних i екологi-
чних систем. Таким чином, запропонованi моделi дозволяють описувати
складну поведiнку конфлiктних систем та є основою для подальших до-
слiджень, спрямованих на розробку ефективних стратегiй управлiння
конфлiктами.

Порiвняння з дослiдженнями [4,5] показало схожiсть у використаннi
нелiнiйних моделей, мультифакторного аналiзу та принципiв стабiльно-
стi й нестабiльностi систем. В роботi [4] пiдкреслено важливiсть муль-
типлексних взаємодiй, таких як полiтичнi й культурнi, що вiдповiдає
концепцiї розподiлу ресурсiв у данiй роботi. В [5] дослiджено роль за-
тримок i просторової нелокальностi, якi також можуть бути адаптованi
до розглянутих вище моделей динамiчних систем конфлiкту. Розгля-
нутi властивостi моделей динамiчних систем пiдтверджують їх унiвер-
сальнiсть для аналiзу складних соцiальних, екологiчних i економiчних
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процесiв. Це дозволяє зробити висновок, що розглянутi в цiй роботi
моделi є ефективним iнструментом для дослiдження реальних конфлi-
ктних систем i можуть бути розширенi з урахуванням бiльш складних
факторiв i структур.
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Алгебраїчна структура
фундаментальної групи орбiт

гладких функцiй на 2-торi
Б. Г. Фещенко

Abstract. This review paper is devoted to the description of the alge-
braic structure of the fundamental group of orbits of functions with isolated
singularities on 2-torus with respect to the action of the group of diffeo-
morphisms of the 2-torus.

Анотацiя. Дана оглядова стаття присвячена опису алгебраїчної струк-
тури фундаментальної групи орбiт функцiй з iзольованими особливо-
стями на 2-торi вiдносно дiї групи дифеоморфiзмiв 2-тора.

Вступ

Групи автоморфiзмiв математичних об’єктiв дослiджуються давно.
Наприклад, А. Келi встановив, що довiльна скiнченна група порядку
n є пiдгрупою групи перестановок з n елементiв [3] (цей результат був
узагальнений на топологiчнi групи [22]), а К. Жордан описав структуру
групи автоморфiзмiв скiнченних дерев [10].

Дослiдження груп “автоморфiзмiв” i, бiльш загально, просторiв вi-
дображень мiж многовидами є основною задачею геометричної тополо-
гiї. Лише у деяких частинних випадках вдається описати структуру та-
ких просторiв. Наприклад, для випадку компактних поверхонь вiдомий
гомотопiчний тип групи гомеоморфiзмi (дифеоморфiзмiв) iзотопних то-
тожному вiдображенню, див §3.1. Цi результати дали можливiсть ви-
вчати групи класiв вiдображень поверхонь (MCG) – певний аналог гру-
пи “автоморфiзмiв” поверхнi, а також знайшли численнi застосування
у топологiї многовидiв малої розмiрностi та теорiї динамiчних систем,
див. детальний огляд у [1, Роздiл 4].

Систематичне вивчення гомотопiчних властивостей стабiлiзаторiв та
орбiт гладких функцiй з iзольованими особливостями на компактних
поверхнях вiдносно дiї груп дифеоморфiзмiв було започатковано у робо-
тi С. I. Максименка [11]. Ним було встановлено, що зв’язна компонента
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тотожного вiдображення стабiлiзатору є або стягуваною або гомотопi-
чно еквiвалентною колу. Також вiн описав гомотопiчний тип i алгебраї-
чну структуру фундаментальної групи орбiт таких функцiй для майже
всiх компактних поверхонь, див [11]. У нашому спiльному циклi робiт
ми описали алгебраїчну структуру фундаментальної групи орбiт таких
функцiй на 2-торi [16–18], а у подальших статтях цi результати були
узагальненi на випадок вiдображень тора у коло [2,6–8]. Огляду резуль-
татiв цього циклу “про 2-тор” присвячена дана стаття. Зацiкавленому
читачу ми радимо ознайомитись з роботою [15], а також з загальним
оглядом отриманих результатiв С. Максименка та його учнiв [14].

Структура роботи. Текст складається з 5 роздiлiв. У роздiлi 1 ми
приводимо загальнi вiдомостi про функцiї Морса та графи гладких фун-
кцiй. Роздiл 2 мiстить означення класу функцiй який буде дослiджува-
тись. Роздiл 3 присвячений орбiтам i стабiлiзаторам гладких функцiй
на поверхнях, їх гомотопiчним властивостям, а також автоморфiзмам
графiв гладких функцiй, що iндукованi дифеоморфiзмами поверхонь,
якi зберiгають задану функцiю. У роздiлi 4 ми наводимо означення вiн-
цевих добуткiв груп з циклiчними групами, а у останньому, роздiлi 5,
ми формулюємо результати про алгебраїчну структуру фундаменталь-
ної групи орбiт гладких функцiй на 2-торi.

1. Загальнi вiдомостi

1.1. Функцiї Морса. У цьому параграфi ми наведено стандартнi вiдо-
мостi про функцiї Морса, див. наприклад [21]. Нехай M – гладкий мно-
говид розмiрностi n i f : M Ñ R – гладка функцiя на M . Точка p P M
називається критичною точкою f , якщо диференцiал dpf : TpM Ñ R
зануляється в p. В iншому випадку p називають регулярною. Значен-
ня fppq називається критичним, якщо p – критична точка, iнакше –
регулярним.

Нехай pU, x1, . . . , xnq – карта навколо p. Якщо p – критична точка,
тодi Bf

Bxi
|p “ 0 для всiх i “ 1, . . . , n. Матриця Гессе Hppfq функцiї f в

критичнiй точцi p – це квадратна матриця складена з других частинних
похiдних функцiї f в p у картi U :

Hppfq “
´

B2f

BxiBxj

ˇ

ˇ

ˇ

p

¯n

i,j“1
.

Критична точка p P M функiї f називається невиродженою, якщо ма-
триця Hppfq є невиродженою.
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Теорема 1.1 (Лема Морса). Нехай p – невироджена критична точка
функцiї f : M Ñ R. Тодi iснує карта pU, x1, . . . , xnq навколо p, що

fpx1, . . . , xnq “ fppq ´ x2
1 ´ . . .´ x

2
λ ` x

2
λ`1 ` . . .` x

2
n. (1.1)

Число λ вiд’ємних членiв у (1.1) називається iндексом критичної точки
p.

Гладка функцiя усi критичнi точки якої є невиродженими називає-
ться функiєю Морса. Простiр усiх функцiй Морса наM позначимо через
M pM,Rq. Вiдомо, що M pM,Rq є вiдкритим i щiльним пiдпростором у
C8pM,Rq.

Також вiдомо, що функцiя Морса f на гладкому компактному мно-
говидiM задає його клiтинне розбиття (структуру CW комплексу) – по
однiй n-клiтинi, що вiдповiдає критичнiй точцi iндексу n. Це дає змогу
довести нерiвностi Морса, якi дають оцiнку на числа Беттi многови-
ду M . Якщо M є компактною поверхнею, то цi нерiвностi приймають
такий вигляд

Теорема 1.2 (Рiвностi Морса). Нехай M – компактна поверхня i f –
функцiя Морса на M . Тодi мають мiсце рiвностi Морса:

χpMq “ c0pfq ´ c1pfq ` c2pfq,

де c0pfq, c1pfq та c2pfq – числа мiнiмумiв, сiдел та максимумiв функ-
цiї f .

Зауважимо, що E. Witten [25] у 1982 розробив аналiтичний пiдхiд до
нерiвностей Морса дослiджуючи комплекс де Рама деякого диференцi-
ального оператора.

1.2. Граф Γf функцiї. Нехай X – топологiчний простiр, P є або R
або S1, i f : X Ñ P – неперервна функцiя. Визначимо на X вiдношення
еквiвалентностi „ за таки правилом: точки x i y з X є еквiвалентними
(x „ y) тодi i лише тодi, коли вони належать до однiєї зв’язної компо-
ненти прообразу f´1pcq для деякого c P P. Нехай Γf “ X{„ – фактор-
простiр X по цьому вiдношенню еквiвалентностi „ надiлений фактор-
топологiєю. Простiр Γf називають простором Кронрода-Рiба функцiї f .
Зауважимо, що f розкладається у таку композицiю:

f “ pf ˝ pf : X
pf
ÝÑ Γf

pf
ÝÑ P, (1.2)

де pf : X Ñ Γf – канонiчна проекцiя, а pf : Γf Ñ P – функцiя iндукова-
на f .

Якщо X – компактний гладкий многовид i f : X Ñ P – гладка функ-
цiя з iзольованими особливостями, то Γf має структуру 1-вимiрного
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клiтинного (CW) комплексу (топологiчного графу), див. [23]. Для про-
стоти ми будемо називати Γf графом функцiї f .

Зазвичай граф функцiї не є повним топологiчним iнварiантом, але
вiн є корисним iнструментом для вивчення властивостей функцiй.

2. Клас F

У цьому роздiлi ми наведемо означення класу функцiй з яким ми
будемо мати справу, див §2.2. Перед цим ми нагадаємо деякi властивостi
однорiдних многочленiв.

2.1. Однорiднi многочлени на площинi. Нехай f : R2 Ñ R – дiй-
сний однорiдний многочлен. Вiдомо, що f розкладається над R у добу-
ток скiнченого числа лiнiйних Li “ aix` biy i незвiдних над R квадра-
тичних множникiв Qipx, yq “ cjx

2 ` 2djxy ` ejy
2, тобто

fpx, yq “

p
ź

i“1

Lipx, yq ¨

q
ź

j“1

Qjpx, yq. (2.1)

Точка 0 P R2 є єдиною критичною точкою (2.1) тодi i тiльки тодi, коли
deg f ě 2 i f не має кратних множникiв. Для такого многочлену 0 P R2

буде називатись

‚ екстремумом якщо f “ Q1 (невироджений), або f “ Q1Q2 . . . Qq
(вироджений),

‚ сiдлом якщо f “ L1Q1Q2 . . . Qq (квазi-сiдло), або f “ L1L2 (неви-
роджене або 2-сiдло), або якщо deg f “ p ` 2q ě 3 для p ě 2 то
узагальнений сiдлом (p-сiдлом).

2.2. Клас F . Нехай M – гладка i компактна поверхня. Позначимо че-
рез P дiйсну пряму R або коло S1. Функцiя f : M Ñ P належить до
класу F pM,P q якщо виконанi такi умови:

(1) f є локально-постiйною на BM ,
(2) множина критичних точок Σf функцiї f належить до IntpMq,
(3) для критичної точки z P Σf функцiї f iснують така карта pU, φ :

U Ñ R2q навколо z з φpzq “ 0 i карта pV, ψ : V Ñ Rq навколо fpzq,
що fpUq Ă V i локальне зображення fz “ ψ ˝ f ˝ φ´1 : φpUq Ñ ψpV q
функцiї f є однорiдним полiномом без кратних множникiв.

Легко побачити, що клас функцiй Морса MBpM,P q, якi задовольняють
(1) мiститься у F pM,P q.
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Вiдомо, якщо функцiя f має лише iзольованi особливостi, тодi ло-
кальна топологiчна структура множин рiвня навколо будь-якої її кри-
тичної точки може бути реалiзована множинами рiвня однорiдного по-
лiному без кратних множникiв, див. [14, Роздiл 3.4]. Це показує, що
клас F pM,P q мiстить гладкi функцiї з “типовими” особливостями.

Зауважимо, що для функцiй з класу F pM,P q мають мiсце рiвностi
Морса, див. теорему 1.2.

3. Орбiти i стабiлiзатори гладких функiй

Нехай M – гладка i компактна поверхня (можливо з межею BM) i X
– пiдмножина M (можливо порожня). Група дифеоморфiзмiв DpM,Xq
нерухомих на X дiє справа на на просторi гладких P -значних функцiй
C8pM,P q за таким правилом:

γ : C8pM,P q ˆDpM,Xq Ñ C8pM,P q, γpf, hq “ f ˝ h. (3.1)

Для гладкої функцiї f P C8pM,P q визначимо

Spf,Xq “ th P DpM,Xq | f ˝ h “ fu,

Opf,Xq “ tf ˝ h P C8pM,P q |h P DpM,Xqu

стабiлiзатор i орбiту f . Надiлимо простори DpM,Xq та C8pM,P q силь-
ними C8-топологiями Уїтнi. Цi топологiї iндукують деякi топологiї на
Spf,Xq and Opf,Xq.

Нехай Sidpf,Xq i DidpM,Xq – зв’язнi компоненти тотожного вiдобра-
ження у Spf,Xq таDpM,Xq вiдповiдно, а також позначимо черезOf pf,Xq
зв’язну компоненту орбiти Opf,Xq, що мiстить f i покладемо

S 1pf,Xq “ Spf,Xq XDidpf,Xq.

Якщо X “ ∅, ми не будемо вживати символ “∅” у наших позначеннях,
наприклад, ми будемо писати DpMq замiсть DpM,∅q i Spfq замiсть
Spf,∅q, i так далi.

3.1. Гомотопiчний тип DidpM,Xq. Нехай M – компактна поверхня i
X “ tx1, x2, . . . , xnu Ă IntpMq – пiдмножинаM , що складається з рiзних
точок. Ми позначимо через DidpM,nq групу DidpM,Xq. Якщо X “ ∅
ми будемо писати DidpMq замiсть DidpM, 0q.

Гомотопiчний тип групи DidpM,nq вивчали C. J. Earle and J. Eells [4],
C. J. Earle, A. Schatz [5], а також A. Gramain [9]. Наступна теорема
описує отриманi ними результати.

Теорема 3.1. Нехай M – зв’язна i компактна поверхня.



210 Б. Г. Фещенко

(1) Нехай Mb – поверхня, отримана з M стягуванням b зв’язних ком-
понент межi BM .Тодi DidpMb, n` bq гомотопiчно еквiвалентна до
DidpM,nq. Тобто кожен “прокол” можна замiнити на “дiрку”.

(2) Група DidpMq є гомотопiчно еквiвалентною до
‚ SOp3q, якщо M “ S2 або RP 2,
‚ S1, якщо M “ D2, S1ˆr0, 1s, або стрiчка Мебiуса, або пляшка
Клейна,

‚ T 2, якщо M “ T 2,
‚ точцi, в iнших випадках.

Результат (1) дає можливiсть проводити обчислення гомотопiчного
типу DidpM,nq, зводячи задачу до випадкiв описаних у (2). Наприклад,

DidpT
2, 1q „ DidpT 2zD2, 0q „ pt,

DidpS
2, 2q „ DidpD

2, 1q „ DidpS
1 ˆ r0, 1s, 0q “ DidpS

1 ˆ r0, 1sq „ S1.

Узагальнюючи, маємо таке твердження: якщо χpMq ď |X|, де |X| –
потужнiсть X, то DidpM,Xq є стягуваною.

3.2. Гомотопiчний тип Sidpfq. Наступна теорема описує гомотопiчний
тип Sidpfq для функцiй з класу F pM,P q.

Теорема 3.2 ([11, Theorem 1.3], [12, Theorem 3.5]). Нехай f – функцiя
з класу F pM,P q. Тодi Sidpfq є стягуваним якщо або M є неорiєнто-
ваною, або f має вироджений екстремум, або f має щонайменше одне
сiдло. В iнших випадках Sidpfq є гомотопiчно еквiвалентною до S1.

3.3. Розшарування Серра i гомотопiчнi властивостi орбiт. Для
того, щоб встановити гомотопiчнi “зв’язки” мiж властивостями орбiт та
стабiлiзаторiв гладких функцiй ми нагадаємо означення розшарування
Серра, див. [19, Chapter 7].

Нехай p : E Ñ B – вiдображення мiж топологiчними просторами E та
B. Кажуть, що вiдображення p задовольняє умову пiдняття гомотопiї
(homotopy lifting property або HLP) для простору X якщо виконанi такi
умови: для довiльної гомотопiї h : X ˆ I Ñ B з h|Xˆt0u “ h0 i такого
довiльного вiдображення h̃0 : X Ñ E, що “пiднiмає” h0, тобто h0 “ p˝h̃0

iснує гомотопiя h̃ : X ˆ I Ñ E, яка є пiдняттям гомотопiї h, тобто,
ht “ p ˝ h̃t з h̃0 “ h̃|Xˆt0u:

X ˆ t0u

ι
��

h̃0 // E

p
��

X ˆ I
h //

h̃
55

B
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де ι : X ˆ t0u Ñ X ˆ I – вкладення ιpx, 0q “ px, 0q.
Вiдображення p : E Ñ B називається розшаруванням Серра, якщо

воно задовольняє HLP для усiх клiтинних (CW) комплексiв. Для роз-
шарування Серра p iснує довга точна послiдовнiсть гомотопiчних груп,
див. [19, Chapter 9], тобто, для b P B i x P F “ p´1pbq наступна послi-
довнiсть груп є точною:

. . . // πnpF, xq
i˚n // πnpE, xq

p˚n // πnpB, bq
Bn // πn´1pF, xq // . . .

. . .
p˚1 // π0pB, bq // 0.

(3.2)
Вiдмiтимо, що для довiльних просторiв E, B та F множини π0pE, xq,
π0pB, bq та π0pF, xq не є групами, але точнiсть такої послiдовностi у
кожному такому членi її “хвоста” розумiється у стандартному сенсi –
рiвнiсть ядра i образу послiдовних вiдображень. Вiдомо, якщо E, B та
F є топологiчними групами, то π0E, π0B i π0F є групами.

Повертаючись до питання про стабiлiзатори i орбiти ми приведемо
основний факт, який пов’язує їх гомотопiчнi властивостi.

Теорема 3.3 ([11–13,24]). Нехай f – функцiя з класу F pM,P q на глад-
кiй компактнiй поверхнi M i X – замкнена (можливо пуста) пiдмно-
жина M , що складається з скiнченного числа зв’язних компонент де-
яких множин рiвня i деякого числа критичних точок f . Тодi вiдобра-
ження

p : DpM,Xq Ñ Opf,Xq

визначене формулою pphq “ f ˝ h є розшаруванням Серра з шаром
Spf,Xq.

Тодi ppDidpMqq “ Of pfq, i обмеження p|DidpMq : DidpMq Ñ Of pf,Xq є
також розшаруванням Серра з шаром S 1pf,Xq “ Spfq XDidpM,Xq.

Теорема 3.4 ([11–13]). Нехай f : M Ñ P – функцiя з класу F pM,P q i
X – пiдмножина така як в теоремi 3.3. Тодi

(1) Of pf,Xq “ Of pf,X Y BMq i, як наслiдок,

πkpOf pf,Xqq “ πkpOf pf,X Y BMqq

для усiх k ě 1.
(2) Припустимо, що f має або сiдлову точку, або вироджене сiдло, або

M є неорiєнтованою поверхнею. Тодi оскiльки Sidpfq є стягуваним,
то πkOf pfq “ πkM , k ě 3, π2Of pfq “ 0, а для π1Of pfq маємо
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коротку точну послiдовнiсть:

π1DidpMq
� � p1 // π1Of pfq

B1 // // π0S 1pfq. (3.3)

Зокрема група p1pπ1DidpMqq мiститься у центрi π1Of pfq.
(3) Якщо χpMq ă |X|, тодi DidpM,Xq є стягуваною, πkOf pf,Xq “ 0

для k ě 2, а граничний гомоморфiзм

B1 : π1Of pf,Xq ÝÑ π0S 1pf,Xq

є iзоморфiзмом.

Зауважимо, що коротка точна послiдовнiсть (3.3) є ненульовою ча-
стиною довгої точної послiдовностi гомотопiчних груп розшарування
Серра p, див. теорему 3.3. Ясно, що гомоморфiзм p1 iндукований p є
мономорфiзмом.

У випадку коли DidpMq є стягуваною групою, то з послiдовностi
(3.3) маємо iзоморфiзм π1Of pfq – π0S 1pfq. Якщо M “ T 2, тодi група
π1DidpMq є iзоморфною до Z2, а значить описання алгебраїчної струк-
тури π1Of pfq вимагає додаткових дослiджень.

Для повноти викладу наведемо означення граничного гомоморфiзму
B1. Нехай ω : r0, 1s Ñ Of pfq, ω0 “ ω1 – петля в Of pfq у точцi f . Оскiльки
p – розшарування Серра, то iснує така iзотопiя h : M ˆ r0, 1s Ñ M , що
ωt “ f ˝ ht, h0 “ id i h1 P S 1pfq, тобто, h1 задовольняє f ˝ h1 “ f . Тодi
B1 визначається так: Bprωsq “ rh1s P π0S 1pfq.

3.4. Автоморфiзми графiв функцiй з F . Нехай f : M Ñ P – функ-
цiя з F . Позначимо через Γf ї ї граф, через pf : M Ñ Γf – канонiчну
проекцiю, а також через AutpΓf q групу гомеоморфiзмiв Γf . Кожен ди-
феоморфiзм h з Spf,Xq зберiгає функцiю f , тобто зберiгає множини
рiвня f :

hpf´1pcqq Ă f´1pcq

для всiх c P Impfq. Але h може переставляти їхнi зв’язнi компоненти.
Тодi h iндукує гомеоморфiзм ρphq графу Γf , що така дiаграма комутує

M

h
��

pf // Γf

ρphq
��

M pf
// Γf

а вiдповiднiсть ρ : Spf,Xq Ñ AutpΓf q задана h ÞÑ ρphq є гомоморфi-
змом. Вiдомо, що образ G1pf,Xq “ ρpS 1pf,Xqq є скiнченною пiдгрупою
AutpΓf q.
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4. Вiнцевi добутки

Для формулювання результатiв нам необхiдно означити поняття вiн-
цевих добуткiв з циклiчними групами. Нехай G – група i n,m ě 1 – цiлi
числа. Ми розглядаємо такi вiнцевi добутки груп:

‚ G on Z :“ Gn ¸α Z,
‚ G on,m Z2 :“ Gnm ¸γ Z2,

де α : Gn ˆ Z Ñ Gn вiдповiдає неефективнiй Z-дiї на Gn циклiчними
зсувами координат за формулою

`

pgiq
n´1
i“0 , a

˘ α
ÞÝÑ pgi`aq

n´1
i“0 ,

де всi iндекси беруться за модулем n, gi P G, a P Z, i аналогiчно γ :
Gnm ˆ Z2 Ñ Gnm вiдповiдає неефективнiй Z2-дiї на Gnm циклiчними
зсувами, що задаються формулою:

`

pgijq
n´1,m´1
i,j“0 , pa, bq

˘ γ
ÞÝÑ pgi`a,j`bq

n´1,m´1
i,j“0 ,

де iндекси i та j беруться за модулем n та m вiдповiдно, pa, bq P Z2.
Тодi GonZ – прямий добуток множин GnˆZ з множенням, яке задане

формулою

pg, aq ¨ pg1, a1q “ pαpg, a1qg1, a` a1q,

де g, g1 P Gn, a, a1 P Z. Аналогiчно G on,m Z2 є прямим добутком множин
Gnm ˆ Z2 з такою операцiєю

pg, pa, bqq ¨ pg1, pa1, b1qq “
`

γpg, a1, b1qg1, pa` a1, b` b1q
˘

,

де g, g1 P Gnm, a, a1b, b1 P Z.
Загальне означення вiнцевого добутку груп а також їхнi властивостi

читач може знайти у [20].

5. Алгебраїчна структура π1Of pfq для функцiй на 2-торi

5.1. Функцiї на 2-торi. Вiдомо, що функцiї з F pT 2, P q можуть як
бути так i не бути нуль-гомотопними. Нехай f : T 2 Ñ P – функцiя з
класу F на 2-торi i Γf – її граф. Всi функцiї з класу F на T 2 можна
“грубо” класифiкувати їхнiми графами. А саме, має мiсце така лема.

Лема 5.1 ([7, Lemma 3.1]). Нехай f : T 2 Ñ P – функцiя з F pT 2, P q.
(1) Вiдображення ppf q˚ : π1T

2 Ñ π1Γf iндуковане проекцiєю pf : T 2 Ñ

Γf , див (1.2), є епiморфiзмом з ненульовим ядром. Тодi b1pΓf q ď 1.
Iншими словами Γf є або деревом, або має єдиний цикл.

(2) Якщо f – не нуль-гомотопна, тодi Γf не є деревом.

Природно, ми розглянемо цi два випадки окремо.
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5.2. Випадок 1. Γf – дерево. Має мiсце наступний результат

Лема 5.2 ([16, Proposition 1]). Нехай f – така функцiя з F pT 2, P q, що
її граф Γf є деревом. Тодi iснує єдина вершина v графу Γf , що кожна
зв’язна компонента доповнення до T 2zp´1

f pvq є вiдкритим диском.

Таку вершину v ми називаємо спецiальною. Позначимо через stpvq
зiрку вершини v, а через Gv – стабiлiзатор v, тобто Gv “ tg P G | gpvq “
vu. Групу

Gloc
v “ tg|stpvq |g P Gvu

називають локальним стабiлiзатором вершини v.
Наступна теорема описує алгебраїчну структуру групи π1Of pfq для

функцiй з F pT 2,Rq, графи яких є деревами.

Теорема 5.1 (Теорема 1 [16], Theorem 2.5 [2]). Нехай f P F pT 2, P q –
така функцiя, що її граф Γf – дерево, i v – спецiальна вершина Γf . Тодi

(1) Gloc
v – Zn ˆ Znm для деяких n,m P N,

(2) iснують такi замкненi диски D1, D2, . . . Dr Ă T 2, що f |Di P F pDiq,
i “ 1, 2, . . . , r i має мiсце iзоморфiзм

π1Of pfq –
r
ź

i“1

π0S 1pf |Di , BDiq on,nm Z2.

Зокрема, якщо Gloc
v “ 1, тодi π1Of pfq – π0S 1pfq ˆ Z2.

5.3. Випадок 2: Γf має цикл. Нехай f – така функцiя з F pT 2, P q,
що її граф Γf має єдиний цикл Λ. Нехай також C – зв’язна компонента
f´1pcq i z “ pf pCq – вiдповiдна точка на графi Γf . Легко побачити, що
z належить до циклу Λ тодi i лише тодi, коли C не розбиває T 2. Заува-
жимо, що прообраз f´1pcq складається зi скiнченного числа зв’язних
компонент i вiн є iнварiантний вiдносно дiї h P S 1pfq.

Нехай C “ thpCq |h P S 1pfqu – множина образiв C пiд дiєю групи
S 1pfq. Тодi C складається зi скiнченної кiлькостi зв’язних компонент
C “ tC0 “ C,C1, . . . , Cn´1u, n ě 1 прообразу f´1pcq. Число n “ |C| таких
кривих називається циклiчним iндексом f . Має мiсце такий результат:

Теорема 5.2 ([18, Theorem 2.6], [17, Theorem 1.6], [8, Theorem 4.1]).
Нехай f P F pT 2, P q – така функцiя, що її граф Γf мiстить цикл, C –
зв’язна компонента деякого прообразу f´1pcq, що не розбиває тор T 2,
C “ thpCq |h P S 1pfqu “ tC0, C1, . . . , Cn´1u i n “ |C| – циклiчний iндекс
f . Позначимо через Q0 цилiндр, обмежений кривими C0 i C1. Тодi iснує
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iзоморфiзм

π1Of pfq – π1Of |Q0
pf |Q0 , BQ0q on Z – π0S 1pf |Q0 , BQ0q on Z.

Якщо n “ 1, тодi

π1Of pfq – π1Of pf, Cq ˆ Z – π0S 1pf, Cq ˆ Z.

Наостанок вiдомо, що алгебраїчна структура π0S 1pf |Q0 , BQ0q опису-
ється через стабiлiзатори обмежень f на 2-диски, що лежать у Q у
певний “iтеративний спосiб”, див. Section 5 [15].
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