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Бахтiн Олександр Костянтинович

(1948 – 2021)

Вiдомий спецiалiст з геометричної теорiї функцiй комплексної змiн-
ної Олександр Костянтинович Бахтiн народився 10 листопада 1948 року
у м. Владивосток. У 1971 роцi вiн закiнчив Далекосхiдний державний
унiверситет i вступив до аспiрантури Iнституту математики АН УРСР,
яку закiнчив у 1974 роцi. Працював в Iнститутi математики НАН Украї-
ни з 1974 року. У 1975 роцi пiд керiвництвом професора П.М. Тамразова
захистив кандидатську дисертацiю на тему "Конформнi вiдображення i
полюси квадратичних диференцiалiв". У 2007 роцi захистив докторську
дисертацiю на тему "Екстремальнi задачi i квадратичнi диференцiали
в геометричнiй теорiї функцiй комплексної змiнної". У 2013 роцi йому
присвоєно звання професора.
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Науковi дослiдження О.К. Бахтiна спрямованi на вивчення широко-
го класу екстремальних задач геометричної теорiї функцiй комплексної
змiнної. Такi задачi пов’язанi з дослiдженням структури траєкторiй
квадратичних диференцiалiв, оскiльки межi екстремальних областей
складаються з дуг таких траєкторiй.

О.К. Бахтiн розробив новi пiдходи i методи для вивчення задач про
екстремальне розбиття комплексної площини, завдяки яким отримано
ефективнi оцiнки зверху добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей, що вза-
ємно не перетинаються, як i з фiксованими, так i з вiльними полюсами
вiдповiдних квадратичних диференцiалiв. При цьому вирiшальну роль
вiдiграють введенi ним новi поняття, а саме: променевої системи точок,
"керуючого" функцiонала, визначеного на скiнченних наборах точок,
операцiї заповнення неiстотних граничних компонент системи непере-
тинних областей, умови ненакладання вiдкритої множини вiдносно про-
меневої системи точок.

Завдяки розробленим методам О.К. Бахтiн встановив новi непокра-
щуванi нерiвностi для оцiнки зверху добутку внутрiшнiх радiусiв вза-
ємно неперетинних областей вiдносно точок, що утворюють так звану
(n,m)-променеву систему, i дав повний опис випадкiв досягнення знаку
рiвностi в зазначених нерiвностях. Вiн отримав iстотне уточнення та
узагальнення (на випадок областей довiльної зв’язностi) вiдомої нерiв-
ностi Г.В. Кузьмiної про внутрiшнi радiуси (вiдносно точок на одини-
чному колi) парного числа неперетинних однозв’язних областей i дав
повний опис екстремальних конфiгурацiй. Ним дано iстотне уточнен-
ня (з повним описом екстремальних конфiгурацiй та значним посла-
бленням вимог на геометрiю розташування точок) вiдомих нерiвностей
В.М. Дубiнiна i Є.Г. Ємельянова для добутку внутрiшнiх радiусiв непе-
ретинних областей вiдносно точок, розташованих вiдповiдно на одному
i двох колах. Для довiльного дiйсного додатного числа γ та достатньо
великих натуральних n ним також знайдено розв’язок вiдомої задачi
В.М. Дубiнiна про опис екстремальних конфiгурацiй, що максимiзують
добуток внутрiшнiх радiусiв n взаємно неперетинних областей вiднос-
но точок одиничного кола на степiнь γ внутрiшнього радiуса вiдносно
точки 0 неперетинної з ними областi B0, 0 ∈ B0, а для n = 2 дану
проблему розв’язано повнiстю.

Перед доведенням Луї де Бранжем знаменитої гiпотези Бiбербаха
О.К. Бахтiн довiв, що ця гiпотеза справджується для кожної одноли-
стої та голоморфної в одиничному крузi функцiї класу S, яка макси-
мiзує дiйснi частини двох рiзних коефiцiєнтiв розкладу цiєї функцiї в
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ряд Тейлора в околi нуля. Цей результат був включений у моногра-
фiю П. Дюрена, який, узагальнюючи твердження Бахтiна, сформулю-
вав так звану гiпотезу про два функцiонали, яка привернула увагу спе-
цiалiстiв з геометричної теорiї функцiй. Варто вiдзначити, що значна
частина математикiв, що намагалися досягти прогресу в доведеннi гi-
потези Дюрена, дiяли методом Бахтiна, намагаючись довести його до
досконалостi.

У багатовимiрних комплексних просторах О.К. Бахтiн увiв поняття
векторного модуля i векторного аргументу елемента простору та довiв
аналоги ряду вiдомих теорем з теорiї однолистних функцiй комплексної
змiнної для певних узагальнень голоморфних функцiй i вiдображень.

Про наукову значимiсть вiдзначених результатiв О.К. Бахтiна яскра-
во свiдчить той факт, що бiльшiсть з них є непокращуваними, а екстре-
мальнi конфiгурацiї, як правило, мають критерiальний характер. До-
ведення вiдповiдних тверджень потребувало розробки тонкої технiки.

Науковий доробок О.К. Бахтiна складають понад 150 публiкацiй,
серед них 1 монографiя. Пiд його керiвництвом захистили кандидат-
ськi дисертацiї А.Л. Таргонський (2006), В.Є. В’юн (2008), I.Ю. Вигов-
ська (2012), I.В. Денега (2013), Я.В. Заболотний (2014), Л.В. Вигiвська
(2019), I.Я. Дворак (2019), а Iрина Денега у 2021 роцi стала доктором
фiзико-математичних наук.

Олександра Костянтиновича вирiзняли надзвичайна iнтелiгентнiсть,
культура та доброзичливiсть у поєднаннi з непiдробною щирiстю. Здає-
ться, нiхто iнший не вмiв так щиро захоплюватися результатами колег,
а вiдповiдальнiсть за долю i успiхи своїх учнiв вiн завжди сприймав як
свiй першочерговий обов’язок. Таким Олександр Костянтинович назав-
жди залишиться в нашiй пам’ятi.

В. I. Герасименко, О.Ф. Герус, I. В. Денега, Я.В. Заболотний,
С.А. Плакса, Р. Р. Салiмов, В.С. Шпакiвський
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До проблеми поширення початкових
кореляцiй у вiдкритих квантових

системах
В. I. Герасименко

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. The paper considers the challenge of describing the propa-
gation of correlations of the initial states of open quantum systems based
on the hierarchy of evolution equations for correlation operators. A non-
Markovian generalization of the Fokker–Planck kinetic equation for open
quantum systems is established, which describes the evolution of correla-
tions of a tracer particle in the environment of many quantum particles.

Анотацiя. У роботi розглянуто проблему опису поширення кореля-
цiй початкових станiв вiдкритих квантових систем на основi iєрар-
хiї еволюцiйних рiвнянь для кореляцiйних операторiв. Обґрунтовано
узагальнення кiнетичного рiвняння Фоккера – Планка для вiдкритих
квантових систем, яким описується еволюцiя кореляцiй видiленої ча-
стинки в оточеннi багатьох квантових частинок.

1. Вступ

Одна з актуальних проблем теорiї вiдкритих квантових систем [5],[6],
[9],[10],[33] полягає у строгому виведеннi основного кiнетичного рiвнян-
ня, тобто кiнетичного рiвняння типу квантового рiвняння Фоккера –
Планка [14],[32], з динамiки багатьох частинок таких систем [11],[12],[28]
в тому числi класичних [2],[3],[29] та квантово-класичних [28],[34] вiд-
критих систем. Розв’язання цiєї проблеми, зокрема, пов’язано з питан-
ням стосовно механiзму виникнення стохастичної поведiнки в динамi-
чних системах багатьох частинок [3],[8].

Зауважимо, що зазначене еволюцiйне рiвняння має широке застосу-
вання до опису кiнетичних процесiв в складних системах рiзноманiтної

2010 Mathematics Subject Classification: 35Q20; 47J35
УДК 517.9:531.19
Ключовi слова: iєрархiя рiвнянь фон Неймана; рiвняння Фоккера – Планка; ко-

реляцiйнi оператори; квантова вiдкрита система
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природи [4],[9],[13],[31], зокрема, процесiв квантової когерентностi та ре-
лаксацiї в конденсованих середовищах, в новiтнiй технологiї квантових
обчислень.

У сучасних працях [11],[13] основний пiдхiд до дослiдження колектив-
ної поведiнки вiдкритих квантових систем полягає в побудовi скейлiн-
гових апроксимацiй, наприклад, дифузiйної границi [1],[12], розв’язку
еволюцiйних рiвнянь, якими описується еволюцiя стану системи бага-
тьох частинок, яка складається iз видiленої частинки та її оточення,
тобто системи нескiнченного числа частинок, зокрема, пертурбативно-
го розв’язку iєрархiї квантових рiвнянь ББҐКI (Боголюбов – Борн –
Ґрiн – Кiрквуд – Iвон) [7]. Огляд строгих результатiв з обґрунтуван-
ня таких квантових кiнетичних рiвнянь наведено в лекцiях [12] та для
вiдкритих класичних систем частинок iз зiткненнями в роботах [22],[23].

В останнiй час, зокрема при вивченнi прикладних питань пов’язаних
з поширенням кореляцiй мiж системою та середовищем, почали до-
слiджуватись проблеми динамiки початково корельованих вiдкритих
квантових систем [30],[31].

У цiй роботi на основi непертурбативного розв’язку iєрархiї рiвнянь
фон Неймана для кореляцiйних операторiв квантової вiдкритої систе-
ми розвинуто новий пiдхiд до строгого виведення кiнетичного рiвняння
Фоккера – Планка системи багатьох квантових частинок, яка склада-
ється з видiленої частинки та її оточення за наявностi кореляцiй по-
чаткових станiв. Зокрема, такий пiдхiд дає можливiсть описати про-
цес поширення початкових кореляцiй у вiдкритих квантових системах.
Розвинутий пiдхiд також може бути застосовано до проблеми виведен-
ня з динамiки вiдкритих квантових систем кiнетичних рiвнянь немар-
ковського типу, якими описуються ефекти пам’ятi дифузiйних процесiв
макроскопiчних частинок у плинах частинок або в плазмових системах.

2. Кореляцiйнi оператори вiдкритих квантових систем

Нехай Hn = H⊗n – n-частинковий простiр та H0 = C. Для
вiдкритої квантової системи, яка складається iз видiленої частин-
ки та оточення – системи не фiксованого числа безспiнових части-
нок, якi задовольняють статистику Максвелла – Больцмана, позна-
чимо FH = ⊕∞

n=0H1 ⊗ Hn простiр Фока. Нехай L1
α(FH) простiр

послiдовностей f = (f0, f1+0, f1+1, . . . , f1+n, . . .) ядерних операторiв
f1+n ≡ f1+n(t, 1, . . . , n) ∈ L1(H1 ⊗ Hn) та f0 ∈ C, якi для довiльних
(i1, . . . , in) ∈ (1, . . . , n) задовольняють умову симетрiї f1+n(t, 1, . . . , n) =
f1+n(t, i1, . . . , in), з такою нормою∥∥f∥∥

L1
α(FH)

= sup
n≥0

α−n Trt,1,...,n
∣∣f1+n(t, 1, . . . , n)

∣∣,
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де символ Trt,1,...,n – частинний слiд та параметр α > 0 – дiйсне число.
Позначимо L1

0 ∈ L1
α(FH) пiдпростiр фiнiтних послiдовностей виродже-

них операторiв з нескiнченно диференцiйованими ядрами з компактни-
ми носiями. Надалi використовується система одиниць, де стала Планка
h = 2πℏ = 1.

У просторi ядерних операторiв L1(H1 ⊗ Hn) визначена однопараме-
трична група операторiв

G∗1+n(t)f1+n
.
= e−itH1+nf1+ne

itH1+n , (2.1)

де оператор H1+n – гамiльтонiан системи видiленої частинки та n ча-
стинок оточення

H1+n = H1+0(t)⊗ I + I⊗H0+n(1, . . . , n) +H1+1(t, 1, . . . , n),

а саме,H1+0(t) = K(t) – оператор кiнетичної енергiї видiленої частинки,
H1+1(t, 1, . . . , n) =

∑n
j=1 Φ(t, j) – оператор парного потенцiалу взаємо-

дiї видiленої частинки з оточенням та H0+n(1, . . . , n) =
∑n

j=1K(j) +∑n
j1<j2=1 Φ(j1, j2) – оператор Гамiльтона n частинок оточення.
На пiдпросторi L1

0(H1 ⊗Hn) iнфiнiтезимальний генератор N ∗
1+n гру-

пи операторiв (2.1) визначається в сенсi сильної збiжностi простору
L1(H1 ⊗Hn)) оператором

lim
t→0

1

t

(
G∗1+n(t)f1+n − f1+n

)
= (2.2)

−i (H1+nf1+n − f1+nH1+n)
.
= N ∗

1+nf1+n,

який має таку структуру: N ∗
1+n =

∑1+n
j=1 N ∗(j)+

∑1+n
j1<j2=1N ∗

int(j1, j2), де
оператор N ∗(j) генератор вiльної еволюцiї рiвняння фон Неймана [17],
оператор N ∗

int визначається через оператор потенцiалу парної взаємодiї
Φ формулою: N ∗

int(j1, j2)f1+n
.
= −i (Φ(j1, j2)f1+n − f1+nΦ(j1, j2)).

Еволюцiя всiх можливих станiв квантової вiдкритої системи нефiк-
сованого, тобто довiльного, але скiнченого числа iдентичних части-
нок оточення, якi задовольняють статистицi Максвелла – Больцмана,
можна описати за допомогою послiдовностi кореляцiйних операторiв
g(t) = (g0, g1+0(t, t), g1+1(t, t, 1), . . . , g1+s(t, t, 1, . . . , s), . . .) ∈ L1(FH), якi
визначаються задачею Кошi для iєрархiї рiвнянь фон Неймана [26]:

∂

∂t
g1+s(t, t, 1, . . . , s) = N ∗

1+s(t, 1, . . . , s)g1+s(t, t, 1, . . . , s) + (2.3)∑
P: (t,1,...,s)=X1

⋃
X2

∑
i1∈X1

∑
i2∈X2

N ∗
int(i1, i2)g|X1|(t,X1)g|X2|(t,X2),

g1+s(t)
∣∣
t=0

= g01+s, s ≥ 1, (2.4)
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де символом
∑

P: (1,...,s)=X1
⋃

X2
позначено суму за всiма можливими роз-

биттями P множини (t, 1, . . . , s) на двi непорожнi пiдмножини X1 та X2,
якi взаємно не перетинаються, та оператор N ∗

1+s визначений на пiдпро-
сторi L1

0(H1 ⊗Hs) формулою (2.2).
Наведено приклади еволюцiйних рiвнянь iєрархiї (2.3):

∂

∂t
g1+0(t, t) = N ∗

1+0(t)g1+0(t, t),

∂

∂t
g1+1(t, t, 1) = N ∗

1+1(t, 1)g1+1(t, t, 1) +N ∗
int(t, 1)g1+0(t, t)g0+1(t, 1).

Зауважимо, що кореляцiйнi оператори можна визначити за допо-
могою кластерних розкладiв [17] операторiв густини (ядро оператора
густини вiдоме як матриця густини), якi визначаються послiдовнiстю
рiвнянь фон Неймана, i, отже, вони описують еволюцiю станiв в еквi-
валентний спосiб у порiвняннi з операторами густини. Для квантових
систем iз фiксованою кiлькiстю частинок стан описується скiнченою
послiдовнiстю кореляцiйних операторiв, якi визначаються вiдповiдною
системою нелiнiйних рiвнянь фон Неймана. Пiдкреслимо, що динамiка
кореляцiй, тобто iєрархiя фундаментальних рiвнянь (2.3), якою описує-
ться еволюцiя кореляцiй станiв квантових вiдкритих систем, може бути
використана як основа опису еволюцiї станiв у випадках як пiдсистеми
скiнченого, так i нескiнченного числа частинок оточення.

Зазначимо, що для класичних систем багатьох частинок iєрархiя ево-
люцiйних рiвнянь аналогiчна iєрархiї рiвнянь (2.3) була введена в роботi
[27] як наближення нульового порядку нелiнiйної iєрархiї BBGKY для
редукованих кореляцiйних функцiй або у квантовому випадку в робо-
тах [16],[24].

Внаслiдок кумулянтного походження кореляцiйних операторiв (ку-
мулянти операторiв густини, тобто розв’язки кластерних розкладiв опе-
раторiв густини) iндукується кумулянтна структура, якою визнача-
ються розклади для розв’язку задачi Кошi (2.3),(2.4). Дiйсно, якщо
початковий стан описується послiдовнiстю кореляцiйних операторiв
g(0) = (I, g01+0, . . . , g

0
1+n) ∈ ⊕∞

n=0L
1(H1 ⊗ Hn), тодi еволюцiя всiх мо-

жливих станiв квантової вiдкритої системи описується послiдовнiстю
g(t) = (I, g1+0(t, t), . . . , g1+s(t, t, 1, . . . , s), . . .) кореляцiйних операторiв,
якi зображуються такими розкладами [26]:

g1+s(t, t, 1, . . . , s) = (2.5)∑
P: (t,1,...,s)=

⋃
j Xj

A|P|(t, {X1}, . . . , {X|P|})
∏

Xj⊂P

g0|Xj |(Xj), s ≥ 0,
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де
∑

P: (t,1,...,s)=
⋃

j Xj
– сума за всiма можливими розбиттями P множи-

ни iндексiв (t, 1, . . . , s) на |P| непорожнiх пiдмножини Xj , що взаємно
не перетинаються, множина ({X1}, . . . , {X|P|}) складається з елементiв,
якi є пiдмножинами Xj ⊂ (1, . . . , s), тобто |({X1}, . . . , {X|P|})| = |P|.
Твiрний оператор A|P|(t) розкладу (2.5) є кумулянтом |P|-го порядку
груп операторiв (2.1), який визначається таким розкладом [25]:

A|P|(t, {X1}, . . . , {X|P|})
.
= (2.6)∑

P′ : ({X1},...,{X|P|})=
⋃

k Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!

∏
Zk⊂P′

G∗|θ(Zk)|(t, θ(Zk)),

де використано символ θ для позначення вiдображення декластерiзацiї:
θ({X1}, . . . , {X|P|})

.
= (1, . . . , s). Нижче наведено приклади розкладiв

для розв’язку (2.5):

g1+0(t, t) = A1(t, t)g
0
1+0(t),

g1+1(t, t, 1) = A1(t, {t, 1})g01+1(t, 1) + A2(t, t, 1)g01+0(t)g
0
0+1(1),

g1+2(t, t, 1, 2) = A1(t, {t, 1, 2})g01+2(t, 1, 2) +

A2(t, t, {1, 2})g01+0(t)g
0
0+2(1, 2) + A2(t, {t, 2}, 1)g00+1(1)g01+1(t, 2) +

A2(t, {t, 1}, 2)g00+1(2)g01+1(t, 1) + A3(t, t, 1, 2)g01+0(t)g
0
0+1(1)g00+1(2).

Зауважимо також, що непертурбативний розв’язок (2.5) задачi Кошi
для iєрархiї рiвнянь фон Неймана (2.3),(2.4) може бути перетворений
у ряд теорiї збурень (iтерацiй) у результатi застосування аналогiв рiв-
няння Дюамеля до кумулянтiв (2.6) груп операторiв (2.1).

Нехай f1+s ∈ L1(H1 ⊗ Hs), s ≥ 1, тодi для вiдображення (2.6) спра-
ведлива нерiвнiсть∥∥A|P|(t, {X1}, . . . , {X|P|})f1+s

∥∥
L1(H1⊗Hs)

≤ |P|! e|P|
∥∥f1+s

∥∥
L1(H1⊗Hs)

,

i вiдповiдно маємо∥∥g(t, t, 1, . . . , s)
∥∥
L1(H1⊗Hs)

≤ (s+ 1)!e2scs+1, (2.7)

де c ≡ e3 max(1,maxP: (t,1,...,s)=
⋃

i Xi
∥g0|Xi|∥L1(H|Xi|)

).
Справедливе таке твердження.

Теорема 2.1. У випадку обмеженого оператора потенцiалу взаємо-
дiї частинок для t ∈ R розв’язок задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь фон
Неймана (2.3),(2.4) визначається послiдовнiстю кореляцiйних опера-
торiв, якi зображуються розкладами (2.5). Якщо g01+n ∈ L1

0(H1⊗Hn),
розклади (2.5) – сильний розв’язок, а для довiльних початкових станiв
g01+n ∈ L1(H1 ⊗Hn) – слабкий розв’язок.
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Доведення теореми аналогiчно доведенню вiдповiдного твердження
про iснування розв’язку задачi Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь
для послiдовностi кореляцiйних операторiв системи багатьох квантових
частинок [17].

У разi вiдсутностi в початковий момент часу кореляцiй мiж частин-
кою та оточенням (початковий стан задовольняє умовi хаосу [17]), тобто
послiдовностi початкових кореляцiйних операторiв g(c)(0) = (0, g01+0(t),
0, . . .) (така умова в термiнах операторiв густини визначається послi-
довнiстю D(c)(0) = (I,D0

1+0(t), . . . , D
0
1+0(t)

∏n
i=1D

0
0+1(i), . . .)), розклади

(2.5) набувають такого вигляду:

g1+n(t, t, 1, . . . , n) = A1+n(t, t, 1, . . . , n)g01(t)
n∏

j=1

g01(j), n ≥ 0, (2.8)

де кумулянт (1 +n)-го порядку груп операторiв (2.1) визначається роз-
кладом

A1+n(t, t, 1, . . . , n) = (2.9)∑
P: (t,1,...,n)=

⋃
i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

G∗|Xi|(t,Xi),

i де використано позначення прийнятi в формулi (2.5). У випадку n = 0,
тобто кореляцiйного оператора видiленої частинки, маємо

g1+0(t, t) = A1+0(t, t)g
0
1+0(t) = G∗1+0(t, t)g

0
1+0(t).

Зобразимо кореляцiйнi оператори g1+s(t), s ≥ 1, в термiнах кореля-
цiйного оператора видiленої частинки g1+0(t) за допомогою розв’язку
(2.8). Тодi для s ≥ 1 кореляцiйнi оператори (2.8) зображуються такими
функцiоналами (кореляцiйнi функцiонали вiдкритої квантової системи)

g1+s(t, t, 1, . . . , s | g1(t, t)) =

Â1+s(t, t, 1, . . . , s)g1+0(t, t)
s∏

i=1

g00+1(i), s ≥ 1,

де оператор Â1+s(t, t, 1, . . . , s) – кумулянт операторiв розсiяння (1+s)-го
порядку

Ĝ(t, t, 1, . . . , s)
.
= G∗1+s(t, t, 1, . . . , s)(G∗1+0(t))

−1(t), s ≥ 1.

Генератор оператора розсiяння Ĝ(t, t, 1, . . . , s) визначається таким опе-
ратором

d

dt
Ĝ(t, t, 1, . . . , s)|t=0 =

s∑
i1=1

N ∗
int(i1, t),
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де оператор N ∗
int визначений на пiдпросторi L1

0(H1⊗Hs) дiє згiдно фор-
мули (2.2).

3. Редукованi кореляцiйнi оператори вiдкритих квантових
систем

В основу опису еволюцiї стану вiдкритих квантових систем за до-
помогою редукованих кореляцiйних операторiв або редукованих опера-
торiв густини [18], якими описуються пiдсистеми нескiнченного числа
частинок оточення, може бути покладено пiдхiд, який ґрунтується на
динамiцi кореляцiй, тобто на iєрархiї еволюцiйних рiвнянь фон Неймана
(2.3) для кореляцiйних операторiв.

При такому пiдходi редукованi кореляцiйнi оператори в термiнах
розв’язку задачi Кошi для iєрархiї рiвнянь фон Неймана (2.3),(2.4) зо-
бражуються такими розкладами в ряд [17]:

G1+s(t, t, 1, . . . , s)
.
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n g1+s+n(t, t, 1, . . . , s+ n), (3.1)

s ≥ 0,

де кореляцiйнi оператори g1+s+n(t), s, n ≥ 0, зображується розкладами
(2.5). Згiдно нерiвностi (2.7), ряд (3.1) iснує i справедлива така оцiнка:∥∥G1+s(t)

∥∥
L1(H1⊗Hs)

≤ (s+ 1)!(2e2)s+1cs+1
∞∑
n=0

(2e2)ncn,

де c ≡ e3 max(1,maxP: (t,1,...,s)=
⋃

i Xi
∥g|Xi|(0)∥L1(H|Xi|)

).
Редукованi кореляцiйнi оператори (3.1) визначають макроскопiчнi

характеристики флуктуацiй спостережуваних вiдкритих систем, напри-
клад, функцiонал дисперсiї спостережуваних адитивного типу, тобто
A(1) = (0, a1(t), . . . , a1(t) +

∑n
i=1 a1(i), . . .), зображується такою форму-

лою

⟨(A(1) − ⟨A(1)⟩)2⟩(t) =

Trt (a21(t)− ⟨A(1)⟩2(t))G1+0(t, t) + Trt,1 a1(t)a1(1)G1+1(t, t, 1),

де ⟨A(1)⟩(t) = Trt a1(t)G1(t, t) – функцiонал середнiх значень (матема-
тичного сподiвання) видiленої частинки.

Еквiвалентний пiдхiд до опису еволюцiї станiв вiдкритих квантових
систем полягає в описi їх стану в термiнах редукованих операторiв гу-
стини, якi визначаються кластерним розкладом по редукованих коре-
ляцiйних операторах (3.1), а саме,

F1+n(t, t, 1, . . . , n) =
∑

P: (t,1,...,n)=
⋃

i Xi

∏
Xi⊂P

G|Xi|(t,Xi), n ≥ 1, (3.2)
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тобто редукованi кореляцiйнi оператори є кумулянтами редукованих
операторiв густини:

G1+n(t, t, 1, . . . , n) =∑
P: (t,1,...,n)=

⋃
i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

F|Xi|(t,Xi), n ≥ 1.

Внаслiдок означень (3.1) та (3.2) редукованi оператори густини ви-
значаються такими рядами [17]:

F1+s(t, t, 1, . . . , s)
.
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n g1+n(t, {t, 1, . . . , s}, (3.3)

s+ 1, . . . , s+ n), s ≥ 1,

де кореляцiйнi оператори g1+n(t), n ≥ 0, кластера частинок {t, 1, . . . , s}
i частинок (s+ 1, . . . , s+n) зображується в термiнах кореляцiйних опе-
раторiв частинок (2.5) такими розкладами:

g1+n(t, {t, 1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n) = (3.4)∑
P : ({t, 1, . . . , s},

s+ 1, . . . , s+ n) =
⋃

i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!×

∏
Xi⊂P

∑
P′: θ(Xi)=

⋃
ji

Yji

∏
Yji

⊂P′

g|Yji
|(t, Yji), n ≥ 0,

де вiдображення декластерiзацiї визначається формулою: θ({t, 1, . . . , s},
s+ 1, . . . , s+ n) = (t, 1, . . . , s, s+ 1, . . . , s+ n).

Розглянемо еволюцiю усiх можливих станiв вiдкритої квантової си-
стеми, яка описується послiдовнiстю F (t) = (F1+0(t, t), F1+1(t, t, 1), . . . ,
F1+s(t, t, 1, . . . , s), . . .) ∈ FH редукованих операторiв густини. Така по-
слiдовнiсть операторiв є непертурбативним розв’язком задачi Кошi для
iєрархiї рiвнянь ББҐКI [19],[20]:

F1+s(t, t, 1, . . . , s) =
∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n A1+n(t, {t, 1, . . . , s}, (3.5)

s+ 1, . . . , s+ n)F 0
1+s+n(t, 1, . . . , s+ n), s ≥ 0,

де твiрний оператор n-го члену розкладу в ряд (3.5) є кумулянтом (n+
1)-го порядку (2.6) груп операторiв (2.1)

A1+n(t, {t, 1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n) = (3.6)∑
P: ({t,1,...,s}, s+1,...,s+n)=

⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

G∗|θ(Xi)|(t, θ(Xi)),
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де де використано позначення прийнятi в формулi (2.5).
Надалi будемо розглядати початковi стани вiдкритої квантової систе-

ми, якi описуються послiдовнiстю таких редукованих операторiв густи-
ни

F1+n(t)|t=0 = F 0
1+0(t)F

0
0+n(1, . . . , n)g1+n(t, 1, . . . , n), n ≥ 0, (3.7)

де оператор g1+s описує кореляцiї станiв видiленої квантової частин-
ки та її оточення в початковий момент часу. Якщо F 0

1+0 ∈ L1(H1), стан
оточення supn≥0 α

−n∥F 0
0+n∥L1(Hn) < +∞ та кореляцiйнi оператори обме-

женi g1+n ∈ L(H1 ⊗Hn), тодi за умови α < e−1, ряд (3.5) є збiжним за
нормою простору L1(H1 ⊗Hs) для довiльних t ∈ R1.

Справедливе таке твердження [17].

Теорема 3.1. Якщо F 0
1+0 ∈ L1

0(H1), F 0
0+s+n ∈ L1

0(Hs+n), g1+n ∈
L(H1⊗Hn), тодi сильний розв’язок задачi Кошi для iєрархiї квантових
рiвнянь ББҐКI вiдкритої квантової системи зображується послiдов-
нiстю операторiв (3.5) i для довiльних початкових станiв – слабкий
розв’язок.

4. Поширення початкових кореляцiй у вiдкритих квантових
системах

Оскiльки початковий стан вiдкритої квантової системи визначається
початковим станом видiленої частинки (3.7), стан системи в довiльний
момент часу (3.5) може бути описано в еквiвалентний спосiб за допо-
могою послiдовнiстю редукованих функцiоналiв стану F (t | F1(t)) =
(F1+0(t, t), F1+1(t, t, 1 | F1+0(t)), . . . , F1+s(t, t, 1, . . . , s | F1+0(t)), . . .), якi
визначаються розв’язком F1+0(t, t) кiнетичного рiвняння для стану ви-
дiленої квантової частинки (узагальнене кiнетичне рiвняння Фоккера –
Планка вiдкритої квантової системи) [21].

Редукованi функцiонали стану F1+s(t, t, 1, . . . , s | F1+0(t)), s ≥ 1, зо-
бражуються такими розкладами в ряд:

F1+s

(
t, t, 1, . . . , s | F1+0(t)

) .
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n V1+n(t, (4.1)

{t, 1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n)F1+0(t, t), s ≥ 1,

де твiрнi еволюцiйнi оператори V1+n(t), n ≥ 0, визначаються такими
розкладами:

V1+n(t, {t, 1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n)
.
= (4.2)
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n!

n∑
k=0

(−1)k
n∑

m1=1

. . .

n−m1−...−mk−1∑
mk=1

1

(n−m1 − . . .−mk)!
×

A1+n−m1−...−mk
(t, {t, 1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n−m1 − . . .−

mk)F 0
0+s+n−m1−...−mk

(1, . . . , s+ n−m1 − . . .−mk)×
g1+s+n−m1−...−mk

(t, 1, . . . , s+ n−m1 − . . .−mk)A1(−t, t)×
k∏

j=1

( 1

mj !
A1+mj (t, t, s+ 1 + n−mj − . . .−mk, . . . ,

s+ n−mj+1 − . . .−mk)F 0
0+mj

(s+ 1 + n−mj − . . .−mk, . . . ,

s+ n−mj+1 − . . .−mk)g1+mj (t, s+ 1 + n−mj − . . .−mk, . . . ,

s+ n−mj+1 − . . .−mk)A1(−t, t)
)
.

Наведемо приклади твiрних еволюцiйних операторiв (4.2):

V1(t, {t, 1, . . . , s}) =

A1(t, {t, 1, . . . , s})F 0
0+s(1, . . . , s)g1+s(t, 1, . . . , s)A1(−t, t),

V2(t, {t, 1, . . . , s}, s+ 1) =

A2(t, {t, 1, . . . , s}, s+ 1)F 0
0+s+1(1, . . . , s+ 1)g1+s+1(t, 1, . . . ,

s+ 1)A1(−t, t)− A1(t, {t, 1, . . . , s})F 0
0+s(1, . . . , s)g1+s(t, 1, . . . ,

s)A1(−t, t)A2(t, t, s+ 1)F 0
0+1(s+ 1)g1+1(t, s+ 1)A1(−t, t),

де оператор A1(−t, t) є оберненим оператором до кумулянта (3.6) пер-
шого порядку A1(t, t) груп операторiв (2.1).

За умови на густину частинок оточення α < e−4, ряд (4.1) збiгається
за нормою простору L1(H1 ⊗Hs) для довiльних t ∈ R1.

Редукованi функцiонали стану (4.1) описують процес поширення по-
чаткових кореляцiй та народження кореляцiй у квантових вiдкритих
системах в термiнах оператора густини видiленої частинки.

Редукований оператор густини видiленої частинки з послiдовностi
F (t | F1(t)) зображується таким розкладом в ряд

F1+0(t, t) = (4.3)
∞∑
n=0

1

n!
Tr1,...,nA1+n(t)g1+n(t, 1, . . . , n)F 0

0+n(1, . . . , n)F 0
1+0(t),

де твiрнi оператори A1+n(t), n ≥ 0, визначаються розкладами (3.6), є
розв’язком задачi Кошi для еволюцiйного рiвняння для стану видiленої
частинки, а саме немарковського квантового кiнетичного рiвняння типу
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рiвняння Фоккера – Планка:

∂

∂t
F1+0(t, t) = N (t)F1+0(t, t) + Tr1Nint(t, 1)F1+1(t, t, 1 | F1+0(t)), (4.4)

F1+0(t, t)|t=0 = F 0
1+0(t). (4.5)

У рiвняннi (4.4) редукований функцiонал стану F1+1(t, t, 1 | F1+0(t))
зображується розкладом в ряд (4.1) редукованих функцiоналiв стану
видiленої частинки у випадку s = 1, та оператори N (t) i Nint(t, 1) ге-
нератора рiвняння фон Неймана визначенi на пiдпросторi L1

0(H1 ⊗H1)
вiдповiдно такими формулами:

N (t)f1+s
.
= −i

(
K(t) f1+s − f1+sK(t)

)
,

Nint(t, 1)f1+s
.
= −i

(
Φ(t, 1) f1+s − f1+s Φ(t, 1)

)
,

де використано оператори введенi в означеннi (2.1).
Пiдкреслимо, що коефiцiєнти немарковського кiнетичного рiвняння

(4.4) визначаються початковими кореляцiями станiв видiленої кванто-
вої частинки та її оточення.

Доведення наведеного основного результату ґрунтується на засто-
суваннi кiнетичних кластерних розкладiв [17] до твiрних операторiв
(3.6) непертурбативного розв’язку (3.5) задачi Кошi для iєрархiї рiв-
нянь ББҐКI.

Справедливе така теорема iснування розв’язку задачi Кошi
(4.4),(4.5).

Теорема 4.1. Якщо початковий стан (4.5) видiленої частинки F 0
1+0 ∈

L1(H) та g1+n ∈ L(H1⊗Hn), тодi за умови: supn≥0 α
−n∥F 0

0+n∥L1(Hn) <

+∞, де α < e−4, для t ∈ R розв’язок задачi Кошi (4.4),(4.5) зображу-
ється розкладом в ряд (4.3). Для початкових станiв F 0

1+0 ∈ L1
0(H) – це

сильний розв’язок, а для довiльних станiв з простору L1(H) – слабкий
розв’язок.

Схема доведення цього твердження аналогiчна доведенню теореми
про iснування розв’язку узагальненого кiнетичного рiвняння Фоккера
– Планка для газу Енскоґа [23].

Процес народження та поширення початкових кореляцiй у квантових
вiдкритих системах в термiнах оператора густини видiленої частинки
також може бути описано за допомогою кумулянтних розкладiв реду-
кованих функцiоналiв стану (4.1)

G1+n

(
t, t, 1, . . . , n | F1+0(t)

)
=
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P: (t,1,...,n)=

⋃
i Xi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏

Xi⊂P

F|Xi|
(
t,Xi | F1+0(t)

)
, n ≥ 1.

У цьому випадку редукованi кореляцiйнi функцiонали зображуються
розкладами в такi ряди:

G1+s

(
t, t, 1, . . . , s | F1+0(t)

) .
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n V1+s+n(t,

t, 1, . . . , s, s+ 1, . . . , s+ n)F1+0(t, t), s ≥ 1,

де твiрнi оператори V1+s+n(t), n ≥ 0, визначаються розкладами (4.2)
вiдповiдного порядку, тобто (1+s+n)-го порядку на вiдмiну вiд твiрних
операторiв (1+n)-го порядку у випадку редукованих функцiоналiв ста-
ну (4.1), та редукований оператор густини (редукований кореляцiйний
оператор) F1+0(t, t) є розв’язком (4.3) задачi Кошi для рiвняння типу
кiнетичного рiвняння Фоккера – Планка (4.4) для видiленої частинки.

5. Висновки

Таким чином, в роботi на основi непертурбативного розв’язку (2.5)
iєрархiї еволюцiйних рiвнянь фон Неймана (2.3) для кореляцiйних опе-
раторiв квантової вiдкритої системи розвинуто новий пiдхiд до стро-
гого виведення кiнетичного рiвняння Фоккера – Планка (4.4) системи
багатьох квантових частинок, яка складається з видiленої частинки та
її оточення, за наявностi кореляцiй початкових станiв. Зокрема, якщо
початковий стан визначається послiдовнiстю редукованих операторiв
густини (3.7), тодi еволюцiя всiх можливих станiв вiдкритої квантової
системи може бути описана без будь-яких апроксимацiй за допомогою
редукованого оператора густини (редукованого кореляцiйного операто-
ра) видiленої частинки, який є розв’язком задачi Кошi для узагальнено-
го квантового рiвняння Фоккера – Планка (4.4),(4.5), та послiдовностi
функцiоналiв (4.1) вiд такого оператора. Iншими словами, встановле-
не узагальнене кiнетичне рiвняння Фоккера – Планка (4.4) є еквiва-
лентним методом опису еволюцiї станiв видiленої частинки в оточеннi
довiльного числа квантових частинок нарiвнi з iєрархiєю квантових рiв-
нянь ББҐКI для послiдовностi редукованих операторiв густини (3.5).

Аналогiчно до робiт [17],[24] наведенi вище результати можуть бути
поширенi на вiдкритi системи багатьох фермiонiв та бозонiв, а також
на квантово-класичнi вiдкритi системи [28],[34]. Твердження сформу-
льованих теорем справедливi також для вiдкритих квантових систем у
випадку кулонiвського потенцiалу взаємодiї мiж зарядженими частин-
ками.
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Зазначимо, що стани частинок оточення з простору ядерних операто-
рiв описують системи скiнченого середнього числа частинок. Для опи-
су еволюцiї станiв видiленої частинки в оточеннi системи нескiнченно-
го числа частинок, зокрема оточення в рiвноважному станi (квантова
частинка в термостатi), розв’язок (4.3) узагальненого кiнетичного рiв-
няння Фоккера – Планка (4.4) має бути обґрунтовано для початкових
станiв оточення, якi належать до простору послiдовностей обмежених
операторiв [17]. У цьому випадку кожний член розкладiв у ряд для
розв’язку (4.3) i послiдовностi маргiнальних функцiоналiв стану (4.1)
мiстить розбiжнi вирази, якi можуть бути регуляризованi за допомо-
гою встановленої структури твiрних операторiв (2.6) та (4.2) зазначених
розкладiв в ряд.

Зауважимо, що квантовi кiнетичнi рiвняння типу рiвняння Фоккера
– Планка сформульованi за допомогою евристичних мiркувань [6],[33],
описують скейлiнговi наближення розв’язку задачi Кошi кiнетичного
рiвняння (4.4), наприклад, в границi слабкого зв’язку видiленої частин-
ки й оточення [33], або дифузiйного скелiнгового наближення, а саме,
масивної (макроскопiчної) видiленої частинки та легких (мiкроскопi-
чних) частинок оточення (середовища) [29].

Розвинутий пiдхiд також може бути застосований до проблеми виве-
дення квантових кiнетичних рiвнянь немарковського типу [35] з дина-
мiки вiдкритих квантових систем багатьох частинок, якими описуються
ефекти пам’ятi дифузiйних процесiв макроскопiчних частинок у плинах
частинок [12] або в плазмових системах [4]. Вiдмiтимо також iснування
iншого пiдходу до опису еволюцiї квантових вiдкритих систем за наяв-
ностi кореляцiй початкових станiв, який ґрунтується на описi вiдкритої
системи в термiнах спостережуваних [15].

Лiтература

[1] T. Bodineau, I. Gallagher, L. Saint-Raymond. The Brownian motion as the limit of
a deterministic system of hard-spheres. Invent. Math., 203(2):493–553, 2016. doi:
10.1007/s00222-015-0593-9.

[2] M. M. Bogolyubov. Stochastic processes in dynamical systems. Sov. J. Particles
Nucl., 9:501–579, 1978.

[3] M. M. Bogolyubov, M. M. Krylov. Fokker–Planck equations generated in perturbati-
on theory by a method based on the spectral properties of a perturbed Hamiltonian.
Zapiski Kafedry Math. Phys. Acad. Sci. USSR, 4:5–80, 1939 (in Ukrainian).

[4] M. Bonitz, C. Henning, D. Block. Complex plasmas: a laboratory for strong
correlations. Rep. Prog. Phys., 73:066501 (29p), 2010. doi:10.1088/0034-4885/73/
6/066501.

[5] H.-P. Breuer, E.-M. Laine, J. Piilo, B. Vacchini. Colloquium: Non-Markovian
dynamics in open quantum systems. Rev. Mod. Phys., 88:021002, 2016. URL: https:

https://doi.org/10.1007/s00222-015-0593-9
https://doi.org/10.1007/s00222-015-0593-9
https://doi.org/10.1088/0034-4885/73/6/066501
https://doi.org/10.1088/0034-4885/73/6/066501
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.88.021002
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.88.021002
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.88.021002


Проблема поширення початкових кореляцiй 25

//link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.88.021002, doi:10.1103/RevModPhys.
88.021002.

[6] H.–P. Breuer, F. Petruccione. The Theory of Open Quantum System. Oxford Uni-
versity Press, 2002.

[7] C. Cercignani, V. I. Gerasimenko, D. Ya. Petrina. Many-particle Dynamics and
Kinetic Equations. Springer, (Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1st ed. 1997), 2012.
doi:10.1007/978-94-011-5558-8.

[8] S. Chandrasekhar. Stochastic problems in physics and astronomy. Rev. Mod. Phys.,
15:1–89, 1943. doi:10.1103/RevModPhys.15.1.

[9] F. Ciccarello, S. Lorenzo, V. Giovannetti, G. M. Palma. Quantum collision models:
Open system dynamics from repeated interactions. Phys. Reports, 954:1–70, 2022.
doi:10.1016/j.physrep.2022.01.001.

[10] I. de Vega, D. Alonso. Dynamics of non-Markovian open quantum systems.
Rev. Mod. Phys., 89:015001, 2017. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/
RevModPhys.89.015001, doi:10.1103/RevModPhys.89.015001.
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Iнтеграл типу Кошi в задачах про
гладкiсть функцiй у областях i на кривих

комплексної площини

О. Ф. Герус

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. In this paper we give examples of using the Cauchy-type
integral to construct functions with given smoothness properties.

Анотацiя. В данiй роботi ми наводимо приклади застосування iнте-
грала типу Кошi для побудови функцiй з наперед заданими гладкiсни-
ми властивостями

1. Вступ

В роботах багатьох авторiв розглядалась задача про залежнiсть глад-
кiсних властивостей як самого iнтеграла типу Кошi, так i його межових
значень вiд гладкiсних властивостей пiдiнтегральної функцiї для обла-
стей, обмежених кривими рiзних класiв (вiд гладких до спрямлюваних
та квазiконформних). Головним результатом в таких задачах є верхня
оцiнка модуля гладкостi iнтеграла мажорантою, що залежить вiд мо-
дуля гладкостi пiдiнтегральної функцiї. Наступним кроком є доведення
порядкової точностi отриманої оцiнки. Для цього будується приклад та-
кої функцiї, що для модуля гладкостi її iнтеграла типу Кошi вiрна ни-
жня оцiнка з такою ж мажорантою (з точнiстю до сталого множника),
як i верхня. Виявилось, що iнтеграл типу Кошi вiд спецiально побудова-
ної функцiї по спецiально пiдiбранiй кривiй є ефективним iнструментом
для конструювання таких прикладiв.

В цiй роботi ми викладаємо результати, опублiкованi нами ранiше в
роботах [5], [6], [7], [1], [2].
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2. Аналiтичнi в областi функцiї з наперед заданим порядком
модуля гладкостi

Нехай G — область у комплекснiй площинi C. Розглянемо задачу
побудови функцiї f : G→ C, аналiтичної вG i неперервної в її замиканнi
G, з наперед заданими гладкiсними властивостями в G.

Для опису гладкiсних властивостей функцiї f ми користуємось N -
рiвномiрними модулями гладкостi, запровадженими П. М. Тамразовим
[11] для довiльної множини E ⊂ C та для довiльної скiнченної функцiї
f : E → C наступним чином.

Нехай N ⩾ 1, k — натуральне, t ∈ E, δ > 0,

Et,δ := {ζ ∈ E : |ζ − t| ⩽ δ},
l(k,E, t, δ) — множина точкових наборiв {z0; . . . ; zk} ⊂ Et,δ, якi задо-
вольняють умову

|zi − zj |
|zp − zq|

⩽ N ∀i, j, p, q = 0, . . . , k; p ̸= q. (2.1)

Локальнi i глобальнi модулi гладкостi функцiї f визначаються вiд-
повiдно формулами

ωk,N,E(f, t, δ) := sup
{z0;...;zk}∈l(k,E,t,δ)

|[z0, . . . , zk; f, z0]| ,

ωk,N,E(f, δ) := sup
t∈E

ωk,N,E(f, t, δ),

де

[z0, . . . , zk; f, z0] := [z0, . . . , zk]f

k∏
j=1

(z0 − zj)

— скiнченна рiзниця, а

[z0, . . . , zk]f :=
k∑

q=0

f(zq)

k∏
r=0
r ̸=q

(zq − zr)−1

— роздiлена рiзниця функцiї f .
Модулi гладкостi ωk,N,E(f, t, δ) i ωk,N,E(f, δ) рiвномiрно неперервної

функцiї f є нескiнченно малими при δ → 0. Порядок цих нескiнченно
малих характеризує гладкiснi властивостi функцiї f .

Означення 2.1 ([11]). Нехай R+ := (0,+∞), σ ⩾ 1, γ ⩾ 0. Неспадна
функцiя ω : R+ → R+, яка задовольняє нерiвнiсть

ω(tδ) ⩽ σtγω(δ) ∀t > 1,∀δ > 0,

називається нормальною мажорантою класу (σ, γ).



Iнтеграл типу Кошi 29

Позначатимемо надалi через c (·), . . . , c (·, . . . , ·) додатнi величини (мо-
жливо рiзнi), якi залежать тiльки вiд аргументiв у дужках. Символом
c, якщо не вказано iнше, позначатимемо абсолютну сталу.

Нехай λ ⩾ 1 i E — континуум, довiльна пара точок якого може бути
сполучена кривою класу Sλ (тобто довiльна дуга кривої не бiльше, нiж
у λ разiв довша за вiдповiдну хорду), яка мiститься в E. Тодi (див.
[11], [3]) модуль гладкостi ωk,N,E(f, ·) функцiї f : E → C є нормальною
мажорантою класу (c(λ, k), k).

Означення 2.2. Область G називається S-досяжною в точцi t ∈ ∂G
якщо iснують числа a > 0, α ∈ (0, π/3), φ0 ∈ [0, 2π) i сектор

S := {z ∈ C : z = t+ reiφ, r ∈ [0, 2a], |φ− φ0| ⩽ α},
якi задовольняють такi двi умови:

S ∩G = ∅, (2.2)

{z ∈ C : z = t− reiφ0 , r ∈ [0, a]} ⊂ G. (2.3)

Теорема 2.3. Нехай область G — S-досяжна в точцi t ∈ ∂G, k —
натуральне, N ∈ [k,+∞), ω — нормальна мажоранта класу (σ, k),
така, що ω(+0) = 0. Тодi iснує функцiя f : G → C, аналiтична в G i
неперервна в G, яка задовольняє наступнi нерiвностi:

c (k, σ)ω(δ) ⩽ ωk,N,G(f, t, δ) ⩽

⩽ ωk,N,G(f, δ) ⩽ c (k,N, σ, α)ω(δ) ∀δ ∈ (0, a]. (2.4)

Доведення. Для зручностi припустимо, що t = 0 i φ0 = 0. З умови
(2.2) випливає iснування числа K(α) ⩽ 1/2, такого, що

|z − x| ⩾ K(α)(|z|+ x) ∀z ∈ G, ∀x ∈ [0, a]. (2.5)

Функцiя

f(z) =

a∫
0

(k − 1)zx− (k + 1)z2

(x− z)3
ω(x) dx, z ∈ G,

— аналiтична в G i неперервна в G \ {0}. Доведемо її неперервнiсть у
початку координат. Покладаючи |z| < a та використовуючи нерiвнiсть
(2.5), маємо

|f(z)− f(0)| ⩽ 2k

K3(α)

ω(|z|) + |z|
a∫

|z|

ω(x)

x2
dx

→ 0 при |z| → 0.
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Центральна нерiвнiсть в (2.4) вiрна за означенням глобального моду-
ля гладкостi. Щоб довести верхню оцiнку модуля гладкостi ωk,N,G(f, δ)

для довiльних z ∈ G i δ > 0, розглянемо набiр точок {z0; . . . ; zk} ⊂ Gz,δ,
який задовольняє умову (2.1). Можливi два випадки:

1) |zj | ⩽
(

2 +
2

K(α)

)
δ для j = 0, . . . , k;

2) |zj | ⩾
2

K(α)
δ для j = 0, . . . , k.

Розглянемо обидва.
1) За означенням роздiленої рiзницi отримаємо

[z0, . . . , zk]f =

a∫
0

k∑
q=0

(k − 1)zqx− (k + 1)z2q

(x− zq)3
k∏

r=0
r ̸=q

(zq − zr)
ω(x) dx =

=

a∫
0

− 2x2

k∏
r=0

(x− zr)

k∑
r=0

k∑
j=r

1

(x− zr)(x− zj)
+

+
(k + 3)x
k∏

r=0
(x− zr)

k∑
r=0

1

(x− zr)
− k + 1

k∏
r=0

(x− zr)

 ω(x) dx =

=

a∫
0

2k+1∑
j=0

cj(k)xj
k∏

q=0
z
n(q,j)
q

k∏
r=0

(x− zr)3
ω(x) dx, (2.6)

де
k∑

q=0
n(q, j) = 2k + 2− j. З (2.5), (2.6) випливає

|[z0, . . . , zk]f | ⩽
1

K3k+3(α)

2k+1∑
j=0

|cj(k)|
a∫

0

xj
k∏

q=0
|zq|n(q,j)

k∏
r=0

(x+ |zr|)3
ω(x) dx. (2.7)
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Позначимо

∆ := min
0⩽q⩽k

|zq| = |zl|, d := max
0⩽q⩽k
0⩽r⩽k

|zq − zr|.

Покладемо ∆ <
d

2N
(у протилежному випадку доведення аналогiчне).

Тодi
d

2N
< |zq| <

2N + 1

2N
d для q ̸= l.

Оцiнимо доданок з (2.7), який вiдповiдає j = 0. З (2.6) випливає, що
n(q, 0) = 2 для q = 0, . . . , k. Тодi, покладаючи для визначеностi d < a,
отримуємо

a∫
0

k∏
q=0
|zq|2

k∏
r=0

(x+ |zr|)3
ω(x) dx ⩽

⩽ c(k,N)

 1

dk∆

∆∫
0

ω(x) dx+
1

dk+1

d∫
∆

ω(x) dx+ d2k+2

a∫
d

ω(x)

x3k+3
dx

 ⩽

⩽ c(k,N, σ)
ω(d)

dk
.

Iншi доданки в нерiвностi (2.7) оцiнюються подiбним чином.
Таким чином, беручи до уваги, що d ⩽ 2δ, отримуємо з (2.7), що

|[z0, . . . , zk; f, z0]| ⩽ c(k,N, σ, α)ω(d) ⩽ c(k,N, σ, α)ω(δ). (2.8)

2) Позначимо через U замкнену опуклу оболонку множини точок
{z0; . . . ; zk}. Завдяки (2.5) U не перетинається з [0, a] i нерiвнiсть

|z − x| ⩾ K(α)

K(α) + 2
(|z|+ x) (2.9)

виконується для всiх z ∈ U, x ∈ [0, a].

Позначимо |z∗| := max
z∈U
|z|, |z∗| := min

z∈U
|z|. Оскiльки K(α) ⩽

1

2
, маємо

|z∗| ⩾ 3δ. Тому

|z∗| ⩽ |z∗|+ |z∗ − z∗| ⩽ |z∗|+ 2δ ⩽
5

3
|z∗|. (2.10)

Для довiльного фiксованого x ∈ [0, a] функцiя

F (x, z) :=
(k − 1)zx− (k + 1)z2

(x− z)3
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— аналiтична по змiннiй z у замкненiй областi U . Використовуючи вi-
дому нерiвнiсть (див. [4], с. 40) i оцiнки (2.9), (2.10), отримуємо∣∣[z0, . . . , zk]F (x,·)

∣∣ ⩽ 1

k!
max
z∈U

∣∣∣∣∂kF (x, z)

∂zk

∣∣∣∣ = (k + 1) max
z∈U

∣∣∣∣(k + 1)zx+ z2

(x− z)k+3

∣∣∣∣ ⩽
⩽ c(k, α)

(k + 1)|z∗|x+ |z∗|2

(x+ |z∗|)k+3
.

Нехай, для визначеностi, |z∗| < a. Тодi

|[z0, . . . , zk; f, z0]| ⩽ c(k, α) dk
a∫

0

(k + 1)|z∗|x+ |z∗|2

(x+ |z∗|)k+3
ω(x) dx ⩽

⩽ c(k, α) dk

ω(|z∗|)
|z∗|k

+ σ
ω(d)

dk

a∫
|z∗|

|z∗|
x2

dx

 ⩽

⩽ c(k, α, σ)ω(d) ⩽ c(k, α, σ)ω(δ). (2.11)

Завдяки довiльностi точкового набору, з нерiвностей (2.8), (2.11) ви-
пливає

ωk,N,G(f, δ) ⩽ c(k,N, σ, α)ω(δ).

Щоб оцiнити знизу ωk,N,G(f, t, δ), для довiльного δ ∈ (0, a] розглянемо

k-рiвномiрний точковий набiр {zj = −jδ
k

: j = 0, . . . , k}, який мiститься

в G завдяки умовi (2.3). Застосуємо спiввiдношення (2.6) i умову z0 = 0.
Тодi завдяки тому, що пiдiнтегральна функцiя додатна, застосовуючи
нерiвнiсть

k∑
j=r

2x

x+ jδ
k

⩽ k для всiх r = 1, . . . , k,

отримаємо

|[z0, . . . , zk; f, z0]| =
k∏

j=1

j
δ

k

a∫
0

k∑
r=1

1
x+ rδ

k

(
k + 1−

k∑
j=r

2x

x+ jδ
k

)
k∏

r=1

(
x+ rδ

k

) ω(x) dx ⩾

⩾ c(k) δk
δ/k∫
0

ω(x)

δk+1
dx ⩾ c(k, σ)ω(δ).

Теорема доведена. □
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Тепер застосуємо отриманий результат до доведення точностi за по-
рядком отриманої в роботi [5] верхньої оцiнки модуля гладкостi iнтегра-
ла типу Кошi при додатковiй умовi на модуль гладкостi пiдiнтегральної
функцiї на K-регулярних кривих.

Крива Γ називається K-регулярною, якщо iснує додатна стала K,
така, що для всiх z ∈ Γ i δ > 0 дугова мiра множини Γz,δ не бiльша за
Kδ. Такi кривi були розглянутi В. В. Салаєвим в роботi [9], де доведенi
верхня та нижня оцiнки для певного сингулярного iнтеграла з ядром
Кошi в термiнах регуляризованого модуля неперервностi

ω∗
Γ(f, δ) := δ sup

t⩾δ

1

t
sup

z1,z2∈Γ
|z1−z2|⩽t

|f(z1)− f(z2)|

 .

Нехай Γ — замкнена жорданова спрямлювана крива дiаметра d, яка
є межею внутрiшньої D+ та зовнiшньої D− вiдносно неї областей, f :
Γ→ C — неперервна функцiя,

Φ[f ](z) :=
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ C \ Γ,

— iнтеграл типу Кошi, Φ+[f ] : D+ → C, Φ−[f ] : D− → C — неперервнi
продовження функцiї Φ[f ] вiдповiдно на замиканняD+,D− i вiдповiдно
Φ+
Γ [f ], Φ−

Γ [f ] — їх звуження на криву Γ.

Теорема 2.4 ([5]). Нехай Γ — K-регулярна крива, k — натуральне,
N ∈ [k,+∞). Припустимо, що f : Γ → C — функцiя, яка задовольняє
умову

2d∫
0

ωk,N,Γ(f, x) δk

x (xk + δk)
dx ⩽ c ωk,N,Γ(f, δ) ∀δ > 0.

Тодi неперервнi продовження Φ+[f ], Φ−[f ] iснують i нерiвнiсть

ω
k,N,D±(Φ±[f ], δ) ⩽ c1 ωk,N,Γ(f, δ) ∀δ > 0 (2.12)

виконується з сталою c1, не залежною вiд δ при k ⩾ 2 i залежною
тiльки вiд K та сталої c при k = 1.

Точнiсть за порядком при δ → 0 оцiнки (2.12) для довiльної жорда-
нової спрямлюванї кривої Γ доводиться наступною теоремою.

Теорема 2.5. Нехай Γ — замкнена жорданова спрямлювана крива, k
— натуральне, N ∈ [k,+∞), ω — нормальна мажоранта класу (σ, k),
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така, що ω(+0) = 0. Тодi для майже кожної точки t ∈ Γ iснує
функцiя f : Γ→ C, така, що

ωk,N,Γ(f, δ) ⩽ c(k,N, σ)ω(δ) ∀δ ∈ (0, a], (2.13)

ω
k,N,D±(Φ±[f ], t, δ) ⩾ c(k, σ)ω(δ) ∀δ ∈ (0, a], (2.14)

де a залежить тiльки вiд t i Γ.

Доведення. Завдяки спрямлюваностi кривої Γ областi D+, D+ — S-
досяжнi майже в кожнiй точцi t ∈ Γ. Тому теорема 2.3 застосовна до
областей D+, D+. Оцiнки (2.13), (2.14) випливають з спiвiдношення
(2.4) завдяки рiвностi Φ±[f ](z) = f(z) для всiх z ∈ D±. Теорема дове-
дена. □

Зауваження 2.6. Для k = 1 аналогiчне твердження для певної мно-
жини мажорант ω в термiнах регуляризованого модуля неперервностi
ω∗
Γ випливає з результату Т. С. Салiмова [10]. А саме:

Теорема 2.7 ([10]). Нехай ω : R+ → R+ — зростаюча неперервна

функцiя, для якої
ω(δ)

δ
спадає, ω(+0) = 0 i

d∫
0

ω(x)

x
dx < +∞.

Тодi iснує неперервна функцiя f : Γ→ C, така, що

c1 ω(δ) ⩽ ω∗
Γ(f, δ) ⩽ c2 ω(δ) ∀δ ∈ (0, a],

ω∗
Γ(f̃ , δ) ⩾ c ω(δ) ∀δ ∈ (0, a],

де

f̃(z) :=
1

πi
lim
ε→0

∫
Γ\Γz,ε

f(ζ)− f(z)

ζ − z
dζ + f(z), z ∈ Γ.

3. Нижня оцiнка для модулiв гладкостi межових значень
iнтеграла типу Кошi

В нашiй роботi [5] опублiковане таке твердження.

Теорема 3.1. Нехай k — натуральне, N ∈ [k,+∞), Γ — K-регулярна
крива, функцiя f : Γ→ C задовольняє умову

d∫
0

ωk,N,Γ(f, x)

x
dx < +∞.
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Тодi iснують неперервнi продовження Φ+[f ], Φ−[f ] i вiрна оцiнка

ωk,N,Γ(Φ±
Γ [f ], δ) ⩽ c (k,N,K)

2d∫
0

ωk,N,Γ(f, x)

x
(

1 +
(
x
δ

)k) dx, δ > 0. (3.1)

Наступним твердженням доводиться точнiсть за порядком оцiнки
(3.1)

Теорема 3.2. Нехай k — натуральне, N ∈ [k,+∞), Γ — замкнена
жорданова спрямлювана крива, Γ ∋ z0 — точка, в якiй крива Γ має
дотичну i z0 не є точкою звороту кривої Γ, µ — нормальна мажоранта
класу (σ, k). Тодi iснує функцiя f : Γ→ C, така, що

ωk,N,Γ(f, δ) ⩽ c (σ, k,N)µ(δ), δ > 0, (3.2)

i
a) якщо умова

d∫
0

µ(x)

x
dx < +∞ (3.3)

виконується, то вiрна наступна оцiнка:

ωk,N,Γ(Φ+
Γ [f ], z0, δ) ⩾ c (k, σ,Γ, z0)

2d∫
0

µ(x)

x
(

1 +
(
x
δ

)k) dx, 0 < δ < d0,

(3.4)
де d0 залежить тiльки вiд Γ, z0, k;

b) якщо умова (3.3) не виконується, то iнтеграл типу Кошil
Φ[f ](z), z ∈ D+, необмежений у околi точки z0.

Зауваження 3.3. Аналогiчне твердження вiрне також для Φ−
Γ [f ].

Ця теорема та iдея її доведення вперше опублiкованi в статтi [6].
Є. Г. Гусейнов [8] довiв аналогiчне твердження в термiнах iнших мо-
дулiв гладкостi для гладких кривих Γ з обмеженнями на їх гладкiсть.
В окремому випадку k = 1 Т. С. Салiмов [10] довiв твердження те-
ореми 3.2 для певної вужчої множини мажорант µ в термiнах модулiв
неперервностi ω∗

Γ.

Доведення теореми 3.2. Для зручностi припустимо, що z0 = 0 i на-
прям зовнiшньої нормалi до кривої Γ в точцi z0 спiвпадає з додатним
напрямом дiйсної осi. Очевидно, iснує таке a > 0, що для довiльного x
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iз сегмента дiйсної осi [−a, a] i для довiльного z ∈ Γ вiрна нерiвнiсть

|x− z| ⩾ 1

2
(|x|+ |z|). (3.5)

Розглянемо функцiю

f(z) :=
2k

πi

a∫
0

µ(x)zk+1

(x− z)(x+ z)k+1
dx, z ∈ Γ,

де мажоранта µ задовольняє умову (3.3).
Доведемо, що функцiя f задовольняє оцiнку (3.2). Для довiльних δ >

0 i t ∈ Γ розглянемо N -рiвномiрний точковий набiр {z0; . . . ; zk} ⊂ Γt,δ.
Можливi лише два випадки:

1) |zj | ⩽ 6δ для j = 0, . . . , k,

2) |zj | ⩾ 4δ для j = 0, . . . , k.

Розглянемо обидва.
1) Застосовуючи означення скiнченної рiзницi i нерiвнiсть (3.5), отри-

муємо

|[z0, . . . , zk; f, z0]| =

=
2k

π

k∏
j=1

|z0 − zj |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
k∑

q=0

a∫
0

µ(x)zk+1
q dx

(x− zq)(x+ zq)k+1
k∏

r=0
r ̸=q

(zq − zr)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⩽

⩽
2k

π
Nk−1

k∑
q=0

a∫
0

µ(x)zk+1
q

|x− zq||x+ zq|k+1
dx ⩽

⩽ c (k,N)

k∑
q=0

a∫
0

µ(x)|zk+1
q |

(x+ |zq|)k+2
dx. (3.6)

Припустимо для визначеностi, що |zq| < a (у випадку, коли |zq| ⩾ a
використовуємо аналогiчнi мiркування). Завдяки монотонностi та нор-
мальностi функцiї µ маємо

a∫
0

µ(x)|zq|k+1

(x+ |zq|)k+2
dx ⩽

|zq |∫
0

µ(x)|zq|k+1

(x+ |zq|)k+2
dx+ |zq|k+1

a∫
|zq |

µ(x)

(x+ |zq|)k+2
dx ⩽
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⩽ c (σ)µ(|zq|)(2−
|zq|
a

) ⩽ c (σ)µ(6δ) ⩽ c (σ, k)µ(δ). (3.7)

2) Позначимо через U замкнену опуклу оболонку точок {z0; . . . ; zk}.
Завдяки нерiвностi(3.5) множина U не перетинається з вiдрiзком [−a, a]
i вiрна нерiвнiсть

|x− z| ⩾ 1

5
(|x|+ |z|), x ∈ [−a, a], z ∈ U.

Для довiльного фiксованого x ∈ [−a, a] функцiя

φ(x, z) :=
zk+1

(x− z)(x+ z)k+1

— аналiтична по змiннiй z в замкненiй областi U . Тому (див. [11], с. 32)

∣∣[z0, . . . , zk]φ(x,·)
∣∣ ⩽ 1

k!
max
z∈U

∣∣∣∣∂φ(x, z)

∂zk

∣∣∣∣ . (3.8)

Наступну формулу легко довести методом математичної iндукцiї:

∂φ(x, z)

∂zk
=

zP2k(x, z)

(x− z)k+1(x+ z)2k+1
,

де P2k(x, z) — полiном степеня 2k вiд змiнних x та z. Звiдси випливає,
що ∣∣∣∣∂φ(x, z)

∂zk

∣∣∣∣ ⩽ c (k)
|z|(|z|2k + |x|2k)

|x− z|k+1|x+ z|2k+1
. (3.9)

Позначимо |z∗| := min
z∈U
|z|, |z∗| := max

z∈U
|z|. Очевидно, |z∗| ⩾ 3δ. Тому

|z∗| ⩽ |z∗|+ |z∗ − z∗| ⩽ |z∗|+ 2δ ⩽
5

3
|z∗|. (3.10)

Нехай zx — точка межi ∂U , у якiй функцiя
∣∣∣∣∂φ(x, z)

∂zk

∣∣∣∣ має максимум.

Тодi, використовуючи нерiвностi (3.9), (3.5) i (3.10), отримуємо

max
z∈U

∣∣∣∣∂φ(x, z)

∂zk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂φ(x, zx)

∂zk

∣∣∣∣ ⩽ c (k)
|zx|(|zx|2k + |x|2k)

|x|+ |zx|3k+2
⩽

⩽ c (k)
|z∗|(|z∗|2k + |x|2k)

|x|+ |z∗|3k+2
. (3.11)
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Нехай для визначеностi |z∗| < a. Беручи до уваги нерiвностi (3.8) i
(3.11), маємо

|[z0, . . ., zk; f, z0]| ⩽
2k

π

k∏
j=1

|z0 − zj |
a∫

0

µ(x)|[z0, . . . , zk]φ(x,·)| dx ⩽

⩽ c (k)δk
a∫

0

µ(x)
|z∗|(|z∗|2k + |x|2k)

|x|+ |z∗|3k+2
dx ⩽

⩽ c (k)δk

 |z∗|∫
0

µ(x)

|z∗|k+1
dx+

a∫
|z∗|

µ(x)|z∗|
xk+2

dx

 ⩽

⩽ c (k)δk

µ(|z∗|)
|z∗|k

+ σ
µ(δ)

δk

a∫
|z∗|

|z∗|
x2

dx

 ⩽ c(σ, k)µ(δ).

(3.12)

Нерiвнiсть (3.2) випливає з оцiнок (2.6), (2.7) i (2.14). Щоб довести
твердження a) теореми, застосуємо рiвнiсть f(z) = f1(z)− f2(z), де

f1(z) :=
1

2πi

a∫
0

µ(x)

x− z
dx, z ∈ D+,

f2(z) :=


1

2πi

k∑
p=0

p∑
j=0

(
k+1
j

)
zp

a∫
0

µ(x)xk−p

(x+ z)k+1
dx, z ∈ D− \ {0},

f1(0), z = 0.

З умови (3.3) випливає, що функцiї f1 i f2 — неперервнi в початку
координат. Очевидно, вони аналiтичнi в iнших точках. Отже для до-
вiльного z ∈ D+ отримуємо

Φ[f ](z) =
1

2πi

∫
Γ

f1(ζ)

ζ − z
dζ = f1(z).

Тому Φ+
Γ [f ](z) = f1(z), z ∈ Γ.

Розглянемо вертикальнi кути величини ε > 0 з вершиною у початку
координат i уявною вiссю в ролi бiсектриси. Нехай γ1 i γ2 — дуги кривої
Γ, розмiщенi у вертикальних кутах i з їх спiльним кiнцем у початку
координат. Нехай для визначеностi γ1 i γ2 мiстяться вiдповiдно у нижнiй
i верхнiй пiвплощинах. Позначимо менший з дiаметрiв кривих γ1 i γ2
через d0.



Iнтеграл типу Кошi 39

Розглянемо лише бiльш складний випадок непарного k. Для довiль-
ного δ ⩾ d0 створимо точковий набiр {z0; . . . ; zk}, такий, що z0 = 0,

zk ∈ γ1, |zk| = δ i z2j−1 ∈ γ1, z2j ∈ γ2, |z2j−1| = |z2j | =
2jδ

k + 1
для

j = 1, . . . ,
k − 1

2
. Очевидно, що цей точковий набiр є k-рiвномiрний, а

отже i N -рiвномiрний також.

Позначимо α(x) :=
k∑

p=1
αp(x), де αp(x) := arg(x − zp). Завдяки нерiв-

ностям |α2j−1(x) + α2j(x)| ⩽ ε i 0 < αk(x) ⩽
π + ε

2
маємо −k − 1

2
ε <

α(x) ⩽
π

2
+
k

2
ε.

Сегмент [0, a] є об’єднанням наступних неперетинних вимiрних мно-
жин:

E0 := {x ∈ [0, a] : −k − 1

2
ε < α(x) ⩽ 0},

E1 := {x ∈ [0, a] : 0 < α(x) ⩽
π

2
},

E2 := {x ∈ [0, a] :
π

2
< α(x) ⩽

π

2
+
k

2
ε}.

Покладемо ε <
π

3k
. Тодi

cosα(x) >

√
3

2
, | sinα(x)| < 1

2
для x ∈ E0;

cosα(x) ⩾ 0, sinα(x) > 0 для x ∈ E1;

| cosα(x)| < 1

2
, sinα(x) >

√
3

2
для x ∈ E2.

Таким чином, маємо

|[z0, . . . , zk; Φ+
Γ [f ], z0]| =

=
1

2π

k∏
j=1

|z0 − zj |

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a∫

0

µ(x)

k∑
q=0

dx

(x− zq)
k∏

r=0
r ̸=q

(zq − zr)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= c (k)δk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a∫

0

µ(x)
k∏

r=0
(x− zr)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = c (k)δk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a∫

0

µ(x)e−iα(x)

k∏
r=0
|x− zr|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ⩾
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⩾ c (k)δk


∫
E0

µ(x)
cosα(x)− | sinα(x)|

k∏
r=0
|x− zr|

dx +

+

∫
E1

µ(x)
cosα(x) + sinα(x)

k∏
r=0
|x− zr|

dx+

∫
E2

µ(x)
sinα(x)− | cosα(x)|

k∏
r=0
|x− zr|

dx

 ⩾

⩾ c (k)δk
a∫

0

µ(x)
k∏

r=0
|x− zr|

dx ⩾ c (k)δk
a∫

0

µ(x)

x(x+ δ)k
dx ⩾

⩾ c (k)

a∫
0

µ(x)

x
(

1 +
(
x
δ

)k) dx ⩾ c (k, σ,Γ, z0)

2d∫
0

µ(x)

x
(

1 +
(
x
δ

)k) dx.
Звiдси випливає оцiнка (3.4) за означенням локального модуля глад-

костi.
Щоб довести твердження b) теореми, вiдмiтимо, що якщо δ < a, то

|Φ(−δ)| = |f1(−δ)| =
a∫

0

µ(x)

x+ δ
dx ⩾

1

2

a∫
δ

µ(x)

x+ δ
dx→∞, δ → 0.

Теорема доведена. □
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Про точкову хронологiзацiю
орiєнтованих множин

Я. I. Грушка

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. The notion of oriented set is the basic elementary concept
of the theory of changeable sets. The sixth Hilbert problem was the main
motivation for the introduction of changeable sets. In the present paper
the necessary and sufficient condition of the existence of one-point time
on an oriented set is established. From the intuitive point of view, one-
point time is the time associated with the evolution of a system consisting
of only one object (for example, from one material point). Namely, it is
proven that the one-point time exists on the oriented set if and only if this
oriented set is a quasi-chain. Also, using the obtained result, the problem
of describing all possible images of linearly ordered sets is solved. This
problem naturally arises in the theory of ordered sets.

Анотацiя. Поняття орiєнтованої множини базовим найелементарнi-
шим поняттям теорiї мiнливих множин. Основною мотивацiєю для вве-
дення мiнливих множин послужила шоста проблема Гiльберта. В данiй
роботi встановлюється необхiдна i достатня ознака iснування точково-
го часу на орiєнтованiй множинi. З iнтуїтивної точки зору точковий
час — це час, пов’язаний з еволюцiєю системи, що складається лише
з одного фiксованого об’єкта (наприклад з однiєї матерiальної точки).
А саме, в роботi доведено, що точковий час на орiєнтованiй множинi
iснує тодi i тiльки тодi, коли ця орiєнтована множина є квазiланцю-
говою. Також, використовуючи отриманий результат, розв’язано про-
блему опису всеможливих образiв лiнiйно упорядкованих множин. Ця
проблема природно виникає в теорiї упорядкованих множин.
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1. Вступнi зауваження

Тематика даної статтi тiсно пов’язана iз теорiєю мiнливих мно-
жин. Основною мотивацiєю для введення мiнливих множин послужи-
ла шоста проблема Гiльберта, тобто проблема математично строго-
го формулювання основ теоретичної фiзики. Ця проблема, поставлена
Д. Гiльбертом ще в 1900 р., але, на сьогоднi залишається дуже акту-
альною [3]. З iнтуїтивної точки зору мiнливi множини це — сукупностi
об’єктiв, якi, на вiдмiну вiд елементiв звичайних (статичних) множин,
можуть перебувати в процесi постiйних трансформацiй, тобто — змiню-
вати свої властивостi, з’являтись чи зникати, розпадатись на декiлька
частин чи, навпаки, декiлька об’єктiв можуть зливатись в один. Крiм
того картина еволюцiї мiнливої множини може залежати вiд спосо-
бу спостереження, тобто вiд системи вiдлiку. Проблема побудови ма-
тематичної теорiї мiнливих множин, тобто “множин” iз перелiченими
вище властивостями, в рiзних формах ставилась, зокрема в роботах
[1, 2, 6, 15, 16]. На математично строгому теорiя мiнливих множин рiвнi
була побудована в роботах [10–13] та iн. Найбiльш повний i системати-
чний виклад цiєї теорiї можна знайти в препринтi [4].

Орiєнтованi множини є базовим найелементарнiшим поняттям теорiї
мiнливих множин, i їх можна трактувати як найпримiтивнiшi абстра-
ктнi моделi сукупностей мiнливих об’єктiв, що еволюцiонують в рамках
однiєї (фiксованої) системи вiдлiку. Орiєнтованi множини вводяться в
роботах [11, 12] (див. також [4, роздiл 1]). Крiм того, в зазначених ро-
ботах було введено поняття часу на орiєнтованих множинах, а в роботi
[12, теорема 4.1] встановлено достатню ознаку iснування точкового ча-
су на таких множинах (див. також [4, Theorem 1.3.1]), де з iнтуїтивної
точки зору точковий час — це час, пов’язаний з еволюцiєю системи, що
складається лише з одного фiксованого об’єкта (наприклад з однiєї ма-
терiальної точки). Зауважимо, що теорема 4.1 з роботи [12] носить лише
достатнiй характер. У зв’язку з цим в роботi [4, Problem 1.3.1] поставле-
но проблему встановлення необхiдної i достатньої умови iснування то-
чкового часу на орiєнтованiй множинi. В данiй роботi буде розв’язано
поставлену проблему, а саме буде вказано тi властивостi, якими має
володiти орiєнтована множина для того, щоб на нiй можна було визна-
чити точковий час. Використовуючи отриманий результат буде дано
розв’язок одiнєї проблеми, яка природно виникає в теорiї упорядкова-
них множин, а саме проблеми опису всеможливих образiв лiнiйно упо-
рядкованих множин.

2. Про орiєнтованi множини та точковий час

Означення 2.1. Нехай, M — довiльна непорожня множина (M ̸= ∅).
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Довiльне рефлексивне бiнарне вiдношення ◁−− на M (тобто таке, що
∀x ∈ M x◁−−x) будемо називати орiєнтацiєю, а пару M = (M,◁−−)
будемо називати орiєнтованою множиною. При цьому множи-
ну M будемо називати базовою, або множиною всiх елементарних
станiв орiєнтованої множиниM i будемо позначати її через Bs(M),
а вiдношення ◁−− будемо називати напрямним вiдношенням змiн
(трансформацiй) M i будемо позначати його через ←

M
.

У випадку, коли вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мова, в
позначеннi ←

M
символ M будемо опускати, вживаючи позначення “←”.

Для елементiв x, y ∈ Bs(M) запис y←x слiд розумiти, як “елемен-
тарний стан y є результатом трансформацiй, або “трансформацiйним
нащадком” елементарного стану x”.

Нехай,M — орiєнтована множина.

Означення 2.2. Непорожня пiдмножина N ⊆ Bs(M) називається
транзитивною в M якщо для довiльних x, y, z ∈ N з умов z← y i
y←x випливає умова z←x.

Транзитивна пiдмножина L ⊆ Bs(M) називається ланцюгом в
M, якщо для довiльних x, y ∈ L має мiсце хоч одне iз спiввiдношень
y←x або x← y.

Орiєнтовану множинуM будемо називати ланцюговою, якщо вся
множина Bs(M) є ланцюгом M тобто якщо вiдношення ← є тран-
зитивним на Bs(M) i для довiльних x, y ∈ Bs(M) виконується хо-
ча б одна з умов x← y або y←x (отже орiєнтована множина M є
ланцюговою тодi i тiльки тодi, коли вона лiнiйно-квазiупорядкованою
множиною).

Нагадаємо, що лiнiйно упорядкованою множиною називається пара
вилу T = (T,≤), де ≤ — рефлексивне, асиметричне i транзитивне бi-
нарне вiдношення на T таке, що для довiльних t, τ ∈ T має мiсце хоча
б одна з умов t ≤ τ або τ ≤ t.

Для довiльних t, τ ∈ T будемо позначати t < τ тодi i тiльки тодi, коли
t ≤ τ i t ̸= τ . Вiдношення < називається строгим лiнiйним порядком,
породженим (нестрогим) порядком ≤.

Означення 2.3. Нехай, M — орiєнтована множина i T = (T,≤) —
лiнiйно упорядкована множина. Вiдображення ψ : T→ 2Bs(M) назива-
ється часом на M, якщо виконуються такi умови:

(1) Для довiльного елементарного стану x ∈ Bs(M) iснує елемент
t ∈ T такий, що x ∈ ψ(t).
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(2) Якщо x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 ̸= x2, то iснують елементи
t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (тобто має
мiсце часова роздiльнiсть послiдовних неоднакових елементар-
них станiв).

При цьому:
• Елементи t ∈ T будемо називати моментами часу.
• Пару H = (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) будемо називати хронологiза-

цiєю M.

Будемо говорити, що орiєнтовану множину M можна хроноло-
гiзувати , якщо iснує хоч одна хронологiзацiя M. Виявляється, що
будь-яку орiєнтовану множинуM завжди можна хронологiзувати. Най-
простiший спосiб це зробити — взяти лiнiйно-упорядковану множину
T = (T,≤), що мiстить не менше двох елементiв (тобто card (T) ≥ 2) i
покласти:

ψ(t) := Bs(M) (t ∈ T) .

Легко перевiрити, що для функцiї ψ(·) виконуються умови означен-
ня 2.3. Бiльш нетривiальнi способи хронологiзацiї орiєнтованих множин
розглянутi, зокрема, в роботi [12].

Означення 2.4. Нехай M — орiєнтована множина i T = (T,≤) —
лiнiйно упорядкована множина.

(1) Час ψ : T → 2Bs(M) будемо називати квазiточковим, якщо
для довiльного t ∈ T множина ψ(t) є одноелементною.

(2) Час ψ будемо називати точковим, якщо виконуються насту-
пнi умови:

(а) час ψ є квазiточковим;
(б) для довiльних x1, x2 ∈ Bs(M) з умов x1 ∈ ψ(t1), x2 ∈

ψ(t2) i t1 ≤ t2, випливає x2←x1.

Будемо говорити, що орiєнтовану множину M можна хронологiзу-
вати квазiточково / точково, якщо iснує хоча б одна хронологiзацiя
H = ((T,≤) , ψ) орiєнтованої множини M з квазiточковим / точковим
часом ψ вiдповiдно при цьому хронологiзацiю H будемо називати ква-
зiточковою / точковою вiдповiдно.

Приклад 2.5. Розглянемо довiльне вiдображення f : I → Rd (d ∈ N),
де I ⊆ R — деяка зв’язна пiдмножина числової прямої. Таке вiдобра-
ження можна трактувати як рiвняння руху деякої матерiальної то-
чки в просторi Rd. Вiдображення f породжує орiєнтовану множину

Mf =

(
Bs (Mf ) , ←

Mf

)
, де Bs (Mf ) = R(f) = {f(t) | t ∈ R} ⊆ Rd i
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для x, y ∈ Bs (Mf ), спiввiдношення y ←
Mf

x виконується тодi i тiльки

тодi, коли iснують t1, t2 ∈ I такi, що x = f (t1), y = f (t2) i t1 ≤ t2.
Легко перевiрити, що наступне вiдображення є точковим часом наMf :

ψ(t) = {f(t)} ⊆ Bs(M), t ∈ I.

Приклад 2.5 пояснює змiст термiну “точковий час”. Очевидно, що
довiльний точковий час є квазiточковим. Контрприклади, наведенi в
[12] показують, що обернене твердження, взагалi кажучи, мiсця не має
(див. ткож [4, Example 1.3.2]).

Теорема 2.6 (ZF+LO, [12]). Будь-яку орiєнтовану множину можна
хронологiзувати квазiточково.

Зауважимо, що доведення теореми 2.6 можна знайти також в [4,
Theorem 1.3.2].

Зауваження 2.7. При доведеннi тереми 2.6 разом iз системою аксiом
теорiї множин Цермело–Френкеля (ZF) використовується принцип лi-
нiйної упорядкованостi (LO), який, стверджує, що будь-яку множину
можна лiнiйно упорядкувати. Очевидно, що зазначений принцип (LO)
випливає з теореми Цермело, а отже з аксiоми вибору (AC). Але, вiдомо,
що цей принцип також випливає i з теореми Тарського про ультрафiль-
три, будучи логiчно слабшим за неї, а отже i за аксiому вибору [5, стор.
17,18] (про спiввiдношення мiж LO i AC див, також, [7]).

Теорема 2.8 (ZF+LO, [12]). Будь-яку ланцюгову орiєнтовану множи-
ну можна точково хронологiзувати.

Доведення теореми 2.8 також можна знайти в препринтi [4]. Насту-
пний приклад покаже, що твердження, обернене до теореми 2.8, взагалi
кажучи, мiсця не має, тобто не кожна орiєнтована множина, яку можна
точково хронологiзувати, є ланцюговою.

Приклад 2.9. Розглянемо функцiю f0 : [0, 2π] → R2, що задається
формулою:

f0(t) = (cos t, sin t) (t ∈ [0, 2π]) .

Тодi орiєнтовану множину Mf0 , побудовану у прикладi 2.5 на осно-
вi визначеної вище функцiї f0, можна точково хронологiзувати часом
ψf0(t) = {f0 (t)} (t ∈ [0, 2π]), але, в той же час, орiєнтована множи-
на Mf0 не є ланцюговою, оскiльки легко перевiрити, що вiдношення
←−−−
Mf0

не є транзитивним на Bs (Mf0). Справдi, розглянемо точки: x1 :=

(0,−1) = f0
(
3
2π
)
, x2 := (1, 0) = f0 (0) = f0 (2π), x3 := (0, 1) = f0

(
π
2

)
.
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Для цих точок маємо: x1, x2, x3 ∈ R (f0) = Bs (Mf0) i x2←−−−
Mf0

x1,

x3←−−−
Mf0

x2, але x3 ↚−−−
Mf0

x1.

У зв’язку з наведеними фактами виникає наступна проблема:

Проблема 2.10. Знайти необхiдну i достатню умову iснування точко-
вої хронологiзацiї орiєнтованої множини.

Зауважимо, що проблема 2.10 була також поставлена у [4,
Problem 1.3.1]. Розв’язання проблеми 2.10 буде представлено в насту-
пних роздiлах статтi.

3. Квазiланцюговi орiєнтованi множини та формулювання
основної тереми

Позначення 3.1. На довiльнiй орiєнтованiй множинi M введемо до-
датково наступне бiнарне вiдношення:
▶: Для довiльних x, y ∈ Bs(M) будемо позначати y

+←
M
x тодi i тiльки

тодi, коли:
y←

M
x i x ̸↚

M
y.

▶: У випадках, коли не виникає непорозумiнь замiсть позначен-
ня y +←

M
x будемо використовувати позначення y +←x.

Позначення 3.2. Нехай M — довiльна множина i R1, R2, . . . , Rn ⊆
M2 (n ∈ N) — довiльнi бiнарнi вiдношення на M. Для довiльних
x0, . . . , xn ∈M будемо використовувати скорочене позначення:

x0R1x1R2x2 . . . xn−1Rnxn

для iндикацiї того факту, що:

(x0R1x1) & (x1R2x2) & . . .& (xn−1Rnxn) .

Твердження 3.3. Нехай M — орiєнтована множина, T = (T,≤) —
лiнiйно упорядкована множина i ψ : T → 2Bs(M) — точковий час на
M. Тодi для довiльних x1, x2 ∈ Bs(M) з умов:

x1 ∈ ψ (t1) , x2 ∈ ψ (t2) i x2
+←x1

випливає нерiвнiсть:
t1 < t2.

Доведення. Справдi, нехайM — орiєнтована множина, T = (T,≤) —
лiнiйно упорядкована множина i ψ : T → 2Bs(M) — точковий час на
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M. Нехай елементи x1, x2 ∈ Bs(M) такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2)

i x2
+←x1. Припустимо супротивне: t2 ≤ t1. Тодi, за означенням 2.4

(пункт 2), з умов x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t2 ≤ t1 випливає спiввiдноше-
ння x1←x2. Але останнє спiввiдношення суперечить спiввiдношенню
x2

+←x1 (заданому за умовою). Отже, припущення про те, що t2 ≤ t1 —
помилкове. Тому t1 < t2. □

Означення 3.4. Орiєнтовану множину M будемо називати квазi-
ланцюговою, якщо виконуються такi умови:
(QL1): Для довiльних x1, x2 ∈ Bs(M) має мiсце хоча б одне iз спiв-

вiдношень x2←x1 або x1←x2.
(QL2): Для довiльних x0, x1, x2, x3 ∈ Bs(M) з умови x3

+←x2←x1
+←x0

випливає спiввiдношення x3
+←x0 (квазiтранзитивнiсть).

Зауваження 3.5. Неважко довести, що iз транзитивностi бiнарного
вiдношення ← на орiєнтованiй множинiM випливає його квазiтранзи-
тивнiсть. Тому, кожна ланцюгова орiєнтована множина є квазiланцю-
говою. Неважко довести, що орiєнтована множина Mf0 в прикладi 2.9
є квазiланцюговою, проте не є ланцюговою. Тобто не кожна квазвлан-
цюгова орiєнтована множина є ланцюговою.

Основним результатом цiєї роботи є наступна теорема.

Теорема 3.6 (ZF+AC). Для того, щоб орiєнтовану множину M мо-
жна було точково хронологiзувати необхiдно i достатньо, щоб вона
була квазiланцюговою.

Зауваження 3.7. Доведення необхiдностi для теореми 3.6 досить не-
складне i не потребує аксiоми вибору. Аксiому вибору потребує саме
доведення достатностi умови вказаної в теоремi 3.6.

Доведення теореми 3.6 розбито на двi леми. В лемi 4.1 з наступного
роздiлу доводиться необхiднiсть для теореми 3.6, а в лемi 7.1 (див. далi)
— достатнiсть.

4. Доведення необхiдностi для теореми 3.6

Наступна лема обґрунтовує необхiднiсть умови, вказаної в теоремi 3.6
для iснування точкового часу.

Лема 4.1. Якщо орiєнтовану множину M можна точково хроноло-
гiзувати, то вона є квазiланцюговою.
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Доведення. Нехай, T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина i
ψ : T→ 2Bs(M) — точковий час на орiєнтованiй множинiM.

⇛ 1. Спочатку перевiримо виконання умови (QL1). Розглянемо до-
вiльнi x1, x2 ∈ Bs(M). За означенням часу 2.3, iснують моменти часу
t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2). Оскiльки T = (T,≤) — лiнiйно
упорядкована множина i t1, t2 ∈ T, то мусить виконуватись хоча б одна
iз нерiвностей t1 ≤ t2 або t2 ≤ t1. У випадку t1 ≤ t2, за означенням 2.4,
отримуємо x2←x1, а у випадку t2 ≤ t1 отримуємо x1←x2.

⇛ 2. Перевiримо виконання умови (QL2). Нехай x0, x1, x2, x3 ∈
Bs(M), причому x3

+←x2←x1
+←x0. Розглянемо довiльнi моменти ча-

су t0, t3 ∈ T такi, що x0 ∈ ψ (t0), x3 ∈ ψ (t3) (за означенням 2.3), такi
моменти часу iснують). Оскiльки x2←x1, то, за означенням 2.3, iсну-
ють елементи t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 ≤ t2.
Оскiльки x0 ∈ ψ (t0), x1 ∈ ψ (t1) i x1

+←x0, то, згiдно з твердженням 3.3,

маємо, t0 < t1. Оскiльки x2 ∈ ψ (t2), x3 ∈ ψ (t3) i x3
+←x2, то, згiдно з

твердженням 3.3, маємо, t2 < t3. Таким чином справедливi нерiвностi,
t0 < t1 ≤ t2 < t3, тобто, t0 < t3. Отже:

∀ t0, t3 ∈ T ((x0 ∈ ψ (t0)) & (x3 ∈ ψ (t3))⇒ (t0 < t3)) . (4.1)

Згiдно з доведеним в пунктi 1, хоч одна з умов x0←x3 або x3←x0
повинна виконуватись. Припустимо, що x0←x3. Тодi, за означенням 2.3
iснують елементи t̃0, t̃3 ∈ T такi, що x0 ∈ ψ

(
t̃0
)
, x3 ∈ ψ

(
t̃3
)

i t̃3 ≤ t̃0.
Проте остання нерiвнiсть суперечить умовi (4.1). Тому припущення про
те, що x0←x3 — помилкове. Тому єдиноможливими є спiввiдношення
x3←x0 i x0 ̸↚x3. Отже, маємо x3

+←x0, що й необхiдно було довести. □

Для доведення достатностi для теореми 3.6 необхiдно напрацювати
деякi допомiжнi технiчнi результати. Це буде зроблено в наступному
роздiлi.

5. Деякi допомiжнi технiчнi результати

5.1. Властивостi квазiланцюгових орiєнтованих множин.

Твердження 5.2. Нехай,M — квазiланцюгова орiєнтована множина
i x0, x1, x2, x3 ∈ Bs(M) — довiльнi елементарнi станиM. Тодi справе-
дливi наступнi властивостi:
(QL3): Якщо x3←x2

+←x1←x0 то x3←x0.

(QL4): Якщо x3
+←x2←x1 то x3←x1.
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(QL5): Якщо x3←x2
+←x1 то x3←x1.

(QL6): Якщо x3
+←x2

+←x1 то x3
+←x1.

Доведення.
⇛ (QL3). Нехай, x0, x1, x2, x3 ∈ Bs(M) i x3←x2

+←x1←x0. При-
пустимо, що x3 ̸↚x0. Тодi, оскiльки M — квазiланцюгова орiєнтована
множина, маємо x0

+←x3. Таким чином, отримуємо x0
+←x3←x2

+←x1.

Звiдси, за означенням 3.4 (умова (QL2)), маємо x0
+←x1, що суперечить

умовi x1←x0. Отже, зроблене припущення помилкове. Тому x3←x0.
⇛ (QL4). Нехай, x3

+←x2←x1. Тодi, за означенням 2.1, маємо

x3←x3
+←x2←x1. Звiдси, використовуючи доведену вище властивiсть

(QL3), отримуємо x3←x1.
⇛ (QL5). Якщо x3←x2

+←x1, то маємо x3←x2
+←x1←x1. Звiдси,

використовуючи доведену вище властивiсть (QL3), отримуємо x3←x1.
⇛ (QL6). Якщо x3

+←x2
+←x1, то маємо x3

+←x2←x2
+←x1. Звiдси, за

означенням 3.4 (умова (QL2)), маємо x3
+←x1. □

Позначення 5.3. На довiльнiй орiєнтнванiй множинiM введемо до-
датково наступнi бiнарнi вiдношення.
⇛: Для x, y ∈ Bs(M) будемо позначати y

+−←
M
x тодi i тiльки тодi,

коли iснує елемент x̃ ∈ Bs(M) такий, що y +← x̃←x.

⇛: Для x, y ∈ Bs(M) будемо позначати y
−+←
M
x тодi i тiльки тодi,

коли iснує елемент x̃ ∈ Bs(M) такий, що y← x̃
+←x.

Надалi, коли наперед вiдомо, про яку орiєнтовану множинуM йде мо-
ва, замiсть позначень y

+−←
M
x та y

−+←
M
x будемо використовувати по-

значення y +−← x та y −+← x вiдповiдно.

Твердження 5.4. Нехай,M — квазiланцюгова орiєнтована множина
i x1, x2, x3 ∈ Bs(M) — довiльнi елементарнi стани M. Тодi мають
мiсце такi властивостi:
(QL7): Якщо x3←x2

+−← x1 то x3←x1.

(QL8): Якщо x3
−+← x2←x1 то x3←x1.



Про точкову хронологiзацiю орiєнтованих множин 51

(QL9): Якщо x3
+←x2

−+← x1 то x3
+←x1.

(QL10): Якщо x3
+−← x2

+←x1 то x3
+←x1.

(QL11): Якщо x2
+−← x1 або x2

−+← x1 то x2←x1.

(QL12): Якщо x2
+←x1 то x2

+−← x1 i x2
−+← x1.

(QL13): Якщо x3
−+← x2

+−← x1 то x3←x1.

(QL14): Якщо x3
+−← x2

+−← x1 то x3
+−← x1.

(QL15): Якщо x3
−+← x2

−+← x1 то x3
−+← x1.

(QL16): Якщо x3
+←x2

+−← x1 то x3
+−← x1.

(QL17): Якщо x3
−+← x2

+←x1 то x3
−+← x1.

Доведення. Властивостi (QL7)–(QL10) випливають з тверджен-
ня 5.2 та означення 3.4. Зокрема (QL7) та (QL8) випливають з (QL3),
а (QL9) та (QL10) випливають з (QL2).

Властивiсть (QL11) випливає з властивостей (QL4) та (QL5) (твер-
дження 5.2).

Доведемо властивiсть (QL12). Якщо x2
+←x1 то, за означенням 2.1,

маємо, x2
+←x1←x1 i x2←x2

+←x1. Отже, за позначенням 5.3, маємо

x2
+−← x1 i x2

−+← x1.
Властивiсть (QL13) випливає з (QL6) i (QL3).
Властивостi (QL14)–(QL15) випливають з (QL2) або (QL3).
Властивостi (QL16)–(QL17) випливають з (QL6). □

5.5. Скiнченно-повторний час на орiєнтованих множинах.

Означення 5.6. Нехай, T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина
i M — орiєнтована множина.
⇛ Час ψ : T → 2Bs(M) будемо називати скiнченно-повторним,

якщо для довiльного елемента x ∈ Bs(M) виконується спiввiдно-
шення:

card
({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
})

< ℵ0
(де card (M) — потужнiсть множини M). При цьому число:

Rpx (ψ) = card
({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
})

будемо називати повторнiстю часу ψ вiдносно елемента x ∈
Bs(M).
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⇛ Час ψ будемо називати обмежено-повторним, якщо час ψ є
скiнченно-повторним i iснує число K ∈ N таке, що для довiльного
x ∈ Bs(M) справедлива нерiвнiсть, Rpx (ψ) < K. При цьому число:

Rp (ψ) = max
x∈Bs(M)

Rpx (ψ)

будемо називати максимальною повторнюванiстю часу ψ.
⇛ Нехай n ∈ N. Час ψ будемо називати n-повторним, якщо час ψ

є скiнченно-повторним i

∀x ∈ Bs(M) (Rpx (ψ) = n) .

Позначення 5.7. Нехай ψ : T → 2Bs(M) — скiнченно-повторний час
на орiєнтованiй множинi M. Для довiльнго x ∈ Bs(M) покладемо:

ψ̂+ (x) := max
({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
})

;

ψ̂− (x) := min
({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
})
,

де максимум i мiнiмум слiд розумiти в сенсi лiнiйно упорядкованої
множини T = (T,≤).

Твердження 5.8. Нехай, T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множи-
на i ψ : T→ 2Bs(M) — скiнченно-повторний точковий час на орiєнто-
ванiй множинi M. Тодi для довiльних x, x1, x2 ∈ Bs(M) мають мiсце
такi властивостi:
(FR1): ψ̂− (x) ≤ ψ̂+ (x). Якщо ж, додатково, Rpx (ψ) ≥ 2, то ψ̂− (x) <

ψ̂+ (x).
(FR2): x2←x1 тодi i тiльки тодi, коли ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x2) якщо

ж додатково x1 ̸= x2 то x2←x1 тодi i тiльки тодi, коли
ψ̂− (x1) < ψ̂+ (x2).

(FR3): x2
+←x1 тодi i тiльки тодi, коли ψ̂+ (x1) < ψ̂− (x2).

(FR4): Якщо x2
+−← x1 то ψ̂− (x1) < ψ̂− (x2).

(FR5): Якщо x2
−+← x1 то ψ̂+ (x1) < ψ̂+ (x2).

(FR6): Якщо, додатково, час ψ є n-повторним з n ≥ 2 то x2←x1
тодi i тiльки тодi, коли ψ̂− (x1) < ψ̂+ (x2).

Доведення. ⇛ (FR1): Нехай, x ∈ Bs(M). Тодi, згiдно з
позначенням 5.7, маємо, ψ̂− (x) = min

({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
})

≤
max

({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
})

= ψ̂+ (x). Якщо ж, додатково, Rpx (ψ) ≥ 2 то
множина

{
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ (t)
}

мiстить не менше, нiж два елемента. Тому
мiнiмум цiєї множини строго менше за максимум.
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⇛ (FR2): Нехай, x1, x2 ∈ Bs(M) i x2←x1. Тодi у випадку x1 = x2
маємо нерiвнiсть ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x2) згiдно iз доведеною вище власти-
вiстю (FR1). Отже, будемо вважати, що x1 ̸= x2. Оскiльки x2←x1 i
x1 ̸= x2, то, за означенням 2.3, iснують моменти часу t1, t2 ∈ T такi, що
x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2. Тому:

ψ̂− (x1) = min
({
t ∈ T

∣∣ x1 ∈ ψ (t)
})
≤ t1 < t2 ≤

≤ max
({
t ∈ T

∣∣ x2 ∈ ψ (t)
})

= ψ̂+ (x2) .

Отже для довiльних x1, x2 ∈ Bs(M) справедлива iмплiкацiя:

(x2←x1) & (x1 ̸= x2)⇒
(
ψ̂− (x1) < ψ̂+ (x2)

)
. (5.1)

Таким чином в обох випадках для довiльних x1, x2 ∈ Bs(M) отримуємо
iмплiкацiю:

(x2←x1)⇒
(
ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x2)

)
. (5.2)

Навпаки, нехай ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x2). Покладемо:

t̂1 := ψ̂− (x1) , t̂2 := ψ̂+ (x2) .

Тодi, згiдно з позначенням 5.7, маємо, x1 ∈ ψ
(
t̂1
)
, x2 ∈ ψ

(
t̂2
)

i t̂1 ≤ t̂2.
Отже, за означенням 2.4, маємо x2←x1. Таким чином для довiльних
x1, x2 ∈ Bs(M) отримуємо наступну iмплiкацiю:(

ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x2)
)
⇒ (x2←x1) (5.3)

З iмплiкацiй (5.2) та (5.3) отримуємо бажану рiвносильнiсть:
(x2←x1)⇔

(
ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x2)

)
.

Тепер нехай, додатково x1 ̸= x2. Тодi iз спiввiдношень (5.1) i (5.3)
отримуємо рiвносильнiсть (x2←x1)⇔

(
ψ̂− (x1) < ψ̂+ (x2)

)
.

⇛ (FR3): Нехай, x2
+←x1. Припустимо супротивне, ψ̂− (x2) ≤

ψ̂+ (x1). Тодi, згiдно з доведеною вище властивiстю (FR2), отримуємо
спiввiдношення x1←x2, яке суперечить спiввiдношенню x2

+←x1. Отже,

ψ̂+ (x1) < ψ̂− (x2).
Навпаки, нехай ψ̂+ (x1) < ψ̂− (x2). Тодi, згiдно iз доведеною вище

властивiстю (FR1), маємо, ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x1) < ψ̂− (x2) ≤ ψ̂+ (x2). От-
же, згiдно iз доведеною вище властивiстю (FR2), отримуємо x2←x1.
Припустимо, що умова x1←x2 також має мiсце. Тодi, згiдно з доведе-
ною вище властивiстю (FR2), отримуємо нерiвнiсть ψ̂− (x2) ≤ ψ̂+ (x1),
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яка суперечить нерiвностi ψ̂+ (x1) < ψ̂− (x2). Тому припущення про те,
що x1←x2 — помилкове. Отже, x2

+←x1.

⇛ (FR4): Нехай, x1, x2 ∈ Bs(M) i x2
+−← x1. Тодi iснує елемент x̃ ∈

Bs(M) такий, що x2
+← x̃←x1. Тому, використовуючи доведенi вище

властивостi (FR2) i (FR3), отримуємо, ψ̂− (x1) ≤ ψ̂+ (x̃) < ψ̂− (x2), тобто
ψ̂− (x1) < ψ̂− (x2).

⇛ (FR5): Нехай, x1, x2 ∈ Bs(M) i x2
−+← x1. Тодi iснує елемент x̃ ∈

Bs(M) такий, що x2← x̃
+←x1. Отже, використовуючи доведенi вище

властивостi (FR2) i (FR3), маємо, ψ̂+ (x1) < ψ̂− (x̃) ≤ ψ̂+ (x2).

⇛ (FR6): При x1 ̸= x2 властивiсть (FR6) випливає з власти-
востi (FR2). У випадку x1 = x2 зазначена властивiсть випливає
з (FR1). □

5.9. Строгi супремуми та iнфiнуми в лiнiйно упорядкованих
множинах.

Означення 5.10. Нехай T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина
i U ⊆ T — непорожня пiдмножина T.
⇛ 1): Елемент τ ∈ T називається строгою верхньою (строгою

нижньою) гранню множини U якщо для довiльного елемента
t ∈ U виконується нерiвнiсть t < τ (τ < t) вiдповiдно.

⇛ 2): Елемент τ ∈ T називається строгим супремумом (стро-
гим iнфiнумом) множини U якщо:
– τ є строгою верхньою (строгою нижньою) гранню множини
U .

– Для довiльної строгої верхньої (строгої нижньої) гранi τ̃
множини U виконується нерiвнiсть τ ≤ τ̃ (τ̃ ≤ τ) вiдпо-
вiдно.

Безпосередньо з означення 5.10 випливає наступне твердження:

Якщо строгий супремум (строгий iнфiнум) множини U ⊆ T iснує то
вiн єдиний.

Справдi, якщо, наприклад, τ, τ ′ — два строгих супремуми множини
U , то, за означенням 5.10, мусять виконуватись нерiвностi τ ≤ τ ′ i τ ′ ≤
τ . Тому τ = τ ′.
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⇛ Строгий супремум множини U ⊆ T (якщо вiн iснує) будемо позна-
чати через:

sup ∗
T U .

⇛ Строгий iнфiнум множини U ⊆ T (якщо вiн iснує) будемо позна-
чати через:

inf ∗T U .

Позначення 5.11. Нехай, T1 = (T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упо-
рядкованi множини. Будемо позначати T1 ⊑ T2 тодi i тiльки тодi,
коли виконуються такi умови:
1) T1 ⊆ T2;
2) Для довiльних t, τ ∈ T1 нерiвнiсть t ≤2 τ виконується тодi i тiль-

ки тодi, коли t ≤1 τ .

Твердження 5.12. Нехай T1 = (T1,≤1) — лiнiйно упорядкована мно-
жина, U ⊆ T1 — довiльна непорожня пiдмножина T1, а t0 — довiльний
елемент такий, що t0 /∈ T1. Тодi iснує лiнiйно упорядкована множина
T = (T,≤), що має такi властивостi:

(1) T1 ⊑ T;
(2) T = T1 ∪ {t0};
(3) sup ∗

T U = t0.

Доведення. Покладемо:

T−
1 :=

{
τ ∈ T1

∣∣ ∃ t ∈ U (τ ≤1 t)
}

; (5.4)

T+
1 :=

{
τ ∈ T1

∣∣ ∄ t ∈ U (τ ≤1 t)
}

=
{
τ ∈ T1

∣∣ ∀ t ∈ U (t <1 τ)
}

=

=
{
τ ∈ T1

∣∣ τ є строгою верхньою гранню множини U в T1

}
, (5.5)

де <1 — строгий порядок, породжений нестрогим порядком ≤1. Легко
переконатись, що множини T−

1 та T+
1 мають такi властивостi:

T+
1 ∩T−

1 = ∅; (5.6)

T+
1 ∪T−

1 = T1; (5.7)

∀ t+ ∈ T+
1 ∀ t

− ∈ T−
1

(
t− <1 t

+
)
. (5.8)

З властивостей (5.6)–(5.8) випливають такi властивостi:

Якщо t ∈ T+
1 i t ≤1 t̃ то t̃ ∈ T+

1 . (5.9)

Якщо t ∈ T−
1 i t̃ ≤1 t то t̃ ∈ T−

1 . (5.10)

Покладемо:
T := T1 ∪ {t0} . (5.11)
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Введемо на T вiдношення порядку. А саме, для довiльних t, t′ ∈ T1

будемо вважати, що t ≤ t′ тодi i тiльки тодi, коли виконується хоча б
одна з умов:

t, t′ ∈ T1 i t ≤1 t
′; (5.12)

t = t0 i t′ ∈ T+
1 ; (5.13)

t ∈ T−
1 i t′ = t0; (5.14)

t = t′ = t0. (5.15)

Нескладно перевiрити, що T = (T,≤) є лiнiйно упорядкованою мно-
жиною.

З формули (5.11) випливає, що T1 ⊆ T, а з формул (5.12)–(5.15)
випливає, що для довiльних t, τ ∈ T1 умова t ≤ τ виконується тодi i
тiльки тодi, коли t ≤1 τ . Отже, вiдповiдно до позначення 5.11:

T1 ⊑ T. (5.16)

Доведемо, що sup ∗
T U = t0. З формули (5.4) випливає, що U ⊆ T−

1 .
Тому, згiдно з формулою (5.14), для довiльного τ ∈ U маємо τ ≤ t0.
Оскiльки U ⊆ T1 i t0 /∈ T1, то з умови τ ∈ U випливає, що τ ̸= t0. Отже:

∀ τ ∈ U (τ < t0) (5.17)

Припустимо, що для деякого елемента t′0 ∈ T такого, що t′0 ̸= t0 вико-
нується умова:

∀ τ ∈ U
(
τ < t′0

)
. (5.18)

Тодi з того, що t′0 ̸= t0 випливає, що t′0 ∈ T1. Тому, згiдно з (5.12),
маємо, ∀ τ ∈ U (τ <1 t

′
0). Це означає, що t′0 є стргою верхньою гранню

U в T1, а отже, згiдно з (5.5), t′0 ∈ T+
0 . Звiдси, за умовою (5.13), маємо

t0 ≤ t′0. Отже, виконується умова (5.17) i при цьому якщо елемент t′0 ∈ T
задовольняє умову (5.18), то t0 ≤ t′0. Тому, t0 є строгим супремумом
множини U в T, тобто:

sup ∗
T U = t0. (5.19)

З формул (5.16), (5.11) i (5.19) випливає, що лiнiйно упорядкована
множина T задовольняє умови 1, 2, 3 твердження 5.12. □

Враховуючи принцип двоїстостi (див. [9, стор. 14]) з твердження 5.12
отримуємо таке твердження:

Твердження 5.13. Нехай T1 = (T1,≤1) — лiнiйно упорядкована мно-
жина, U ⊆ T1 — довiльна непорожня пiдмножина T1, а t0 — довiльний
елемент такий, що t0 /∈ T1. Тодi iснує лiнiйно упорядкована множина
T = (T,≤), що має такi властивостi:

(1) T1 ⊑ T;
(2) T = T1 ∪ {t0};
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(3) inf ∗T U = t0.

Застосовуючи твердження 5.12 i 5.13 отримуємо наступне тверджен-
ня:

Твердження 5.14. Нехай T1 = (T1,≤1) — лiнiйно упорядкована мно-
жина, U1,U2 ⊆ T1 — довiльнi непорожнi пiдмножини T1 такi, що:

∀ τ1 ∈ U1 ∀ τ2 ∈ U2 ( τ1 <1 τ2 ) , (5.20)

а t
(1)
0 , t

(2)
0 довiльнi елементи такi, що t

(1)
0 , t

(2)
0 /∈ T1 i t(1)0 ̸= t

(2)
0 . Тодi

iснує лiнiйно упорядкована множина T = (T,≤), що має такi власти-
востi:

(1) T1 ⊑ T;
(2) T = T1 ∪

{
t
(1)
0 , t

(2)
0

}
;

(3) sup ∗
T U1 = t

(1)
0 , inf ∗T U2 = t

(2)
0 .

Доведення. Згiдно з твердженням 5.12, iснує лiнiйно упорядковна
множина T∗ = (T∗,≤∗) така, що:

1.1) T1 ⊑ T∗;
1.2) T∗ = T1 ∪

{
t
(1)
0

}
;

1.3) sup ∗
T∗ (U1) = t

(1)
0 .

Оскiльки T1 ⊑ T∗, то з умови (5.20) випливає, що для довiльних
елементiв τ1 ∈ U1 i τ2 ∈ U2 виконується нерiвнiсть τ1 <

∗ τ2, де <∗ —
строгий порядок, породжений нестрогим порядком ≤∗. Отже, довiль-
ний елемент τ2 ∈ U2 є строгою верхньою гранню множини U1 в лiнiйно
упорядкованiй множинi T∗. Тому, оскiльки t

(1)
0 = sup ∗

T∗ (U1), то маємо
нерiвнiсть:

t
(1)
0 ≤

∗ τ2 (∀τ2 ∈ U2) .

Але, оскiльки t
(1)
0 /∈ T1, а U2 ⊆ T1 то рiвнiсть t(1)0 = τ2 — неможлива

при жодному τ2 ∈ U2. Отже:

t
(1)
0 <∗ τ2 (∀τ2 ∈ U2) . (5.21)

З твердження 5.13 випливає iснування лiнiйно упорядковної множини
T = (T,≤) такої, що:

2.1) T∗ ⊑ T;
2.2) T = T∗ ∪

{
t
(2)
0

}
= T1 ∪

{
t
(1)
0 , t

(2)
0

}
;

2.3) inf ∗T (U2) = t
(2)
0 .
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Для завершення доведення залишилось показати, що sup ∗
T (U1) = t

(1)
0 .

За умовою твердження, T∗ ⊑ T. Тому у спiввiдношеннi (5.21) знак не-
рiвностi <∗ можна замiнити на знак <. Отже, що iз формули (5.21) i
рiвностi inf ∗T (U2) = t

(2)
0 випливає нерiвнiсть t(1)0 ≤ t

(2)
0 . Але, оскiльки,

за умовою, t(1)0 ̸= t
(2)
0 , то з останньої нерiвностi отримуємо нерiвнiсть:

t
(1)
0 < t

(2)
0 (5.22)

Оскiльки sup ∗
T∗ (U1) = t

(1)
0 , то для довiльного τ1 ∈ U1 маємо нерiвнiсть

τ1 <
∗ t

(1)
0 . Звiдси, враховуючи, що T∗ ⊑ T, отримуємо:

τ1 < t
(1)
0 ( ∀ τ1 ∈ U1) .

Тому, t(1)0 є строгою верхньою гранню множини U1 також i вiдносно
лiнiйно упорядкованої множини T. Нехай t̃0 — iнший елемент з T
такий, що:

τ1 < t̃0 ( ∀ τ1 ∈ U1) . (5.23)

Якщо припустити, що t̃0 ∈ T∗, то, беручи до уваги рiвнiсть t
(1)
0 =

sup ∗
T∗ (U1), отримаємо нерiвнiсть t(1)0 ≤∗ t̃0, а отже (оскiльки T∗ ⊑ T), i

нерiвнiсть:
t
(1)
0 ≤ t̃0. (5.24)

Отже, залишилось лише розгляднути випадок t̃0 = t
(2)
0 . Але в цьому ви-

падку нерiвнiсть (5.24) випливає з (5.22). Отже, нерiвнiсть (5.24) спра-
ведлива для довiльного елемента t̃0 ∈ T, що задовольняє умову (5.23).
Тому:

t
(1)
0 = sup ∗

T (U1) . □

5.15. Еволюцiйнi максимуми та мiнiмуми орiєнтованих мно-
жин.

Означення 5.16.
⇛ Елемент x∗ ∈ Bs(M) будемо називати еволюцiйним макси-

мумом орiєнтованої множини M, якщо для довiльного x ∈ Bs(M)
виконується умова:

x = x∗ або x∗
+←x.

⇛ Елемент x∗ ∈ Bs(M) будемо називати еволюцiйним мiнiму-
мом орiєнтованої множини M, якщо для довiльного x ∈ Bs(M) ви-
конується умова:

x = x∗ або x
+←x∗.
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Твердження 5.17. Довiльна орiєнтована множина M може мати
не бiльш, нiж один еволюцiйний максимум i не бiльш, нiж один ево-
люцiйний мiнiмум.

Доведення. Нехай, x∗ та x∗∗ — два еволюцiйних максимуми орiєнто-
ваної множиниM. Якщо припустити, що x∗ ̸= x∗∗, то, на основi означе-
ння 5.16 отримаємо x∗∗ +←x∗ i x∗ +←x∗∗, що неможливо. Отже, x∗ = x∗∗.
Аналогiчно доводиться єдинiсть еволюцiйного мiнiмуму. □

Позначення 5.18. Якщо x∗ є еволюцiйним максимумом (x∗ є еволю-
цiйним мiнiмумом) орiєнтованої множини M будемо позначати їх
через:

x∗ = max∗(M) (x∗ = min∗(M))

вiдповiдно.

Означення 5.19.
⇛ Орiєнтовану множинуM називатимемо еволюцiйно обмеже-

ною, якщо вона має еволюцiйнi максимум i мiнiмум (тобто якщо
iснують max∗(M) i min∗(M)).

⇛ Орiєнтовану множинуM будемо називати строго еволюцiйно
обмеженою, якщо вона є еволюцiйно обмеженою i card (Bs(M)) ≥ 2.

Твердження 5.20. Якщо орiєнтована множина M — стро-
го еволюцiйно обмежена, то max∗ (M) ̸= min∗ (M), причому
max∗ (M)

+←min∗ (M).

Доведення. Нехай, M — строго еволюцiйно обмежена орiєнтована
множина. Припустимо, що max∗ (M) = min∗ (M) = x∗. Оскiльки орi-
єнтована множина M — строго еволюцiйно обмежена, то, за означен-
ням 5.19, card (Bs(M)) ≥ 2. Отже, iснує елемент x ∈ Bs(M) такий, що
x ̸= x∗. Тодi використовуючи рiвнiсть max∗ (M) = min∗ (M) = x∗ на
основi означення 5.16 приходимо до висновку, що x

+←x∗ i x∗ +←x, що
неможливо. Тому, max∗ (M) ̸= min∗ (M). При цьому з означення 5.16
випливає, що max∗ (M)

+←min∗ (M). □

5.21. Частковi точковi хронологiзацiї орiєнтованих множин. В
цьому роздiлi буде введено ще одне допомiжне технiчне поняття не-
обхiдне для формулювання основної леми, на якiй буде ґрунтуватись
доведення основного результату статтi.
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Позначення 5.22. Нехай, M — довiльна орiєнтована множина i
M1 ⊆ Bs(M) — довiльна непорожня пiдмножина Bs(M). Надалi через
M↾M1 будемо позначати орiєнтовану множину, що задовольняє такi
умови:

• Bs (M↾M1) = M1;
• Для довiльних x, y ∈ Bs (M↾M1) = M1 спiввiдношення y←−−−

M↾M1

x

виконується тодi i тiльки тодi, коли y←
M
x.

Надалi будемо дотримуватись наступної домовленостi:

Домовленiсть. У тих випадках, коли ми одночасно матимемо
справу з орiєнтованою множиною M i деякою її “орiєнтованою пiд-
множиною” M↾M1 пiд записами y

+−← x та y −+← x завжди розумiтиме-

мо, що y +−←
M
x та y −+←

M
x (але не y +−←−−−

M↾M1

x та y −+←−−−
M↾M1

x).

Виявляється, що технiчно простiше доводити iснування саме 2-
повторного точкового часу на довiльнiй квазiланцюговiй орiєнтованiй
множинi. Цей факт служить мотивацiєю для наступного допомiжного
технiчного означення.

Означення 5.23. Нехай, M — довiльна орiєнтована множина i N ⊆
Bs(M) — довiльна непорожня пiдмножина Bs(M).

Пiд частковою точковою 2-повторною хронологiзацiєю орi-
єнтованої множиниM вiдносно пiдмножини N будемо розумiти упо-
рядковану пару (T, ψ), що задовольняє такi умови:

(1) T = (T,≤) є лiнiйно упорядкованою множиною.
(2) Вiдображення ψ : T → 2Bs(M↾N) є точковим, 2-повторним ча-

сом на орiєнтованiй множинi M↾N.
(3) Для довiльних x, y ∈ Bs (M↾N) = N справедливi такi iмплiкацiї:

3.1:
(
y
+−← x

)
⇒
(
ψ̂− (x) < ψ̂− (y)

)
;

3.2:
(
y
−+← x

)
⇒
(
ψ̂+ (x) < ψ̂+ (y)

)
.

Зауваження 5.24. З домовленостi, прийнятоi в позначеннi 5.22, ви-
пливає, що умови 3.1 та 3.2 означення 5.23 є суттєвими i не випливають
з твердження 5.8 (пункти (FR4) та (FR5)), оскiльки, згiдно з прийняти-
ми домовленостями, записи y

+−← x та y −+← x означають y +−←
M
x та y −+←

M
x

(а не y +−←−−−
M↾N

x та y −+←−−−
M↾N

x).
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Зауваження 5.25. Надалi для лаконiчностi замiсть термiну “часткова
точкова 2-повторна хронологiзацiя” будемо вживати термiн “часкова
2-хронологiзацiя”.

6. Основна лема

Доведення достатностi для теореми 3.6 ґрунтується на наступнiй ле-
мi.

Лема 6.1. Нехай:
(1) Орiєнтована множина M — строго еволюцiйно обмежена i

квазiланцюгова.
(2) (T1, ψ1) = ((T1,≤1) , ψ1) — часкова 2-хронологiзацiяM вiдносно

пiдмножини N ⊆ Bs(M) такої, що min∗ (M) , max∗ (M) ∈ N.
(3) x0 ∈ Bs(M) \ N.
(4) t0, t′0 — довiльнi елементи такi, що t0, t′0 /∈ T1 i t0 ̸= t′0.

Тодi iснує часкова 2-хронологiзацiя (T, ψ) = ((T,≤) , ψ) орiєнтованої
множини M вiдносно пiдмножини N ∪ {x0} така, що:

а) T1 ⊑ T.
б) T = T1 ∪ {t0, t′0}.
в) ∀t ∈ T1 (ψ (t) = ψ1 (t) ).

Доведення. 1. Покладемо:

N+ :=
{
x ∈ N

∣∣ x−+← x0

}
, (6.1)

N− :=
{
x ∈ N

∣∣ x0 +−← x
}
, (6.2)

x∗ := max∗ (M) ; x∗ := min∗ (M) .

Оскiльки орiєнтована множина M — строго еволюцiйно обмежена, то,
за твердженням 5.20, x∗ ̸= x∗.

За умовою леми, x∗, x∗ ∈ N. Тому, оскiльки x0 /∈ N, то за означен-
ням 5.16, маємо: x∗ +←x0

+←x∗. Отже, згiдно з твердженням 5.4 (влас-

тивiсть (QL12)), маємо: x∗ −+← x0
+−← x∗. Таким чином, маємо x∗ ∈ N−,

x∗ ∈ N+. Отже, множини N− та N+ — непорожнi.
Для довiльного x ∈ N покладемо:

ψ̂+
1,x0

(x) :=


ψ̂−
1 (x) , x

+←x0

ψ̂+
1 (x) , x

+
̸↚x0

(6.3)
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ψ̂−
1,x0

(x) :=


ψ̂+
1 (x) , x0

+←x

ψ̂−
1 (x) , x0

+
̸↚x,

(6.4)

де для x1, x2 ∈ Bs(M) запис x2
+
̸↚x1 означає, що спiввiдношення

x2
+←x1 не має мiсця.

Доведемо наступну властивiсть функцiй ψ̂+
1,x0

та ψ̂−
1,x0

:
(ψx01): Якщо x1 ∈ N− i x2 ∈ N+ то ψ̂−

1,x0
(x1) <1 ψ̂

+
1,x0

(x2).
Справдi, нехай, x1 ∈ N− i x2 ∈ N+.

⇛ У випадку x2
+
̸↚x0

+
̸↚x1, згiдно з (6.1), (6.2) маємо,

x2
−+← x0

+−← x1. Отже, згiдно з властивiстю (QL13) (див. твер-
дження 5.4), отримуємо, x2←x1. Тому, враховуючи, що час ψ1

є 2-повторним, використовуючи формули (6.3), (6.4) i твердже-
ння 5.8 (власт. (FR6)), маємо:

ψ̂−
1,x0

(x1) = ψ̂−
1 (x1) <1 ψ̂

+
1 (x2) = ψ̂+

1,x0
(x2) .

⇛ У випадку x2
+←x0

+
̸↚x1, згiдно з (6.2), маємо, x2

+←x0
+−← x1.

Отже, за властивiстю (QL16) (див. твердження 5.4), отриму-
ємо, x2

+−← x1. Звiдси (враховуючи, що (T1, ψ1) — часкова 2-
хронологiзацiя орiєнтованої множини M вiдносно N), за озна-
ченням 5.23 (пункт 3.1), маємо ψ̂−

1 (x1) <1 ψ̂
−
1 (x2), тобто, згiдно

з (6.3), (6.4), отримуємо:

ψ̂−
1,x0

(x1) = ψ̂−
1 (x1) <1 ψ̂

−
1 (x2) = ψ̂+

1,x0
(x2) .

⇛У випадку x2
+
̸↚x0

+←x1, згiдно з (6.1) маємо, x2
−+← x0

+←x1.

Отже, за властивiстю (QL17) (див. твердження 5.4), отриму-
ємо, x2

−+← x1. Звiдси, за означенням 5.23 (пункт 3.2), маємо

ψ̂+
1 (x1) <1 ψ̂

+
1 (x2), тобто, згiдно з (6.3), (6.4):

ψ̂−
1,x0

(x1) = ψ̂+
1 (x1) <1 ψ̂

+
1 (x2) = ψ̂+

1,x0
(x2) .

⇛ У випадку x2
+←x0

+←x1, згiдно з властивiстю (QL6) (див.

твердження 5.2), маємо x2
+←x1. Отже, за твердженням 5.8

(власт. (FR3)), отримуємо, ψ̂+
1 (x1) <1 ψ̂

−
1 (x2), тобто, згiдно з
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(6.3), (6.4):

ψ̂−
1,x0

(x1) = ψ̂+
1 (x1) <1 ψ̂

−
1 (x2) = ψ̂+

1,x0
(x2) .

Таким чином, у всiх випадках властивiсть доведено.
Покладемо:

T+
1 :=

{
ψ̂+
1,x0

(x)
∣∣ x ∈ N+

}
; (6.5)

T−
1 :=

{
ψ̂−
1,x0

(x)
∣∣ x ∈ N−

}
. (6.6)

З властивостi (ψx01) випливає, що:

∀ t1 ∈ T−
1 ∀ t2 ∈ T+

1 (t1 <1 t2) . (6.7)

Згiдно з формулою (6.7) i твердженням 5.14 iснує лiнiйно упорядкована
множина T = (T,≤), що має такi властивостi:
(T1): T1 ⊑ T;
(T2): T = T1 ∪ {t0, t′0};
(T3): sup ∗

T
(
T−

1

)
= t0, inf ∗T

(
T+

1

)
= t′0.

З формули (6.7) i умови (T1) випливає, що ∀ t1 ∈ T−
1 ∀ t2 ∈ T+

1 (t1 < t2).
Тому з умови (T3) випливає нерiвнiсть t0 ≤ t′0. Але, оскiльки, за умовою,
t0 ̸= t′0, то:

t0 < t′0. (6.8)

Нижче будуть встановленi деякi додатковi властивостi функцiй ψ̂+
1

та ψ̂−
1 , а саме властивостi (ψx02)–(ψx05) (див. далi).

(ψx02): Якщо x ∈ N i x←x0 то t0 < ψ̂+
1 (x).

Справдi, нехай, x ∈ N i x←x0. Доведемо, що для довiльного
елемента x1 ∈ N− справедлива нерiвнiсть:

ψ̂−
1,x0

(x1) < ψ̂+
1 (x) . (6.9)

⇛ У випадку x0
+
̸↚x1 згiдно з (6.2) будемо мати x←x0

+−← x1, тоб-

то, за властивiстю (QL7) (див. твердження 5.4), маємо, x←x1.
Тому, враховуючи, що час ψ1 є 2-повторним, а також викори-
стовуючи формулу (6.4) i властивiсть (FR6) з твердження 5.8,
отримуємо, ψ̂−

1,x0
(x1) = ψ̂−

1 (x1) <1 ψ̂
+
1 (x). Звiдси, враховуючи,

що, згiдно з умовою (T1), T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.9).
⇛ У випадку x0

+←x1 будемо мати x←x0
+←x1, тобто x−+← x1. От-

же, використовуючи формулу (6.4) i означення 5.23 (пункт 3.2),
отримуємо, ψ̂−

1,x0
(x1) = ψ̂+

1 (x1) <1 ψ̂
+
1 (x). Звiдси, враховуючи,

що, згiдно з (T1), T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.9).
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Отже, в обох випадках нерiвнiсть (6.9) — доведена. Оскiльки
нерiвнiсть (6.9) справедлива для довiльного елемента x1 ∈ N−,
то, згiдно з формулою (6.6), маємо:

t < ψ̂+
1 (x)

(
∀t ∈ T−

1

)
.

Отже елемент ψ̂+
1 (x) ∈ T1 ⊆ T є строгою верхньою гранню мно-

жини T−
1 , де, згiдно з умовою (T3), sup ∗

T
(
T−

1

)
= t0. Звiдси, за

означенням 5.10 (п.2), отримуємо нерiвнiсть t0 ≤ ψ̂+
1 (x). Проте,

оскiльки, t0 /∈ T1 (за умовою леми), а ψ̂+
1 (x) ∈ T1, то рiвнiсть

t0 = ψ̂+
1 (x) — неможлива. Отже, отримуємо бажану строгу не-

рiвнiсть t0 < ψ̂+
1 (x). Властивiсть доведено.

(ψx03): Якщо x ∈ N i x0←x, то ψ̂−
1 (x) < t′0.

Справдi, нехай, x ∈ N i x0←x. Доведемо, що для довiльного
елемента x1 ∈ N+ справедлива нерiвнiсть:

ψ̂−
1 (x) < ψ̂+

1,x0
(x1) (6.10)

⇛У випадку x1
+
̸↚x0 згiдно з (6.1) будемо мати x1

−+← x0←x. Тоб-

то, за властивiстю (QL8) (див. твердження 5.4), маємо, x1←x.
Тому, враховуючи, що час ψ1 є 2-повторним, а також викори-
стовуючи твердження 5.8 (властивiсть (FR6)) i формулу (6.3),
отримуємо, ψ̂−

1 (x) <1 ψ̂
+
1 (x1) = ψ̂+

1,x0
(x1). Звiдси, враховуючи,

що, згiдно з (T1), T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.10).
⇛ У випадку x1

+←x0 будемо мати x1
+←x0←x, тобто x1

+−← x.
Отже, за означенням 5.23 (пункт 3.1), беручи до уваги формулу
(6.3), отримуємо, ψ̂−

1 (x) <1 ψ̂
−
1 (x1) = ψ̂+

1,x0
(x1). Звiдси, врахо-

вуючи, що, згiдно з (T1), T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.10).
Отже, в обох випадках нерiвнiсть (6.10) — доведена. Оскiльки

нерiвнiсть (6.10) справедлива для довiльного елемента x1 ∈ N+,
то, згiдно з формулою (6.5), маємо:

ψ̂−
1 (x) < t

(
∀t ∈ T+

1

)
.

Отже елемент ψ̂−
1 (x) ∈ T1 ⊆ T є строгою нижньою гранню

множини T+
1 . Звiдси, враховуючи, що, згiдно з умовою (T3),

inf ∗T
(
T+

1

)
= t′0, отримуємо нерiвнiсть ψ̂−

1 (x) ≤ t′0. Проте, оскiль-
ки, t′0 /∈ T1 (за умовою), а ψ̂−

1 (x) ∈ T1, то рiвнiсть t′0 = ψ̂−
1 (x) —

неможлива. Отже, отримуємо бажану строгу нерiвнiсть ψ̂−
1 (x) <

t′0. Властивiсть доведено.
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(ψx04): Якщо x ∈ N i x+−← x0, то t0 < ψ̂−
1 (x).

Справдi, нехай, x ∈ N i x+−← x0. Доведемо, що для довiльного
x1 ∈ N− справедлива нерiвнiсть:

ψ̂−
1,x0

(x1) < ψ̂−
1 (x) . (6.11)

Нижче буде розглянуто два випадки: x0
+
̸↚x1 i x0

+←x1.

⇛ Випадок x0
+
̸↚x1. У цьому випадку, згiдно з (6.2), маємо,

x
+−← x0

+−← x1. Звiдси, за твердженням 5.4 (властивiсть (QL14)),

отримуємо, x+−← x1 (де x1, x ∈ N). Отже, за означенням 5.23

(пункт 3.1), отримуємо ψ̂−
1 (x1) <1 ψ̂

−
1 (x). Тому, враховуючи той

факт, що x0
+
̸↚x1, згiдно з формулою (6.4), маємо, ψ̂−

1,x0
(x1) =

ψ̂−
1 (x1) <1 ψ̂

−
1 (x). Звiдси, враховуючи, що, згiдно з (T1), T1 ⊑ T,

отримуємо нерiвнiсть (6.11).
⇛ Випадок x0

+←x1. У цьому випадку маємо, x+−← x0
+←x1, тобто,

згiдно з твердженням 5.4 (властивiсть (QL10)), x +←x1. Тому,

згiдно з твердженням 5.8 (властивiсть (FR3)), маємо, ψ̂+
1 (x1) <1

ψ̂−
1 (x). Отже, враховуючи, що x0

+←x1, згiдно з формулою (6.4),

маємо, ψ̂−
1,x0

(x1) = ψ̂+
1 (x1) <1 ψ̂

−
1 (x). Звiдси, враховуючи, що,

згiдно з (T1), T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.11).

Отже, в обох випадках нерiвнiсть (6.11) — доведена. Оскiльки
нерiвнiсть (6.11) справедлива для довiльного x1 ∈ N−, то, згiдно
з формулою (6.6), маємо:

t < ψ̂−
1 (x)

(
∀t ∈ T−

1

)
.

Отже елемент ψ̂−
1 (x) ∈ T1 ⊆ T є строгою верхньою гранню

множини T−
1 . Звiдси, враховуючи, що, згiдно з умовою (T3),

sup ∗
T
(
T−

1

)
= t0, отримуємо нерiвнiсть t0 ≤ ψ̂−

1 (x). Проте,
оскiльки, t0 /∈ T1 (за умовою), а ψ̂−

1 (x) ∈ T1, то рiвнiсть
t0 = ψ̂−

1 (x) — неможлива. Отже, отримуємо бажану строгу не-
рiвнiсть t0 < ψ̂−

1 (x). Властивiсть доведено.
(ψx05): Якщо x ∈ N i x0

−+← x, то ψ̂+
1 (x) < t′0.
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Справдi, нехай, x ∈ N i x0
−+← x. Доведемо, що для довiльного

x1 ∈ N+ справедлива нерiвнiсть:

ψ̂+
1 (x) < ψ̂+

1,x0
(x1) . (6.12)

Нижче розглядаються два випадки: x1
+
̸↚x0 та x1

+←x0.

⇛ Випадок x1
+
̸↚x0. У цьому випадку, згiдно з (6.1), маємо,

x1
−+← x0

−+← x. Звiдси, за твердженням 5.4 (властивiсть (QL15)),

отримуємо, x1
−+← x (де x, x1 ∈ N). Отже, за означенням 5.23

(пункт 3.2), отримуємо ψ̂+
1 (x) <1 ψ̂+

1 (x1). Тому, враховуючи

специфiку даного випадку (x1
+
̸↚x0), згiдно з формулою (6.3),

маємо, ψ̂+
1 (x) <1 ψ̂

+
1 (x1) = ψ̂+

1,x0
(x1). Звiдси, враховуючи, що,

згiдно з (T1), T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.12).
⇛ Випадок x1

+←x0. У цьому випадку маємо, x1
+←x0

−+← x, тоб-

то, згiдно з твердженням 5.4 (властивiсть (QL9)), x1
+←x (де

x, x1 ∈ N). Тому, згiдно з твердженням 5.8 (властивiсть (FR3)),
маємо, ψ̂+

1 (x) <1 ψ̂−
1 (x1). Звiдси, враховуючи специфiку да-

ного випадку (x1
+←x0), за формулою (6.3), маємо: ψ̂+

1 (x) <1

ψ̂−
1 (x1) = ψ̂+

1,x0
(x1). Звiдси, враховуючи, що, згiдно з (T1),

T1 ⊑ T, отримуємо нерiвнiсть (6.12).
Отже, в обох випадках нерiвнiсть (6.12) — доведена. Оскiльки

нерiвнiсть (6.12) справедлива для довiльного x1 ∈ N+, то, згiдно
з формулою (6.5), маємо:

ψ̂+
1 (x) < t

(
∀t ∈ T+

1

)
.

Отже елемент ψ̂+
1 (x) ∈ T1 ⊆ T є строгою нижньою гранню

множини T+
1 . Звiдси, враховуючи, що, згiдно з умовою (T3),

inf ∗T
(
T+

1

)
= t′0, отримуємо нерiвнiсть ψ̂+

1 (x) ≤ t′0. Проте, оскiль-
ки, t′0 /∈ T1 (за умовою), а ψ̂+

1 (x) ∈ T1, то рiвнiсть t′0 = ψ̂+
1 (x) —

неможлива. Отже, отримуємо бажану строгу нерiвнiсть ψ̂+
1 (x) <

t′0. Властивiсть доведено.
Для t ∈ T покладемо:

ψ (t) :=

{
ψ1 (t) , t ∈ T1

{x0} , t ∈ {t0, t′0} .
(6.13)
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2. Доведемо, що вiдображення ψ є часом на орiєнтованiй множинi
M↾N∪{x0} = (N ∪ {x0} ,←) (де пiд символом ← насправдi розумiється
звуження вiдношення ←

M
на пiдмножину N ∪ {x0} ⊆ Bs(M)).

2.1) З формули (6.13) i того факту, що ψ1 є часом на орiєнтованiй
множинi M↾N = (N,←) випливає, що ∀x ∈ N ∪ {x0} ∃ t ∈ T (x ∈ ψ (t))
(де N ∪ {x0} = Bs

(
M↾N∪{x0}

)
). Отже перша умова означення 2.3 для

вiдображення ψ — виконується.
2.2) Нехай, x1, x2 ∈ N ∪ {x0}, x2←x1 i x1 ̸= x2.
2.2.1. Спочатку розглянемо випадок x1, x2 ∈ N. З того факту, що

ψ1 є часом на орiєнтованiй множинi M↾N = (N,←) випливає iснування
моментiв часу t1, t2 ∈ T1 таких, що x1 ∈ ψ1 (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 <1 t2.
Звiдси, враховуючи формулу (6.13) i умову (T1) (T1 ⊑ T) отримуємо, що
t1, t2 ∈ T, x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2), t1 < t2. Отже, залишилось розглянути
лише випадки, коли x1 = x0 або x2 = x0, якi ми розглянемо нижче.

2.2.2. Випадок x1 = x0. У цьому випадку маємо, x2←x1 = x0 i
x2 ̸= x1 = x0. Далi, з того, що x2 ̸= x0 випливає, що x2 ∈ N. Звiдси, в
силу властивостi (ψx02), випливає нерiвнiсть, t0 < ψ̂+

1 (x2). Покладемо:
t1 := t0, t2 := ψ̂+

1 (x2). Тодi, в силу формули (6.13) та позначення 5.7,
отримаємо:

x1 = x0 ∈ {x0} = ψ (t0) = ψ (t1) ;

x2 ∈ ψ1 (t2) = ψ (t2) i
t1 < t2.

2.2.3. Випадок x2 = x0. У цьому випадку маємо, x0 = x2←x1 i
x1 ̸= x2 = x0. З нерiвностi x1 ̸= x0 випливає, що x1 ∈ N. Звiдси, в
силу властивостi (ψx03), випливає нерiвнiсть ψ̂−

1 (x1) < t′0. Покладемо:
t1 := ψ̂−

1 (x1), t2 := t′0. Тодi, в силу формули (6.13) та позначення 5.7,
отримаємо:

x1 ∈ ψ1 (t1) = ψ (t1) ;

x2 = x0 ∈ {x0} = ψ
(
t′0
)

= ψ (t2) ;

i t1 < t2.

Отже, у всiх можливих випадках ми довели, що для довiльних
x1, x2 ∈ N ∪ {x0} таких, що x2←x1 i x1 ̸= x2 iснують моменти ча-
су t1, t2 ∈ T такi, що x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2. Тому, друга
умова означення 2.3 для вiдображення ψ — також виконується. Таким
чином, вiдображення ψ є часом на орiєнтованiй множинi M↾N∪{x0} =
(N ∪ {x0} ,←).

3. Доведемо, що час ψ є точковим.
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3.1) Оскiльки час ψ1 є точковим, то з формули (6.13) випливає, що
для довiльного t ∈ T множина ψ (t) є одноелементною. Тобто, згiдно з
означенням 2.4, час ψ є квазiточковим .

3.2) Нехай, t1, t2 ∈ T, x1, x2 ∈ N∪{x0}, t1 ≤ t2, x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2).
Доведемо, що тодi x2←x1.

3.2.1. У випадку t1 = t2 з того факту, що (згiдно з пунктом 3.1))
ψ (t) є одноелементною множиною, отримуємо x1 = x2, а отже, за озна-
ченням 2.1, отримуємо бажане спiввiдношення x2←x1. Отже, надалi
будемо вважати, що t1 < t2.

3.2.2. У випадку t1, t2 ∈ T1, враховуючи формулу (6.13) та умову
(T1) (тобто T1 ⊑ T), будемо мати:

ψ (t1) = ψ1 (t1) , ψ (t2) = ψ1 (t2) , t1 <1 t2.

Отже, оскiльки час ψ1 є точковим (за умовою леми), то за означен-
ням 2.4 отримуємо x2←x1. Таким чином, залишилось розглянути
лише два випадки t1 ∈ {t0, t′0} та t2 ∈ {t0, t′0} при додатковiй умовi
t1 < t2.

3.2.3. Випадок t1 ∈ {t0, t′0} (t1 < t2). У цьому випадку, враховуючи
нерiвнiсть (6.8), маємо:

t0 ≤ t1 < t2, x1 ∈ ψ (t1) = ψ (t0) , x2 ∈ ψ (t2) . (6.14)

З умови x1 ∈ ψ (t0), згiдно з формулою (6.13), випливає, що x1 = x0.
Отже, потрiбно довести, що x2←x0. Припустимо супротивне x2 ̸↚x0.
Тодi, оскiльки орiєнтована множина M є квазiланцюговою, за озна-
ченням 3.4, отримаємо x0

+←x2. Тому, рiвнiсть x0 = x2 — неможлива,
тобто x2 ̸= x0, отже x2 ∈ N. Таким чином, враховуючи твердження 5.4
(властивiсть (QL12)), отримуємо:

x2 ∈ N− =
{
x ∈ N

∣∣ x0 +−← x
}
.

Оскiльки x0
+←x2, то, згiдно з формулами (6.4) та (6.6), маємо, ψ̂+

1 (x2) =

ψ̂−
1,x0

(x2) ∈ T−
1 . Звiдси:

ψ̂+
1 (x2) < sup ∗

T
(
T−

1

)
= t0. (6.15)

Оскiльки x2 ∈ N (тобто x2 ̸= x0) i (згiдно з (6.14)), x2 ∈ ψ (t2), то,
враховуючи, що ψ (t0) = ψ (t′0) = {x0}, маємо t2 /∈ {t0, t′0}. Отже, t2 ∈
T1. Тому, згiдно з (6.13), ψ (t2) = ψ1 (t2), тобто (згiдно з (6.14)) x2 ∈
ψ1 (t2). Отже, t2 ≤1 ψ̂+

1 (x2). I, враховуючи умову (T1) (T1 ⊑ T), на
основi нерiвностi (6.15) отримуємо:

t2 ≤ ψ̂+
1 (x2) < t0,



Про точкову хронологiзацiю орiєнтованих множин 69

що суперечить умовам (6.14). Тому, зроблене припущення — помилкове.
Отже, x2←x0 = x1 (тобто x2←x1), що й необхiдно було довести.

3.2.4. Розглянемо випадок t2 ∈ {t0, t′0} (t1 < t2). У цьому випадку,
враховуючи (6.8), отримуємо:

t1 < t2 ≤ t′0, x1 ∈ ψ (t1) , x2 ∈ ψ (t2) = ψ
(
t′0
)
. (6.16)

Доведемо, що x2←x1. З умови x2 ∈ ψ (t′0), згiдно з формулою (6.13),
випливає, що x2 = x0. Отже, потрiбно довести, що x0←x1. Припустимо
супротивне: x0 ̸↚x1. Тодi, враховуючи, що орiєнтована множина M є
квазiланцюговою, маємо x1

+←x0. Тому, рiвнiсть x0 = x1 — неможлива,

тобто x1 ̸= x0, отже x1 ∈ N. З умови x1
+←x0 на основi твердження 5.4

(властивiсть (QL12)) випливає, що:

x1 ∈ N+ =
{
x ∈ N

∣∣ x−+← x0

}
.

Оскiльки x1
+←x0, то, згiдно з формулами (6.3) та (6.5), маємо, ψ̂−

1 (x1) =

ψ̂+
1,x0

(x1) ∈ T+
1 . Звiдси:

t′0 = inf ∗T
(
T+

1

)
< ψ̂−

1 (x1) . (6.17)

Оскiльки x1 ∈ N (тобто x1 ̸= x0) i (згiдно з (6.16)), x1 ∈ ψ (t1), то,
враховуючи, що ψ (t0) = ψ (t′0) = {x0}, маємо t1 /∈ {t0, t′0}. Отже, t1 ∈
T1. Тому, згiдно з (6.13), ψ (t1) = ψ1 (t1), тобто (згiдно з (6.16)) x1 ∈
ψ1 (t1). Отже, ψ̂−

1 (x1) ≤1 t1. I, враховуючи умову (T1) (T1 ⊑ T), на
основi нерiвностi (6.17) отримуємо:

t′0 < ψ̂−
1 (x1) ≤ t1,

що суперечить умовам (6.16). Тому, зроблене припущення — помилкове.
Отже, x2 = x0←x1, що й необхiдно було довести.

З пунктiв 3.2.1–3.2.4 випливає, що в усiх можливих випадках з умов
t1, t2 ∈ T, x1, x2 ∈ N∪ {x0}, t1 ≤ t2, x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) випливає, що
x2←x1.

З пунктiв 3.1), 3.2), за означенням 2.4 випливає, що час ψ є точковим
на орiєнтованiй множинiM↾N∪{x0} = (N ∪ {x0} ,←).

4. Iз спiввiдношення (6.13) i того факту, що час ψ1 є 2-повторним
випливає, що час ψ також є 2-повторним.

5. Доведемо, що для довiльних x, y ∈ N ∪ {x0} = Bs
(
M↾N∪{x0}

)
з

умови y +−← x випливає нерiвнiсть ψ̂− (x) < ψ̂− (y). Нехай, x, y ∈ N∪{x0}

i y +−← x.



70 Я. I. Грушка

5.1) У випадку, коли x, y ∈ N з формули (6.13) випливає, що ψ̂− (x) =

ψ̂−
1 (x), ψ̂− (y) = ψ̂−

1 (y). Тому в цьому випадку зазначена iмплiкацiя
випливає з того факту, що (T1, ψ1) є часковою 2-хронологiзацiєю M
вiдносно пiдмножини N ⊆ Bs(M). Отже, залишилось лише розглянути
випадки, коли x = x0 або y = x0.

5.2) Нехай, тепер, x = x0. Оскiльки, за умовою, y +−← x, то рiвнiсть y =

x — неможлива (за означенням вiдношень +← та +−← (див. позначення 3.1

та 5.3)). Отже, y ̸= x, тобто y ̸= x0. Тому, маємо, y ∈ N i y +−← x0. Звiдси,

застосовуючи властивiсть (ψx04), отримуємо t0 < ψ̂−
1 (y). Оскiльки y ∈

N то з формули (6.13) випливає, що ψ̂− (y) = ψ̂−
1 (y). Таким чином,

згiдно з формулою (6.13), отримуємо:

ψ̂− (x) = ψ̂− (x0) = t0 < ψ̂−
1 (y) = ψ̂− (y) .

5.3) Тепер розглянемо випадок, коли y = x0. Оскiльки y
+−← x, то

маємо x0
+−← x. Тому, x ̸= x0, тобто x ∈ N. Отже, x0

+−← x, де x ∈ N.
Звiдси випливає, що x ∈ N− (згiдно з (6.2)). Тому, враховуючи (6.13)
та (6.4), маємо:

ψ̂− (x) = ψ̂−
1 (x) ≤1 ψ̂

−
1,x0

(x) .

Тобто, враховуючи, що T1 ⊑ T маємо, ψ̂− (x) ≤ ψ̂−
1,x0

(x), де ψ̂−
1,x0

(x) ∈{
ψ̂−
1,x0

(x̃)
∣∣ x̃ ∈ N−

}
= T−

1 . Отже, згiдно з умовою (T3) та означен-
ням 5.10, отримуємо:

ψ̂− (x) ≤ ψ̂−
1,x0

(x) < sup ∗
T
(
T−

1

)
= t0 = ψ̂− (x0) = ψ̂− (y) .

З пунктiв 5.1)–5.3) випливає, що (в усiх можливих випадках) для
довiльних x, y ∈ N ∪ {x0} з умови y

+−← x випливає нерiвнiсть ψ̂− (y) =

ψ̂−
1 (y), що й необхiдно було довести.
6. Доведемо, що для довiльних x, y ∈ N∪{x0} з умови y −+← x випли-

ває нерiвнiсть ψ̂+ (x) < ψ̂+ (y). Справдi, нехай x, y ∈ N ∪ {x0} i y +−← x.

6.1) У випадку, коли x, y ∈ N згiдно з (6.13) маємо, ψ̂− (x) = ψ̂−
1 (x),

ψ̂− (y) = ψ̂−
1 (y). Тому в цьому випадку зазначена iмплiкацiя випливає

з того факту, що (T1, ψ1) є часковою 2-хронологiзацiєю M вiдносно
пiдмножини N ⊆ Bs(M). Отже, залишилось лише розглянути випадки,
коли x = x0 або y = x0.
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6.2) Розглянемо випадок x = x0. Оскiльки, за умовою, y −+← x, то

рiвнiсть y = x — неможлива (за означенням вiдношень +← та −+←). Отже,

y ̸= x, тобто y ̸= x0. Тому маємо, y ∈ N i y −+← x0. Отже, згiдно з (6.1),
y ∈ N+ . Тому, враховуючи (6.3) та (6.13), отримуємо:

ψ̂+
1,x0

(y) ≤1 ψ̂
+
1 (y) = ψ̂+ (y) ,

тобто, враховуючи, що T1 ⊑ T, маємо, ψ̂+
1,x0

(y) ≤ ψ̂+ (y), де ψ̂+
1,x0

(y) ∈{
ψ̂+
1,x0

(x̃)
∣∣ x̃ ∈ N+

}
= T+

1 . Отже, використовуючи умову (T3), одержу-
ємо:

ψ̂+ (x0) = t′0 = inf ∗T
(
T+

1

)
< ψ̂+

1,x0
(y) ≤ ψ̂+ (y) .

Звiдси, враховуючи, що x = x0, отримуємо бажану нерiвнiсть ψ̂+ (x) <

ψ̂+ (y).
6.3) Тепер розглянемо випадок y = x0. Оскiльки, за умовою, y −+← x,

то рiвнiсть y = x — неможлива (за означенням вiдношень +← та −+←).

Отже, x ̸= y, тобто x ̸= x0. Таким чином, маємо x ∈ N i x0 = y
−+← x.

Звiдси, за властивiстю (ψx05), випливає нерiвнiсть ψ̂+
1 (x) < t′0. Тому,

враховуючи (6.13), отримуємо:

ψ̂+
1 (x) < t′0 = ψ̂+ (x0) = ψ̂+ (y) . (6.18)

Враховуючи, що x ∈ N, за формулою (6.13) маємо, ψ̂+ (x) = ψ̂+
1 (x).

Отже, з нерiвностi (6.18) отримуємо бажану нерiвнiсть ψ̂+ (x) < ψ̂+ (y).
Отже, в усiх можливих випадках з умов x, y ∈ N ∪ {x0} та y

−+← x

випливає нерiвнiсть ψ̂+ (x) < ψ̂+ (y).
⇛ З умов (T1), (T2), рiвностi (6.13), а також з результатiв, вста-

новлених в пунктах 2-6 даного доведення випливає, що (T, ψ) є часко-
вою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої множини M вiдносно пiдмножини
N ∪ {x0}, що задовольняє умови а)-в) даної леми. □

7. Доведення достатностi для теореми 3.6

Наступна лема обґрунтовує достатнiсть умови, вказаної в теоремi 3.6
для iснування точкового часу.

Лема 7.1. Якщо орiєнтована множина M є квазiланцюговою то її
можна точково хронологiзувати. При цьому iснує хронологiзацiя H =
((T,≤) , ψ) орiєнтованої множини M з 2-повторним точковим часом
ψ.
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Доведення. Нехай,M — квазiланцюгова орiєнтована множина.
I. Спочатку доведемо лему 7.1 за умови наступного додаткового при-

пущення:

Припущення * Орiєнтована множинаM — строго еволюцiйно обме-
жена.

Отже, нехай має мiсце припущення *. Тодi iснують min∗ (M) та
max∗ (M). Зафiксуємо довiльну множину T , що задовольняє наступнi
умови:

1) card (T ) ≥ ℵ0, 2) card (T ) > card (Bs(M)) .

I.1. Позначимо через H множину всiх упорядкованих пар виду h =
(Th, ψh) = ((Th,≤h) , ψh) таких, що:

10.: h є часковою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої множини M
вiдносно деякої пiдмножини Nh ⊆ Bs(M) такої, що
min∗ (M) , max∗ (M) ∈ Nh.

20.: Th ⊆ T .
Зауважимо, що з пункту 10 автоматично випливає, що для довiльної
хронологiзацiї h = (Th, ψh) = ((Th,≤h) , ψh) ∈ H множина Nh визна-
чається однозначно за формулою:

Nh =
⋃

t∈Th

ψh (t) . (7.1)

Доведемо, що множина H — непорожня. Виберемо довiльним чином
чотири елемента τ1, τ2, τ3, τ4 ∈ T (τi ̸= τj при i ̸= j). Покладемо:

x− := min∗ (M) ,

Nh0 := {x−,x+} ,
x+ := max∗ (M)

Th0 := {τ1, τ2, τ3, τ4} .

Далi, для τi, τj ∈ Th0 (i, j ∈ 1, 4) будемо вважати, що τi ≤h0 τj тодi
i тiльки тодi, коли i ≤ j (де ≤ — стандартний порядок на множинi
натуральних чисел). Тодi, упорядкована пара:

Th0 = (Th0 ,≤h0)

очевидно є лiнiйно упорядкованою множиною. Покладемо:

ψh0 (t) :=

{
{x−} , t ∈ {τ1, τ2}
{x+} , t ∈ {τ3, τ4}

(t ∈ Th0) .

Нескладно перевiрити, що ψh0 є точковим 2-повторним часом на орiєн-
тованiй множинiM↾Nh0

, причому {min∗ (M) , max∗ (M)} = {x−,x+} =

Nh0 i Th0 = {τ1, τ2, τ3, τ4} ⊆ T . Отже, h0 ∈ H . Тому H ̸= ∅, що й
необхiдно було довести.

На множинi H введемо наступне бiнарне вiдношення:
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(Ho): Для довiльних хронологiзацiй h = (Th, ψh) = ((Th,≤h) , ψh) ∈
H i H = (TH, ψH) = ((TH,≤H) , ψH) ∈ H будемо вважати,
що h ≤H H тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi умови:
Ho1.: Th ⊑ TH (з останнього спiввiдношення, зокрема випли-

ває, що Th ⊆ TH).
Ho2.: ∀ t ∈ Th (ψh (t) = ψH (t)) (тобто ψh ⊆ ψH).

Легко бачити, що ≤H є вiдношенням часткового порядку (тобто ре-
флексивним, асиметричним i транзитивним вiдношенням на множинi
хронологiзацiй H ).

Доведемо, що в упорядкованiй множинi
(
H ,≤H

)
кожен ланцюг

обмежений зверху.
Нехай L ⊆H (L ̸= ∅) — довiльний ланцюг упорядкованої множини(

H ,≤H
)
. Нижче буде побудовано нову часкову 2-хронологiзацiю H̃ =(

T
H̃
, ψ

H̃

)
=
((
T

H̃
,≤

H̃

)
, ψ

H̃

)
орiєнтованої множиниM.

⇛ H̃1.: Покладемо:

T
H̃

=
⋃
h∈L

Th. (7.2)

⇛ H̃2.: Для t1, t2 ∈ T
H̃

будемо вважати, що t1 ≤H̃
t2 тодi i тiльки тодi,

коли iснує така хронологiзацiя h ∈ L , що t1, t2 ∈ Th i t1 ≤h t2.
⇛ H̃3.: Нехай, t ∈ T

H̃
. Тодi, згiдно з формулою (7.2), iснує хронологi-

зацiя h ∈ L така, що t ∈ Th. Покладемо:

ψ
H̃

(t) := ψh (t) . (7.3)

Доведемо, що формула (7.3) коректним чином визначає вiдображення
ψ
H̃

(t) : T
H̃
→ 2NH̃ , де

N
H̃

=
⋃

H∈L

NH. (7.4)

Нехай, t ∈ Th i t ∈ Th1 , де h,h1 ∈ L . Для доведення коректностi
означення вiдображення ψ

H̃
за формулою (7.3), необхiдно перевiрити

рiвнiсть ψh (t) = ψh1 (t). Оскльки L — ланцюг упорядкованої множини(
H ,≤H

)
то L є лiнiйно упорядкованою множиною вiдносно вiдношен-

ня ≤H . Тому для елементiв h,h1 ∈ L мусить виконуватись хоча б одне
iз спiввiдношень h ≤H h1 або h1 ≤H h. Але, в обох випадках, згiдно
з пунктом Ho2 означення (Ho) вiдношення порядку ≤H , отримуємо
рiвнiсть ψh (t) = ψh1 (t), що й необхiдно було довести.

I.2. Тепер доведемо, що побудована вище трiйка H̃ =
(
T
H̃
, ψ

H̃

)
=((

T
H̃
,≤

H̃

)
, ψ

H̃

)
є часковою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої множини

M вiдносно пiдмножини N
H̃
⊆ Bs(M), що визначається формулою

(7.4).
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I.2.1.: Доведемо, що T
H̃

=
(
T

H̃
,≤

H̃

)
є лiнiйно упорядкованою множи-

ною.
I.2.1.а): Нехай, t ∈ T

H̃
. Тодi, згiдно з формулою (7.2), iснує

хронологiзацiя h = (Th, ψh) = ((Th,≤h) , ψh) ∈ L така, що
t ∈ Th. Тодi, оскiльки Th = (Th,≤h) є лiнiйно упорядкова-
ною множиною, маємо t ≤h t, а отже, за пунктом H̃2 (див.
вище), маємо t ≤

H̃
t. Тобто, рефлексивнiсть вiдношення ≤

H̃
доведено.

I.2.1.б): Нехай, t, τ ∈ T
H̃

, причому t ≤
H̃

τ i τ ≤
H̃

t. Тодi,
згiдно з пунктом H̃2 (див. вище), iснують хрононологiзацiї
h1,h2 ∈ L такi, що t, τ ∈ Thi

(i ∈ 1, 2), t ≤h1 τ i τ ≤h2 t.
Оскльки L — ланцюг упорядкованої множини

(
H ,≤H

)
то

мусить iснувати елемент h∗ ∈ {h1,h2} такий, що h1 ≤H h∗
i h2 ≤H h∗. Справдi, щоб пересвiдчитись в iснуваннi такого
елемента h∗ досить покласти:

h∗ :=

{
h2, h1 ≤H h2

h1, h2 <
H h1.

Iз спiввiдношень h1 ≤H h∗ i h2 ≤H h∗, згiдно з пунктом
Ho1 означення (Ho) вiдношення порядку ≤H , випливають
спiввiдношення Th1 ⊑ Th∗ та Th2 ⊑ Th∗ , а отже (згiд-
но iз позначенням 5.11) i спiввiдношення Th1 ⊆ Th∗ та
Th2 ⊆ Th∗ . Тому, враховуючи, що t, τ ∈ Thi

(i ∈ 1, 2), то
маємо t, τ ∈ Th∗ . Оскiльки Th1 ,Th2 ⊑ Th∗ , то iз нерiвностей
t ≤h1 τ i τ ≤h2 t, згiдно iз позначенням 5.11, випливають
нерiвностi t ≤h∗ τ i τ ≤h∗ t. А з останнiх нерiвностей, в
силу того, що (Th∗ ,≤h∗) є лiнiйно упорядкованою множи-
ною, випливає рiвнiсть t = τ . Таким чином, асиметричнiсть
вiдношення ≤

H̃
доведено.

I.2.1.в): Нехай, t1, t2, t3 ∈ T
H̃

, причому t1 ≤H̃
t2 i t2 ≤H̃

t3. Тодi,
згiдно з пунктом H̃2 (див. вище), iснують хрононологiзацiї
h12,h23 ∈ L такi, що t1, t2 ∈ Th12 , t2, t3 ∈ Th23 , t1 ≤h12 t2
i t2 ≤h23 t3. Оскльки L — ланцюг упорядкованої множини(
H ,≤H

)
то мусить iснувати елемент h13 ∈ {h12,h23} та-

кий, що h12 ≤H h13 i h23 ≤H h13. Iз спiввiдношень h12 ≤H

h13 i h23 ≤H h13, згiдно з пунктом Ho1 означення (Ho),
випливають спiввiдношення Th12 ⊆ Th13 та Th23 ⊆ Th13 .
Тому, враховуючи, що t1, t2 ∈ Th12 , t2, t3 ∈ Th23 , то маємо
t1, t2, t3 ∈ Th13 . Оскiльки Th12 ,Th23 ⊑ Th13 , то iз нерiвностей
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t1 ≤h12 t2 i t2 ≤h23 t3, згiдно iз позначенням 5.11, виплива-
ють нерiвностi t1 ≤h13 t2 i t2 ≤h13 t3. А з останнiх нерiвно-
стей, в силу того, що (Th13 ,≤h13) є лiнiйно упорядкованою
множиною, випливає нерiвнiсть t1 ≤h13 t3. Таким чином,
маємо t1, t3 ∈ Th13 i t1 ≤h13 t3. Звiдси, за пунктом H̃2 (див.
вище), маємо t1 ≤H̃

t3. Тобто, транзитивнiсть вiдношення
≤

H̃
доведено.

I.2.1.г): Розглянемо довiльнi елементи t1, t2 ∈ T
H̃

. З форму-
ли (7.2) випливає iснування хронологiзацiй h1,h2 ∈ L та-
ких, що t1 ∈ Th1 , t2 ∈ Th2 . Оскльки L — ланцюг упо-
рядкованої множини

(
H ,≤H

)
то мусить iснувати елемент

h∗ ∈ {h1,h2} такий, що h1 ≤H h∗ i h2 ≤H h∗. Iз спiв-
вiдношень h1 ≤H h∗ i h2 ≤H h∗, згiдно з пунктом Ho1
означення (Ho), випливають включення Th1 ⊆ Th∗ та
Th2 ⊆ Th∗ . Тому, враховуючи, що ti ∈ Thi

(i ∈ 1, 2), то ма-
ємо t1, t2 ∈ Th∗ . Звiдси, оскiльки (Th∗ ,≤h∗) є лiнiйно упо-
рядкованою множиною, випливає, що повинна мати мiсце
хоча б одна з нерiвностей t1 ≤h∗ t2 або t2 ≤h∗ t1. Але, з
нерiвностi t1 ≤h∗ t2, згiдно з пунктом H̃2 (див. вище), ви-
пливає спiввiдношення t1 ≤H̃

t2, а з нерiвностi t2 ≤h∗ t1
— спiввiдношення t2 ≤H̃

t1. Таким чином, для довiльних
t1, t2 ∈ T

H̃
мусить виконуватись хоча б одне iз спiввiдно-

шень t1 ≤H̃
t2 або t2 ≤H̃

t1. Отже, порядок ≤
H̃

є лiнiйним,
тобто

(
T

H̃
,≤

H̃

)
є лiнiйно упорядкованою множиною, що й

треба було довести.
I.2.2.: Доведемо, що вiдображення ψ

H̃
(t) : T

H̃
→ 2NH̃ є часом на орi-

єнтованiй множинiM↾N
H̃

=
(
N
H̃
,←
)
.

I.2.2.а): Нехай, x ∈ N
H̃

= Bs
(
M↾N

H̃

)
. Тодi, згiдно з формулою

(7.4), iснує хронологiзацiя h ∈ L така, що x ∈ Nh. Звiд-
си, згiдно з формулою (7.1) випливає iснування елемента
t ∈ Th такого, що x ∈ ψh (t). Оскiльки t ∈ Th, то, згiд-
но з формулою (7.2), маємо, t ∈ T

H̃
, а, згiдно з формулою

(7.3), маємо ψ
H̃

(t) = ψh (t). Отже, маємо x ∈ ψ
H̃

(t), де
t ∈ T

H̃
. Таким чином, вище було доведено, що для довiль-

ного елемента x ∈ Bs
(
M↾N

H̃

)
iснує елемент t ∈ T

H̃
такий,

що x ∈ ψ
H̃

(t).

I.2.2.б): Нехай, x1, x2 ∈ N
H̃

= Bs
(
M↾N

H̃

)
, x2←x1 i x1 ̸=

x2. Тодi, згiдно з формулою (7.4), iснують хронологiза-
цiї h1,h2 ∈ L такi, що x1 ∈ Nh1 , x2 ∈ Nh2 . Оскльки
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L — ланцюг упорядкованої множини
(
H ,≤H

)
то мусить

iснувати елемент h∗ ∈ {h1,h2} такий, що h1 ≤H h∗ i
h2 ≤H h∗. Iз спiввiдношень h1 ≤H h∗ i h2 ≤H h∗, згiдно з
пунктом Ho1 означення (Ho), випливають спiввiдношення
Th1 ,Th2 ⊆ Th∗ . Тому, застосовоуючи формули (7.1) та (7.3)
при i ∈ 1, 2 отримуємо:

Nhi
=

⋃
t∈Thi

ψhi
(t) =

⋃
t∈Thi

ψ
H̃

(t) ⊆
⋃

t∈Th∗

ψ
H̃

(t) = Nh∗ .

Отже маємо, x1, x2 ∈ Nh∗ , де h∗ = ((Th∗ ,≤h∗) , ψh∗) ∈
L — часткова 2-хронологiзацiя орiєнтованої множини M
вiдносно пiдмножини Nh∗ ⊆ Bs(M), причому x2←x1 i
x1 ̸= x2. Тому, оскiльки ψh∗ — час на орiєнтованiй множи-
нi M↾Nh∗

= (Nh∗ ,←), то (за означенням 2.3) iснують етле-
менти t1, t2 ∈ Th∗ такi, що x1 ∈ ψh∗ (t1), x2 ∈ ψh∗ (t2) i
t1 <h∗ t2. Оскiльки t1, t2 ∈ Th∗ , де h∗ ∈ L то, за формулою
(7.2), маємо, t1, t2 ∈ T

H̃
. Оскiльки h∗ ∈ L i t1, t2 ∈ Th∗ ,

то, за формулою (7.3), ψh∗ (t1) = ψ
H̃

(t1), ψh∗ (t2) = ψ
H̃

(t2).
Згiдно з пунктом H̃2 (див. вище), з нерiвностi t1 <h∗ t2 ви-
пливає нерiвнiсть t1 <H̃

t2. Отже, отримуємо: t1, t2 ∈ T
H̃

,
x1 ∈ ψ

H̃
(t1), x2 ∈ ψ

H̃
(t2) i t1 <

H̃
t2. Таким чином, ми

довели, що для будь-яких x1, x2 ∈ Bs
(
M↾N

H̃

)
, таких, що

x2←x1 i x1 ̸= x2 iснують t1, t2 ∈ T
H̃

такi, що x1 ∈ ψH̃
(t1),

x2 ∈ ψH̃
(t2) i t1 <H̃

t2.
З результатiв, отриманих в пунктах I.2.2.а) та I.2.2.б), за означе-
нням 2.3, випливає, що вiдображення ψ

H̃
(t) : T

H̃
→ 2NH̃ є часом

на орiєнтованiй множинiM↾N
H̃

, що й треба було довести.
I.2.3.: Доведемо, що час ψ

H̃
є точковим на орiєнтованiй множинiM↾N

H̃
.

I.2.3.а): З формули (7.3) i того факту, що ψh є точковим ча-
сом на орiєнтованiй множинi M↾Nh

(для будь-якої h ∈ L )
випливає, що для довiльного t ∈ T

H̃
множина ψ

H̃
(t) є одно-

елементною.
I.2.3.б): Нехай, t1, t2 ∈ T

H̃
, x1, x2 ∈ N

H̃
= Bs

(
M↾N

H̃

)
, t1 ≤H̃

t2, x1 ∈ ψ
H̃

(t1), x2 ∈ ψ
H̃

(t2). Доведемо, що тодi x2←x1.
Оскiльки t1 ≤H̃

t2, то, згiдно з пунктом H̃2 (див. вище),
iснує хронологiзацiя h ∈ L така, що t1, t2 ∈ Th i t1 ≤h

t2. Оскiльки t1, t2 ∈ Th, то з формули (7.3) випливають
рiвностi: ψ

H̃
(t1) = ψh (t1), ψH̃

(t2) = ψh (t2). Отже, маємо:

t1, t2 ∈ Th, t1 ≤h t2, x1 ∈ ψh (t1) , x2 ∈ ψh (t2) . (7.5)
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Так, як h є часковою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої мно-
жиниM вiдносно пiдмножини Nh ⊆ Bs(M), то ψh є точко-
вим часом на орiєнтованiй множинi M↾Nh

. Тому, за озна-
ченням 2.4, iз спiввiдношень (7.5) випливає бажане спiввiд-
ношення x2←x1. Таким чином, для довiльних t1, t2 ∈ T

H̃
,

x1, x2 ∈ N
H̃

= Bs
(
M↾N

H̃

)
з умов t1 ≤H̃

t2, x1 ∈ ψ
H̃

(t1),
x2 ∈ ψH̃

(t2) випливає спiввiдношення x2←x1.
За означенням 2.4, з результатiв, встановлених в пунктах
I.2.3.а) та I.2.3.б), випливає, що ψ

H̃
є точковим часом на

орiєнтованiй множинiM↾N
H̃

, що й необхiдно було довести.
I.2.4.: Доведемо, що час ψ

H̃
є 2-повторним. Нехай, x ∈ N

H̃
. Тодi, згiдно

з формулою (7.4), iснує хронологiзацiя h = ((Th,≤h) , ψh) ∈ L
така, що x ∈ Nh. Згiдно з пунктом 10 (див. визначення множини
H вище), h є часковою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої множини
M вiдносно пiдмножини Nh ⊆ Bs(M). Тому ψh є 2-повторним
часом, а отже, за означенням 5.6, мусять iснувати два елемента
t1, t2 ∈ Th (t1 ̸= t2) такi, що x ∈ ψh (t1) i x ∈ ψh (t2). Оскiльки
h ∈ L i t1, t2 ∈ Th, то, згiдно з формулою (7.2) маємо, t1, t2 ∈
T

H̃
, а, згiдно з формулою (7.3), отримуємо ψh (t1) = ψ

H̃
(t1),

ψh (t2) = ψ
H̃

(t2). Отже, ми довели, що iснують елементи t1, t2 ∈
T

H̃
такi, що x ∈ ψ

H̃
(t1)∩ψH̃

(t2). Тому, за означенням 5.6, маємо:

Rpx
(
ψ
H̃

)
= card

({
t ∈ T

H̃

∣∣ x ∈ ψ
H̃

(t)
})
≥ 2. (7.6)

Тепер припустимо, що iснують елементи x ∈ N
H̃

та t1, t2, t3 ∈ T
H̃

такi, що ti ̸= tj при i ̸= j (i, j ∈ 1, 3) i x ∈ ψ
H̃

(t1) ∩
ψ
H̃

(t2) ∩ ψH̃
(t3). Згiдно з формулою (7.2), iз спiввiдношення

t1, t2, t3 ∈ T
H̃

випливає iснування хронологiзацiй h1,h2,h3 ∈ L

таких, що ti ∈ Thi
(∀i ∈ 1, 3). Оскльки L — ланцюг упоряд-

кованої множини
(
H ,≤H

)
то мусить iснувати елемент h0 ∈

{h1,h2,h3} такий, що hi ≤H h0 (∀i ∈ 1, 3). Iз спiввiдношень
hi ≤H h0 (i ∈ 1, 3), згiдно з пунктом Ho1 означення (Ho) вiд-
ношення порядку ≤H , випливають спiввiдношення Thi

⊆ Th0

(i ∈ 1, 3). Отже, маємо, t1, t2, t3 ∈ Th0 . Звiдси, за формулою
(7.3), отримуємо ψ

H̃
(ti) = ψh0 (ti), (i ∈ 1, 3). Таким чином,

маємо, x ∈ ψh0 (t1) ∩ ψh0 (t2) ∩ ψh0 (t3), де t1, t2, t3 ∈ Th0 i
ti ̸= tj при i ̸= j (i, j ∈ 1, 3). Отже, за означенням 5.6, маємо,
Rpx (ψh0) = card

({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψh0 (t)
})
≥ 3. Але останнє спiв-

вiдношення суперечить тому, що h0 = ((Th0 ,≤h0) , ψh0) є ча-
сковою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої множини M (тобто то-
му, що час ψh0 є 2-повторним). Отже, зроблене припущення
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приводить до суперечностi. Тому не iснує елементiв x ∈ N
H̃

та t1, t2, t3 ∈ T
H̃

таких, що ti ̸= tj при i ̸= j (i, j ∈ 1, 3) i
x ∈ ψ

H̃
(t1) ∩ ψH̃

(t2) ∩ ψH̃
(t3). А це, згiдно з означенням 5.6,

означає, що:

Rpx
(
ψ
H̃

)
= card

({
t ∈ T

H̃

∣∣ x ∈ ψ
H̃

(t)
})
≤ 2. (7.7)

З нерiвностей (7.6) i (7.7) випливає, що для довiльного x ∈ N
H̃

має мiсце рiвнiсть Rpx
(
ψ
H̃

)
= 2. Тому час ψ

H̃
є 2-повторним, що

й необхiдно було довести.
I.2.5.: Доведемо, що для довiльних h ∈ L i x ∈ Nh виконуються рiв-

ностi:

ψ̂−
h (x) = ψ̂−

H̃
(x) , ψ̂+

h (x) = ψ̂+

H̃
(x) .

Справдi, нехай h ∈ L i x ∈ Nh. Покладемо:

t− := ψ̂−
h (x) , t+ := ψ̂+

h (x) .

Тодi, оскiльки час ψh : Th → 2Nh є точковим i 2-повторим, за
позначенням 5.7, отримуємо:

t+, t− ∈ Th, ψh (t−) = ψh (t+) = {x} , t− <h t+.

Звiдси, використовуючи формули (7.2) i (7.3), а також пункт
H̃2 (див. вище), отримуємо:

t+, t− ∈ T
H̃
, ψ

H̃
(t−) = ψ

H̃
(t+) = {x} , t− <

H̃
t+.

Оскiльки, згiдно з результатом, встановленим в пунктi I.2.4, час
ψ
H̃

є 2-повторним, то маємо:

ψ̂+

H̃
(x) = max

({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ
H̃

(t)
})

= t+;

ψ̂−
H̃

(x) = min
({
t ∈ T

∣∣ x ∈ ψ
H̃

(t)
})

= t−,

що й треба було довести.
I.2.6.: Доведемо, що для довiльних x, y ∈ N

H̃
= Bs

(
M↾N

H̃

)
iз спiввiд-

ношення y
+−← x випливає нерiвнiсть ψ̂−

H̃
(x) <

H̃
ψ̂−
H̃

(y). Нехай,

x, y ∈ N
H̃

i y
+−← x. Зiгдно з рiвнiстю (7.4), iз спiввiдношення

x, y ∈ N
H̃

випливає iснування хронологiзацiй hx,hy ∈ L таких,
що x ∈ Nhx , y ∈ Nhy . Оскльки L — ланцюг упорядкованої мно-
жини

(
H ,≤H

)
то мусить iснувати елемент hxy ∈ {hx,hy} ⊆ L

такий, що hx ≤H hxy, hy ≤H hxy. Тодi, з пункту Ho1 озна-
чення (Ho) вiдношення порядку ≤H випливають включення
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Thx ⊆ Thxy , Thy ⊆ Thxy . Тому, використовуючи формулу (7.1)
та пункт Ho2 означення (Ho) отримуємо:

Nhx =
⋃

t∈Thx

ψhx (t) =
⋃

t∈Thx

ψhxy (t) ⊆
⋃

t∈Thxy

ψhxy (t) = Nhxy ,

Nhy ⊆ Nhxy .

Отже, хронологiзацiя hxy =
((
Thxy ,≤hxy

)
, ψhxy

)
∈ L задоволь-

няє умову x, y ∈ Nhxy , причому час ψhx,y : Thxy → 2Nhxy є точко-
вим, 2-повторним i задовольняє умову 3.1 означення 5.23, тобто:

ψ̂−
hxy

(x) <hxy ψ̂
−
hxy

(y) .

Звiдси, враховуючи результат, встановлений вище в пунктi I.2.5,
отримуємо нерiвнiсть ψ̂−

H̃
(x) <hxy ψ̂−

H̃
(y), з якої, враховуючи

пункт H̃2 (див. вище), отримуємо бажану нерiвнiсть:

ψ̂−
H̃

(x) <
H̃
ψ̂−
H̃

(y) .

I.2.7.: Доведемо, що для довiльних x, y ∈ N
H̃

= Bs
(
M↾N

H̃

)
iз спiввiд-

ношення y
−+← x випливає нерiвнiсть ψ̂+

H̃
(x) <

H̃
ψ̂+

H̃
(y). Нехай,

x, y ∈ N
H̃

i y
−+← x. Зiгдно з рiвнiстю (7.4), iз спiввiдношення

x, y ∈ N
H̃

випливає iснування хронологiзацiй hx,hy ∈ L таких,
що x ∈ Nhx , y ∈ Nhy . Оскльки L — ланцюг упорядкованої мно-
жини

(
H ,≤H

)
то мусить iснувати елемент hxy ∈ {hx,hy} ⊆ L

такий, що hx ≤H hxy, hy ≤H hxy. Тодi, з пункту Ho1 озна-
чення (Ho) випливають включення Thx ⊆ Thxy , Thy ⊆ Thxy .
Тому, використовуючи формулу (7.1) та пункт Ho2 означення
(Ho) отримуємо:

Nhx ⊆ Nhxy , Nhy ⊆ Nhxy .

Отже, хронологiзацiя hxy =
((
Thxy ,≤hxy

)
, ψhxy

)
∈ L задоволь-

няє умову x, y ∈ Nhxy , причому час ψhx,y : Thxy → 2Nhxy є точко-
вим, 2-повторним i задовольняє умову 3.2 означення 5.23, тобто:

ψ̂+
hxy

(x) <hxy ψ̂
+
hxy

(y) .

Звiдси, враховуючи результат, встановлений вище в пунктi I.2.5,
отримуємо нерiвнiсть ψ̂+

H̃
(x) <hxy ψ̂+

H̃
(y), з якої, враховуючи

пункт H̃2 (див. вище), отримуємо бажану нерiвнiсть:

ψ̂+

H̃
(x) <

H̃
ψ̂+

H̃
(y) .
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З фактiв, встановлених в пунктах I.2.1–I.2.7 випливає, що трiйка H̃ =(
T
H̃
, ψ

H̃

)
=
((
T

H̃
,≤

H̃

)
, ψ

H̃

)
є часковою 2-хронологiзацiєю орiєнтованої

множиниM вiдносно пiдмножини N
H̃

.
I.3. Оскiльки для довiльної хронологiзацiї h ∈ L виконується умова

min∗ (M) , max∗ (M) ∈ Nh, то з формули (7.4), випливає, що:

min∗ (M) , max∗ (M) ∈ N
H̃
.

I.4. З пункту 20 означення множини хронологiзацiй H i включення
L ⊆ H випливає, що для довiльної хронологiзацiї h ∈ L має мiсце
включення Th ⊆ T . Тому на основi формули (7.2), отримуємо:

T
H̃

=
⋃
h∈L

Th ⊆ T .

З фактiв, встановлених вище в пунктах I.2–I.4 випливає, що H̃ ∈H .
I.5. Доведемо, що хронологiзацiя H̃ є верхньою гранню ланцюга L

вiдносно упорядкованої множини
(
H ,≤H

)
. Нехай h ∈ L . Доведемо,

що тодi h ≤H H̃.
I.5.1.: З формули (7.2) випливає, що:

Th ⊆
⋃

H∈L

TH = T
H̃
. (7.8)

Розглянемо довiльнi t1, t2 ∈ Th. Якщо t1 ≤h t2, то, згiдно з
пунктом H̃2 (див. вище), маємо, t1 ≤H̃

t2. Навпаки, припустимо,
що t1 ≤H̃

t2. Якщо припустити, що t2 <h t1, то, згiдно з пунктом
H̃2 (див. вище), отримаємо нерiвнiсть, t2 <H̃

t1, яка суперечить
початковому припущенню про те, що t1 ≤H̃

t2. Отже, оскiльки
Th = (Th,≤h) є лiнiйно упорядкованою множиною, то маємо
нерiвнiсть t1 ≤h t2. Таким чином:

∀ t1, t2 ∈ Th

(
(t1 ≤h t2)⇔

(
t1 ≤H̃

t2
) )
. (7.9)

Згiдно з позначенням 5.11, iз спiввiдношень (7.8) та (7.9) випли-
ває спiввiдношення:

Th ⊑ T
H̃
.

I.5.2.: З формули (7.3) випливає, що

∀ t ∈ Th

(
ψh (t) = ψ

H̃
(t)
)
.

З результатiв, встановлених в пунктах I.5.1 i I.5.2 випливає, що h ≤H H̃,
причому остання нерiвнiсть виконується для довiльної хронологiзацiї
h ∈ L . Тому H̃ є верхньою гранню ланцюга L вiдносно упорядкованої
множини

(
H ,≤H

)
, що й необхiдно було довести.
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В силу довiльностi вибору ланцюга L ⊆ H , ми бачимо, що в упо-
рядкованiй множинi

(
H ,≤H

)
кожен ланцюг обмежений зверху. Отже,

згiдно з лемою Цорна, ця упорядкована множина мiстить максималь-
ний елемент.

I.6. Нехай хронологiзацiя h∗ = (Th∗ , ψh∗) = ((Th∗ ,≤h∗) , ψh∗) ∈ H
є максимальним елементом упроядкованої множини

(
H ,≤H

)
. Доведе-

мо, що тодi Nh∗ = Bs(M), де Nh∗ =
⋃

t∈Th∗
ψh∗ (t) — множина, що ви-

значається формулою (7.1). Очевидно, що Nh∗ ⊆ Bs(M). Припустимо,
що Nh∗ ̸= Bs(M). Тодi iснує елемент x0 ∈ Bs(M) такий, що x0 /∈ Nh∗ .
Оцiнимо потужнiсть множини Th∗ . Оскiльки ψh∗ — точковий час, то,
за означенням 2.4, для довiльногих x ∈ Nh∗ i t ∈ Th∗ спiввiдношення
x ∈ ψh∗ (t) рiвносильне спiввiдношенню ψh∗ (t) = {x}. Тому, оскiльки
час ψh∗ є 2-повторним, за означенням 5.6, для довiльного x ∈ Nh∗ отри-
муємо:

card
(
ψ
[−1]
h∗ ({x})

)
= card

({
t ∈ Th∗

∣∣ ψh∗ (t) = {x}
})

=

= card
({
t ∈ Th∗

∣∣ x ∈ ψh∗ (t)
})

= Rpx (ψh∗) = 2.

Звiдси випливає, що для довiльного x ∈ Nh∗ справедлива рiвнiсть:

ψ
[−1]
h∗ ({x}) =

{
ψ̂−
h∗ (x) , ψ̂+

h∗ (x)
}
. (7.10)

Оскiльки час ψh∗ є точковим, то для довiльного t ∈ Th∗ множина
ψh∗ (t) є одноелементною, тобто непорожньою. Отже, справедлива рiв-
нiсть, Th∗ =

⋃
x∈Nh∗

ψ
[−1]
h∗ ({x}). Звiдси, використовуючи рiвнiсть (7.10),

отримуємо:

Th∗ =
⋃

x∈Nh∗

ψ
[−1]
h∗ ({x}) =

⋃
x∈Nh∗

{
ψ̂−
h∗ (x) , ψ̂+

h∗ (x)
}

=

=

 ⋃
x∈Nh∗

{
ψ̂−
h∗ (x)

} ∪
 ⋃

x∈Nh∗

{
ψ̂+
h∗ (x)

} =

=
{
ψ̂−
h∗ (x)

∣∣ x ∈ Nh∗

}
∪
{
ψ̂+
h∗ (x)

∣∣ x ∈ Nh∗

}
. (7.11)

Оскiльки, за умовою, T — нескiнчення множина, що задовольняє умову
card (T ) > card (Bs(M)), то маємо:

card
({
ψ̂−
h∗ (x)

∣∣ x ∈ Nh∗

})
≤ card (Nh∗) ≤ card (Bs(M)) < card (T ) ;

card
({
ψ̂+
h∗ (x)

∣∣ x ∈ Nh∗

})
≤ card (Nh∗) < card (T ) .
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Звiдси, враховуючи рiвнiсть (7.11) та [8, стор.86, теорема 240], отриму-
ємо:

card (Th∗) ≤ card (Nh∗) < card (T ) .

Тому, оскiльки множина T — нескiнчення (card (T ) ≥ ℵ0), то iсну-
ють елементи t0, t′0 ∈ T такi, що t0, t′0 /∈ Th∗ i t0 ̸= t′0 . Згiдно з умовою
i додатковим припущенням “Припущення *”, орiєнтована множина M
— строго еволюцiйно обмежена i квазiланцюгова. I, оскiльки хроноло-
гiзацiя h∗ належить до множини хронологiзацiй H , то всi умови ле-
ми 6.1 виконанi, i, згiдно з цiєю лемою, iснує часкова 2-хронологiзацiя
h∗
1 =

(
Th∗

1
, ψh∗

1

)
=
((
Th∗

1
,≤h∗

1

)
, ψh∗

1

)
орiєнтованої множини M вiднос-

но пiдмножини N ∪ {x0} така, що Th∗ ⊑ Th∗
1
, Th∗

1
= Th∗ ∪ {t0, t′0} i

∀t ∈ Th∗
(
ψh∗

1
(t) = ψh∗ (t)

)
. Тодi iз означення множини H випливає,

що h∗
1 ∈H , а з означення (Ho) вiдношення порядку ≤H випливає, що

h∗ ≤H h∗
1, далi з умови Th∗

1
= Th∗ ∪ {t0, t′0} випливає, що h∗ ̸= h∗

1.
Отже, h∗ <H h∗

1. Таким чином припущення про iснування елемента
x0 ∈ Bs(M) такого, що x0 /∈ Nh∗ приводить до iснування хронологiза-
цiї h∗

1 ∈H такої, що h∗ <H h∗
1, що суперечить тому, що хронологiзацiя

h∗ ∈H є максимальним елементом упроядкованої множини
(
H ,≤H

)
.

Тому, зроблене припущення помилкове, тобто Nh∗ = Bs(M). Звiдси ви-
пливає, що ψh∗ є точковим часом 2-повторним на орiєнтованiй множинi
M, тобто орiєнтовану множинуM можна хронологiзувати 2-повторним
точковим часом ψ.

Таким чином, за додаткового припущення “Припущення *” лема до-
ведена.

II. Нехай, тепер, M — квазiланцюгова орiєнтована множина, яка
не обов’язково строго еволюцiно обмежена (тобто не обов’язково задо-
вольняє умовам додаткового припущення “Припущення *”). Нехай, x∗
та y∗ довiльнi елементи (математичнi об’єкти) такi, що x∗, y∗ /∈ Bs(M)
i x∗ ̸= y∗. Побудуємо орiєнтовану множинуM∗. Покладемо:

Bs (M∗) := Bs(M) ∪ {x∗, y∗}
i для x, y ∈ Bs (M∗) будемо вважати, що y ←

M∗
x тодi i тiльки тодi, коли

виконується хоча б одна з наступних умов:
(1) x, y ∈ Bs(M) i y←

M
x;

(2) x = x∗;
(3) y = y∗.

З умов 1, 2, 3 випливає, що для довiльного x̃ ∈ Bs (M∗) такого, що
x̃ ̸= x∗ виконується умова x̃ +←

M∗
x∗, а для довiльного ỹ ∈ Bs (M∗) такого,

що ỹ ̸= y∗ виконується умова y∗
+←
M∗

ỹ. Тому, за означенням 5.16,
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min∗ (M∗) = x∗, max∗ (M∗) = y∗. (7.12)

Отже, згiдно з означенням 5.19, орiєнтована множинаM∗ є строго ево-
люцiйно обмеженою. Доведемо, що вона є квазiланцюговою.

Нехай, x, y ∈ Bs (M∗). У випадку, коли x, y ∈ Bs(M) з умови 1 i
того факту, що орiєнтована множина M є квазiланцюговою випливає,
що виконується хоч одна з умов y ←

M∗
x або x ←

M∗
y. У випадку x ∈ {x∗, y∗}

або y ∈ {x∗, y∗} на основi умов 2, 3 маємо, що y ←
M∗

x або x ←
M∗

y. Отже,

умова (QL1) означення 3.4 для орiєнтованої множиниM∗ виконана.
Нехай x0, x1, x2, x3 ∈ Bs (M∗) i x3

+←
M∗

x2 ←
M∗

x1
+←
M∗

x0. Оскiльки M —

квазiланцюгова орiєнтована множина, то у випадку, коли x0, x1, x2, x3 ∈
Bs(M) маємо, x3

+←
M
x0, а отже, згiдно з пунктом 1, i x3

+←
M∗

x0. У випад-

ку x0 = x∗ рiвнiсть x3 = x∗ неможлива, бо з умов 1, 2, 3 випливає,
що спiввiдношення x3 = x∗

+←
M∗

x2 неможливе. Отже, x3 ̸= x∗ = x0. То-

му, згiдно з (7.12), маємо, x3
+←
M∗

x∗ = x0. Випадки x1 = x∗, x3 = x∗

неможливi, оскiльки, згiдно з (7.12), у цих випадках неможливi спiввiд-
ношення x∗ = x1

+←
M∗

x0 або x∗ = x3
+←
M∗

x2 вiдповiдно. Випадок x2 = x∗

також неможливий, оскiльки в цьому випадку з умов 1, 2, 3 i спiввiдно-
шення x2 ←

M∗
x1 (тобто x∗ ←

M∗
x1) випливає рiвнiсть x1 = x∗, яка немо-

жлива, згiдно з розглянутим вище випадком. У випадку x3 = y∗ рiв-
нiсть x0 = y∗ неможлива, бо з умов 1, 2, 3 випливає, що спiввiдношення
x1

+←
M∗

x0 = y∗ неможливе. Отже, x3 = y∗ ̸= x0. Тому, згiдно з (7.12), має-

мо, x3 = y∗
+←
M∗

x0. Випадки x2 = y∗, x0 = y∗ неможливi, оскiльки, згiдно

з (7.12), у цих випадках неможливi спiввiдношення x3
+←
M∗

x2 = y∗ або

x1
+←
M∗

x0 = y∗ вiдповiдно. Випадок x1 = y∗ також неможливий, оскiльки

в цьому випадку з умов 1, 2, 3 i спiввiдношення x2 ←
M∗

x1 (тобто x2 ←
M∗

y∗)

випливає рiвнiсть x2 = y∗, яка неможлива, згiдно з розглянутим вище
випадком. Отже, в усiх можливих випадках з умови x3

+←
M∗

x2 ←
M∗

x1
+←
M∗

x0

випливає спiввiдношення x3
+←
M∗

x0. Тому, умова (QL2) означення 3.4 для

орiєнтованої множиниM∗ також виконана.
Таким чином, за означенням 3.4, орiєнтована множина M∗ є квазi-

ланцюговою, що й необхiдно було довести.
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З рiвностей (7.12) випливає, що квазiланцюгова орiєнтована множи-
на M∗ задовольняє умови “припущення *”. Тому, згiдно з доведеним в
пунктi I, орiєнтовану множинуM∗ можна точково i 2-повторно хроно-
логiзувати, тобто iснує лiнiйно упорядкована множина T∗ = (T∗,≤) i
2-повторний точковий час ψ∗ : T∗ → 2Bs(M∗). Оскiльки час ψ∗ — то-
чковий, то для довiльного t ∈ T∗ iснує елемент xt ∈ Bs (M∗) такий,
що ψ∗(t) = {xt}. Причому, оскiльки вiдображення ψ∗ : T∗ → 2Bs(M∗) є
часом, то, за означенням 2.3, маємо:{

xt
∣∣ t ∈ T∗

}
=
⋃
t∈T∗

{xt} =
⋃
t∈T∗

ψ∗(t) = Bs (M∗) . (7.13)

Покладемо:
T :=

{
t ∈ T∗

∣∣ xt ∈ Bs(M)
}
.

Оскiльки Bs(M) ̸= ∅ i Bs(M) ⊆ Bs (M∗), то з рiвностi (7.13) випливає,
що T ̸= ∅. Покладемо:

ψ(t) := ψ∗(t) = {xt} (t ∈ T) .

Нескладно первiрити, що вiдображення ψ : T → 2Bs(M) є 2-повторним
точковим часом на орiєнтованiй множинiM. □

Тепер теорема 3.6 випливає з леми 4.1 та леми 7.1.

8. Про образи лiнiйно упорядкованих множин

В цьому короткому роздiлi буде виведено один цiкавий наслiдок те-
ореми 3.6 в теорiї упорядкованих множин, а саме буде отримано опис
орiєнтованих множин, якi є образами лiнiйно упорядкованих множин.
Спочатку сформулюємо означення образу орiєнтованої множини.

Нехай, M — орiєнтована множина i U : Bs(M) → X вiдображення
з Bs(M) в X . На множинi M1 = U [Bs(M)] = R (U) можна ввести
бiнарне вiдношення ←(1) за наступним правилом:
▶ Для x̃, ỹ ∈ M1 будемо вважати, що ỹ←(1) x̃ тодi i тiльки тодi, коли

iснують x, y ∈ Bs(M) такi, що x̃ = U (x), ỹ = U (y) i y←x.
Неважко перевiрити, що упорядкована пара M1 =

(
M1,←(1)

)
є орiєн-

тованою множиною, причому Bs (M1) = M1 i ←
M1

=←(1).

Означення 8.1. Орiєнтована множина M1 називається образом
орiєнтованої множини M при вiдображеннi U : Bs(M)→ X , якщо:

(1) Bs (M1) = U [Bs(M)] = R (U).
(2) Для x̃, ỹ ∈ Bs (M1) спiввiдношення ỹ ←

M1

x̃ виконуєтося тодi i

тiльки тодi, коли iснують x, y ∈ Bs(M) такi, що x̃ = U (x),
ỹ = U (y) i y←

M
x.
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Очевидно, що для довiльного вiдображення U : Bs(M) → X iснує,
причому єдиний, образ при вiдображеннi U. Образ орiєнтованої мно-
жини M при вiдображеннi U : Bs(M) → X будемо позначати через
U [[M]].

Легко бачити, що довiльна лiнiйно упорядкована множина T = (T,≤)
є орiєнтованою множиною, причому:

Bs (T) = T, ←
T

=≤ .

Отже, можна говорити про образ лiнiйно упорядкованої множини T =
(T,≤) при деякому вiдображеннi U : T → X . Причому образ лiнiйно
упорядкованої множини T є орiєнтована множина U [[T]]. Тому приро-
дним чином виникає така проблема:

Проблема 8.2. Чи будь-яка орiєнтована множина може бути образом
U [[T]] деякої лiнiйно упорядкованої множини T? Якщо нi, то описати
всi орiєнтованi множини, якi можна подати у виглядi образу деякої
лiнiйно упорядкованої множини.

Ключ до розв’язання проблеми 8.2 дає наступне твердження.

Твердження 8.3. Орiєнтовану множинуM можна подати у вигля-
дi образу деякої лiнiйно упорядкованої множини тодi i тiльки тодi,
коли M можна точково хронологiзувати.

Доведення. Справдi, нехай орiєнтовану множинуM можна подати у
виглядi M = U [[T]], де T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина.
Тодi U буде вiдображенням виду U : T → Bs(M), причому R (U) =
Bs(M). Нехай ≥ бiнарне вiдношення, обернене до ≤ (тобто для x, y ∈ T
спiввiдношення y ≥ x має мiсце тодi i тiльки тодi, коли x ≤ y). Тодi,
згiдно з принципом двоїстостi (див. [9, стор. 14]), упорядкована пара

T≥ = (T,≥) (8.1)

також буде лiнiйно упорядкованою множиною. Неважко переконатись,
що вiдображення:

T ∋ t 7→ ψ (t) = {U(t)} ⊆ Bs(M)

є точковим часом на M (вiдносно лiнiйно упорядкованої множини
T≥). Навпаки, нехай T = (T,≤) — лiнiйно упорядкована множина i
ψ : T → 2Bs(M) — точковий час на орiєнтованiй множинi M. Тодi,
за означенням 2.4, для довiльного моменту часу t ∈ T iснує елемент
x(t) ∈ Bs(M) такий, що ψ (t) =

{
x(t)

}
. Розглянемо вiдображення:

T ∋ t 7→ U(t) = x(t) ∈ Bs(M).
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Неважко переконатись, що для вiдображення U справедлива рiвнiсть
M = U [[T≥]], де лiнiйно упорядкована множина T≥ визначається за
формулою (8.1). □

З твердження 8.3 i теоерми 3.6 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 8.4. Орiєнтовану множину M можна подати у виглядi
образу деякої лiнiйно упорядкованої множини тодi i тiльки тодi, коли
M є квазiланцюговою.

Зауважимо, що теорему 3.6 було анонсовано в [14].
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Точнi оцiнки добуткiв внутрiшнiх
радiусiв областей

I. В. Денега

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. The paper provides an overview of known results and ap-
proaches to solving two an open extremal problems of geometric function
theory of a complex variable.

Анотацiя. В роботi наведено огляд вiдомих результатiв i пiдходiв
до розв’язання двох вiдкритих екстремальних проблем геометричної
теорiї функцiй комплексної змiнної.

1. Основнi означення i позначення.

Нехай N, R – множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, C –
комплексна площина, C = C

⋃
{∞} – її одноточкова компактифiкацiя,

U – вiдкритий одиничний круг з центром в початку координат, R+ =
(0,∞). Величини αk, k = 1, n, αn+1 := α1, будемо називати кутовими

параметрами системи точок An. Очевидно, що
n∑

k=1

αk = 2.

Нехай B ⊂ C – однозв’язна область i a ∈ B. Згiдно з теоремою Рiмана
про вiдображення, iснує однолисте i конформне вiдображення областi
B на одиничний круг U при якому f(a) = 0, f ′(a) > 0. Якщо розглянути
обернене вiдображення φ, яке здiйснює вiдображення одиничного круга
U на область B так, що φ(0) = a, то поняття конформного радiуса
однозв’язної областi B ⊂ C вiдносно точки a ∈ B визначається таким
чином

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |φ′(0)|.

2010 Mathematics Subject Classification: 30C75
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Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, функцiонал, квадратичний диферен-

цiал, конформний автоморфiзм комплексної площини, трансфiнiтний дiаметр ком-
пактної множини
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Функцiєю Грiна gB(z, a) областi B з полюсом в точцi a ∈ B нази-
вається дiйсна функцiя, гармонiчна по z в B\{a}, яка прямує до нуля,
коли z прямує до межi B, i для якої в деякому околi точки a правильний
асимптотичний розклад

gB(z, a) = − ln |z − a|+ δ + o(1), o(1) ⇒ 0, z → a,

якщо ж a =∞, тодi правильний розклад

gB(z,∞) = ln |z|+ δ + o(1), o(1) ⇒ 0, z →∞.

Внутрiшнiм радiусом r(B, a) областi B вiдносно точки a називається
величина eδ (див., напр., [12,15,20,23]). Для однозв’язних областей вну-
трiшнiй радiус областi спiвпадає з її конформним радiусом.

Нехай B – область розширеної комплексної площини Cz. Пiд квадра-
тичним диференцiалом в B розумiтимемо символ

Q(z)dz2, (1.1)

де Q(z) – функцiя, мероморфна в B (див. [12,13,17,20,21]).
Скiнченна точка z0 ∈ B називається нулем або полюсом порядку n

диференцiала (1.1), якщо вона є нулем або полюсом функцiї Q(z).
Круговою областю квадратичного диференцiалаQ(z)dz2 називається

однозв’язна область G ⊂ Cz, яка мiстить єдиний полюс другого порядку
цього квадратичного диференцiала в точцi w = a ∈ G, така, що при
конформному однолистому вiдображеннi w = f(z) (f(a) = 0) областi G
на одиничний круг площини Cw, дiйсна тотожнiсть

Q(z)dz2 ≡ −kdw
2

w2
, k ∈ R+.

Для компакта E його логарифмiчна ємнiсть визначається рiвнiстю

capE :=
1

r(C\E,∞)
,

якщо величина r(C\E,∞) скiнченна, в iншому випадку capE := 0 [20].

2. Екстремальне розбиття комплексної площини з вiльними
полюсами на одиничному колi

Розглянемо подальшу проблему.
Проблема 2.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] показати,

що максимум функцiонала

In(γ) = rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) , (2.1)
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де B0, B1, B2, . . . , Bn, n ⩾ 2, – областi, що взаємно не перетинаються,
в C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, досягається для конфiгурацiї з областей
Bk i точок ak, якi володiють n-кратною симетрiєю.

Ця проблема була сформульована в якостi вiдкритої в роботi [23]
(див. також [12]). На даний час вона повнiстю не розв’язана, її частковi
випадки вивчалися в багатьох роботах. У статтi [23] сформульована ви-
ще задача була розв’язана для значення параметра γ = 1 i всiх значень
натурального параметра n ⩾ 2. А саме, було показано, що при її умовах
справедлива нерiвнiсть

r(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽ r (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, – полюси та круговi областi квадратичного дифе-
ренцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2
dw2.

Л.В. Ковальов в 1996 роцi в роботi [24] отримав розв’язок цiєї задачi
при досить жорстких обмеженнях на геометрiю розташування систем
точок на одиничному колi, а саме, для таких систем точок, для яких
виконуються наступнi умови

0 < αk ⩽ 2/
√
γ, k = 1, n, n ⩾ 5.

В [5] показано, що результат Л.В. Ковальова справедливий i при n =
4. В 2003 роцi в [28] одержано розв’язок проблеми 2.1 для γ ∈ (0, 1].
Далi, в монографiї [20] 2008 року було показано, що аналог результата
В.М. Дубiнiна [23] виконується для довiльного γ ∈ R+, але починаючи
з деякого невiдомого номера n0(γ). Також в [20] був запропонований
метод "керуючих" функцiоналiв, який дозволяє послабити вимоги на
геометрiю розташування систем точок.

Покажемо, що функцiонал

rα(B0, a0) · rβ(B1, a1) · rγ(B2, a2)

|a0 − a1|α+β−γ · |a0 − a2|α−β+γ · |a1 − a2|−α+β+γ
, (2.2)

де α, β, γ ∈ R+, {Bk}2k=0 – довiльна система взаємно неперетинних обла-
стей таких, що ak ∈ Bk ⊂ C, k ∈ {0, 1, 2}, є iнварiантом вiдносно всiх
конформних автоморфiзмiв комплексної площини C.

Нехай
w = T (z) =

az + b

cz + d
, |T | = ad− bc ̸= 0,

– дробово-лiнiйна функцiя, яка конформно вiдображає площину Cz на
Cw. Використавши iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та
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однолистому вiдображеннi, маємо

gBk
(z, ak) = gB+

k
(w+, a+k ), w+ =

az + b

cz + d
.

Тодi
gB+

k
(w+, a+k ) =

= gB+
k

(
az + b

cz + d
,
aak + b

cak + d

)
= ln

1∣∣∣∣az + b

cz + d
− aak + b

cak + d

∣∣∣∣ + ln r(B+
k , a

+
k ) + o(1).

Використавши нескладнi перетворення, отримуємо

gB+
k

(w+, a+k ) =

= ln

∣∣∣∣ (cz + d)(cak + d)

(az + b)(cak + d)− (aak + b)(cz + d)

∣∣∣∣+ ln r(B+
k , a

+
k ) + o(1) =

= ln
|cak + d|2|1 + (cak + d)−1(c(z − ak))|

|z − ak||ad− bc|
+ ln r(B+

k , a
+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln

|cak + d|2

|ad− bc|
r(B+

k , a
+
k ) + o(1).

Звiдси

ln r(Bk, ak) = ln
|cak + d|2

|ad− bc|
r(B+

k , a
+
k ).

I, таким чином,

r
(
B+

k , a
+
k

)
= r(Bk, ak) · |ad− bc|

(cak + d)2
.

Отже,
rα(B+

0 , a
+
0 )rβ(B+

1 , a
+
1 )rγ(B+

2 , a
+
2 ) =

= rα(B0, a0)r
β(B1, a1)r

γ(B2, a2)
|T |α+β+γ

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ
.

Аналогiчно, отримуємо

|T (a0)− T (a1)| =
∣∣∣∣aa0 + b

ca0 + d
− aa1 + b

ca1 + d

∣∣∣∣ =
|T | · |a0 − a1|

(ca0 + d)(ca1 + d)
,

|T (a0)− T (a2)| =
|T | · |a0 − a2|

(ca0 + d)(ca2 + d)
,

|T (a1)− T (a2)| =
|T | · |a1 − a2|

(ca1 + d)(ca2 + d)
.
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Звiдси,

|T (a0)− T (a1)|α+β−γ |T (a0)− T (a2)|α−β+γ |T (a1)− T (a2)|−α+β+γ =

=
|T |α+β+γ |a0 − a1|α+β−γ |a0 − a2|α−β+γ |a1 − a2|−α+β+γ

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ
.

Остаточно, маємо

rα(B+
0 , a

+
0 )rβ(B+

1 , a
+
1 )rγ(B+

2 , a
+
2 )

|T (a0)− T (a1)|α+β−γ |T (a0)− T (a2)|α−β+γ |T (a1)− T (a2)|−α+β+γ
=

=

|T |α+β+γrα(B0, a0)r
β(B1, a1)r

γ(B2, a2)

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ

|T |α+β+γ |a0 − a1|α+β−γ |a0 − a2|α−β+γ |a1 − a2|−α+β+γ

(ca0 + d)2α(ca1 + d)2β(ca2 + d)2γ

=

=
rα(B0, a0)r

β(B1, a1)r
γ(B2, a2)

|a0 − a1|α+β−γ |a0 − a2|α−β+γ |a1 − a2|−α+β+γ
.

Тобто, функцiонал (2.2) є iнварiантом вiдносно всiх конформних авто-
морфiзмiв комплексної площини C.

В роботi [22] було отримано важливу оцiнку добутку внутрiшнiх ра-
дiусiв трьох неперетинних областей з фiксованими полюсами в точках
0, −i, i. Справедливий такий результат.

Лема 2.1 ([22]). Для довiльних попарно неперетинних областей B0,
B1, B2 таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C, −i ∈ B1 ⊂ C, i ∈ B2 ⊂ C, справедлива
нерiвнiсть

rσ
2
(B0, 0)r(B1,−i)r(B2, i) ⩽

⩽ 2σ
2+6σσ

2
(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ ⩽ 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0, B1,
B2, є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2
dw2.

Надалi нам необхiдна буде частина леми 2.1 у випадку, коли полю-
си квадратичного диференцiалу розмiщенi в точках 0, −1, 1. В цьому
випадку лема 2.1 набуде такого вигляду.



Точнi оцiнки добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей 93

Лема 2.2. Для довiльних попарно неперетинних областей B0, B1, B2

таких, що 0 ∈ B0 ⊂ C, −1 ∈ B1 ⊂ C, 1 ∈ B2 ⊂ C, справедлива нерiв-
нiсть

rσ
2
(B0, 0)r(B1,−1)r(B2, 1) ⩽ (2.3)

⩽ 2σ
2+6σσ

2
(2− σ)−(2−σ)2/2(2 + σ)−(2+σ)2/2, 0 < σ ⩽ 2,

знак рiвностi досягається тодi i тiльки тодi, коли областi B0, B1,
B2, є круговими областями квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− σ2)w2 + σ2

w2(w2 − 1)2
dw2.

В роботах [12,20,23,24] показано, що величина

I0n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, вiдповiдно, полюси i круговi областi
квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2, (2.4)

має вигляд

I0n(γ) =

(
4

n

)n

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2.5)

Вперше значення для I0n(γ) отримано в статтi [22] при γ = 1, для
довiльного γ – в роботi [24]. Форма виразу I0n(γ), яка використовується
в данiй роботi, запропонована в монографiї [20].

Теорема 2.3 ([8]). Нехай γ ∈ (1, 2]. Тодi для довiльних рiзних точок
a1 i a2 одиничного кола i довiльних областей, що взаємно не перети-
наються, B0, B1, B2, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C,
справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) ⩽ I02 (γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 й
областi B0, B1, B2, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2. (2.6)
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Доведення. Розглянемо функцiонал

I2(γ) = rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2), γ ∈ (1, 2],

де B0, B1, B2 – областi, що взаємно не перетинаються, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, 2, a0 = 0. В роботi [23] була повнiстю дослiджена задача про ма-
ксимум функцiонала I2(γ) на трiйках довiльних областей, що попарно
не перетинаються, B0, B1, B2 розширеної комплексної площини таких,
що ak ∈ Bk, k = 0, 2, a0 = 0, ak = (−1)ki i отримано наступну нерiвнiсть

I2(σ
2) ⩽ S(σ) = 2σ

2+6 · σσ2 · (2− σ)−
1
2
(2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2
(2+σ)2 ,

σ ∈ (0, 2). Знак рiвностi в якiй досягається, коли точки 0, −i, i i областi
B0, B1, B2 є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадрати-
чного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− σ2)w2 − σ2

w2(w2 + 1)2
dw2.

Зауважимо, що функцiонал I2(σ2) при σ > 2 не обмежений.
Iснує єдиний конформний автоморфiзм комплексної площини C

w̃ = T (w),

який переводить три заданi точки a0, a1, a2 в точки T (a0) = 0, T (a1) =
1, T (a2) = −1. Вiдомо [27], що функцiонал

rα(B0, a0) · rβ(B1, a1) · rγ(B2, a2)

|a0 − a1|α+β−γ · |a0 − a2|α−β+γ · |a1 − a2|−α+β+γ
,

де α, β, γ ∈ R+, {Bk}2k=0 — довiльна система областей, що взаємно
не перетинаються, таких, що ak ∈ Bk ⊂ C, k ∈ {0, 1, 2}, iнварiантний
вiдносно всiх конформних автоморфiзмiв комплексної площини C. Як
показано вище, цей результат має мiсце i для довiльних багатозв’язних
областей.

Тодi в силу конформної iнварiантностi функцiонала I2(γ), має мiсце
рiвнiсть

rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)

|a1|γ · |a2|γ · |a1 − a2|2−γ
=
rγ(B̃0, 0)r(B̃1, 1)r(B̃2,−1)

22−γ
,

де
Ĩ2(γ) = rγ(B̃0, 0)r(B̃1, 1)r(B̃2,−1),

B̃0 = T (B0), B̃1 = T (B1), B̃2 = T (B2).

Звiдси слiдує, що
I2(γ)

|a1 − a2|2−γ
=
Ĩ2(γ)

22−γ
,
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i, таким чином,

I2(γ) = Ĩ2(γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Використавши вище вказаний результат робiт [12, 23], приходимо до
основної нерiвностi теореми 2.3

I2(γ) ⩽ I02 (γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.

Зокрема, якщо точки a1 i a2 розташованi не дiаметрально, тодi остання
нерiвнiсть строга. Якщо γ = 2, тодi I2(γ) ⩽ I02 (γ). Теорема 2.3 доведена.

□

Зауваження 2.4. Iз теореми 2.3 випливає повний розв’язок проблеми
2.1 для n = 2.

При n = 2 i γ ∈ (0, 2] розглянемо бiльш загальну задачу про макси-
мум функцiонала I2(γ) для довiльних фiксованих точок a1, a2 ∈ C\{0}.
Використавши метод доведення теореми 2.3, отримуємо такий резуль-
тат.

Теорема 2.5 ([8]). Нехай γ ∈ (0, 2]. Тодi для довiльних рiзних точок
A2 = {a1, a2} ∈ C\{0}, таких, що

|a1a2| ⩽ 1,

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ

⩽ 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0, B1, B2, a0 =
0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) ⩽
4γ

γ
2(

1− γ
4

)2+ γ
2

(
1−

√
γ
2

1 +
√
γ
2

)2
√
γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 й
областi B0, B1, B2, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
квадратичного диференцiала (2.6).

Доведення. Аналогiчно мiркуванням доведення теореми 2.3, одержу-
ємо спiввiдношення

rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2)

|a1|γ · |a2|γ · |a1 − a2|2−γ
=
rγ(B̃0, 0)r(B̃1, 1)r(B̃2,−1)

22−γ
,

iз якого слiдує, що

rγ(B0, 0)r(B1, a1)r(B2, a2) ⩽ I02 (γ)|a1a2|γ
(

1

2
|a1 − a2|

)2−γ

.
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Далi, врахувавши умови |a1a2| ⩽ 1 i
(
1
2 |a1 − a2|

)2−γ
⩽ 1, маємо основну

нерiвнiсть теореми 2.5. Теорема 2.5 доведена. □

Теорема 2.6 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ ∈ (1, n] i

K(n, γ) =
[
I0n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,

де I0n(γ) визначається спiввiдношенням (2.5), а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1
· 1
√
γ

(
1− 1
√
γ

)n−1
]−1

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола
i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk,
a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, таких, що

r(B0, 0) ⩽ K(n, γ),

справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽

(
4

n

)n

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2.7)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk, k = 0, n,
є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного дифе-
ренцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Доведення. Розглянемо величину

Λn(γ) :=
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk)

,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, вiдповiдно, полюси та круговi областi
квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Iз умов теореми 2.6 слiдує, що

Λn(γ) ⩽

(K(n, γ))γ ·
n∏

k=1

r(Bk, ak)

(
4
n

)n ( 4γ
n2

) γ
n (

1− γ
n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√
γ
.

Згiдно методу роботи [20, с. 255], має мiсце нерiвнiсть
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽

⩽ 2n
n∏

k=1

αk ⩽ 2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1

⩽
4n
√
γ

(
1− 1
√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1),

де α0 := max
1⩽k⩽n

αk, α0 ⩾ 2√
γ . Тодi виконується спiввiдношення

Λn(γ) ⩽
(K(n, γ))γ · 4n

(n−1)n−1 · 1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1

(
4
n

)n ( 4γ
n2

) γ
n (

1− γ
n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√
γ
.

Звiдси, врахувавши умови теореми 2.6, одержуємо

Λn(γ) ⩽ 1.

Таким чином, при умовi α0 ⩾ 2√
γ , справедлива нерiвнiсть

In(γ) ⩽ I0n(γ)

i в цьому випадку теорема 2.6 доведена. Для випадку α0
√
γ < 2 ре-

зультат теореми 2.6 слiдує iз робiт [5,24]. Твердження про знак рiвностi
перевiряється безпосередньо. Теорема 2.6 доведена. □

Якщо γ = n, то iз теореми 2.6, слiдує наступний результат.

Наслiдок 2.7 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ = n i

r(B0, 0) ⩽ n
1
2n

−1
(

1− n−
1
2

)−n−1
n

(n− 1)
n−1
n ×

×
(

4

n

) 1
n
(

1− 1

n

)− 1
n
−1
(

1− n−
1
2

1 + n−
1
2

) 2√
n

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола
i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедлива нерiвнiсть (2.7). Знак рiвностi в
якiй досягається за умов теореми 2.6.
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Теорема 2.6 доповнює i посилює результат роботи [11].

Наслiдок 2.8 ([11]). Нехай B0, B1, B2, . . . , Bn, (n ⩾ 2) – областi, що
попарно не перетинаються, в C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, a1 = 1,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, i

r(B0, 0) ⩽ 1.

Тодi для довiльного натурального n, n ⩾ 76 i γ ∈ (1, n], справедлива
нерiвнiсть (2.7). Знак рiвностi в якiй досягається за умов теореми
2.6.

В зв’язку з тим, що розв’язати проблему 2.1 для всiх γ ∈ (1, n] довгий
час не вдається, метою роботи [6] є отримання деякої оцiнки для функ-
цiонала (2.1) при всiх γ ∈ (1, n], яка як можливо менше вiдхиляється вiд
значення функцiонала In(γ), що досягається на системi кругових обла-
стей i полюсiв квадратичного диференцiала (2.4). Має мiсце подальше
твердження.

Теорема 2.9 ([6]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тодi для будь-якої фi-
ксованої системи рiзних точок {ak}nk=1 ∈ C\{0} i будь-яких областей,
що взаємно не перетинаються, Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0,
справедлива нерiвнiсть

In(γ) ⩽ n−
γ
2 (In(0))1−

γ
n

(
n∏

k=1

|ak|

) 2γ
n

. (2.8)

Доведення. Нехай d(E) – трансфiнiтний дiаметр компактної множини
E ⊂ C i нехайB+ =

{
z : 1

z ∈ B
}
. Внутрiшнiй радiус областi, яка мiстить

нескiнченно вiддалену точку, дорiвнює величинi, оберненiй до трансфi-
нiтного дiаметра доповнення до даної областi [15, 16], тобто справджу-
ється рiвнiсть

r (B0, 0) = r
(
B+

0 ,∞
)

=
1

d
(
C \B+

0

) . (2.9)

За теоремою Пойа [30], має мiсце нерiвнiсть

µE ⩽ πd2(E),

де µE позначає лебегову мiру компактної множини E. Звiдси одержує-
мо, що

d(E) ⩾

(
1

π
µE

) 1
2

.
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Врахувавши спiввiдношення (2.9), отримуємо
1

d
(
C \B+

0

) ⩽
1√

1
πµ
(
C \B+

0

) .
Використавши монотоннiсть та адитивнiсть мiри Лебега, будемо мати

1√
1
πµ
(
C \B+

0

) ⩽
1√

1
πµ

(
n⋃

k=1

B
+
k

) =
1√

1
π

n∑
k=1

µB
+
k

.

Таким чином,

r (B0, 0) ⩽

(
1

π

n∑
k=1

µB
+
k

)− 1
2

. (2.10)

Iз теореми про мiнiмiзацiю площi [15] слiдує, що

µ(B) ⩾ πr2 (B, a) .

Iз нерiвностi (2.10) безпосередньо випливає, що

r (B0, 0) ⩽

[
1

π

n∑
k=1

µB
+
k

]− 1
2

⩽

[
1

π

n∑
k=1

µB+
k

]− 1
2

⩽

[
n∑

k=1

r2
(
B+

k , a
+
k

)]− 1
2

.

Звiдси одержуємо нерiвнiсть

r (B0, 0) ⩽
1[

n∑
k=1

r2
(
B+

k , a
+
k

)] 1
2

.

Використавши iнварiантнiсть функцiї Грiна при конформному та одно-
листому вiдображеннi, маємо

gBk
(z, ak) = gB+

k
(w+, a+k ), w+ =

1

z
.

Тодi

gB+
k

(w+, a+k ) = gB+
k

(
1

z
,

1

ak

)
= ln

1

|1z − a
+
k |

+ ln r(B+
k , a

+
k ) + o(1).

Виконавши нескладнi перетворення, отримуємо

gB+
k

(w+, a+k ) = ln
|z|

|1− za+k |
+ ln r(B+

k , a
+
k ) + o(1) =

= ln
|z|
|a+k |

1

| 1
a+k
− z|

+ ln r(B+
k , a

+
k ) + o(1) =
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= ln
1

|z − ak|
+ ln |akz|+ ln r(B+

k , a
+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln |ak|2 + ln

∣∣∣∣1− 1

ak
(z − ak)

∣∣∣∣+ ln r(B+
k , a

+
k ) + o(1) =

= ln
1

|z − ak|
+ ln |ak|2r(B+

k , a
+
k ) + o(1).

Таким чином,

r
(
B+

k , a
+
k

)
=
r (Bk, ak)

|ak|2
i приходимо до наступної нерiвностi

r (B0, 0) ⩽
1[

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] 1
2

.

З припущення теореми випливає спiввiдношення

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽

n∏
k=1

r (Bk, ak)[
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

] γ
2

.

Iз нерiвностi Кошi автоматично отримуємо наступне спiввiдношення

1

n

n∑
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4
⩾

(
n∏

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
n

.

Звiдси, неважко отримати, що(
n∑

k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) γ
2

⩾

n( n∏
k=1

r2 (Bk, ak)

|ak|4

) 1
n


γ
2

.

Таким чином,

In(γ) ⩽

n∏
k=1

r (Bk, ak)

n
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

|ak|2

) γ
n

= n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n
(

n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n

.

Звiдси отримуємо нерiвнiсть (2.8) даної теореми. Теорема 2.9 доведена.
□



Точнi оцiнки добуткiв внутрiшнiх радiусiв областей 101

Використавши нерiвнiсть, доведену в теоремi 2.9, одержимо таке
твердження.

Теорема 2.10 ([8, 9]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 3, γ ∈ (1, γn], γn =
√
n. Тодi

для будь-якої системи рiзних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола i
будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk,
a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽ rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, вiдповiдно, полюсами i круговими обла-
стями квадратичного диференцiала (2.4).

Доведення. Розглянемо спочатку випадок, якщо

α0
√
γ ⩾ 2, α0 := max

1⩽k⩽n
αk.

Аналогiчно мiркуванням при доведеннi теореми 2.6 розглянемо вели-
чину

Λn(γ) :=
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak)

rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk)

,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, вiдповiдно, полюси та круговi областi
квадратичного диференцiала (2.4). Як показано в роботi [7] (див. також
теорему 2.9) при умовах теореми 2.10 виконується нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Тодi, маємо наступне спiввiдношення

Λn(γ) ⩽

n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n

(
4γ
n2

) γ
n (

1− γ
n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
⩽

⩽
n−

γ
2

(
4n

(n−1)n−1 · 1√
γ

(
1− 1√

γ

)n−1
)1− γ

n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n) ( 4

n

)γ+1− γ
n

(
4γ
n2

) γ
n (

1− γ
n2

)−n− γ
n

(
1−

√
γ

n

1+
√
γ

n

)2
√
γ
.
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Таким чином, аналогiчно роботам [3,4, 20], одержуємо

Λn(γ) ⩽
6∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
γ
2 ·
[n

4

]γ+1
·
[
1− 1
√
γ

]n−1−γ n−1
n

, f2(n) =

(
n

γ

) γ
n

,

f3(n) =
(

1− γ

n2

)n+ γ
n
, f4(n) =

(
1 +

√
γ
n

1−
√
γ
n

)2
√
γ

,

f5(n) =

(
4
√
γ

)1− γ
n

, f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Нехай спочатку γn = n0,5, тодi

Λn

(
n0,5

)
=

6∏
k=1

fk(n),

де

f1(n) = (n)−
n0,5

2

[n
4

]n0,5+1
[
1− 1

n0,25

]n−1− n−1

n0,5

, f2(n) =
(
n0,5

)n−0,5

,

f3(n) =
(
1− n−1,5

)n+n−0,5

, f4(n) =

(
1 + n−0,75

1− n−0,75

)2n0,25

,

f5(n) =

(
4

n0,25

)1−n−0,5

, f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1− n−1

n0,5

.

Далi, за стандартною схемою дослiджуємо кожну функцiю fk(n), k =
1, 6, останнього спiввiдношення. Даний аналiз показує, що функцiя
f1(n) монотонно спадає на промiжку n ⩾ 7 (див. Рис. 2.1), тому спра-
ведлива нерiвнiсть

f1(n) < f1(7) ⩽ 0, 016666, n ⩾ 7.

Функцiя f2(n) також монотонно спадає на промiжку n ⩾ 7. Таким
чином,

f2(n) < f2(7) ⩽ 1, 444469, n ⩾ 7.

Очевидно, що
f3(n) < f3(7) ⩽ 1, n ⩾ 7.

Функцiю f4(n) представимо наступним чином

f4(n) =
(
1 + n−0,75

)n0,75n−0,752n0,25 (
1− n−0,75

)(−n0,75)(n−0,75)2n0,25

.
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Рис. 2.1. Графiк функцiї f1(n)

Оскiльки
(
1 + n−0,75

)n0,75

< e при n ∈ N, а
(
1− n−0,75

)−n0,75

< 3 при
n ⩾ 10, тодi

f4(n) ⩽ (3e)2n
−0,5

.

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення i

f4(n) < f4(10) ⩽ 4, 886133, n ⩾ 10.

Функцiя f5(n) спадає на промiжку n ⩾ 8, звiдси

f5(n) < f5(8) ⩽ 1, 750853, n ⩾ 8.

Для функцiї f6(n) справедливе наступне спiввiдношення

f6(n) =

(
n

n− 1

)n−1− n−1

n0,5

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

⩽ 3, n ⩾ 7.

Тодi, врахувавши все вище сказане, маємо

Λn

(
n0,5

)
=

6∏
k=1

fk(n) ⩽

⩽ 0, 016666 · 1, 444469 · 1 · 4, 886133 · 1, 750853 · 3 ≈ 0, 617839 < 1,

тобто
Λn

(
n0,5

)
< 1 для n ⩾ 10.

З iншої сторони, безпосереднi обчислення показують, що Λn

(
n0,5

)
< 1

для n ∈ [3, 9] (див. таблицю нижче).
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n f1(n) f2(n) f3(n) f4(n) f5(n) f6(n) Λn

(
n0,5

)
3 0,052699 1,373197 0,465492 11,910563 1,599730 1,408801 0,904224
4 0,039628 1,414213 0,548322 8,086547 1,681792 1,539600 0,643422
5 0,029590 1,433159 0,600258 6,329659 1,722722 1,637880 0,454626
6 0,022149 1,441582 0,636628 5,320779 1,742416 1,715055 0,323209
7 0,016666 1,444469 0,663961 4,664524 1,750178 1,777704 0,231974
8 0,012616 1,444259 0,685515 4,202238 1,750853 1,829872 0,168163
9 0,009607 1,442249 0,703109 3,858081 1,747161 1,874189 0,123077

Таким чином,

Λn

(
n0,5

)
< 1 при всiх n ⩾ 3.

Нехай γ ∈ (1, γn ]. Покажемо, що при кожному n ⩾ 3, функцiя

µn(γ) = n−
γ
2

[
4n
√
γ

(
1− 1
√
γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

]1− γ
n

монотонно зростає по γ на промiжку γ ∈ (1, γn ].
Справедливi спiввiдношення

ln(µn(γ)) = −γ
2

lnn+

+
(

1− γ

n

)[
n ln 4− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1
√
γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

]
,

[ln(µn(γ))]′γ = − lnn

2
− ln 4 +

1

2n
ln γ − n− 1

n
ln

(
1− 1
√
γ

)
+

+
n− 1

n
ln(n− 1) +

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
.

Врахуємо, що

0 < − ln 3

2
+ ln

(
1

4

)
+

2

3
ln 2 < − lnn

2
+ ln

(
1

4

)
+
n− 1

n
ln(n− 1),

i

−n− 1

n
ln

(
1− 1
√
γ

)
⩾ 0,

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1
√
γ − 1

− 1

)
⩾ 0,

1

2n
ln γ ⩾ 0.

Отже, µn(γ) монотонно зростає при вказаних параметрах n, γ.
Далi, доведемо, що при кожному фiксованому n ⩾ 3, функцiонал

I0n(γ) монотонно спадає по γ на промiжку γ ∈ (1, γn ]. Врахувавши, що
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величина I0n(γ) задовольняє наступну рiвнiсть

I0n(γ) =

(
4

n

)n

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
n−√γ
n+
√
γ

)2
√
γ

,

маємо

ln I0n(γ) = n ln
4

n
+
γ

n
ln

4γ

n2
−
(
n+

γ

n

)
ln
(

1− γ

n2

)
+ 2
√
γ ln

(
n−√γ
n+
√
γ

)
,

тодi [
ln I0n(γ)

]′
γ

=
1

n
ln

4γ

n2 − γ
+

1

4
√
γ

ln

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)
.

Позначимо
√
γ
n = x, тодi γ = n2x2,

√
γ = nx i 1

n < x ⩽ n−0,75. В
результатi перетворень, одержуємо[

ln I0n(γ)
]′
γ

=
2

n
ln 2x− 1

n
ln(1− x2) +

1

4nx
ln

(
1− x
1 + x

)
.

I врахувавши, що

ln(1− x) = −x− x2

2
− . . .− xn

n
− . . . ,

ln
1− x
1 + x

= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . .+

1

2k + 1
x2k + . . .

)
,

маємо [
ln I0n(γ)

]′
γ

=
2

n
ln 2x+

1

n

(
x2 +

x4

2
+ . . .+

x2n

n
+ . . .

)
−

− 1

2n

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . .+

x2k

2k + 1
+ . . .

)
.

Отже, [
ln I0n(γ)

]′
γ

=
2

n
ln 2x− 1

2n
+

+
x2

n

(
1− 1

6

)
+
x4

n

(
1

2
− 1

10

)
+ . . .+

x2n

n

(
1

n
− 1

4n+ 2

)
+ . . . .

Далi, врахувавши, що 1
n −

1
4n+2 ⩽ 1

2 ,[
ln I0n(γ)

]′
γ
⩽

2

n
ln 2x− 1

2n
+

1

n

(
1

2
x2 +

1

2
x4 + . . .+

1

2
x2k + . . .

)
=

= − 1

2n
+

2

n
lnx+

1

2n

(
x2

1− x2

)
.
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Функцiя
x2

1− x2
монотонно зростає на промiжку [0, 1) для 1

n < x ⩽

n−0,75, тодi справедливi нерiвностi[
ln I0n(γ)

]′
γ
⩽ − 1

2n
+

2

n
lnx+

1

2n

(
x2

1− x2

)
=

= − 1

2n

(
1− 4 lnx− x2

1− x2

)
< − 1

2n

(
1− 4 ln(n−1)− n−1,5

1− n−1,5

)
⩽

⩽ − 1

2n

(
1 + 4 lnn− 1

n1,5
1

1− 1
n1,5

)
⩽ − 1

2n

(
1− 1, 03

n1,5
+ 4 lnn

)
< 0,

оскiльки при n ⩾ 3
1

1− 1
n1,5

< 1, 03.

Очевидно, що

1− 1, 03

n1,5
+ 4 lnn > 0 при всiх n ⩾ 3.

Таким чином, I0n(γ) монотонно спадає при всiх γ з промiжку (1, γn ].
Функцiя

n−
γ
2

(
4n

(n− 1)n−1
· 1
√
γ

(
1− 1
√
γ

)n−1
)1− γ

n

при кожному фiксованому n монотонно зростає по γ на iнтервалi (1, γn ],
а функцiя I0n(γ) монотонно спадає по γ на цьому ж iнтервалi, оскiльки

(ln I0n(γ))′ =

(
1

n
ln

(
4γ

n2 − γ

)
+

1
√
γ

ln

(
n−√γ
n+
√
γ

))
< 0

при кожному фiксованому n. Отже,

Λn(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
<
In(γn)

I0n(γn)
= Λn(γn) < 1,

тобто In(γn) < I0n(γn) при всiх значеннях γn, вказаних в теоремi 2.10.
А це означає, що у випадку α0

√
γ ⩾ 2 при даних значеннях параметрiв

екстремальних конфiгурацiй не має.
Далi, нехай α0

√
γ < 2. Тодi розглянемо систему функцiй ζ = πk(w) =

−i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n. Вибравши вiдповiдну вiтку багатозначної аналi-

тичної функцiї πk(w), k = 1, n отримаємо, що функцiя πk(w) однолисто
i конформно вiдображає кут

Pk := {w : arg ak < argw < arg ak+1}
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на праву пiвплощину при кожному k = 1, n. Сiмейство функцiй
{πk(w)}nk=1 називається допустимим для роздiляючого перетворення
областей Bk, k = 0, n, вiдносно кутiв {Pk}nk=1.

Нехай L
(1)
k , k = 1, n, позначає область площини Cζ , отриману в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk
⋂
P k), яка

мiстить точку πk(ak), зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно
уявної осi. Позначимо через L

(2)
k , k = 1, n, таку область площини

Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти мно-
жини πk(Bk+1

⋂
P k), яка мiстить точку πk(ak+1), зi своїм симетрич-

ним вiдображенням вiдносно уявної осi. Вiдзначимо, що Bn+1 := B1,
πn(an+1) := πn(a1). Крiм того, позначимо через L(0)

k таку область пло-
щини Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти мно-
жини πk(B0

⋂
P k), яка мiстить точку ζ = 0, зi своїм симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi. Позначимо πk(ak) := l
(1)
k = −i,

πk(ak+1) := l
(2)
k = i, k = 1, n, πn(an+1) := l

(2)
n = i.

З визначення функцiй πk, випливає, що

|πk(w)− l(1)k | ∼
1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w)− l(2)k | ∼
1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

В околi точки w = ak величину w можемо записати у виглядi

w = ak + (w − ak).

Тодi має мiсце такий розклад у ряд:

−i
(
e−i arg akw

) 1
αk = −i

(
e−i arg ak(ak + (w − ak))

) 1
αk =

= −i
(
e−i arg akak

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i
(
|ak|

(
1 +

1

ak
(w − ak)

)) 1
αk

=

= −i|ak|
1
αk

(
1 +

1

αk

1

ak
(w − ak) + o(1)

)
=

= −i|ak|
1
αk − i 1

αk

|ak|
1
αk

ak
(w − ak) + o(1).
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Звiдси отримуємо асимптотичну рiвнiсть

|πk(w)− l(1)k | =
1

αk
|ak|

1
αk

−1 · (w − ak)(1 + o(1)),

де
o(1)

|w − ak|
→ 0, w → ak.

Це рiвносильно шуканому спiввiдношенню еквiвалентностi, оскiльки за
умовою теореми |ak| = 1, k = 1, n. Два iнших спiввiдношення одержуємо
аналогiчно.

Використавши теорему 2.3.13 [20] (див. також теорему 4.10 [12]), при-
ходимо до висновку, що

r (Bk, ak) ⩽
[
αk r

(
L
(1)
k ,−i

)
· αk−1 r

(
L
(2)
k−1, i

)] 1
2
, k = 1, n, (2.11)

r (B0, 0) ⩽

[
n∏

k=1

rα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)] 1
2

. (2.12)

Приймаючи до уваги нерiвностi (2.11) i (2.12), маємо спiввiдношення

In(γ) ⩽
n∏

k=1

[
r
(
L
(0)
k , 0

)] γα2
k

2
n∏

k=1

[
αk−1 · αk · r

(
L
(2)
k−1, i

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)] 1
2

=

=

n∏
k=1

αk

[
n∏

k=1

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)
r
(
L
(2)
k , i

)] 1
2

.

Використавши результат роботи [23] для трьох довiльних областей, що
попарно не перетинаються, маємо нерiвнiсть

rγα
2
k

(
L
(0)
k , 0

)
r
(
L
(1)
k ,−i

)
r
(
L
(2)
k , i

)
⩽

⩽ rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)
, (2.13)

де D(0)
k , D

(1)
k , D

(2)
k – круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 =
(4− α2

kγ)w2 − α2
kγ

w2(w2 + 1)2
dw2,

якi утворюють систему трьох попарно неперетинних областей таких,
що 0 ∈ D(0)

k , −i ∈ D(1)
k , i ∈ D(2)

k .
Для правої частини нерiвностi (2.13) маємо рiвнiсть

rγα
2
k (D0, 0) r (D1,−i) r (D2, i) =

= S(σ) = 2σ
2+6 · σσ2 · (2− σ)−

1
2
(2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2
(2+σ)2 , σ ∈ [0, 2],
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де D0, D1, D2 – довiльна трiйка попарно неперетинних областей така,
що 0 ∈ D0 ⊂ C, −i ∈ D1 ⊂ C, i ∈ D2 ⊂ C.

Отже, з усього вище наведеного випливає нерiвнiсть

In(γ) ⩽

(
n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

rα
2
kγ
(
D

(0)
k , 0

)
r
(
D

(1)
k ,−i

)
r
(
D

(2)
k , i

)] 1
2

⩽

⩽

(
n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

S (αk
√
γ)

]1/2
= γ−n/2

[
n∏

k=1

P (αk
√
γ)

] 1
2

, (2.14)

де P (x) = 2x
2+6 ·xx2+2 ·(2−x)−

1
2
(2−x)2 ·(2+x)−

1
2
(2+x)2 , x ∈ [0, 2]. Таким

чином, оцiнка функцiонала In(γ) зведена до оцiнки функцiї багатьох
змiнних, яка залежить тiльки вiд аргументiв точок ak.

Розглянемо допомiжну екстремальну задачу:
n∏

k=1

P (xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√
γ,

xk = αk
√
γ, 0 < xk ⩽ 2.

Рис. 2.2. Графiк функцiї y = F ′(x)

Нехай F (x) = ln (P (x)) i X(0) =
{
x
(0)
k

}n

k=1
буде довiльна екстре-

мальна точка вище вказаної задачi. Використавши метод роботи [24],
приходимо до висновку, що справедливе наступне твердження: якщо
0 < x

(0)
k < x

(0)
j < 2, k ̸= j, тодi

F ′
(
x
(0)
k

)
= F ′

(
x
(0)
j

)
,
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i якщо деяке x(0)j = 2, то для довiльного x(0)k < 2, справедлива нерiвнiсть

F ′
(
x
(0)
k

)
⩽ F ′

(
x
(0)
j

)
= F ′(2) = 1,

де k, j = 1, n, k ̸= j, F ′(x) = 2x ln 2x+(2−x) ln(2−x)−(2+x) ln(2+x)+ 2
x

(див. Рис. 2.2).
Далi для доведення теореми залишилось показати, що виконується

умова

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .

Нехай F ′(x) = t, y0 ⩽ t ⩽ 1, y0 ≈ −0, 17. Розглянемо наступнi величини
t: t1 = 1, t2 = 0, 95, t3 = 0, 9, t4 = 0, 85, . . ., t23 = −0, 15, t24 = −0, 17.
Знайдемо коренi рiвняння F ′(x) = tk, k = 1, 24. Оскiльки ∀tk ∈ [y0, 1), то
звiдси слiдує, що рiвняння має два коренi x1(t) ∈ (0, x0], x2(t) ∈ (x0, 2],
x0 ≈ 1, 324683. Всi обчислення представленi в таблицi нижче.
k tk x1(tk) x2(tk) 2x1(tk) + x2(tk+1) 3x1(tk) + x2(tk+1) 4x1(tk) + x2(tk+1)

1 1,00 0,697331 2,000000
2 0,95 0,708144 1,992640 3,387302 4,084633 4,781964
3 0,90 0,719344 1,983233 3,399522 4,107666 4,815810
4 0,85 0,730957 1,972549 3,411237 4,130581 4,849925
5 0,80 0,743014 1,960786 3,422699 4,153657 4,884614
6 0,75 0,755550 1,948028 3,434057 4,177071 4,920085
7 0,70 0,768602 1,934315 3,445414 4,200964 4,956513
8 0,65 0,782217 1,919654 3,456859 4,225462 4,994064
9 0,60 0,796446 1,904035 3,468470 4,250687 5,032904
10 0,55 0,811347 1,887429 3,480320 4,276766 5,073211
11 0,50 0,826991 1,869791 3,492485 4,303831 5,115178
12 0,45 0,843462 1,851059 3,505041 4,332032 5,159023
13 0,40 0,860858 1,831149 3,518072 4,361534 5,204996
14 0,35 0,879304 1,809955 3,531672 4,392531 5,253389
15 0,30 0,898950 1,787338 3,545945 4,425249 5,304553
16 0,25 0,919989 1,763115 3,561014 4,459964 5,358914
17 0,20 0,942675 1,737044 3,577023 4,497012 5,417001
18 0,15 0,967348 1,708794 3,594144 4,536819 5,479494
19 0,10 0,994487 1,677892 3,612588 4,579935 5,547283
20 0,00 1,059462 1,604865 3,593838 4,588325 5,582811
21 -0,05 1,100561 1,559491 3,678415 4,737878 5,797340
22 -0,10 1,152868 1,502748 3,703870 4,804430 5,904991
23 -0,15 1,234855 1,416172 3,721907 4,874775 6,027642
24 -0,17 1,324683 1,324683 3,794393 5,029248 6,264103

Iз таблицi випливає, що на iнтервалi t ∈ [0, 95; 1] досягається мiнi-
мальне значення величин (n− 1)x1(t1) + x2(t2), n ∈ {3, 4, 5}, яке, вiдпо-
вiдно, дорiвнює 3, 3873, 4, 0846 i 4, 7819. Для n = 3 маємо, що

3∑
k=1

xk > 2x1(t1) + x2(t2) = 3, 3873 = 2
√
γ3.
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Звiдси маємо, що γ3 = 2, 8684. Тодi для n = 4 маємо, що

4∑
k=1

xk > 3x1(t1) + x2(t2) = 4, 0846 = 2
√
γ4.

Звiдси маємо, що γ4 = 4, 1709. Аналогiчно, для n = 5 маємо, що

5∑
k=1

xk > 4x1(t1) + x2(t2) = 4, 7819 = 2
√
γ5.

Таким чином, γ5 = 5, 7116.
Використавши вище наведену таблицю маємо, що вiдповiдний мiнi-

мум величин
(n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)

при n ∈ {6, 7, 8}, дорiвнює, вiдповiдно, γ6 = 7, 505, γ7 = 9, 5369, γ8 =
11, 8119.

Iз таблицi отримуємо, що для функцiї F ′(x) справедлива нерiвнiсть
(x1 − 0, 69)n+(x2−x1) > 0. Отже, nx1+(x2−x1) > 0, 69n. I, остаточно,
маємо

(n− 1)x1 + x2 > 0, 69n = 2
√
γn, γn = 0, 1215n2, n ⩾ 9.

Таким чином, з вище наведених нерiвностей випливає, що для довiльно-
го фiксованого γ ∈ (1, γn], де γn задано в умовах теореми, виконується
нерiвнiсть

n∑
k=1

x
(0)
k (t) > 2

√
γn, n ⩾ 3.

З iншого боку, необхiдною умовою є рiвнiсть
n∑

k=1

x
(0)
k (t) = 2

√
γn, n ⩾ 3.

З цього випливає, що всi точки
{
x
(0)
k

}n

k=1
належать промiжку (0, x0].

Тобто, ми маємо, що для екстремального набору
{
x
(0)
k

}n

k=1
виконується

рiвнiсть x(0)1 = x
(0)
2 = . . . = x

(0)
n , k = 1, n, для всiх γ ∈ (1, γn] та n ⩾ 3.

Отже, пiдсумувавши всi мiркування маємо, що справедлива нерiвнiсть

In(γ) ⩽ γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

.
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З iншого боку,

γ−n/2

[
n∏

k=1

P

(
2

n

√
γ

)] 1
2

= rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a(0)k i D(0)
k , k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями

квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Вiдомо (див. [20]), що

rγ
(
D

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
=

(
4

n

)n

(
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

.

Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема
2.10 доведена. □

3. Екстремальне розбиття комплексної площини з вiльними
полюсами при додатковiй умовi симетрiї

Метод доведення теорем 2.6 i 2.10 можна застосувати до розв’язання
дещо складнiшої проблеми.

Проблема 3.1. При всiх значеннях параметра γ ∈ (0, n] показати,
що максимум добутку

In(γ) = rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ,

де B0, B1, B2, . . . , Bn, n ⩾ 2, – областi, що взаємно не перетинаються,
в C i, крiм того, областi B1, . . . , Bn – симетричнi вiдносно одиничного
кола, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, досягається
для конфiгурацiї iз областей Bk i точок ak, що володiють n-кратною
симетрiєю.

Проблема 3.1 для випадку γ = 1 була сформульована як вiдкрита в
1994 роцi в роботi [23]. Для γ = 1 i n ⩾ 2 ї ї розв’язав Л.В. Ковальов
[25,26]. А саме, було показано справедливiсть наступної нерiвностi

r(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽ r (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk) ,
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де dk, Dk, k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами та круговими областями
квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −w
2n + 2(n2 − 1)wn + 1

w2(wn − 1)2
dw2.

Однак для значень γ ̸= 1 проблема 3.1 довгий час залишалася не
розв’язаною. Лише в 2018 роцi в статтi [18] було одержано результат
для n ⩾ 2 i γ ∈ (0, 1). Для γ ∈ (1, 3

√
n ) i n ⩾ 14 задача розв’язана в

роботi [1]. В [14] отримано деякий результат для однiєї загальнiшої за-
дачi, з якого випливає, що проблема 3.1 має розв’язок для γ ∈

(
1, 32
)

i
n ⩾ 9.

В роботi [19] доведено аналог нерiвностi (2.3) для трьох фiксованих
точок 0, 1, −1, i двох симетричних вiдносно одиничного кола областей.

Теорема 3.1 ([19]). Нехай γ ∈ (0, 2]. Тодi для будь-якого фiксованого
набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, B1, B2, такого,
що 0 ∈ B0, 1 ∈ B1, −1 ∈ B2, i, крiм того, областi Bk, k ∈ {1, 2}, –
симетричнi вiдносно одиничного кола {w ∈ C : |w| = 1}, справедлива
нерiвнiсть

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ⩽

⩽ 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ

(2−
√

2γ)
1
2
(2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)

1
2
(2+

√
2γ)2

] 1
2

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягаєтся тодi, коли областi B0, B1,
B2 – це круговi областi квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2. (3.1)

Доведення. Нехай

Pk :=
{
w : (−1)k+1Imw > 0

}
, k ∈ {1, 2}, D1 = P1 ∩ U1,

D2 = P2 ∩ U1, D3 =
(
C\U1

)
∩ P1, D4 =

(
C\U1

)
∩ P2.

I нехай
π(w) =

2w

1 + w2
.

Тодi iз визначення функцiї π(w) слiдує, що

|π(w)| ∼ 2|w|, w → 0, w ∈ Pk,

|π(w)− 1| ∼ 1

2
|w − 1|2 , w → 1, w ∈ Pk,

|π(w) + 1| ∼ 1

2
|w + 1|2 , w → −1, w ∈ Pk.
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Результат роздiляючого перетворення областi B0 вiдносно функ-
цiї π(w) та системи областей

{
Dk

}4
k=1

позначимо через B
(k)
0 ,

k = 1, 4; результат роздiляючого перетворення областi Bj ,
j ∈ {1, 2}, вiдносно функцiї 2w/(1+w2) i системи областей

{
Dk

}4
k=1

, по-
значимо – B(k)

1 , B
(k)
2 , k = 1, 4. Далi, використавши вiдповiднi результати

робiт [12,23], маємо нерiвностi

r (B0, 0) ⩽

[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] 1
2

,

r (B1, 1) ⩽
[
2r
(
B

(1)
1 , 1

)
2r
(
B

(2)
1 , 1

)
2r
(
B

(3)
1 , 1

)
2r
(
B

(4)
1 , 1

)] 1
8
,

r (B2,−1) ⩽
[
2r
(
B

(1)
2 ,−1

)
2r
(
B

(2)
2 ,−1

)
2r
(
B

(3)
2 ,−1

)
2r
(
B

(4)
2 ,−1

)] 1
8
.

Звiдси,

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ⩽

[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] γ
2

×

×
[
2r
(
B

(1)
1 , 1

)
2r
(
B

(2)
1 , 1

)
2r
(
B

(3)
1 , 1

)
2r
(
B

(4)
1 , 1

)] 1
8 ×

×
[
2r
(
B

(1)
2 ,−1

)
2r
(
B

(2)
2 ,−1

)
2r
(
B

(3)
2 ,−1

)
2r
(
B

(4)
2 ,−1

)] 1
8
.

Оскiльки областi B1, B2, – симетричнi вiдносно одиничного кола, тодi

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ⩽

[
1

2
r
(
B

(1)
0 , 0

)
· 1

2
r
(
B

(2)
0 , 0

)] γ
2

×

×
[(

2r
(
B

(1)
1 , 1

))2 (
2r
(
B

(2)
1 , 1

))2 (
2r
(
B

(1)
2 ,−1

))2 (
2r
(
B

(2)
2 ,−1

))2] 1
8

.

Далi, виконавши нескладнi перетворення, одержуємо

rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ⩽

⩽ 2
[
2−2γr2γ

(
B

(1)
0 , 0

)] 1
4
[
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(2)
1 , 1

)] 1
4 ×

×
[
2−2γr2γ

(
B

(2)
0 , 0

)] 1
4
[
r
(
B

(1)
2 ,−1

)
r
(
B

(2)
2 ,−1

)] 1
4
⩽

⩽ 21−γ
[
r2γ
(
B

(1)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(1)
2 ,−1

)] 1
4 ×

×
[
r2γ
(
B

(2)
0 , 0

)
r
(
B

(2)
1 , 1

)
r
(
B

(2)
2 ,−1

)] 1
4
,
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де B(k)
0 , B(k)

1 , B(k)
2 , k ∈ {1, 2}, – круговi областi квадратичного диферен-

цiала

Q(z)dz2 = −(2− γ)z2 + γ

z2(z2 − 1)2
dz2 (3.2)(

0 ∈ B(k)
0 , 1 ∈ B(k)

1 , −1 ∈ B(k)
2

)
. Оскiльки γ ∈ (0, 2], тодi з результатiв

робiт [20,22,23], справедлива нерiвнiсть

r2γ
(
B

(1)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
1 , 1

)
r
(
B

(1)
2 ,−1

)
⩽

⩽ 22γ+6 · (2γ)γ ·
(

2−
√

2γ
)− 1

2(2−
√
2γ)

2

·
(

2 +
√

2γ
)− 1

2(2+
√
2γ)

2

.

Звiдси,
rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ⩽

⩽ 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ ·

(
2−

√
2γ
)− 1

2(2−
√
2γ)

2

·
(

2 +
√

2γ
)− 1

2(2+
√
2γ)

2
] 1

4

×

×

[
22γ+6 · (2γ)γ ·

(
2−

√
2γ
)− 1

2(2−
√
2γ)

2

·
(

2 +
√

2γ
)− 1

2(2+
√
2γ)

2
] 1

4

=

= 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ ·

(
2−

√
2γ
)− 1

2(2−
√
2γ)

2

·
(

2 +
√

2γ
)− 1

2(2+
√
2γ)

2
] 1

2

.

Таким чином, основна нерiвнiсть теореми 3.1 доведена.
Виконавши замiну змiнної в квадратичному диференцiалi (3.2) за

формулою

z =
2w

1 + w2

i врахувавши, що показник степеня дорiвнює 2γ, маємо

dz =
2− 2w2

(1 + w2)2
dw,

тодi

dz2 =
4− 8w2 + 4w4

(1 + w2)4
dw2.

I, таким чином, використавши нескладнi перетворення, одержуємо ква-
дратичний диференцiал (3.1)

Q(w)dw2 = −
(4− 2γ) 4w2

(1+w2)2
+ 2γ

4w2

(1+w2)2

(
4w2

(1+w2)2
− 1
)2 · 4− 8w2 + 4w4

(1 + w2)4
dw2 =
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= −
4w2(4−2γ)
(1+w2)2

+ 2γ

4w2

(1+w2)2

(
4w2−(1+w2)2

(1+w2)2

)2 · 4(1− 2w2 + z4)

(1 + w2)4
dw2 =

= −
(
4w2(4− 2γ) + 2γ(1 + w2)2

) (
1− 2w2 + w4

)
w2(4w2 − 1− 2w2 − w4)2

dw2 =

= −
(
2γw4 + (16− 8γ + 4γ)w2 + 2γ

) (
1− w2

)2
w2(1− w2)4

dw2 =

= −2γw4 + (16− 4γ)w2 + 2γ

w2(1− w2)2
dw2 = −2γw4 + 4(4− γ)w2 + 2γ

w2(1− w2)2
dw2.

Остаточно, отримуємо (3.1). Знак рiвностi перевiряється безпосередньо.
Теорема 3.1 доведена. □

Наступний результат показує розв’язок проблеми 3.1 для γn = 0, 25n2

i n ⩾ 4 при додатковiй умовi, що вiдрiзки [0, ak] розташованi один до
одного пiд кутами, що не перевищують 2π/

√
2γ.

Теорема 3.2 ([2]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, γn], γ2 = 1, 49, γ3 =
3, 01, γn = 0, 25n2, n ⩾ 4. Тодi для довiльних рiзних точок одиничного
кола |w| = 1, таких, що 0 < αk ⩽ 2/

√
2γ, k = 1, n, i для довiльного

набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk, a0 = 0 ∈
B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, i, крiм того, областi Bk, k = 1, n, –
симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

(
4

n

)n

(
2γ
n2

) γ
n∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−√2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

. (3.3)

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли точки ak й обла-
стi Bk, k = 0, n, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями ква-
дратичного диференцiала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (3.4)

Доведення. Розглянемо систему функцiй

πk(w) =
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, n.

Сiмейство функцiй {πk(w)}nk=1 називається допустимим для роздiляю-
чого перетворення областей Bk, k = 0, n, вiдносно кутiв {Pk}nk=1. Нехай
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Ω
(1)
k , k = 1, n, позначає область площини Cζ , отриману в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk
⋂
P k), яка мiстить то-

чку πk(ak) = 1, зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної
осi. Позначимо через Ω

(2)
k , k = 1, n, область площини Cζ , яка отримана в

результатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(Bk+1
⋂
P k), яка

мiстить точку πk(ak+1) = −1, зi своїм симетричним вiдображенням вiд-
носно дiйсної осi. Вiдмiтимо, що Bn+1 := B1, πn(an+1) := πn(a1). Крiм
того, позначимо через Ω

(0)
k область площини Cζ , отриману в результатi

об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B0
⋂
P k), яка мiстить то-

чку ζ = 0, зi своїм симетричним вiдображенням вiдносно дiйсної осi.
Позначимо

πk(ak) := ω
(1)
k = 1, πk(ak+1) := ω

(2)
k = −1, k = 1, n.

З визначення функцiй πk, слiдує, що

|πk(w)− 1| ∼ 1

αk
· |w − ak|, w → ak, w ∈ Pk,

|πk(w) + 1| ∼ 1

αk
· |w − ak+1|, w → ak+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
1
αk , w → 0, w ∈ Pk.

Використавши формули для роздiляючого перетворення областi [20,22,
23], маємо нерiвностi

r (Bk, ak) ⩽
[
αkr

(
Ω
(1)
k , 1

)
· αk−1r

(
Ω
(2)
k ,−1

)] 1
2
, k = 1, n, (3.5)

r (B0, 0) ⩽

[
n∏

k=1

rα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)] 1
2

. (3.6)

З нерiвностей (3.5) i (3.6), використавши методику, розвинену в моно-
графiї [20, с. 269–274], одержуємо

In(γ) ⩽
n∏

k=1

[
r
(

Ω
(0)
k , 0

)] γα2
k

2
n∏

k=1

[
αk−1r

(
Ω
(2)
k ,−1

)
αkr

(
Ω
(1)
k , 1

)] 1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

)[
n∏

k=1

rγα
2
k

(
Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(1)
k , 1

)
r
(

Ω
(2)
k ,−1

)] 1
2

. (3.7)

Далi, розглянемо добуток трьох областей

rγα
2
k(G0, 0)r(G1, 1)r(G2,−1).
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До областейG0, G1, G2 знову застосуємо роздiляюче перетворення. Тодi
згiдно теореми 3.1 для випадку 2α2

kγ ⩽ 4, одержуємо

r2α
2
kγ
(
G

(s)
0 , 0

)
r
(
G

(s)
1 , 1

)
r
(
G

(s)
2 ,−1

)
⩽

⩽
22γα

2
k+6

(
αk
√

2γ
)2γα2

k(
2− αk

√
2γ
) 1

2(2−αk
√
2γ)

2 (
2 + αk

√
2γ
) 1

2(2+αk
√
2γ)

2 , s ∈ {1, 3}.

Рiвнiсть в цiй нерiвностi досягається коли областi G(s)
0 , G

(s)
1 , G

(s)
2 є кру-

говими областями квадратичного диференцiала

Q(z)dz2 = −
(4− 2α2

kγ)z2 + 2α2
kγ

z2(z2 − 1)2
dz2 (3.8)(

0 ∈ G(s)
0 , 1 ∈ G(s)

1 , −1 ∈ G(s)
2 , s ∈ {1, 3}

)
. Якщо α2

kγ ⩽ 2, тодi згiдно
робiт [23,24], справедлива нерiвнiсть

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽

(
1√
2γ

)n n∏
k=1

(
αk

√
2γ
)

2
1−α2

kγ

2 ×

×

 22γα
2
k+6

(
αk
√

2γ
)2γα2

k(
2− αk

√
2γ
) 1

2(2−αk
√
2γ)

2 (
2 + αk

√
2γ
) 1

2(2+αk
√
2γ)

2

 1
4

=

=

(
1√
2γ

)n n∏
k=1

 28
(
αk
√

2γ
)2γα2

k+4(
2− αk

√
2γ
) 1

2(2−αk
√
2γ)

2 (
2 + αk

√
2γ
) 1

2(2+αk
√
2γ)

2

 1
4

.

Нехай
Ψ(x) = 28 · xx2+4 · (2− x)−

1
2
(2−x)2 · (2 + x)−

1
2
(2+x)2 ,

де x = αk
√

2γ, x ∈ (0, 2].
Розглянемо наступну екстремальну задачу:

n∏
k=1

Ψ(xk) −→ max;
n∑

k=1

xk = 2
√

2γ,

xk = αk

√
2γ, 0 < xk ⩽ 2.

Нехай F (x) = ln (Ψ(x)) i X(0) =
{
x
(0)
k

}n

k=1
– довiльна екстремальна

точка вище сформульованої задачi. Використавши мiркування статтi
[24], ми одержуємо твердження: якщо 0 < x

(0)
k < x

(0)
j < 2, тодi мають

мiсце наступнi рiвностi

F ′
(
x
(0)
k

)
= F ′

(
x
(0)
j

)
,
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i якщо деяке x(0)j = 2, тодi для будь-якого x(0)k < 2,

F ′
(
x
(0)
k

)
⩽ F ′(2),

де k, j = 1, n, k ̸= j,

F ′(x) = 2x lnx+ (2− x) ln(2− x)− (2 + x) ln(2 + x) +
4

x

(див. Рис. 3.1).

Рис. 3.1. Графiк функцiї y = F ′(x)

Перевiримо справедливiсть наступного твердження: якщо функцiя

Z(x1, . . . , xn) =
n∑

k=1

F (xk) досягає максимума в точцi
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
при

умовах 0 < x
(0)
k ⩽ 2, k = 1, n,

n∑
k=1

x
(0)
k = 2

√
2γ, тодi

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x(0)n .

Для простоти, нехай x(0)1 ⩽ x
(0)
2 ⩽ . . . ⩽ x

(0)
n . Функцiя

F ′′(x) = ln

(
x2

4− x2

)
− 4

x2

строго зростає на промiжку (0, 2) та iснує x0 ≈ 1, 768828 таке, що

signF ′′(x) ≡ sign(x− x0).
Врахувавши властивостi функцiї F ′(x), умови теореми i застосувавши
метод, розроблений в статтi [24], отримуємо, що для F ′(x) завжди ви-
конується нерiвнiсть

(x1 − 1, 45)n+ (x2 − x1) > 0
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при n ⩾ 4. Звiдси, nx1 + (x2 − x1) > 1, 45n. Таким чином, остаточно,
маємо

(n− 1)x1 + x2 > 1, 45n = 2
√

2γn, γn = 0, 25n2, n ⩾ 4.

Таким чином, у випадку n ⩾ 4 множина точок
{
x
(0)
k

}n

k=1
не може бути

екстремальною при умовi x(0)n ∈ (x0, 2]. Отже, для екстремальної мно-
жини

{
x
(0)
k

}n

k=1
можливий лише випадок, коли x(0)k ∈ (0, x0], k = 1, n, i

x
(0)
1 = x

(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Для γ < γn, n ⩾ 4, повторюються всi попереднi

мiркування.
Далi, нехай F ′(x) = t, y0 ⩽ t ⩽ −0, 78, y0 ≈ −1, 059. Розглянемо

наступнi величини t: t1 = −0, 78, t2 = −0, 80, t3 = −0, 85, t4 = −0, 90,
. . ., t11 = −1, 05, t12 = −1, 059. Рiвняння F ′(x) = tk, k = 1, 12, для будь-
якого tk ∈ [y0,−0, 78) має два розв’язки: x1(t) ∈ (0, x0], x2(t) ∈ (x0, 2],
x0 ≈ 1, 768828. Безпосереднi обчислення представленi в таблицi нижче.

k tk x1(tk) x2(tk) x1(tk) + x2(tk+1) 2x1(tk) + x2(tk+1)

1 -0,78 1,458417 1,998914
2 -0,80 1,470034 1,994779 3,453196 4,911613
3 -0,85 1,501193 1,980165 3,450199 4,920233
4 -0,90 1,536275 1,959964 3,461157 4,962350
5 -0,95 1,577242 1,932788 3,469063 5,005338
6 -1,00 1,628755 1,894239 3,471481 5,048723
7 -1,01 1,641325 1,884177 3,512932 5,141687
8 -1,02 1,655169 1,872815 3,514140 5,155465
9 -1,03 1,670801 1,859641 3,514810 5,169979
10 -1,04 1,689217 1,843656 3,514457 5,185258
11 -1,05 1,712998 1,822285 3,511502 5,200719
12 -1,059 1,768589 1,769066 3,482064 5,195062

Врахувавши властивостi функцiї F ′(x) i умови теореми, маємо на-
ступну нерiвнiсть

n∑
k=1

xk(t) > (n− 1)x1(tk) + x2(tk+1) ⩾

⩾ min
1⩽k⩽11

((n− 1)x1(tk) + x2(tk+1)) = 2
√

2γn,

де tk ⩽ t ⩽ tk+1, k = 1, 11. Таким чином, для екстремального набору
X(0) можливий лише випадок, коли

{
x
(0)
k

}n

k=1
∈ (0, x0], x0 ≈ 1, 7688283,
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i тому x(0)1 = x
(0)
2 = . . . = x

(0)
n . Звiдси, остаточно, має мiсце спiввiдноше-

ння

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) ⩽

(
1√
2γ

)n [
Ψ

(
2

n

√
2γ

)]n
4

.

Використавши точне представлення функцiї Ψ (x) та нескладнi пере-
творення, одержуємо нерiвнiсть (3.3). Таким чином, основна нерiвнiсть
теореми 3.2 доведена. Зробивши замiну змiнної в квадратичному дифе-
ренцiалi (3.8) за формулою z = 2w

n
2 /(1 + wn), отримаємо (3.4). Твер-

дження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо. Теорема 3.2 до-
ведена. □

Теорема 3.3 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 8, γ ∈ (1, γn], γn =
√
n. Тодi для

довiльної системи рiзних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола |w| = 1
i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk,
a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, причому областi Bk, k = 1, n, –
симетричнi вiдносно одиничного кола |w| = 1, справедлива нерiвнiсть

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽ rγ (D0, 0)
n∏

k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, – є, вiдповiдно, полюси та круговi областi
квадратичного диференцiала (3.4).

Доведення. Спочатку розглянемо випадок, коли α0
√

2γ ⩾ 2, α0 :=
max
1⩽k⩽n

αk. Згiдно iз мiркуваннями роботи [20, теорема 5.2.3], маємо

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) =

n∏
k=1

[r (B0, 0) r (Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
n

.

Iз теореми М.О. Лаврентьєва [29], слiдує нерiвнiсть

r (B0, 0) r (Bk, ak) ⩽ 1.

Тодi
n∏

k=1

[r (B0, 0) r (Bk, ak)]
γ
n ⩽ 1.

Оскiльки областi Bk, k = 1, n, взаємно не перетинаються, то згiдно
наслiдку 5.1.3 [20], справедлива нерiвнiсть

n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽ 2n ·
n∏

k=1

αk.
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Тодi очевидно, що[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
n

⩽

[
2n ·

n∏
k=1

αk

]1− γ
n

.

Легко бачити, що α0 = αk0 = max
k

αk, де k0 – деяке натуральне число,
яке мiститься мiж 1 i n. Використавши нерiвнiсть Кошi i врахувавши,

що
n∑

k=1

αk = 2, одержуємо такий ланцюжок нерiвностей

n∏
k=1

αk = αk0

n∏
k=1,k ̸=k0

αk ⩽

⩽ αk0

 1

n− 1

n∑
k=1,k ̸=k0

αk

n−1

= α0

(
2− α0

n− 1

)n−1

.

Звiдси маємо спiввiдношення[
n∏

k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
n

⩽

[
2nα0

(
2− α0

n− 1

)n−1
]1− γ

n

=

=
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n
.

В свою чергу, врахувавши попереднi мiркування, приходимо до нерiв-
ностi

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽
[
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
]1− γ

n
.

Розглянемо полiном

Tn(x) = x(2− x)n−1, x ∈ (0, 2].

T ′
n(x) = (2− x)n−2(2− nx).

T ′
n(x) = 0⇐⇒ x =

2

n
або x = 2.

Звiдси слiдує, що полiном Tn(x) має єдиний максимум на промiжку
(0, 2] в точцi x = 2

n . Таким чином, полiном Tn(x) монотонно зростає на
промiжку

(
0, 2

n

)
вiд значення Tn(0) = 0 до Tn

(
2
n

)
i монотонно спадає

на промiжку
(
2
n , 2

)
вiд значення Tn

(
2
n

)
до значення Tn(2) = 0. Далi,

розглянемо γ такi, щоб виконувалась умова 2√
2γ

⩾ 2
n , тобто такi γ, при

яких виконується нерiвнiсть γ ⩽ n2

2 . Тодi, на промiжку 2√
2γ

⩽ x ⩽ 2

(γ ∈ (0,
√
n ]) має мiсце нерiвнiсть
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x(2− x)n−1 ⩽ 2n−1 2√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

=
2n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

. (3.9)

Нехай

I0n(γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де 0 ∪
{
a
(0)
k

}n

k=1
i
{
B

(0)
k

}n

k=1
є, вiдповiдно, полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiала (3.4). Iз вигляду квадратично-
го диференцiала слiдує, що полюси a

(0)
k = ωk, k = 1, n, де ωk = e

2πki
n ,

k = 0, n− 1, тобто є коренями n-тої степенi iз одиницi. Для подальшого
вичислимо величину I0n(γ) при всiх γ ∈ (1,

√
n ] та n ⩾ 8. Справедливе

наступне твердження.

Лема 3.4. При умовах теореми 3.3 виконуються рiвностi

I0n(γ) = rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n

(
2γ
n2

) γ
n∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣n2+ γ
n

∣∣∣∣n−√2γ

n+
√

2γ

∣∣∣∣
√
2γ

. (3.10)

Доведення. Система кругових областей квадратичного ди-
ференцiала (3.4) володiє n-кратною симетрiєю обертання вiд-
носно початку координат, а також симетрiєю вiдносно ко-
жного променя lk =

{
w : argw = 2πk

n

}
, k = 0, n− 1. Нехай

Pk := {w : argωk < argw < argωk+1}. Застосуємо роздiляюче перетво-
рення до системи кругових областей квадратичного диференцiала (3.4)
за допомогою системи функцiй ζ = {πk(w)}nk=1, де πk(w) = (ωk · w)

n
2 i

вiтка функцiї t = ζ
n
2 вибрана так, що ζ

n
2 = x

n
2 > 0, ζ = x, якщо x > 0.

У випадку системи кругових областей квадратичного диференцiала
(3.4), як було показано вище, a(0)k = ωk, k = 1, n, a(0)0 = 0.

Нехай Ω
(1)
k , k = 1, n, позначає область площини Cζ , отриману в ре-

зультатi об’єднання зв’язної компоненти множини πk(B
(0)
k

⋂
P k), яка

мiстить точку πk(ωk), зi своїм симетричним вiдображенням вiднос-
но дiйсної осi. Позначимо через Ω

(2)
k , k = 1, n, область площини
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Cζ , яка отримана в результатi об’єднання зв’язної компоненти мно-
жини πk(B

(0)
k+1

⋂
P k), яка мiстить точку πk(ωk+1), зi своїм симетрич-

ним вiдображенням вiдносно дiйсної осi. Вiдмiтимо, що B
(0)
n+1 := B

(0)
1 ,

πn(ωn+1) := πn(ω1). Крiм того, позначимо через Ω
(0)
k область площи-

ни Cζ , отриману в результатi об’єднання зв’язної компоненти множини
πk(B

(0)
0

⋂
P k), яка мiстить точку ζ = 0, зi своїм симетричним вiдобра-

женням вiдносно дiйсної осi. З визначення функцiй πk, слiдує, що

|πk(w)− ω(1)
k | ∼

n

2
· |w − ωk|, w → ωk, w ∈ Pk,

|πk(w)− ω(2)
k | ∼

n

2
· |w − ωk+1|, w → ωk+1, w ∈ Pk,

|πk(w)| ∼ |w|
n
2 , w → 0, w ∈ Pk.

Вiдмiтимо, що в силу вище описаних симетрiй системи кругових обла-
стей B(0)

k квадратичного диференцiала (3.4) i властивостей роздiляючо-
го перетворення слiдує, що всi областi Ω

(1)
k , k = 1, n, спiвпадають при

всiх k з однiєю i тiєю ж областю Ω1. Точно так, всi Ω
(2)
k , k = 1, n, спiв-

падають при всiх k з однiєю i тiєю ж областю Ω2. I, вiдповiдно, областi
Ω
(0)
k , k = 1, n, спiвпадають при всiх k з одною i тою ж областю Ω0, при-

чому область Ω1 симетрична областi Ω2 вiдносно уявної осi, а область Ω0

володiє симетрiєю вiдносно дiйсної осi. Тодi, використавши властивостi
роздiляючого перетворення i симетрiї областей B(0)

k , одержуємо

r
(
B

(0)
0 , 0

)
=

[
n∏

k=1

r
4
n2

(
Ω
(0)
k , 0

)] 1
2

,

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

[
2

n
r
(

Ω
(1)
k , 1

)
· 2

n
r
(

Ω
(2)
k ,−1

)] 1
2

, k = 1, n.

Тодi, маємо

rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , ω

(0)
k

)
=

=

[
n∏

k=1

r
4γ

n2

(
Ω
(0)
k , 0

)] 1
2
[

n∏
k=1

4

n2
r
(

Ω
(1)
k , 1

)
· r
(

Ω
(2)
k ,−1

)] 1
2

=

=

(
2

n

)n
[

n∏
k=1

r
4γ

n2

(
Ω
(0)
k , 0

)
r
(

Ω
(1)
k , 1

)
r
(

Ω
(2)
k ,−1

)] 1
2

=
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=

(
2

n

)n [
r

4γ

n2 (Ω0, 0) r (Ω1, 1) r (Ω2,−1)
]n

2
=

=

(
2

n

)n [
r

2γ

n2 (Ω0, 0) r
2γ

n2 (Ω∞,∞) r (Ω1, 1) r (Ω2,−1)
]n

2
=

=

(
2

n

)n

 2
8γ

n2+6
(
8γ
n2

) 4γ

n2

(
2− 2

√
2γ
n

) 1
2

(
2− 2

√
2γ

n

)2 (
2 + 2

√
2γ
n

) 1
2

(
2+ 2

√
2γ

n

)2


n
4

,

де Ω∞ =
{
ζ ∈ C : 1

ζ ⊂ Ω0

}
i r (Ω0, 0) = r (Ω∞,∞).

Виконавши нескладнi перетворення, отримуємо

A =

(
2− 2

√
2γ

n

) 1
2

(
2− 2

√
2γ

n

)2
= 2

2
(
1−

√
2γ
n

)2 (
1−
√

2γ

n

)2
(
1−

√
2γ
n

)2
,

B =

(
2 +

2
√

2γ

n

) 1
2

(
2+ 2

√
2γ

n

)2
= 2

2
(
1+

√
2γ
n

)2 (
1 +

√
2γ

n

)2
(
1+

√
2γ
n

)2
.

M =

(
1−
√

2γ

n

)2
(
1−

√
2γ
n

)2
=

(
1−
√

2γ

n

)2− 4
√
2γ

n
+ 4γ

n2

,

N =

(
1 +

√
2γ

n

)2
(
1+

√
2γ
n

)2
=

(
1 +

√
2γ

n

)2+ 4
√
2γ

n
+ 4γ

n2

.

Звiдси слiдує, що

MN =

(
1− 2γ

n2

)2
(
1+ 2γ

n2

)(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

) 4
√
2γ

n

,

i

AB = 2
4
(
1+ 2γ

n2

)
MN = 2

4
(
1+ 2γ

n2

)(
1− 2γ

n2

)2
(
1+ 2γ

n2

)(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

) 4
√
2γ

n

.
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Таким чином,

I0n(γ) =

(
2

n

)n

 2
8γ

n2+6
(
2
√
2γ
n

) 8γ

n2

2
4γ

n2+4
(

1− 2γ
n2

)(2+ 4γ

n2

)
(

1−
√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

) 4
√
2γ

n


n
4

.

Виконавши нескладнi перетворення, одержуємо справедливiсть леми
3.4. Лема 3.4 доведена. □

Нехай

Λn(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
=

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak)

rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

) .
Для систем областей, що взаємно не перетинаються, Bk, k = 0, n, спра-
ведлива наступна нерiвнiсть (див. також теорему 2.9)

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2

(
n∏

k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Тодi, врахувавши вище наведенi мiркування, при умовi

α0

√
2γ ⩾ 2, α0 := max

1⩽k⩽n
αk,

маємо

Λn(γ) ⩽
n−

γ
2

(
2nα0(2− α0)

n−1(n− 1)−(n−1)
)1− γ

n(
4
n

)n ( 2γ
n2

) γ
n
∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣−n
2
− γ

n
∣∣∣n−√

2γ
n+

√
2γ

∣∣∣√2γ
⩽

⩽
n−

γ
2

(
2n 2n√

2γ
(1− 1√

2γ
)n−1(n− 1)−(n−1)

)1− γ
n

(
4
n

)n ( 2γ
n2

) γ
n
∣∣∣1− 2γ

n2

∣∣∣−n
2
− γ

n
∣∣∣n−√

2γ
n+

√
2γ

∣∣∣√2γ
=

= n−
γ
2 2−2γ

(
1√
2γ

)1+ γ
n
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n
(

1

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

×

×n1+γ+ γ
n ·
(

1− 2γ

n2

)n
2
+ γ

n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

.

I, остаточно, отримуємо

Λn(γ) ⩽ n−
γ
2

(n
4

)γ+1
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n
(

4√
2γ

)(
n√
2γ

) γ
n

×
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×
(

1− 2γ

n2

)n
2
+ γ

n

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ (

n

n− 1

)n−1−γ+ γ
n

.

Таким чином, нам вдалося отримати оцiнку величини Λn(γ) через п’ять
елементарних функцiй, якi залежать вiд n i γ. Введемо позначення

Λn(γ) ⩽
5∏

k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
γ
2

(n
4

)γ+1
(

1− 1√
2γ

)n−1−γ+ γ
n

,

f2(n) =

(
4√
2γ

)(
n√
2γ

) γ
n

, f3(n) =

(
1− 2γ

n2

)n
2
+ γ

n

,

f4(n) =

(
1 +

√
2γ
n

1−
√
2γ
n

)√
2γ

, f5(n) =

(
n

n− 1

)n−1−γ n−1
n

.

Спочатку дослiдимо поведiнку величини Λn(γ) при γ = n
1
2 . В цьому

випадку, маємо таку нерiвнiсть

Λn

(
n

1
2

)
⩽

5∏
k=1

fk(n),

де

f1(n) = n−
1
2

√
n
(n

4

)√n+1
(

1− 1√
2n

1
2

)n−1−n
1
2+n− 1

2

,

f2(n) =

(
4√
2n

1
2

)(
n√
2n

1
2

)n− 1
2

, f3(n) =
(

1− 2n−
3
2

)n
2
+ 1√

n
,

f4(n) =

(
1 +
√

2n−
3
4

1−
√

2n−
3
4

)√
2n

1
4

, f5(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n
1
2+n− 1

2

.

Тепер дослiдимо кожну функцiю fk(n), k = 1, 5, за допомогою стан-
дартних методiв математичного аналiзу.

Аналiз показує, що функцiя f1(n) монотонно спадає на промiжку
n ⩾ 17 (див. Рис. 3.2), тому справедлива нерiвнiсть

f1(n) < f1(17) ⩽ 0, 026888, n ⩾ 17.
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Рис. 3.2. Графiк функцiї f1(n)

Функцiя f2(n) також монотонно спадає на промiжку n ⩾ 8. Таким чи-
ном,

f2(n) < f2(8) ⩽ 2, 582410, n ⩾ 8.

Очевидно, що
f3(n) < f3(8) ⩽ 1, n ⩾ 8.

Функцiю f4(n) представимо наступним чином

f4(n) =

=
(

1 +
√

2n−
3
4

)(n
3
4√
2

)(√
2n− 3

4

)√
2n

1
4 (

1−
√

2n−
3
4

)(−n
3
4√
2

)(√
2n− 3

4

)√
2n

1
4

.

Оскiльки (
1 +
√

2n−
3
4

)(n
3
4√
2

)
< e при n ∈ N,

а (
1−
√

2n−
3
4

)(−n
3
4√
2

)
< 3 при n ⩾ 17,

тодi

f4(n) ⩽ (3e)2n
− 1

2 .

Таким чином, y4(n) спадає на всiй областi визначення i

f4(n) < f4(17) ⩽ 2, 767588, n ⩾ 17.

Для функцiї f5(n) справедливе наступне спiввiдношення

f5(n) =

(
n

n− 1

)n−1−n
1
2+n− 1

2

<

(
1 +

1

n− 1

)n−1

⩽ 3, n ⩾ 8.
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Тодi, пiдсумувавши все вище сказане, отримуємо

Λn

(√
n
)

=
6∏

k=1

fk(n) ⩽

⩽ 0, 026888 · 2, 582410 · 1 · 2, 767588 · 3 ≈ 0, 6 < 1,

тобто
Λn

(√
n
)
< 1 для n ⩾ 17.

З iншої сторони, безпосереднi обчислення показують, що Λn (
√
n) < 1

для n ∈ [8, 16] (див. таблицю нижче).

n f1(n) f2(n) f3(n) f4(n) f5(n) Λn (
√
n)

8 0,063573 2,582410 0,668390 4,298391 1,829873 0,863087
9 0,057824 2,519841 0,689369 3,926708 1,874189 0,739222
10 0,052537 2,461040 0,706571 3,642385 1,912447 0,636378
11 0,047710 2,406071 0,721019 3,417261 1,945912 0,550384
12 0,043324 2,354774 0,733385 3,234174 1,975511 0,478027
13 0,039347 2,306895 0,744133 3,082056 2,001935 0,416755
14 0,035748 2,262157 0,753594 2,953443 2,025716 0,364602
15 0,032493 2,220283 0,762012 2,843112 2,047267 0,319984
16 0,029550 2,181015 0,769567 2,747296 2,066917 0,281638

Таким чином, пiдсумувавши всi попереднi мiркування, одержуємо,
що Λn (

√
n) < 1 при n ⩾ 8 i α0

√
2γ ⩾ 2.

Далi, необхiдно показати, що справедлива нерiвнiсть Λn(γ) < 1 при
n ⩾ 8, γ ∈ (1,

√
n ] i α0

√
2γ ⩾ 2. Для цього доведемо наступне твердже-

ння.

Лема 3.5. При кожному фiксованому n ⩾ 8 функцiя

n−
γ
2

(
4n√
2γ

(
1− 1√

2γ

)n−1

(n− 1)−(n−1)

)1− γ
n

монотонно зростає по γ на промiжку (1,
√
n ].

Доведення. Мають мiсце наступнi спiввiдношення

ln (mn(γ)) = −γ
2

lnn+
(

1− γ

n

)
×

×
(
n ln 4− 1

2
ln 2− 1

2
ln γ + (n− 1) ln

(
1− 1√

2γ

)
− (n− 1) ln(n− 1)

)
,

(ln (mn(γ)))′γ =
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= −1

2
lnn− ln 4 +

1

2n
ln 2 +

1

2n
ln γ − n− 1

n
ln

(
1− 1√

2γ

)
+

+
n− 1

n
ln(n− 1) +

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1√
2γ − 1

− 1

)
.

Оскiльки справедливi такi нерiвностi

0 < −1

2
ln 8 + ln

(
1

4

)
+

7

8
ln 7 < −1

2
lnn+ ln

(
1

4

)
+
n− 1

n
ln(n− 1)

i
−n− 1

n
ln

(
1− 1√

2γ

)
⩾ 0,

(
1− γ

n

) 1

2γ

(
n− 1√
2γ − 1

− 1

)
⩾ 0,

одержуємо, що mn(γ) монотонно зростає при вказаних в лемi параме-
трах n i γ. Лема 3.5 доведена. □

Лема 3.6. При кожному фiксованому n ⩾ 8 функцiонал I(0)n (γ) моно-
тонно спадає по γ на промiжку (1,

√
n ].

Доведення. В лемi 3.4 показано, що величина I0n(γ) задовольняє таку
рiвнiсть

I0n(γ) =

(
4

n

)n

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−
√

2γ

n+
√

2γ

)√
2γ

.

Так як

ln I0n(γ) = n ln
4

n
+
γ

n
ln

2γ

n2
−
(n

2
+
γ

n

)
ln

(
1− 2γ

n2

)
+
√

2γ ln

(
n−
√

2γ

n+
√

2γ

)
,

тодi (
ln I0n(γ)

)′
γ

=
1

n
ln

2γ

n2 − 2γ
+

1√
2γ

ln

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)
.

Позначимо
√
2γ
n = x, i отримуємо, що

γ =
1

2
n2x2,

√
γ =

nx√
2
,

√
2

n
⩽ x ⩽

√
2n−

3
4 .

Використавши вказанi позначення, перетворимо вираз логарифмiчної
похiдної I0n(γ) наступним чином(

ln I0n(γ)
)′
γ

=
2

n
lnx− 1

n
ln(1− x2) +

1

nx
ln

(
1− x
1 + x

)
.

Далi використавши вiдомi формули

ln(1− x) = −x− x2

2
− . . .− xn

n
− . . . ,
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ln
1− x
1 + x

= −2x

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . .+

1

2k + 1
x2k + . . .

)
,

отримаємо, що(
ln I0n(γ)

)′
γ

=
2

n
lnx+

1

n

(
x2 +

x4

2
+ . . .+

x2n

n
+ . . .

)
−

− 2

n

(
1 +

1

3
x2 +

1

5
x4 + . . .+

1

2k + 1
x2k + . . .

)
.

Звiдси легко бачити, що справедливе таке твердження(
ln I0n(γ)

)′
γ

=
2

n
lnx− 2

n
+

+
x2

n

(
1− 2

3

)
+
x4

n

(
1

2
− 2

5

)
+ . . .+

x2n

n

(
1

k
− 2

2k + 1

)
+ . . . .

Врахувавши, що

n ⩾ 8,

√
2

n
⩽ x ⩽

√
2n−

3
4 ,

1

k
− 2

2k + 1
=

1

k(2k + 1)
⩽

1

3
, k ⩾ 1,

маємо(
ln I0n(γ)

)′
γ
⩽ − 2

n
+

2

n
lnx+

1

8

(
1

3
x2 +

1

3
x4 + . . .+

1

3
x2k + . . .

)
=

= − 2

n
+

2

n
lnx+

1

24

(
x2

1− x2

)
.

В силу монотонного зростання функцiї
x2

1− x2
на промiжку (0, 1) для

x ∈
[√

2
n ,
√

2n−
3
4

]
, справедливi нерiвностi

(
ln I0n(γ)

)′
γ
⩽ − 2

n

(
1 + ln

1

x

)
+

1

24

(
x2

1− x2

)
⩽

⩽ − 2

n

(
1 + ln

n
3
4

√
2

)
+

1

24

(
2n−

3
2

1− 2n−
3
2

)
⩽

⩽ − 2

n

(
1 + ln

n
3
4

√
2

)
+

1

24

2

n
3
2

 1

n
3
2

2 − 1

 ⩽
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⩽ − 2

n

0, 65 +
3

4
lnn− 1

24

1

n
1
2

1

n
3
2

2 − 1

 ⩽ − 2

n

(
0, 65− 1

n
1
2

)
,

оскiльки
1

24

1

n
3
2

2 − 1
< 1, n ⩾ 8.

Очевидно, що (
0, 65− 1

n
1
2

)
> 0 при всiх n ⩾ 8.

Таким чином, I0n(γ) монотонно спадає по γ на всьому промiжку γ ∈
(1,
√
n ]. Лема 3.6 доведена. □

Взявши до уваги результати леми 3.5 i леми 3.6, маємо, що справе-
дливi такi спiввiдношення

Λn(γ) =
In(γ)

I0n(γ)
<
In(
√
n)

I0n (
√
n)

= Λn

(√
n
)
< 1.

Таким чином, при n ⩾ 8, γ ∈ (1,
√
n ] i α0

√
2γ ⩾ 2, виконується нерiв-

нiсть

In(γn) < I0n(γn),

а це означає, що для вказаних параметрiв екстремальних конфiгурацiй
не iснує.

При умовi α0
√

2γ < 2 i n ⩾ 8 твердження теореми 3.3 слiдує iз те-
ореми 3.2. Твердження про знак рiвностi перевiряється безпосередньо.
Теорема 3.3 доведена. □

Для n = 2, 7 поки що не вiдомо жодних результатiв при γ > 1. Як
показав досвiд дослiдження проблеми 3.1, найбiльшi складностi вини-
кають при n = 2 i n = 3 (див. [10]).
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Оцiнки добуткiв деяких функцiоналiв на
класах функцiй без спiльних значень

Я. В. Заболотний

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. In this paper two problems of geometric function theory about
the extreme partition of the complex plane are considered, namely, about
finding the maximum of two functionals on classes of functions without
common values. The exact solutions to this problem are currently known
only for some partial cases. In this paper we find estimates that can be
applied in various extreme problems of geometric function theory.

Анотацiя. В роботi розглядаються двi вiдомi вiдкритi проблеми гео-
метричної теорiї функцiй про екстремальне розбиття комплексної пло-
щини, а саме: про знаходження максимуму двох функцiоналiв на кла-
сах функцiй без спiльних значень. Точнi розв’язки даних проблем на
даний момент вiдомi тiльки для окремих частинних випадкiв. В данiй
роботi знайдено оцiнки, якi можуть бути застосованi в рiзних екстре-
мальних задачах геометричної теорiї функцiй.

1. Вступ

Нехай N i R – множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, C
– комплексна площина, i нехай C = C

⋃
{∞} – розширена комплексна

площина, R+ = (0,∞) – додатна дiйсна пiввiсь, U = {z : |z| < 1} –
вiдкритий одиничний круг.

Нехай функцiя f(z), регулярна в крузi U , однолисто вiдображає да-
ний круг на область B ⊂ C так, що f(0) = a, де a ∈ B i a ̸=∞.

Означення 1.1. Величина |f ′(0)| називається конформним радiусом
областi B в точцi a.

2010 Mathematics Subject Classification: 57R30
УДК 517.54
Ключовi слова: конформний радiус областi, функцiї без спiльних значень
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Конформний радiус областi B в точцi a будемо позначати R(B, a).
Якщо a =∞, то iснує єдина функцiя f(z), регулярна в областi B, за

винятком точки a, яка в околi даної точки розкладається в ряд Лорана
вигляду

f(z) = z + c0 + c1z
−1 + . . .

i яка однолисто вiдображає дану область на область w > R. Величина
R = R(B,∞) називається конформним радiусом областi B в нескiнчен-
но вiддаленiй точцi.

Означення конформного радiуса в нескiнченно вiддаленiй точцi a мо-
жна також сформулювати наступним чином: нехай функцiя f(z), регу-
лярна в областi |z| > 1, за винятком нескiнченно вiддаленої точки, одно-
листо вiдображає дану область на деяку область B так, що f(∞) =∞.
Величину |f ′(∞)| називають конформним радiусом областi B в нескiн-
ченно вiддаленiй точцi.

Зауважимо, що в точцi a = ∞ дане означення конформного радiу-
са спiвпадає з означеннями, даними в роботах [10, 18], на вiдмiну вiд,
наприклад, [13, с. 13].

Означення 1.2. Функцiєю Грiна gB(z, a) областi B з полюсом в скiн-
ченнiй точцi a ∈ B називається дiйсна функцiя, гармонiчна по z в
B\a, яка прямує до нуля, коли z прямує до межi B, i для якої в деяко-
му околi точки a правильний асимптотичний розклад:

gB(z, a) = − ln |z − a|+ γ + o(1), z → a;

якщо ж a =∞, тодi правильний розклад

gB(z, a) = ln |z|+ γ + o(1), z → a.

Означення 1.3. Внутрiшнiм радiусом r(B, a) областi B вiдносно
скiнченної точки a називається величина eγ, а вiдносно нескiнченно
вiддаленої — величина e−γ.

Вiдзначимо, що для однозв’язних областей внутрiшнiй радiус областi
дорiвнює її конформному радiусу.

В данiй роботi вивчаються наступнi задачi:

Задача 1.4. Нехай n ∈ N, n ≥ 2, i дано набiр фiксованих точок ak,
k = 1, n, комплексної площини. Знайти максимум виразу

n∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣ , (1.1)
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де fk, k = 1, n, – функцiї, регулярнi в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak,
причому fi(z1) ̸= fj(z2) для довiльних натуральних 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j
та довiльних рiзних z1, z2 ∈ U .

Кожна з функцiй fk, k = 1, n, вiдображає круг U на деяку область
Bk, причому Bi

⋂
Bj = ∅ для 1 ≤ i, j ≤ n та i ̸= j. Тобто, iншими

словами, потрiбно знайти максимум добутку конформних радiусiв для
довiльної конфiгурацiї n неперетинних областей, якi мiстять вiдповiдно
n заданих фiксованих точок комплексної площини.

Задача 1.5. Нехай при k = 1, n, де n ≥ 3, задано деякi додатнi дiйснi
числа αk i деякий набiр точок ak комплексної площини. Знайти макси-
мум наступного добутку:

n∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣αk , (1.2)

де fk, k = 1, n – функцiї, регулярнi в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak,
причому fi(z1) ̸= fj(z2) для довiльних натуральних 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j,
та довiльних рiзних z1, z2 ∈ U .

В данiй задачi потрiбно знайти максимум добутку деяких наперед за-
даних степенiв конформних радiусiв для довiльної конфiгурацiї n непе-
ретинних областей, якi мiстять вiдповiдно n заданих фiксованих точок
комплексної площини.

Виникнення в теорiї однолистих функцiй екстремальних задач на
класах функцiй без спiльних значень пов’язано з роботою М.О. Лаврен-
тьєва [20]. В цiй роботi була вперше поставлена i розв’язана задача про
добуток конформних радiусiв двох взаємно неперетинних однозв’язних
областей. А саме, М.О. Лаврентьєвим був отриманий наступний резуль-
тат.

Теорема 1.6 (Лаврентьєв, 1934). Нехай a1 i a2 – деякi фiксованi точки
комплексної площини, i B1, B2 – довiльнi неперетиннi однозв’язнi обла-
стi, такi, що ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 2. Тодi для функцiй fk(z), k = 1, 2,
регулярних в U , якi здiйснюють однолисте вiдображення даного круга
на областi Bk так, що fk(0) = ak, правильна нерiвнiсть∣∣f ′1(0)

∣∣ ∣∣f ′2(0)
∣∣ ≤ |a1 − a2|2, (1.3)

де рiвнiсть досягається тiльки для пiвплощин Bk i точок ak, симе-
тричних вiдносно їх спiльної межi.

Пiзнiше даний результат був узагальнений на випадок багатозв’язних
областей i внутрiшнiх радiусiв. Зокрема, правильна наступна теорема.
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Теорема 1.7. Нехай a1 i a2 – деякi фiксованi точки комплексної пло-
щини, i B1, B2 – довiльнi неперетиннi областi, такi, що ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, 2. Тодi правильна нерiвнiсть

r(B1, a1)r(B2, a2) ≤ |a1 − a2|2. (1.4)

Причому, для областей Bk, k = 1, 2, якi мають класичну функцiю Грi-
на, знак рiвностi в нерiвностi (1.4) досягається тодi i тiльки тодi,
коли областi B1 i B2 обмеженi колом

∣∣∣ z−a1
z−a2

∣∣∣ = C, де C – довiльна до-
датна константа.

Зауважимо, що задача 1.4 є узагальненням задачi М.О. Лаврентьєва
на випадок довiльного скiнченного числа n, n ≥ 3, взаємно неперетин-
них однозв’язних областей Bk, i точок ak ∈ Bk ⊂ C ({ak}nk=1 – довiльнi
фiксованi скiнченнi та рiзнi точки комплексної площини). Дане уза-
гальнення було зроблено в 1947 роцi Г.М. Голузiним, який також при
n = 3 отримав точну оцiнку для добутку конформних радiусiв трьох
неперетинних областей (див. [10, с. 165]):

Теорема 1.8 (Голузiн, 1951). Нехай a1, a2, a3 – деякi фiксованi точки
комплексної площини C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2, 3 – довiльнi взаємно
неперетиннi областi на C, i функцiї fk (z), k = 1, 2, 3, регулярно вiд-
ображають одиничний круг {z : |z| < 1} на областi Dk, k = 1, 2, 3 так,
що fk (0) = ak, k = 1, 2, 3. Тодi правильна нерiвнiсть

3∏
k=1

∣∣f ′k (0)
∣∣ ≤ (1.5)

≤ 61

81
√

3
|(f1 (0)− f2 (0)) (f1 (0)− f3 (0)) (f2 (0)− f3 (0))| .

Причому, якщо точки ak = a exp
{
2πi
3

}
, k = 1, 2, 3, a > 0, то знак

рiвностi в нерiвностi (1.5) досягається, з точнiстю до конформних

автоморфiзмiв, для функцiй fk (z) = ak

(
1+z exp{iαk}
1−z exp{iαk}

) 2
3
, k = 1, 2, 3 i

тiльки для них.

Тобто рiвнiсть в (1.5) досягається, з точнiстю до конформних авто-
морфiзмiв розширеної комплексної площини, тiльки для областей, якi
є рiвними кутами i точок, якi лежать на бiсектрисах цих кутiв на одна-
кових вiдстанях вiд їх спiльної вершини.

Оскiльки дробово-лiнiйним вiдображенням будь-якi три наперед за-
данi точки завжди можна перевести в довiльнi три точки комплексної
площини, наприклад, у вершини правильного трикутника, то випадок
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n > 3 iстотно вiдрiзняється вiд ситуацiї n ≤ 3 i виявився значно скла-
днiшим. Для випадку n = 4 Г.В. Кузьмiна в 1980 роцi в роботi [18]
отримала наступний результат:

Теорема 1.9 (Кузьмiна, 1980). Нехай ak, k = 1, 4 – деякi фiксованi то-
чки комплексної площини C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 4 – довiльнi взаємно
неперетиннi областi на C, i функцiї fk (z), k = 1, 4, регулярно вiдобра-
жають одиничний круг {z : |z| < 1} на областi Dk, k = 1, 4 так, що
fk (0) = ak, k = 1, 2, 3, 4. Тодi справедлива нерiвнiсть

4∏
k=1

∣∣f ′k (0)
∣∣ ≤ 9

48/3

( ∏
1≤k<l≤4

|al − ak|
) 2

3

. (1.6)

Рiвнiсть досягається тiльки в тому випадку, коли, з точнiстю до
конформного автоморфiзму, a1 = −a2 = 1, a3 = −a4 = i(2 −

√
3),

а межа множини
4⋃

k=1

Dk складається iз вiдрiзкiв [
√

3 − 2, 2 −
√

3],

променiв {z|z = it, t ∈ [1, +∞)} i {z|z = it, t ∈ [−∞, −1)}, частини
кругової дуги ρ, яка проходить через точки −1, i, 2−

√
3, яка лежить

в першому квадрантi, а також кругових дуг, якi ми отримуємо з ρ
перетвореннями w → −w, w → w, w → −w.

Для n ≥ 5 повного розв’язку даної проблеми на даний час не отри-
мано.

Проблему 1.4 можна звести до оцiнки наступного, iнварiантного вiд-
носно конформних автомофiзмiв комплексної площини, виразу:

Tn :=

n∏
k=1

f ′k (0){ ′∏
1⩽k<l⩽n

|ak − al|
} 2

n−1

, (1.7)

(тут штрих у добутку означає, що для нескiнченно вiддаленої точки пiд
вiдповiдним множником розумiємо одиницю). Виходячи з результатiв
робiт [10,18,20], отримаємо наступнi оцiнки:

T2 ≤ 1, T3 ≤
64

81
√

3
≈ 0.45618, T4 ≤

9

48/3
≈ 0.22323.

В той же час виникало питання: чи буде iснувати максимум вира-
зу, аналогiчного до (1.1), у тому випадку, коли похiднi функцiй fk(z)
в точцi 0 будуть братися в деяких додатних, наперед заданих, степе-
нях. Першi результати з даної проблеми було отримано Л.I. Колбiною
в роботах [16,17], де було доведено наступнi теореми:
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Теорема 1.10 (Колбiна, 1952). Нехай α > 0 i β > 0 – деякi, наперед
заданi, дiйснi числа, a1, a2 – деякi рiзнi точки комплексної площини,
функцiї f1 i f2 регулярно i однолисто вiдображають одиничний круг
|z| < 1 вiдповiдно на неперетиннi областi B1 i B2, причому f1(0) = a1,
f2(0) = a2. Тодi виконується нерiвнiсть:∣∣∣∣(f ′

1(0)
)α (

f
′
2(0)

)β∣∣∣∣ ≤ 4α+βααββ

|α− β|α+β

∣∣∣∣√α−√β√
α+
√
β

∣∣∣∣2
√
αβ

|al − a2|α+β . (1.8)

Теорема 1.11 (Колбiна, 1955). Нехай α > 0, β > 0, γ > 0 — деякi,
наперед заданi, дiйснi числа, a1, a2, a3 — деякi рiзнi точки компле-
ксної площини, функцiї f1, f2, f3 регулярно i однолисто вiдображають
одиничний круг |z| < 1 вiдповiдно на неперетиннi областi B1, B2, B3

причому f1(0) = a1, f2(0) = a2, f3(0) = a3 Тодi виконується нерiвнiсть:∣∣∣∣(f ′
1(0)

)α (
f

′
2(0)

)β (
f

′
3(0)

)γ∣∣∣∣ ≤
≤ Aα,β,γ |a1 − a2|α+β−γ |a1 − a3|α−β+γ |a2 − a3|−α+β+γ , (1.9)

де

Aα,β,γ =

4α+β+γααββγγ
∣∣2(αβ + βγ + αγ)− α2 − β2 − γ2

∣∣√αβ+
√
βγ+

√
αγ− 1

2
(α+β+γ)

|(
√
α+
√
β)2 − γ|2

√
αβ|(
√
β +
√
γ)2 − α|2

√
βγ |(
√
α+
√
γ)2 − β|2

√
αγ

.

Деякi нерiвностi щодо конформних радiусiв було отримано також в
роботi [4].

М.О. Лєбєдєв в монографiї [21, с. 32] узагальнив задачу, поставлену
в роботах Л.I. Колбiної, i розглянув наступну екстремальну задачу: на
площинi w дано n рiзних фiксованих точок ak, k = 1, n, n > 3 i n фiксо-
ваних додатних чисел αk. Що можна сказати про максимум добутку

n∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣αk ,

де fk, k = 1, n – функцiї, регулярнi в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak,
причому fi(z1) ̸= fj(z2) для довiльних натуральних 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j та
довiльних рiзних z1, z2 ∈ U . Однак, на даний момент ця задача в загаль-
ному випадку не розв’язана, вдалося отримати її розв’язок тiльки в час-
ткових випадках. Ця задача є безпосереднiм узагальненням попереднiх
результатiв М.О. Лаврентьєва, Г.М. Голузiна, З. Нехарi, Дж. Дженкiн-
са.
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Також М.О. Лєбєдєвим було отримано наступний результат [21,
с. 220]:

Теорема 1.12 (Лєбєдєв, 1978). Нехай {fl(z)}nl=0 – деякий набiр фун-
кцiй, якi конформно i однолисто вiдображають вiдкритий одиничний
круг вiдповiдно на неперетиннi областi {Bl}nl=0 так, що fl(0) = al, де
al – деякий набiр фiксованих скiнченних точок, i γl, l = 0, n – фiксо-

ванi комплекснi числа, такi, що
n∑

l=0

γl = 0 i
n∑

l=0

|γl| ≠ 0. Тодi правильна

нерiвнiсть:

n∏
l=0

|f ′
l (0)||γl|2 ≤

∏
0≤k<l≤n

|ak − al|−2Re (γlγk) . (1.10)

Деякi узагальнення нерiвностi (1.10) для випадку дiйсних γl було
запропоновано в роботi [11].

Оскiльки повного розв’язку нi задачi 1.4, нi задачi 1.5 отримати не
вдавалося, пошуки було продовжено в iншому напрямку. Так, в 1968
роцi П.М. Тамразов у роботi [23] зауважив, що значний iнтерес пред-
ставляють задачi, де точки ak не фiксованi, а мають певну "свободу".
Такi задачi отримали назву задач з вiльними полюсами. Вiдповiдно до
цiєї iдеї, Г.П. Бахтiна (див, наприклад, [6, 7]) сформулювала ряд нових
екстремальних задач i отримала їхнi розв’язки для деяких часткових
випадкiв. Внаслiдок цього тематика отримала новий поштовх для свого
розвитку.

Вiдзначимо, що в той же час В.М. Дубiнiним було розроблено ме-
тод роздiляючого перетворення (див. [12–14]), за допомогою якого було
отримано значний прогрес в розв’язаннi екстремальних задач геомет-
ричної теорiї функцiй. На основi цього методу був розроблений метод
управляючих функцiоналiв, за допомогою якого вдалося суттєво посла-
бити вимоги щодо систем точок, що розглядаються (див., наприклад,
[5]).

В подальшому екстремальнi задачi з вiльними полюсами дуже актив-
но вивчалися багатьма спецiалiстами i були узагальненi для випадку
багатозв’язних областей i внутрiшнiх радiусiв.

Однак, не зважаючи на значну кiлькiсть робiт з даної тематики, ба-
гато екстремальних задач на даний момент не розв’язанi. Тому акту-
альною є задача отримання якщо не точних розв’язкiв, то достатньо
ефективних оцiнок вiдповiдних функiоналiв. Саме цьому i присвячена
дана робота.
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2. Оцiнки добутку конформних радiусiв n неперетинних
областей вiдносно n наперед заданих фiксованих точок

Справедливi наступнi теореми.

Теорема 2.1. Нехай n ∈ N - деяке натуальне число, n ≥ 2, ak ∈ C,
k = 1, n – деякий набiр фiксованих точок комплексної площини. Тодi
для довiльного набору функцiй fk, k = 1, n, регулярних i однолистих в
крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak, причому fi(z1) ̸= fj(z2) для довiльних
натуральних 1 ≤ i, j ≤ n та i ̸= j та довiльних рiзних z1, z2 ∈ U ,
правильна нерiвнiсть:

n∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣ ≤ (n− 1)−

n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

. (2.1)

У випадку, коли одна з точок ak є нескiнченно вiддаленою, правильна
наступна теорема.

Теорема 2.2. Нехай n – деяке натуральне число, n ≥ 2, ak, k = 1, n
– деякий набiр фiксованих точок розширеної комплексної площини,
причому an = ∞; fk, k = 1, n− 1 – функцiї, регулярнi i однолистi
в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak; fn – регулярна i однолиста в
областi |z| > 1, за винятком нескiнченно вiддаленої точки, причому
fn(∞) =∞. Тодi правильна нерiвнiсть:

1

|f ′n(∞)|

n−1∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣ ≤ (n− 1)−

n
4

( ∏
1≤p<k≤n−1

|ap − ak|
) 2

n−1

. (2.2)

Доведення теореми 2.1. Скористаємося iдеєю, запропонованою в
роботi [15], а також при доведеннi теореми 1 роботи [1] (див. також
[2,3]).

Нехай Bk, k = 1, n – областi, якi отримуються при вiдображеннi круга
U за допомогою, вiдповiдно, функцiй fk. Тодi, згiдно з означенням 1.1,∣∣f ′k(0)

∣∣ = R(Bk, ak). (2.3)

Зафiксуємо деяке натуральне 1 ≤ k ≤ n i нехай B(k) – образ множи-
ни B при вiдображеннi w = 1

z−ak
. За теоремою про похiдну складної

функцiї отримаємо, що:

R(Bk, ak) =
1

R(B
(k)
k ,∞)

. (2.4)

Нехай d(E) – трансфiнiтний дiаметр компактної множини E ⊂ C
(див., наприклад, [10, с. 286]). Згiдно з теоремою 3 [10, с. 304] (див.
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також [13, с. 15]) конформний радiус областi, яка мiстить нескiнчен-
но вiддалену точку, дорiвнює трансфiнiтному дiаметру доповнення до
даної областi, тобто правильна рiвнiсть:

R(B
(k)
k ,∞) = d

(
C \B(k)

k

)
. (2.5)

Далi, нехай µE – мiра Лебега компактної множини E. Згiдно з тео-
ремою Пойа [22, с. 28], правильна наступна нерiвнiсть:

πd2(E) ≥ µE,

а отже

d(E) ≥
√
µE

π
.

Звiдси отримаємо

1

d(C \B(k)
k )
≤
√

π

µ(C \B(k)
k )

. (2.6)

Враховуючи монотоннiсть та адитивнiсть мiри Лебега, будемо мати:√
π

µ(C \B(k)
k )
≤
(

1

π
µ

( n⋃
p=1
p ̸=k

B
(k)
p

))− 1
2

=

(
1

π

n∑
p=1
p ̸=k

µB
(k)
p

)− 1
2

. (2.7)

Враховуючи спiввiдношення (2.4) – (2.7), отримаємо:

R(Bk, ak) ≤
(

1

π

n∑
p=1
p ̸=k

µB
(k)
p

)− 1
2

.

Оскiльки серед областей з даним конформним радiусом в наперед за-
данiй точцi найменшу площу має круг з центром в данiй точцi (див.
[10, с. 34]), отримаємо нерiвнiсть µB ≥ πR2 (B, a), а тому в попереднiй
нерiвностi одержуємо:

R(Bk, ak) ≤
( n∑

p=1
p ̸=k

R2(B(k)
p , a(k)p )

)− 1
2

. (2.8)

Далi, за нерiвнiстю Кошi, будемо мати:
n∑

p=1
p̸=k

R2(B(k)
p , a(k)p ) ≥ (n− 1)

( n∏
p=1
p ̸=k

R(B(k)
p , a(k)p )

) 2
n−1

,
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а звiдси отримаємо( n∑
p=1
p̸=k

R2(B(k)
p , a(k)p )

)− 1
2

≤ (n− 1)−
1
2

( n∏
p=1
p ̸=k

R(B(k)
p , a(k)p )

)− 1
n−1

. (2.9)

Покажемо, що

R(B(k)
p , a(k)p ) =

R(Bp, ap)

|ap − ak|2
(p ̸= k). (2.10)

Справдi, якщо функцiя fp(z) конформно i однолистно вiдображає круг
U на область Bp так, що fp(0) = ap, то функцiя w(k)

p (z) = 1
fp(z)−ak

буде

конформно i однолистно вiдображати круг U на область B(k)
p так, що

fp(0) = a
(k)
p . Звiдси

R(B(k)
p , a(k)p ) =

∣∣∣(w(k)
p (0))

′
∣∣∣ =

f
′
p(0)

|fp(0)− ak|2
=
R(Bp, ap)

|ap − ak|2
.

А це означає, що r(Bp, ap) = |ap − ak|2r(B
(k)
p , a

(k)
p ), звiдки i випливає

рiвнiсть (2.10).
Далi, використовуючи (2.8) i (2.9), отримаємо

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2×

×
[
|a1 − ak|2|a2 − ak|2...|ak−1 − ak|2|ak+1 − ak|2...|an − ak|2

R(B1, a1)R(B2, a2)...R(Bk−1, ak−1)R(Bk+1, ak+1)...R(Bn, an)

] 1
n−1

=

= (n− 1)−
1
2

( n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1
( n∏

p=1
p ̸=k

R(Bp, ap)

)− 1
n−1

,

Оцiнимо тепер вираз
n∏

k=1

R(Bk, ak), використовуючи попередню не-

рiвнiсть для кожного k = 1, n.

n∏
k=1

R(Bk, ak) ≤

≤
n∏

k=1

(
(n− 1)−

1
2

( n∏
p=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1
( n∏

p=1
p ̸=k

R(Bp, ap)

)− 1
n−1
)

=
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= (n− 1)−
n
2

n∏
k=1

( n∏
p=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1
n∏

k=1

( n∏
p=1
p ̸=k

R(Bp, ap)

)− 1
n−1

. (2.11)

Враховуючи рiвностi
n∏

k=1

( n∏
p=1
p̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1

=

( n∏
p,k=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1

=

( ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|
) 4

n−1

,

n∏
k=1

( n∏
p=1
p ̸=k

R(Bp, ap)

) 1
n−1

=

(
n∏

k=1

Rn−1(Bk, ak)

) 1
n−1

=

n∏
k=1

R(Bk, ak),

з нерiвностi (2.11) отримуємо

n∏
k=1

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
2

( ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

) 4
n−1

n∏
k=1

R(Bk, ak)

,

звiдки будемо мати(
n∏

k=1

R(Bk, ak)

)2

≤ (n− 1)−
n
2

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 4
n−1

.

Добуваючи корiнь з обох частин попередньої нерiвностi, отримуємо:

n∏
k=1

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

 ∏
1≤p<k≤n

|ap − ak|

 2
n−1

.

Враховуючи, що R(Bk, ak) = |f ′k(0)| (див. (2.3)), отримуємо нерiвнiсть
(2.1). Теорему 2.1 доведено. □

З доведеної вище теореми випливає наступний результат:

Наслiдок 2.3. Нехай для довiльного натурального n ≥ 2 областi Bk

i точки ak, k = 1, n, задовольняють усiм умовам теореми 2.1. Тодi
правильна нерiвнiсть:

Tn ≤ (n− 1)−
n
4 . (2.12)

Порiвняємо цю оцiнку з точними оцiнками, отриманими в роботах
[10, 18, 20]. Так, для n = 2 за формулою (2.12) отримаємо T2 ≤ 1, що
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збiгається з точною оцiнкою, отриманою в роботi [20]. Для n = 3 отри-
маємо T3 ≤ 2−

3
4 ≈ 0.5947 у той час, коли отримане в роботi [10] точне

значення T3 = 64
81

√
3
≤ 0.4562 (для даного випадку вiдносна похибка

δ3 ≈ 30%); для n = 4 отримаємо T4 ≤ 1
3 ≈ 0.3334 у той час, коли отри-

мане в роботi [18] точне значення T4 = 9
48/3
≤ 0.2233 (вiдносна похибка

δ4 ≈ 49%).
Також було висловлено припущення (див. [19]), що

T5 ≤ 4
11
3 · 3−

3
4 · 5−

25
6 = 8.656 · 10−2,

причому рiвнiсть виконується, зокрема, коли

{a1, a2, a3, a4, a5} = {1, e−
2πi
3 , 0, e

2πi
3 ,∞},

а областi Bk, k = 1, 5, є круговими областями квадратичного диферен-
цiала

Q(z)dz2 = −z
6 + 7z2 + 1

z2(z3 − 1)2
dz2.

Згiдно з нерiвнiстю (2.12) отримаємо T5 ≤ 4−
5
4 ≈ 0.1769, тобто для

цього випадку вiдносна похибка δ5 ≈ 104%.

Доведення теореми 2.2. Як i при доведеннi теореми 2.1, маємо
|f ′k(0)| = R(Bk, ak) для k = 1, n− 1 i, крiм того, |f ′n(∞)| = R(Bn,∞).
Зафiксуємо деяке натуральне k таке, що 1 ≤ k ≤ n − 1. Як i в (2.9),
отримуємо

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

( n∏
p=1
p̸=k

R(B(k)
p , a(k)p )

)− 1
n−1

. (2.13)

Зауважимо також, що R(B
(k)
n , a

(k)
n ) = R(B

(k)
n , 0) = 1

R(Bn,∞) .
Якщо 1 ≤ p ≤ n − 1, p ̸= k, то, виконуючи перетворення, ана-

логiчнi до проведених при доведеннi теореми 2.1, отримуємо рiвнiсть
r(B

(k)
p , a

(k)
p ) =

r(Bp,ap)
|ap−ak|2

. Таким чином, з (2.13) для 1 ≤ k ≤ n − 1 маємо
нерiвнiсть

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
1
2

(n−1∏
p=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1
( n∏

p=1
p ̸=k

R(Bp, ap)

)− 1
n−1

. (2.14)

У випадку k = n отримуємо

1

R(Bn,∞)
≤ (n− 1)−

1
2

n−1∏
p=1

r(Bp, ap)

− 1
n−1

. (2.15)
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Аналогiчно до теореми 2.1, враховуючи (2.14) i (2.15), отримуємо:

1

R(Bn,∞)

n−1∏
k=1

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
2

( n−1∏
p,k=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1 R(Bn,∞)
n−1∏
k=1

R(Bk, ak)

.

Звiдси будемо мати:(
1

R(Bn,∞)

n−1∏
k=1

R(Bk, ak)

)2

≤ (n− 1)−
n
2

( n−1∏
p,k=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1

.

Добуваючи корiнь з обох частин попередньої нерiвностi, отримуємо:

1

R(Bn,∞)

n−1∏
k=1

R(Bk, ak) ≤ (n− 1)−
n
4

( ∏
1≤p<k≤n−1

|ap − ak|
) 2

n−1

.

Врахувавши, що R(Bk, ak) = |f ′k(0)|, отримаємо нерiвнiсть (2.2). Теоре-
му 2.2 доведено. □

3. Оцiнки добутку деяких степенiв конформних радiусiв n
неперетинних областей вiдносно n наперед заданих

фiксованих точок

Теорема 3.1. Нехай n - деяке натуральне число, n ≥ 3, ak, k = 1, n,
деякий набiр фiксованих точок комплексної площини, i нехай γk, k =
1, n - деякi додатнi дiйснi числа, причому для кожного k = 1, n

γk >

n∑
l=1

γl

2n− 2
. (3.1)

Тодi для довiльного набору функцiй fk, k = 1, n, регулярних i одноли-
стих в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak, причому fi(z1) ̸= fj(z2)
для довiльних натуральних 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j, та довiльних рiзних
z1, z2 ∈ U , правильна нерiвнiсть:

n∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣γk ≤ (n−1)

− 1
4

n∑
k=1

γk
n∏

i,j=1,i<j

|aj−ai|
2

n−2

(
γi+γj− 1

n−1

n∑
k=1

γk

)
. (3.2)

При доведеннi теореми 3.1 використовується наступна лема.

Лема 3.2. Нехай n - деяке натуральне число, n ≥ 3, ak, k = 1, n —
деякий набiр фiксованих точок комплексної площини, αk, k = 1, n —
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деякi додатнi дiйснi числа, i нехай

λ :=

n∑
k=1

αk. (3.3)

Тодi для довiльного набору функцiй fk, k = 1, n, регулярних i одноли-
стих в крузi |z| < 1, для яких fk(0) = ak, причому fi(z1) ̸= fj(z2)
для довiльних натуральних 1 ≤ i, j ≤ n, i ̸= j, та довiльних рiзних
z1, z2 ∈ U , правильна нерiвнiсть:

n∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣αk ≤ (n− 1)−

λ
2

n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2

(
n∏

k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣) λ

n−2

. (3.4)

Доведення. Як i пiд час доведення теореми 2.1, для кожного фiксо-
ваного k = 1, n отримуємо нерiвнiсть

R(Bk, ak) =
1

(n− 1)
1
2

(
n∏

p=1
p̸=k

R(B
(k)
p , a

(k)
p )

) 1
n−1

,

а також рiвнiсть

R(B(k)
p , a(k)p ) =

R(Bp, ap)

|ap − ak|2
(p ̸= k).

Далi отримуємо

R(Bk, ak) ≤

(
n∏

p=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2

n−1

(n− 1)
1
2

(
n∏

p=1
p̸=k

R(Bp, ap)

) 1
n−1

.

Звiдси будемо мати

(R(Bk, ak))αk ≤

(
n∏

p=1
p ̸=k

|ap − ak|
) 2αk

n−1

(n− 1)
αk
2

(
n∏

p=1
p ̸=k

R(Bp, ap)

) αk
n−1

. (3.5)
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Враховуючи (3.5) i (3.3), отримуємо

n∏
k=1

(R(Bk, ak))αk ≤

≤ (n− 1)−
λ
2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−1

(
n∏

k=1

R(Bk, ak)

) λ
n−1

(
n∏

k=1

(r(Bk, ak))αk

) 1
n−1

.

З останньої нерiвностi отримуємо:

(
n∏

k=1

(R(Bk, ak))αk

)1− 1
n−1

≤ (n− 1)−
λ
2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−1

(
n∏

k=1

R(Bk, ak)

) λ
n−1

.

Звiдси пiсля пiднесення обох частин останньої нерiвностi до степеня n−1
n−2

отримаємо нерiвнiсть (3.4). Лему 3.2 доведено. □

Доведення теореми 3.1. Позначимо тепер

αk = γk −
1

2n− 2

n∑
k=1

γk. (3.6)

Оскiльки нерiвнiсть (3.1) виконується при k = 1, n, то всi αk > 0, i ми
можемо застосувати Лему 3.2. З нерiвностi (3.4) отримуємо:

n∏
k=1

(R(Bk, ak))αk+
λ

n−2 ≤ (n− 1)−
λ
2

n−1
n−2

n∏
i,j=1,i<j

|aj − ai|
2(αi+αj)

n−2 . (3.7)

Додаючи рiвностi (3.6) для всiх k = 1, n, отримуємо:

λ =
n∑

k=1

αk =
n− 2

2n− 2

n∑
k=1

γk,

а тому, враховуючи (3.6), маємо

αk +
λ

n− 2
= γk.

Також отримуємо

−λ
2

n− 1

n− 2
= − n− 2

2n− 2

n− 1

2(n− 2)

n∑
k=1

γk = −1

4

n∑
k=1

γk,
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2(αi + αj)

n− 2
=

2

n− 2

(
γi + γj −

1

n− 1

n∑
k=1

γk

)
.

Пiдставивши останнi рiвностi в нерiвнiсть (3.7), отримаємо нерiвнiсть
(3.2). Теорему 3.1 доведено. □

Зауваження 3.3. Для кожного натурального n ≥ 2 i деяких наборiв
додатнiх чисел {αk} i {γk}, k = 1, n, функцiонал

In(αk) =
n∏

k=1

(R(Bk, ak))αk

будемо називати спряженим до функцiонала

In(γk) =

n∏
k=1

(R(Bk, ak))γk ,

якщо виконуються рiвностi

γk = αk +
1

n− 2

n∑
k=1

αk, αk = γk −
1

2n− 2

n∑
k=1

γk.

Таким чином, ми можемо оцiнювати функцiонал In(γk) за допомогою
спряженого функцiонала.

Використовуючи теорему 3.1, можна отримати аналоги теорем 1.8 i
1.11.

Наслiдок 3.4. Нехай {ak}3k=1 i {Bk}3k=1 – деякi набори вiдповiдно то-
чок i областей комплексної площини, причому ak ∈ Bk ⊂ C, функ-
цiї f1, f2, f3 регулярно i однолистно вiдображають одиничний круг
|z| < 1 вiдповiдно на областi B1, B2, B3, причому f1(0) = a1, f2(0) = a2,
f3(0) = a3. Тодi правильна наступна нерiвнiсть:

3∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣ ⩽ 2−

3
4 |a2 − a1||a3 − a1||a3 − a2|.

Для доведення даного наслiдку достатньо пiдставити в нерiвностi
(3.2) γ1 = γ2 = γ3 = 1.

Оскiльки 2−
3
4 ≈ 0.5946 i 64

81
√
3
≤ 0.4562, то наша оцiнка ненабагато

поступається точнiй оцiнцi Голузiна [10, с. 165].

Наслiдок 3.5. Нехай задано деякi набори {ak}3k=1 i {Bk}3k=1 вiдповiдно
точок i областей комплексної площини, причому ak ∈ Bk ⊂ C, i деякi
додатнi дiйснi числа γk, k = 1, 3, якi задовольняють нерiвнiсть (3.1)
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при n = 3. Нехай функцiї f1, f2, f3 регулярно i однолистно вiдобража-
ють одиничний круг |z| < 1 вiдповiдно на областi B1, B2, B3 причому
f1(0) = a1, f2(0) = a2, f3(0) = a3. Тодi правильна наступна нерiвнiсть:

3∏
k=1

∣∣f ′k(0)
∣∣γk ≤ 2−

3∑
k=1

γk

4 |a1−a2|γ1+γ2−γ3 |a1−a3|γ1−γ2+γ3 |a2−a3|−γ1+γ2+γ3 .

Зауваження 3.6. Оцiнка, отримана в теоремi 3.1, для багатьох окре-
мих випадкiв точнiша за оцiнку, отриману в Теоремi 1 [21, с. 220]. Роз-
глянемо, наприклад, наступну конфiгурацiю: a3 = 0, ak = exp(2πi3 k),
k = 0, 2 i γk = 1, k = 0, 3. Тодi нерiвнiсть (3.2) перетворюється в нерiв-
нiсть:

3∏
k=0

∣∣f ′k(0)
∣∣γk ≤ 1

3

(
(
√

3)3
) 2

3
= 1.

У той же час, покладаючи в нерiвностi (1.10) γ0 = γ1 = 1; γ2 = γ3 = −1,
отримуємо:

3∏
k=0

∣∣f ′k(0)
∣∣γk ≤ (

√
3)2(
√

3)2(
√

3)−2 = 3.

Таким чином, для вказаної конфiгурацiї наша оцiнка точнiша.

Зауважимо, що аналоги теорем 2.1 i 3.1 для випадку багатозв’язних
областей i конформних радiусiв було доведено вiдповiдно в роботах [8]
i [9].
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Топологiчнi та геометричнi властивостi
узагальнено опуклих множин

i задача про тiнь

Т. М. Осiпчук

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. This paper reviews the results of the theory of m-convex and
m-semiconvex sets in the space Rn, n ≥ 2, m = 1, 2, . . . , n − 1. A list of
shadow problems consisting in finding certain conditions of the belonging
of some fixed point in the space Rn to the m-convex or m-semiconvex hull
of a family of compact sets, is separately highlighted.

Анотацiя. В данiй роботi зроблено огляд результатiв теорiї m-
опуклих та m-напiвопуклих множин у просторi Rn, n ≥ 2, m =
1, 2, . . . , n − 1. Окремо видiлено цикл задач про тiнь, якi полягають у
знаходженнi певних умов належностi деякої фiксованої точки простору
Rn m-опуклiй чи m-напiвопуклiй оболонцi сiм’ї компактних множин.

1. Вступ

У роботах Юрiя Зелiнського та його учнiв закладено основи теорiї m-
опуклих та m-напiвопуклих множин у багатовимiрному дiйсному про-
сторi Rn, n ≥ 2, m = 1, 2, . . . , n− 1, центральнi поняття якої є дiйсними
аналогами лiнiйно опуклих (lineally convex) множин у багатовимiрному
комплексному просторi Cn, n ≥ 2. Поняття лiнiйно опуклої множини
було введено у 1935 роцi нiмецькими математиками Генрiхом Бенке та
Ернстом Пешлем [2] для двовимiрного комплексного простору. Проте
широкого застосування це поняття набуло завдяки роботам французь-
кого математика Андре Мартiно та радянського Льва Айзенберга, якi
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незалежно один вiд одного розглядали лiнiйно опуклi множини у про-
сторi Cn, n ≥ 2. Перший автор в означеннi лiнiйно опуклої множини
використовував усi точки з доповнення множини до всього простору
Cn, а другий — точки межi областi.

Означення 1.1 (А. Мартiно [4]). Множина у просторi Cn називає-
ться лiнiйно опуклою, якщо її доповнення до всього простору Cn є
об’єднанням комплексних гiперплощин.

Означення 1.2 (Л. Айзенберг [1]). Область у просторi Cn називає-
ться лiнiйно опуклою, якщо через кожну точку межi областi про-
ходить комплексна гiперплощина, яка цю область не перетинає.

Керуючись схожими мiркуваннями, Ю. Зелiнський запропонував
розглянути m-опуклi множини у просторi Rn, якi є дiйсним аналогом
лiнiйно опуклих множин за Мартiно i властивостi яких дослiджувалися
починаючи з 80-х рокiв у роботах Ю. Зелiнського, О. Герасiна, В. Мель-
ник, I. Момот та iнших (див. лiтературу в [14]), а також слабкоm-опуклi
множини, якi, вiдповiдно, є дiйсним аналогом лiнiйно опуклих множин
за Айзенбергом.

Ще одним узагальненням поняття опуклостi є m-напiвопуклiсть.
Множини з цього класу, по аналогiї з m-опуклiстю, роздiляються на
m-напiвопуклi та слабко m-напiвопуклi. Поняття m-напiвопуклої мно-
жини, зокрема, узагальнює поняття лiнiйно досяжної (linearly accessi-
ble) областi з теорiї однолистих функцiї.

Означення 1.3 (М. Бернацький [3]). Область у комплекснiй площинi
називається лiнiйно досяжною, якщо її доповнення до всiєї площи-
ни є об’єднання променiв, якi не перетинаються, окрiм тих випадкiв,
коли початок одного променя може належати iншому такому проме-
ню.

Не дивлячись на те, що поняття (слабко) m-опуклих та (слабко) m-
напiвопуклих множин фактично отриманi замiною комплексних гiпер-
плоскостей в означеннях 1.1, 1.2 на m-вимiрнi дiйснi площини та пiв-
площини, сама теорiя цих множин не є повним дiйсним аналогом теорiї
лiнiйно опуклих множин. Вiдрiзняється вона i вiд теорiї опуклих мно-
жин. Новi властивостi (слабко) m-опуклих i (слабко) m-напiвопуклих
множин розглянуто у роздiлi 1.

Ю. Зелiнським та його учнями i колегами також сформульовано та
розв’язано низку аналогiв задачi про тiнь, поставленої Гульмiрзою Ху-
дайбергановим у 1982 роцi [33]. Цi задачi еквiвалентнi знаходженню пев-
них умов належностi деякої фiксованої точки простору Rn m-опуклiй
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(m-напiвопуклiй) оболонцi сiм’ї компактних множин. Задачу про тiнь
та її аналоги розглянуто в роздiлi 2.

2. Узагальнено опуклi множини

2.1. m-опуклi та слабко m-опуклi множини. Будемо використову-
вати наступнi стандартнi позначення. Для множини G ⊂ Rn нехай G —
її замикання, IntG — її внутрiшнiсть, та ∂G = G \ IntG — її межа.

Довiльна m-вимiрна площина простору Rn, m = 0, 1, . . . , n− 1, нази-
вається m-площиною; (n− 1)-площина називається гiперплощиною
[9].

Означення 2.2 ([14]). Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою
вiдносно точки x ∈ Rn\E, якщо знайдеться m-вимiрна площина L,
така що x ∈ L i L ∩ E = ∅.

Означення 2.3 ([14]). Множина E ⊂ Rn називається m-опуклою,
якщо вона m-опукла вiдносно кожної точки x ∈ Rn\E.

В роботi [14] Ю. Зелiнським дослiджено властивостi m-опуклих ком-
пактiв у просторi Rn, пов’язанi з оцiнкою їх груп когомологiй. Вивченню
властивостей (n−1)-опуклих множин у просторi Rn присвячено роботи
В. Л. Мельник [25], а при деяких додаткових умовах А. I. Герасiна [10],
[11]. Зокрема, в роботi [25] отримана топологiчна класифiкацiя (n− 1)-
опуклих множин простору Rn, n ≥ 2, з гладкою межею:

Теорема 2.4 ([25]). Довiльна (n − 1)-опукла множина у просторi Rn

з гладкою межею є або опуклою, або складається не бiльше нiж з
двох необмежених зв’язних компонент, або задається декартовим до-
бутком E1 × Rn−1, де E1 ⊂ R.

Означення 2.5 ([22]). Вiдкрита множина E ⊂ Rn називається слаб-
ко m-опуклою, якщо вона m-опукла вiдносно кожної точки x ∈ ∂E.

Означення 2.6 ([1]). Кажуть, що множина A апроксимується ззов-
нi сiм’єю вiдкритих множин Ak, k = 1, 2, . . ., якщо Ak+1 мiститься в
Ak та A = ∩kAk.

Неважко показати, що всяка множина, яка апроксимується ззовнi
сiм’єю вiдкритих множин, замкнена.

Означення 2.7 ([24]). Замкнена множина E ⊂ Rn називається слаб-
ко m-опуклою, якщо вона апроксимується ззовнi сiм’єю вiдкритих
слабко m-опуклих множин.
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Теорема 2.8 ([7]). Непорожня внутрiшнiсть замкненої слабко 1-
опуклої множини зi скiнченним числом компонент зв’язностi на ев-
клiдовiй площинi також слабко 1-опукла.

Теорема 2.9 ([13]). Якщо E1 i E2 вiдповiдно слабко k-опукла i слабко
m-опукла множини, k ≤ m, то множина E1 ∩ E2 слабко k-опукла.

Теорема 2.10 ([21]). Довiльний набiр iз трьох куль з однаковими ра-
дiусами, якi попарно не перетинаються, утворює слабко 1-опуклу мно-
жину у тривимiрному евклiдовому просторi.

Теорема 2.11 ([12]). Кожна слабко (n−1)-опукла вiдкрита множина
у просторi Rn з гладкою межею є (n− 1)-опуклою.

Теорема 2.12 ([12]). Кожна компонента слабко (n − 1)-опуклої вiд-
критої множини є опуклою.

Наслiдок 2.13 ([12]). Довiльна слабко (n− 1)-опукла множина у про-
сторi Rn з гладкою межею є або опуклою, або складається не бiльше
нiж з двох необмежених зв’язних компонент, або задається декарто-
вим добутком E1 × Rn−1, де E1 ⊂ R.

Рис. 2.1. Слабко 1-опукла та не 1-опукла множина

Довiльна вiдкрита m-опукла множина вочевидь є слабко m-опуклою
у просторi Rn, n ≥ 2, 1 ≤ m ≤ n − 1. Зворотне твердження не є вiр-
ним для всiх вказаних n i m. В [13] побудовано простий та елегантний
приклад вiдкритої слабко 1-опуклої, але не 1-опуклої множини.

Приклад 2.14 ([13]). Нехай B = {(x, y) : x2 + y2 < 1} — вiдкритий
круг на площинi xOy. Виберемо три точки на колi, яке обмежує круг i
розглянемо симплекс σ з вершинами в цих точках. Тодi множина E =
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B \ σ, яка складається з трьох компонент зв’язностi, слабко 1-опукла,
але не 1-опукла (див. Рис 2.1).

Цiкаво, що три є мiнiмальним числом компонент для вiдкритої слабко
1-опуклої, але не 1-опуклої множини на площинi. Тобто, справедлива
така

Теорема 2.15 ([12]). Кожна вiдкрита слабко (n−1)-опукла множина
E ⊂ Rn, яка не є (n− 1)-опуклою, складається не менше нiж з трьох
компонент зв’язностi.

В роботi [7] встановлюється, що для замкнених слабко (n−1)-опуклих
i не (n− 1)-опуклих множин у просторi Rn, справедлива така ж оцiнка
знизу числа їх компонент зв’язностi, як i у випадку вiдкритих множин.
Для цього, зокрема, будуються приклади вiдкритих i замкнених слабко
(n − 1)-опуклих i не (n − 1)-опуклих множин з трьома i бiльше компо-
нентами зв’язностi. А також доводиться, що довiльна замкнена слабко
m-опукла i не m-опукла множина простору Rn, n ≥ 2, 1 ≤ m ≤ n − 1,
може апроксимуватися ззовнi сiм’єю вiдкритих слабко m-опуклих i не
m-опуклих множин iз числом компонент зв’язностi, яке не перевищує
число компонент замкненої множини. В роботi [29] встановлюється iсну-
вання слабкоm-опуклих i неm-опуклих областей у просторах Rn, n ≥ 3,
1 ≤ m < n − 1. Спочатку будуються приклади слабко 1-опуклих i не
1-опуклих областей Ep ⊂ Rp для довiльного p ≥ 3. А далi доводиться,
що область Ep × Rm−1 ⊂ Rn, n ≥ 3, 1 ≤ m < n − 1, слабко m-опукла
i не m-опукла. Iснування замкнених, зв’язних, слабко m-опуклих i не
m-опуклих множин у просторах Rn, n ≥ 3, 1 ≤ m < n− 1, встановлено
в роботi [7].

Нижче наведено приклад замкненої слабко 1-опуклої i не 1-опуклої
множини на площинi з трьома та бiльше компонентами i приклад слабко
1-опуклої та не 1-опуклої областi у просторi R3.

Приклад 2.16 ([29]). Нехай γαk , k = 1, 2, 3, α = [0, 1], — прямi, що
попарно перетинаються в точках

aα = γα1 ∩ γα2 , bα = γα2 ∩ γα3 , cα = γα3 ∩ γα1 , α = [0, 1].

При цьому, при кожному фiксованому k ∈ {1, 2, 3}, усi прямi γαk , α =
[0, 1], паралельнi; вiдстань мiж прямими γα1

k й γα2
k , де α1 < α2, α1, α2 ∈

[0, 1], дорiвнює α2 − α1; i

△aα1bα1cα1 ⊃ △aα2bα2cα2 .
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Рис. 2.2. Приклад 2.16

У кут мiж прямими γα1 , γα2 , який мiстить трикутник aαbαcα, вписуємо
область Eα

1 , обмежену трапецiєю, так, щоб

Eα
1 ∩△aαbαcα = ∅ та Eα1

1 ⊃ E
α2
1 , α1 < α2, α1, α2 ∈ [0, 1].

Аналогiчно будуємо область Eα
2 мiж прямими γα2 , γα3 та область Eα

3

мiж прямими γα3 , γα1 .
Тодi кожна вiдкрита множина

Eα =
3⋃

l=1

Eα
l , α ∈ [0, 1],

слабко 1-опукла та не 1-опукла, оскiльки через кожну точку ∂Eα можна
провести пряму, яка не перетинає Eα, проте довiльна пряма, яка прохо-
дить через довiльну точку внутрiшностi трикутника aαbαcα, α ∈ [0, 1],
перетинає принаймнi одну з компонент Eα

l , l = 1, 2, 3, множини Eα (див.
Рис 2.2 а)).

Iз сiм’ї множин Eα, α ∈ [0, 1), вочевидь, можна вибрати зчисленну
пiдсiм’ю Ek, k = 1, 2, . . ., якою апроксимується ззовнi множина E1 =
3⋃

l=1

E1
l . Отже, замкнена множина E1 слабко 1-опукла. При цьому вона

не є 1-опуклою, оскiльки довiльна пряма, яка проходить через довiльну
точку △a1b1c1, перетинає принаймнi одну з компонент E1

l , l = 1, 2, 3,
множини E1.

За допомогою множин Eα, α ∈ [0, 1), E1 легко побудувати вiдкритi
слабко 1-опуклi, але не 1-опуклi множини Gα, α ∈ [0, 1], i замкнену
слабко 1-опуклу, але не 1-опуклу множину G1 з довiльним скiнченним
бiльше трьох або навiть зчисленним числом компонент зв’язностi, якщо
продовжувати вписувати областi, обмеженi трапецiями з паралельними
основами, у кути мiж прямими γαk , k = 1, 2, 3, α ∈ [0, 1] (див. Рис 2.2 б)).
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Рис. 2.3. Приклад 2.17

Приклад 2.17 ([29]). Розгляньмо вiдкриту множину E0 iз прикла-
ду 2.16. Нехай ˜̃E3 := E0 × [0, 1]. Нехай P 2 ⊂ R2 — це опукла оболонка

множини E0. Побудуймо призми P 3
1 := P 2×

[
−1

3
, 0

]
, P 3

2 := P 2×
[
1, 1

1

3

]
.

Тепер розгляньмо множину

Ẽ3 := Int (P 3
1 ∪

˜̃E3 ∪ P 3
2 ).

Вона 1-опукла вiдносно кожної точки ∂Ẽ3, окрiм точок трикутникiв

{(x1, x2, x3) ∈ ∂Ẽ3 : (x1, x2) ∈ Int (△a0b0c0), x3 = 0, 1}. (2.1)

Щоб побудувати множину, 1-опуклу вiдносно кожної точки її межi, ви-
лучмо з множини Ẽ3 смуги, якi мiстять трикутники (2.1) (див. Рис. 2.3).
Нехай h — це висота △a0b0c0, опущена з вершини c0. Тодi множини

L2
1 := {(x1, x2, x3) ∈ Ẽ3 : (x1, x2) ∈ h× (−∞,∞), x3 = 0},

L2
2 := {(x1, x2, x3) ∈ Ẽ3 : (x1, x2) ∈ h× (−∞,∞), x3 = 1}

мiстять трикутники (2.1), а множина

E3 := Ẽ3 \ (L2
1 ∪ L2

2) (2.2)

слабко 1-опукла. При цьому довiльна пряма, яка проходить через точки
вiдкритої призми L3 := Int (△a0b0c0) × (0, 1), перетинає множину E3.
Отже, вiдкрита зв’язна множина E3 ⊂ R3 є слабко 1-опукла, але не
1-опукла.
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У роботi [22] дослiджуються властивостi класу узагальнено опуклих
множин на грасманових многовидах, тiсно пов’язанi з властивостями
так званих спряжених множин (див. означення 2, [22]). Цей клас вклю-
чає в себе m-опуклi множини та слабко m-опуклi областi простору Rn.

Не важко показати, що перетин довiльного числа m-опуклих мно-
жин, знову буде m-опуклою множиною [31]. Тодi по аналогiї з опуклою
оболонкою дається означення мiнiмальної m-опуклої множини, що мi-
стить довiльну задану множину простору Rn.

Означення 2.18 ([31]). Перетин усiх m-опуклих множин, при фiксо-
ваному m, якi мiстять задану множину X ⊂ Rn називається m-
опуклою оболонкою множини X i позначається

convmX =
⋂

K⊃X

K, де K −m-опуклi множини.

Означення 2.19 ([29]). Точка x ∈ Rn \ E називається точкою m-
неопуклостi множини E ⊂ Rn, якщо всi m-площини, якi мiстять
x, перетинають множину E. Множина точок m-неопуклостi
множини E ⊂ Rn позначається E△

m , при цьому

E△ := E△
1 , E ⊂ R2.

Теорема 2.20 ([30]). Для довiльної множини E ⊂ Rn справедливо, що

convmE = E ∪ E△
m , m = 1, 2, . . . , n− 1.

Теорема 2.21 ([30]). Нехай множина E ⊂ Rn обмежена та не m-
опукла, 1 ≤ m < n. Тодi множина E△

m обмежена.

Теорема 2.22 ([30]). Нехай вiдкрита слабко 1-опукла, але не 1-
опукла множина E ⊂ R2 складається зi скiнченного числа компонент
зв’язностi. Тодi E△ вiдкрита.

Теорема 2.23 ([30]). Нехай обмежена вiдкрита слабко 1-опукла, але
не 1-опукла множина E ⊂ R2 складається зi скiнченного числа компо-
нент зв’язностi рiвному s. Тодi кожна компонента множини E△ —
внутрiшнiсть опуклого многокутника з числом вершин, що дорiвнює
p, при чому p ≤ 2s.

Теорема 2.24 ([30]). Для довiльного опуклого многокутника P , iснує
вiдкрита слабко 1-опукла, але не 1-опукла множина E така, що E△ =
IntP .
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2.25. m-напiвопуклi та слабко m-напiвопуклi множини. Одна з
двох замкнених частин m-площини, m ≥ 1, простору Rn, n ≥ 2, на
якi вона розбивається своєю довiльною (m− 1)-площиною, називається
m-пiвплощиною [9].

Означення 2.26 ([16]). Скажемо, що множина E ⊂ Rn m-
напiвопукла вiдносно точки x ∈ Rn \ E, якщо знайдеться m-
пiвплощина P , така що x ∈ P i P ∩ E = ∅.

Означення 2.27 ([16]). Скажемо, що множина E ⊂ Rn m-
напiвопукла , якщо вона m-напiвопукла вiдносно кожної точки x ∈
Rn\E.

Лема 2.28 ([12]). Кожна обмежена (n−1)-напiвопукла множина E ⊂
Rn не розбиває простору Rn.

Означення 2.29 ([24]). Вiдкрита множина E ⊂ Rn називається
слабко m-напiвопуклою, якщо вона m-напiвопукла вiдносно кожної
точки x ∈ ∂E.

Лема 2.30 ([12]). Кожна обмежена слабко (n − 1)-напiвопукла мно-
жина E ⊂ Rn не розбиває простору Rn.

Означення 2.31 ([24]). Замкнена множина E ⊂ Rn називається
слабко m-напiвопуклою, якщо вона апроксимується ззовнi сiм’єю
вiдкритих слабко m-напiвопуклих множин.

Теорема 2.32 ([8]). Непорожня внутрiшнiсть замкненої слабко 1-
напiвопуклої множини зi скiнченним числом компонент зв’язностi на
евклiдовiй площинi також слабко 1-напiвопукла.

Довiльна вiдкрита 1-напiвопукла множина на площинi вочевидь є
слабко 1-напiвопуклою. Зворотнє твердження, взагалi кажучи, не є вiр-
ним, що доводить наступний приклад.

Приклад 2.33 ([24]). Нехай B = {(x, y) : x2+y2 < 1} — вiдкритий круг
на площинi xOy. Виберемо три точки a, c, b всерединi круга i розглянемо
симплекс σ з вершинами в цих точках (див. Рис. 2.4). Продовжимо
сторони трикутника [a, c], [c, b], [b, a] в напрямку другої координати до
перетину з колом в точках d, e, f , вiдповiдно. Тодi множина E = B \
σ \ ([a, d] ∪ [c, e] ∪ [b, f ]) слабко 1-напiвопукла, але не 1-напiвопукла.
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Рис. 2.4. Слабко 1-напiвопукла та не 1-напiвопукла множина

Теорема 2.34 ([24]). Довiльна вiдкрита слабко 1-напiвопукла множи-
на на евклiдовiй площинi, яка не є 1-напiвопуклою, незв’язна.

Теорема 2.35 ([12], [8]). Довiльна вiдкрита або замкнена слабко 1-
напiвопукла множина на евклiдовiй площинi, яка не є 1-напiвопуклою,
складається не менше нiж з трьох компонент зв’язностi.

В роботi [8] будуються приклади вiдкритих i замкнених слабко 1-
напiвопуклих i не 1-напiвопуклих множин з трьома i бiльше ком-
понентами зв’язностi. А також встановлюється iснування слабко m-
напiвопуклих i не m-напiвопуклих областей i замкнених зв’язних мно-
жин у просторах Rn, n ≥ 3, 1 ≤ m < n − 1. Задача знаходження мi-
нiмального числа компонент зв’язностi слабко (n − 1)-напiвопуклих i
не (n − 1)-напiвопуклих множин у просторах Rn, n ≥ 3, залишається
вiдкритою.

Означення 2.36 ([6]). Точка x ∈ Rn \ E називається точкою m-
ненапiвопуклостi множини E ⊂ Rn, якщо всi m-пiвплощини, якi
мiстять x, перетинають множину E.

Означення 2.37 ([6]). Скажемо, що множина A ⊂ Rn проектує-
ться , на множину B ⊂ Rn з точки x ∈ Rn, якщо всi променi, якi
починаються в точцi x i перетинають множину A, перетинають
також множину B.

Лема 2.38 ([6]). Нехай вiдкрита слабко 1-напiвопукла, але не 1-
напiвопукла множина E ⊂ R2 має три компоненти зв’язностi. Тодi
жодна з її компонент не проектується на об’єднання решти з довiль-
ної точки 1-ненапiвопуклостi множини E.
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Скажемо, що компонента зв’язностi вiдкритої обмеженої множини
на площинi має гладку межу, якщо її межа – це образ C1-вкладення
одиничного кола. Скажемо, що вiдкрита обмежена множина на площинi
має гладку межу, якщо кожна з її компонент має гладку межу.

Теорема 2.39 ([6]). Довiльна вiдкрита обмежена слабко 1-
напiвопукла множина на евклiдовiй площинi, яка не є 1-напiвопуклою
i з гладкою межею, складається не менше нiж з чотирьох компонент
зв’язностi.

Наслiдок 2.40 ([6]). Нехай вiдкрита обмежена слабко 1-напiвопукла,
але не 1-напiвопукла множина E ⊂ R2 з гладкою межею має чотири
компоненти зв’язностi. Тодi жодна з її компонент не проектується
на об’єднання решти з довiльної точки 1-ненапiвопуклостi множини
E.

Теорема 2.41 ([8]). Довiльна замкнена обмежена слабко 1-
напiвопукла множина на евклiдовiй площинi, яка не є 1-напiвопуклою,
з гладкою межею та не 1-напiвопуклою внутрiнiшнiстю, складається
не менше нiж з чотирьох компонент зв’язностi.

Рис. 2.5. Приклад 2.42

В [6] побудовано приклад вiдкритої слабко 1-напiвопуклої, але не 1-
напiвопуклої множини з гладкою межею.

Приклад 2.42 ([6]). Нехай B1 = {(x, y) : (x + 2)2 + y2 < 1}, B2 =
{(x, y) : (x− 2)2 + y2 < 1} — вiдкритi круги на площинi xOy. Проведе-
мо промiнь γ11 (промiнь γ21), який починається в точцi (−1, 0) ∈ ∂B1, є
дотичним до B2 i лежить над вiссю Ox (пiд вiссю Ox) (див. Рис. 2.5).
Аналогiчно проведемо промiнь γ12 (промiнь γ22), який починається в то-
чцi (1, 0) ∈ ∂B2, є дотичним до B1 i лежить над вiссю Ox (пiд вiссю Ox).
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Проведемо також пряму ξ1 (пряму ξ2), паралельну осi Ox, дотичну до
кругiв B1, B2, i таку, що проходить над (пiд) вiссю Ox. Побудуймо круг
D1 з центром на осi Oy вище точки (0, 1) i дотичний до γ11 , γ12 , ξ1 i
круг D2 з центром на осi Oy нижче точки (0,−1) i дотичний до γ21 ,
γ22 , ξ2. Тодi множина E = B1 ∪ B2 ∪ D1 ∪ D2 слабко 1-напiвопукла,
але не 1-напiвопукла, при цьому точки всерединi ромба abcd є точками
1-ненапiвопуклостi.

У [8] також побудовано приклад замкненої слабко 1-напiвопуклої, але
не 1-напiвопуклої множини з гладкою межею.

3. Задача про тiнь

3.1. Задача про тiнь в дiйсному евклiдовому просторi. Задача
про тiнь Г. Худайберганова [33] полягає в тому, щоб: знайти мiнiмаль-
не число вiдкритих (замкнених) куль у просторi Rn, якi попарно не пе-
ретинаються, з центрами на сферi Sn−1 (див. [9]), не мiстять центр
сфери i такi, що довiльна пряма, яка проходить через центр сфери,
перетинає принаймнi одну з куль.

Ю. Зелiнський [20] переформулював її в термiнах 1-опуклої оболонки:
яка мiнiмальна кiлькiсть вiдкритих (замкнених) куль у просторi Rn,
якi попарно не перетинаються, з центрами на сферi Sn−1 та радiуса-
ми не бiльшими (меншими) за радiус сфери, забезпечать належнiсть
центра сфери 1-опуклiй оболонцi сiм’ї цих куль?

Кажуть, що сiм’я множин створює тiнь в точцi , якщо довiльна
пряма, яка проходить через точку, перетинає принаймнi одну множину
iз сiм’ї.

Задача була розв’язана Г. Худайбергановим для випадку при n = 2:
було показано, що для кола на площинi достатньо двох кругiв [33]. Там
же було зроблено припущення про те, що для випадку n > 2 мiнiмальне
число куль дорiвнює n. В роботах [20], [19] доведено, що для n = 3 трьох
куль не достатньо, при цьому чотири кулi вже будуть створювати тiнь в
центрi сфери. Там же доводиться, що в загальному випадку мiнiмальне
число куль дорiвнює n+ 1.

В [23] задачу про тiнь узагальнено на довiльну точку внутрiшностi
круга на площинi.

Теорема 3.2 ([23]). Мiнiмальне число вiдкритих (замкнених) кругiв,
якi попарно не перетинаються, з центрами на колi, радiусами не бiль-
шими (меншими) за радiус кола i створюють тiнь в кожнiй точцi
всерединi кола, дорiвнює трьом.



Властивостi узагальнено опуклих множин i задача про тiнь 165

В [32] поставлено та розв’язано задачу про тiнь, де замiсть сфери
розглядається видовжений елiпсоїд обертання. Показано, що для ви-
довженого елiпсоїда обертання з достатньо великим вiдношенням дов-
жин бiльшої пiвосi до меншої, мiнiмальне число вiдкритих (замкне-
них) куль з центрами на елiпсоїдi, якi не мiстять його центр та
створюють в ньому тiнь, дорiвнює трьом.

Тодi виникає така задача: знайти мiнiмальне вiдношення dmin дов-
жин бiльшої пiвосi елiпсоїда до меншої, при якому три вiдкритi (за-
мкненi) кулi з центрами на елiпсоїдi i якi не мiстять його центр,
створюватимуть тiнь в центрi елiпсоїда. В [32] показано, що dmin =
2
√

2, причому це значення не досягається.
У роботах [26], [27], для довiльної обмеженої областi D ⊂ Rn, n = 2, 3,

i довiльної фiксованої точки x ∈ D, отримано точну верхню оцiнку
мiнiмального числа куль у просторi Rn, якi попарно не перетинаються,
з центрами на межi областi D, не мiстять точку x i створюють в точцi
x тiнь.

Теорема 3.3 ([26], [27]). Для довiльної обмеженої областi D ⊂ R2

(D ⊂ R3) i довiльної фiксованої точки x ∈ D, iснує набiр iз двох (чо-
тирьох) вiдкритих або замкнених кругiв (куль), якi попарно не пе-
ретинаються, з центрами на межi областi, не мiстять точку x i
створюють в точцi x тiнь.

В роботi [28] частково дається вiдповiдь на наступне питання:

Задача 3.4 ([28]). Яка мiнiмальна кiлькiсть m(x) вiдкритих (замкне-
них) куль у просторi R3, якi попарно не перетинаються, з центрами на
сферi S2(r) радiуса r i центром в початку координат, не мiстять деяку
фiксовану точку x всерединi сфери i створюють в точцi x тiнь?

Теорема 3.5 ([28]). m(x) = 3 для кожної точки x ∈ R3 такої, що
7

9
r ≤ ∥x∥ ≤ r.

В роботi [17] розв’язано задачу Худайберганова з посиленими умова-
ми на радiуси куль.

Задача 3.6 ([18]). Яка мiнiмальна кiлькiсть вiдкритих (замкнених)
куль з однаковими радiусами в просторi R3, якi попарно не перети-
наються, з центрами на сферi S2, не мiстять центр сфери i створюють
в ньому тiнь?

Розв’язок цiєї задачi мiститься у наступних трьох теоремах.
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Теорема 3.7 ([17]). Iснує набiр з (n+1)-ї замкненої кулi з однаковими
радiусами в просторi Rn, з центрами на сферi Sn−1, якi не мiстять
центр сфери i створюють в ньому тiнь, якщо кулi можуть дотика-
тися одна одної.

Теорема 3.8 ([17]). Не iснує набору вiдкритих куль з однаковими ра-
дiусами в просторi R3, якi попарно не перетинаються, з центрами на
сферi S2, не мiстять центр сфери i створюють в ньому тiнь.

Теорема 3.9 ([17]). Не iснує набору з m > 4 замкнених куль з одна-
ковими радiусами в просторi R3, якi попарно не перетинаються (або
дотикаються), з центрами на сферi S2, не мiстять центр сфери i
створюють в ньому тiнь.

Наступний результат отримано для куль, центри яких не прив’язанi
до жодної наперед заданої множини.

Теорема 3.10 ([15]). Мiнiмальне число вiдкритих (замкнених) куль,
якi попарно не перетинаються, не мiстять деяку фiксовану точку
простору Rn, n ≥ 2, i створюють в нiй тiнь, дорiвнює n.

В роботах [17], [21], [13], [5] розв’язується задача Худайберганова з
послабленими умовами на центри куль, але з посиленими умовами на
їх радiуси.

Задача 3.11 ([18]). Яка мiнiмальна кiлькiсть m(n) вiдкритих (замкне-
них) куль з однаковими радiусами у просторi Rn, якi попарно не пе-
ретинаються, не мiстять фiксовану точку простору i створюють в нiй
тiнь?

Теорема 3.12 ([17]). Iснує набiр з чотирьох замкнених (вiдкритих)
куль з однаковими радiусами у просторi R3, якi попарно не перети-
наються, не мiстять фiксовану точку простору i створюють в нiй
тiнь.

Задача 3.11 повнiстю розв’язана у роботах [21], [5]:

Теорема 3.13 ([21]). У просторi R3, число m(3) = 4.

Теорема 3.14 ([5]). У просторi Rn, n ≥ 3, число m(n) = n+ 1.

Для набору з трьох куль з однаковими радiусами у просторi Rn також
має мiсце наступне твердження.
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Теорема 3.15 ([13]). Для довiльної точки x ∈ Rn \ ∪3j=1Bj, де B1, B2,
B3 – кулi з однаковими радiусами, якi попарно не перетинаються i не
мiстять точку x, iснує (n−2)-вимiрна площина, яка проходить через
точку x i не перетинає жодну з куль.

Наступний результат показує, що в Теоремi 3.10 можна замiнити кулi
опуклими тiлами з непорожньою внутрiшнiстю.

Теорема 3.16 ([15]). Для довiльної фiксованої точки x ∈ Rn, n ≥ 2,
мiнiмальне число попарно неперетинних вiдкритих (замкнених) мно-
жин, отриманих iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрi-
шнiстю за допомогою групи перетворень, яка складається з рухiв та
гомотетiй, i таких, що точка x належить їх 1-опуклiй оболонцi, до-
рiвнює n.

Якщо групу перетворень зменшити, то кiлькiсть елементiв сiм’ї мно-
жин, якi створюють тiнь в точцi вочевидь може збiльшитися. Але в [23]
показано, що результат не змiниться, якщо з групи рухiв виключити
повороти.

Теорема 3.17 ([23]). Для довiльної фiксованої точки x ∈ Rn, n ≥ 2,
мiнiмальне число попарно неперетинних замкнених множин, отрима-
них iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за до-
помогою групи перетворень, яка складається з паралельних перенесень
та гомотетiй, i таких, що точка x належить їх 1-опуклiй оболонцi,
дорiвнює n.

3.18. Задача про пiвтiнь в дiйсному евклiдовому просторi.
Якщо в задачi Худайберганова замiнити прямi на променi з початком
в центрi сфери, то можна розглядати так звану задачу про пiвтiнь.

З iншого боку, перетин m-напiвопуклих множин також буде m-
напiвопуклою множиною. Тодi, для довiльної множини E ⊂ Rn розгля-
датимемо мiнiмальну m-напiвопуклу множину, яка мiстить E, i назвемо
її m-напiвопуклою оболонкою множини E.

Означення 3.19 ([31]). Перетин всiх m-напiвопуклих множин, якi
мiстять задану множину E ⊂ Rn при фiксованому m називається
m-напiвопуклою оболонкою множини E.

В наступнiй теоремi дається розв’якок задачi про пiвтiнь на площинi.
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Теорема 3.20 ([16], [19]). Мiнiмальне число вiдкритих (замкнених)
кругiв, якi попарно не перетинаються, з центрами на колi, з радiуса-
ми не бiльшими (меншими) за радiус кола, i таких, що центр кола
належить їх 1-напiвопуклiй оболонцi, дорiвнює трьом.

Зi збiльшенням розмiрностi простору, задача ускладнюється.

Теорема 3.21 ([16], [19]). Iснує десять вiдкритих (замкнених) куль
у просторi R3, якi попарно не перетинаються, з центрами на сферi
S2, з радiусами не бiльшими (меншими) за радiус сфери, i таких, що
центр кола належить їх 1-напiвопуклiй оболонцi.

Наслiдок 3.22 ([16], [19]). Iснує десять вiдкритих (замкнених) куль
у просторi Rn, якi попарно не перетинаються, з центрами на сферi
S(n−1), з радiусами не бiльшими (меншими) за радiус сфери, i таких,
що центр кола належить їх (n− 2)-напiвопуклiй оболонцi.

Задача 3.23 ([18]). Яка мiнiмальна кiлькiсть вiдкритих (замкнених)
куль з однаковими радiусами у просторi R3, якi попарно не перетина-
ються не мiстять задану точку простору i такi, що довiльний промiнь,
який проходить через цю точку, перетинає принаймнi одну з куль?

В наступнiй теоремi отримана оцiнка зверху для задачi 3.23.

Теорема 3.24 ([21]). Для довiльної фiксованої точки x ∈ R3, iснує
набiр iз вiсьми вiдкритих (замкнених) куль з однаковими радiусами у
просторi R3, якi попарно не перетинаються, не мiстять точку x i
такi, що x належить їх 1-напiвопуклiй оболонцi.

Якщо радiуси куль не фiксувати, то отримаємо такий результат.

Теорема 3.25 ([15]). Для довiльної фiксованої точки x ∈ Rn, n ≥ 2,
мiнiмальне число вiдкритих (замкнених) куль, якi попарно не пере-
тинаються, не мiстять точку x, i таких, що x належить їх 1-
напiвопуклiй оболонцi, дорiвнює n+ 1.

Наступний результат показує, що в попереднiй теоремi можна замi-
нити замкненi кулi опуклими замкненими тiлами з непорожньою вну-
трiшнiстю.

Теорема 3.26 ([15]). Для довiльної фiксованої точки x ∈ Rn, n ≥ 2,
мiнiмальне число попарно неперетинних замкнених множин, отри-
маних iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за
допомогою групи перетворень, яка складається з рухiв та гомотетiй,
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i таких, що точка x належить їх 1-напiвопуклiй оболонцi, дорiвнює
n+ 1.

Але, якщо зменшувати групу допустимих перетворень, то кiль-
кiсть множин, таких, що задана точка простору Rn належить їх 1-
напiвопуклiй оболонцi, збiльшується.

Теорема 3.27 ([23]). Для довiльної фiксованої точки x ∈ Rn, n ≥ 2,
мiнiмальне число попарно неперетинних замкнених множин, отри-
маних iз заданої опуклої множини з непорожньою внутрiшнiстю за
допомогою групи перетворень, яка складається з паралельних перене-
сень та гомотетiй, i таких, що точка x належить їх 1-напiвопуклiй
оболонцi, дорiвнює 2n.

3.28. Задача про тiнь дотичну до многовиду.

Означення 3.29 ([13]). Скажемо, що сiм’я множин F = {Fα} ство-
рює тiнь, дотичну до многовиду M в точцi x ∈ M \ ∪αFα, якщо
кожна пряма, дотична до многовиду M в точцi x, має непорожнiй
перетин хоча б з однiєю з множин Fα, яка належить до сiм’ї F.

Задача 3.30. Яка мiнiмальна кiлькiсть вiдкритих (замкнених) куль у
просторi R3, що попарно не перетинаються, з центрами на сферi S2, не
мiстять точку x ∈ S2 i такi, що створюють тiнь, дотичну до сфери в
точцi x?

Теорема 3.31 ([13]). Iснує набiр iз 14 вiдкритих (замкнених) куль i,
i = 1, 14, у просторi R3, що попарно не перетинаються, з центрами
на сферi S2 i не створюють тiнь, дотичну до сфери в кожнiй точцi
x ∈ S2 \ ∪14i=1Bi.

Теорема 3.32 ([12]). Iснує система з 16 куль у просторi R3 з центра-
ми на сферi S2, якi створюють тiнь, дотичну до сфери.
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Моногеннi функцiї у просторах
з комутативним множенням

i гармонiчнi вектори

С. А. Плакса

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. We consider infinite-dimensional topological vector spaces with
a commutative multiplication such that monogenic functions, which take
values in these spaces, are associated with the three-dimensional Laplace
equation. Monogenic functions are understood as continuous and differen-
tiable in the sense of Gâteaux functions. We prove that for every harmonic
vector as well as every spatial harmonic function, there exist monogenic
functions generating this vector and the mentioned harmonic function. Suf-
ficient conditions for infinite monogeneity of functions are established.

Анотацiя. Розглядаються несконченновимiрнi топологiчнi векторнi
простори з комутативним множенням такi, що моногеннi функцiї, якi
приймають значення в цих просторах, асоцiйованi з тривимiрним рiв-
нянням Лапласа. Моногеннi функцiї розумiються як неперервнi i ди-
ференцiйовнi за Гато функцiї. Доведено, що для кожного гармонiчно-
го вектора, як i для кожної просторової гармонiчної функцiї, iснують
моногеннi функцiї, якi породжують цей вектор i згадану гармонiчну
функцiю. Встановлено достатнi умови для нескiнченної моногенностi
функцiй.
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1. Попереднi вiдомостi

Вiдомо, що кожна двiчi неперервно диференцiйовна функцiя
u(x, y, z) , яка задовольняє тривимiрне рiвняння Лапласа

∆3u(x, y, z) :=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u(x, y, z) = 0 (1.1)

породжує вектор-функцiю V = grad u , що є розв’язком системи рiв-
нянь

divV = 0 , rotV = 0 (1.2)

яку запишемо також у розгорнутому виглядi:

∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

= 0 ,

∂v3
∂y
− ∂v2

∂z
= 0 ,

∂v1
∂z
− ∂v3
∂x

= 0 ,
∂v2
∂x
− ∂v1

∂y
= 0 ,

(1.3)

де V := (v1, v2, v3) i vk := vk(x, y, z) — дiйснi функцiї декартових коор-
динат x, y, z при k = 1, 2, 3 .

Двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї, що задовольняють рiв-
няння (1.1), називаються просторовими гармонiчними функцiями, а
розв’язки системи (1.2) — гармонiчними векторами.

Очевидно, що у випадку плоского поля, коли v3 ≡ 0 i функцiї v1,
v2 не залежать вiд z, рiвняння системи (1.3) перетворюються в класи-
чнi умови Кошi–Рiмана для компонент u = v1, v = −v2 комплексного
потенцiалу F (x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), що є аналiтичною функцi-
єю комплексної змiнної x + iy. Бiльш того, кожна аналiтична функцiя
F (x+ iy) задовольняє двовимiрне рiвняння Лапласа(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
F (x+ iy) ≡ F ′′(x+ iy) (12 + i2) = 0

в силу рiвностi 12 + i2 = 0 для одиницi 1 i уявної одиницi i алгебри
комплексних чисел.

Вагомим надбанням математики є опис плоских потенцiальних полiв,
якi описуються двовимiрним рiвнянням Лапласа, за допомогою аналi-
тичних функцiй комплексної змiнної. Ефективнiсть i легкiсть застосу-
вання методiв теорiї аналiтичних функцiй комплексної змiнної до до-
слiдження плоских потенцiальних полiв спонукає математикiв до вiд-
шукання аналогiчних методiв для просторових полiв.
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М.О. Лаврентьєв (див., наприклад, [15, с. 205]) в загальних рисах
окреслив проблему розробки методiв дослiдження просторових потен-
цiальних полiв, аналогiчних до методiв теорiї аналiтичних функцiй ком-
плексної змiнної. Такi методи, зокрема, можуть базуватися на вiдобра-
женнях алгебр гiперкомплексних чисел.

Напевно, У. Гамiльтон [14] зробив першi спроби побудувати алгебру,
асоцiйовану з тривимiрним рiвнянням Лапласа (1.1) у тому сенсi, щоб
компоненти гiперкомплексних функцiй задовольняли рiвняння (1.1).

У. Гамiльтон [14] побудував некомутативну алгебру кватернiонiв з
базисом {1, i, j, k} i таблицею множення

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j .

Використовуючи оператор ∇ := i ∂
∂x +j ∂

∂y +k ∂
∂z , вiн переписав рiвняння

(1.3) в еквiвалентнiй формi ∇W (x, y, z) = 0 для функцiї W (x, y, z) :=
iv1(x, y, z)+jv2(x, y, z)+kv3(x, y, z) . В цьому випадку рiвняння (1.3) мо-
жна розглядати як аналоги умов Кошi–Рiмана для функцiї W (x, y, z),
що приймає значення в алгебрi кватернiонiв.

Г. Мойсiл i Н. Теодореску [6], Р. Фуетер [1] розглядали узагальнення
системи (1.3) для функцiй зi значеннями в алгебрi кватернiонiв.

I.П. Мельниченко [16] розглянув задачу про знаходження комутатив-
ної алгебри такої, що диференцiйовнi у певному сенсi функцiї зi значен-
нями в цiй алгебрi мають компоненти, якi породжують розв’язки систе-
ми (1.3). Ця задача пов’язана з задачею про знаходження комутативних
гармонiчних алгебр, яку розглянув П.В. Кетчум [3]. П.В. Кетчум назвав
комутативну алгебру гармонiчною, якщо в нiй iснує гармонiчна трiйка
{e1, e2, e3} лiнiйно незалежних векторiв, що задовольняють рiвнiсть

e21 + e22 + e23 = 0 . (1.4)

Нехай E3 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} — лiнiйна оболонка
векторiв e1, e2, e3 над дiйсним полем R.

Будемо використовувати однакове позначення Ω для областi Ω ⊂ R3

i для областi в E3, яка є конгруентною до областi Ω.
I.П. Мельниченко [16] використав диференцiйовнi за Гато функцiї

для розв’язання вказаних задач. Використовуючи диференцiал Гато,
I.П. Мельнiченко запропонував розглядати похiдну Гато як функцiю,
визначену в тiй же областi, що i задана функцiя.

Далi розглядатимемо конкретнi хаусдорфовi топологiчнi векторнi
простори. Нехай A — хаусдорфiв топологiчний векторний простiр, у
якому комутативне множення ξζ визначене для всiх ξ ∈ A i всiх
ζ ∈ E3 ⊂ A.
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Означення 1.1 (I.П. Мельниченко [16]). Функцiя Φ: Ω→ A, задана в
областi Ω ⊂ E3 , називається диференцiйовною за Гато в точцi ζ ∈ Ω ,
якщо iснує елемент Φ′

G(ζ) ∈ A такий, що

lim
δ→0+0

(Φ(ζ + δh)− Φ(ζ)) δ−1 = hΦ′
G(ζ) ∀h ∈ E3.

Ми називаємо Φ′
G(ζ) похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ.

Розглянемо також поняття моногенної функцiї.

Означення 1.2 (див. [7, 18]). Ми говоримо, що функцiя Φ: Ω → A
моногенна в областi Ω ⊂ E3 , якщо Φ — неперервна i диференцiйовна
за Гато в кожнiй точцi областi ζ ∈ Ω.

Ми використовуємо поняття моногенної функцiї у сенсi iснування для
неї похiдних чисел (див. [2,20]) у поєднаннi з неперервнiстю цiєї функцiї.

У науковiй лiтературi назва моногенна функцiя використовується та-
кож для функцiй, якi заданi у некомутативних алгебрах i задовольня-
ють деякi умови, подiбнi до класичних умов Кошi–Рiмана (див., напри-
клад, [11]). Такi функцiї називають також регулярними (див., напри-
клад, [12]) або гiперголоморфними (див., наприклад, [5]).

Сформулюємо в наступному твердженнi результати, отриманi
I.П. Мельниченком:

Теорема 1.3 (I.П. Мельниченко [16]). Комутативна асоцiативна ал-
гебра A над комплексним полем C є гармонiчною, якщо таблиця мно-
ження для базису {e1, e2, e3} має вигляд

ek e1 = ek, k = 1, 2, 3;

e2 e2 = −1

2
e1 −

i

2
(sinω) e2 +

i

2
(cosω) e3 ,

e2 e3 =
i

2
(cosω) e2 +

i

2
(sinω) e3 ,

e3 e3 = −1

2
e1 +

i

2
(sinω) e2 −

i

2
(cosω) e3 ,

де i — уявна комплексна одиниця i ω ∈ C .
Бiльш того, якщо функцiя Φ : Ω → A — диференцiйовна за Гато в

областi Ω ⊂ E3, то компоненти Uk : Ω→ C, k = 1, 2, 3, розкладу

Φ(xe1 + ye2 + ze3) =

3∑
k=1

Uk(x, y, z) ek, (x, y, z) ∈ Ω ,

породжують гармонiчнi вектори V1 = (Re U1,−1
2 Re U2,−1

2 Re U3),
V2 = (Im U1,−1

2 Im U2,−1
2 Im U3).
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Проте неможливо отримати усi розв’язки тривимiрного рiвняння Ла-
пласа (1.1) у формi компонент моногенних функцiй, що приймають
значення в скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi (див.,
наприклад, [4, 7, 17]). Бiльш того, для кожної такої алгебри iснують
сферичнi функцiї, якi не є компонентами вказаних гiперкомплексних
моногенних функцiй.

У роботах [7,17] ми розглядали нескiнченновимiрну комутативну ба-
нахову алгебру F над дiйсним полем i встановили, що будь-яка сфе-
рична функцiя є компонентою деякої моногенної функцiї, що приймає
значення в цiй алгебрi.

Звернемо увагу на те, що алгебра F мiститься у векторному просто-
рi, розглянутому в роботi П.В. Кетчума [4]. Цей векторний простiр не
є алгеброю, проте П.В. Кетчум довiв, що множина компонент функцiй,
якi приймають значення у згаданому просторi, включає всi аналiтичнi
розв’язки рiвняння (1.1). М.Н. Рошкулець [10] розглянув iнший нескiн-
ченновимiрний векторний простiр i функцiї, що породжують розв’язки
рiвняння (1.1).

У роботi [8] ми розглянули топологiчний векторний простiр, що мi-
стить алгебру F i довели, що всi просторовi гармонiчнi функцiї є ком-
понентами моногенних функцiй, що приймають значення в цьому про-
сторi. Ми описали деякi зв’язки мiж згаданими моногенними функцiя-
ми та гармонiчними векторами в тривимiрному дiйсному просторi. Ми
також довели аналогiчнi результати для моногенних функцiй, що при-
ймають значення в топологiчному векторному просторi, носiй якого збi-
гається з векторним простором, розглянутим у роботi М.Н. Рошкулеця
[10]. Розгляд таких топологiчних векторних просторiв мотивований не-
обхiднiстю опису всiх просторових гармонiчних функцiй як компонент
гiперкомплексних моногенних функцiй.

У цiй роботi ми продовжуємо дослiдження зв’язкiв мiж моногенни-
ми функцiями i гармонiчними векторами, що були започаткованi в ро-
ботi [8]. Ми доводимо, що для кожного гармонiчного вектора iснують
моногеннi функцiї, що породжують цей вектор подiбно до того, як це
описано в Теоремi 1.3. Використовуючи цей факт i деякi властивостi
гармонiчних векторiв, ми встановлюємо достатнi умови для того, щоб
похiднi Гато всiх порядкiв моногенної функцiї бути моногенними. На
вiдмiну вiд класичного комплексного аналiзу, це робиться у випадку,
коли справедливiсть iнтегральної формули Кошi для моногенних фун-
кцiй залишається вiдкритою проблемою.
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2. Нескiнченновимiрна гармонiчна алгебра F

Розглянемо нескiнченновимiрну комутативну банахову алгебру

F :=

{
g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ R,
∞∑
k=1

|ck| <∞
}

над дiйсним полем R з нормою

∥g∥F :=

∞∑
k=1

|ck| (2.1)

i базисом {ek}∞k=1 , де таблиця множення для елементiв базису має на-
ступний вигляд:

ene1 = en, e2n+1e2n =
1

2
e4n ∀n ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m − (−1)me2n−2m

)
∀n > m ≥ 1 ,

e2n+1e2m =
1

2

(
e2n+2m + (−1)ne2m−2n

)
∀m > n ≥ 1 ,

e2n+1e2m+1 =
1

2

(
e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 ,

e2ne2m =
1

2

(
−e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
∀n ≥ m ≥ 1 .

Очевидно, що елементи e1, e2, e3 утворюють гармонiчну трiйку век-
торiв, тобто вони задовольняють рiвнiсть (1.4).

Зазначимо, що алгебра F iзоморфна алгебрi F абсолютно збiжних
тригонометричних рядiв Фур’є

g(τ) = a0 +
∞∑
k=1

(
ak i

k cos kτ + bk i
k sin kτ

)
з дiйсними коефiцiєнтами a0, ak, bk i нормою

∥g∥F := |a0|+
∞∑
k=1

(
|ak|+ |bk|

)
,

при цьому вiдповiдностi

e2k−1 ↔ ik−1 cos (k − 1)τ , e2k ↔ ik sin kτ

задають iзоморфiзм мiж елементами базисiв.
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3. Моногеннi функцiї в алгебрi F

Наступну теорему доведено в роботi [7]:

Теорема 3.1. Нехай функцiя Φ : Ω −→ F є неперервною в областi
Ω ⊂ E3 i функцiї Uk : Ω −→ R з розкладу

Φ(xe1 + ye2 + ze3) =
∞∑
k=1

Uk(x, y, z) ek (3.1)

є диференцiйовними в Ω . Для того щоб функцiя Φ була моногеннною
в областi Ω необхiдно i достатньо, щоб у цiй областi виконувались
умови

∂Φ

∂y
=
∂Φ

∂x
e2 ,

∂Φ

∂z
=
∂Φ

∂x
e3 (3.2)

i наступнi спiввiдношення:
∞∑
k=1

∣∣∣∣∂Uk(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣ <∞ , (3.3)

lim
δ→0+0

∞∑
k=1

∣∣∣∣ Uk(x+ δh1, y + δh2, z + δh3)− Uk(x, y, z)−

− ∂Uk(x, y, z)

∂x
δh1 −

∂Uk(x, y, z)

∂y
δh2−

− ∂Uk(x, y, z)

∂z
δh3

∣∣∣∣ δ−1 = 0 ∀h1, h2, h3 ∈ R . (3.4)

Зазначимо, що умови (3.2) за своїм змiстом аналогiчнi класичним
умовам Кошi–Рiмана для голоморфних функцiй комплексної змiнної,
а спiввiдношення (3.3), (3.4) обумовленi нормою абсолютної збiжностi
(2.1) в нескiнченновимiрнiй алгебрi F.

Запишемо розклади степеневої та експоненцiальної функцiй, для
яких похiднi Гато всiх порядкiв, очевидно, є моногенними функцiями.

Щоб отримати розклад за базисом {ek}∞k=1 степеневої функцiї змiнної
ζ = xe1+ye2+ze3 , використаємо сферичнi координати ρ, θ, ϕ, якi мають
наступний зв’язок з декартовими координами x, y, z:

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ sinϕ, z = ρ sin θ cosϕ . (3.5)

Зважаючи на iзоморфiзм алгебр F i F, побудова розкладiв такого типу
зводиться до визначення вiдповiдних коефiцiєнтiв Фур’є.

Отже, маємо
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ζn = ρn
(
Pn(cos θ) e1

+ 2

n∑
m=1

n!

(n+m)!
Pm
n (cos θ)

(
sin mϕ e2m + cos mϕ e2m+1

))
, (3.6)

де n — додатнє цiле часло, Pn i Pm
n вiдповiдно полiноми Лежандра i

приєднанi полiноми Лежандра, а саме:

Pn(t) :=
1

2n n!

dn

dtn
(t2 − 1)n, Pm

n (t) := (1− t2)m/2 dm

dtm
Pn(t) .

У такий же спосiб отримуємо розклад показникової функцiї:

eζ = eρ cos θ
(
J0(ρ sin θ)e1

+ 2

∞∑
m=1

Jm(ρ sin θ)
(
sin mϕe2m + cos mϕe2m+1

))
,

де Jm — функцiї Бесселя, а саме:

Jm(t) :=
(−1)m

π

π∫
0

eit cos τ cosmτ dτ .

Отже, (2n + 1) лiнiйно незалежних сферичних функцiй степеня n є
компонентами розкладу (3.6) функцiї ζn. Використовуючи розклад (3.6)
i правила множення для базисних елементiв алгебри F, легко довести
таке твердження:

Теорема 3.2 ([7, 17]). Кожна сферична функцiя

ρn
(
an,0Pn(cos θ) +

n∑
m=1

(
an,m cosmϕ+ bn,m sinmϕ

)
Pm
n (cos θ)

)
,

де an,0, an,m, bn,m ∈ R , є першою компонентою U1 розкладу (3.1) мо-
ногенної функцiї

Φ(ζ) =

(
an,0 e1 +

n∑
m=1

(−1)m
(n+m)!

n!

(
bn,m e2m + an,m e2m+1

))
ζn

за базисом {ek}∞k=1 , де ζ = xe1 + ye2 + ze3 , i x, y, z зв’язанi спiввiд-
ношеннями (3.5) зi сферичними координатами ρ, θ, ϕ .



180 С. А. Плакса

4. Моногеннi функцiї в топологiчному векторному просторi
F̃, що мiстить алгебру F

Помiстимо алгебру F в топологiчний векторний простiр

F̃ :=

{
g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ R
}

з топологiєю покоординатної збiжностi.
Зазначимо, що F̃ не є алгеброю, тому що добуток елементiв g1, g2 ∈ F̃

визначений не завжди. Проте для всiх

g =
∞∑
k=1

ckek ∈ F̃ i ζ = xe1 + ye2 + ze3

можна визначити добуток

gζ ≡ ζg := x

∞∑
k=1

ckek + y

(
−c2

2
e1 +

(
c1 −

c5
2

)
e2 −

c4
2
e3

+
1

2

∞∑
k=2

(c2k−1 − c2k+3) e2k −
1

2

∞∑
k=2

(c2k−2 + c2k+2) e2k+1

)

+ z

(
−c3

2
e1 −

c4
2
e2 +

(
c1 −

c5
2

)
e3 +

1

2

∞∑
k=4

(ck−2 − ck+2) ek

)
.

Отже, поняття диференцiйовностi за Гато, визначене в Означеннi 1.1,
застосовне до функцiй Φ : Ω → F̃ , що заданi в областi Ω ⊂ E3 та
приймають значення в просторi F̃. У випадку, що розглядається, для
моногенної функцiї Φ : Ω → F̃ похiдна Гато Φ′

G(ζ) приймає значення
в просторi F̃ для всiх ζ ∈ Ω .

П.В. Кетчум у роботi [4] фактично розглядав простiр F̃, хоча вiн не
використовував поняття топологiчного векторного простору, як i дифе-
ренцiйовнiсть за Гато.

Розглянемо розклад (3.1) за базисом {ek}∞k=1 функцiї Φ : Ω → F̃ ,
визначеної в областi Ω ⊂ E3 , при цьому припускаємо, що всi функ-
цiї Uk : Ω → R — диференцiйовнi в областi Ω . З цього припущення
випливає неперервнiсть функцiї (3.1) в областi Ω .

В наступнiй теоремi встановлено необхiднi i достатнi умови моноген-
ностi таких функцiй в областi Ω ⊂ E3 . Вiдзначимо, що у порiвняннi з
Теоремою 4.1 для функцiй, що приймають значення в просторi F̃, фор-
мулювання аналогiчного за змiстом твердження може бути спрощене,
при цьому додатковi спiввiдношення (3.3) i (3.4), зумовленi нормою аб-
солютної збiжностi (2.1) в алгебрi F, не потрiбнi:
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Теорема 4.1 ([8]). Нехай у розкладi (3.1) функцiї Φ : Ω −→ F̃ , заданої
в областi Ω ⊂ E3 , всi компоненти Uk : Ω −→ R — диференцiйовнi
функцiї в областi Ω . Тодi для того щоб функцiя Φ була моногеннною
в областi Ω необхiдно i достатньо, щоб у цiй областi виконувались
умови (3.2).

Запишемо умови (3.2), якi за своєю природою схожi на умови Кошi–
Рiмана для голоморфних функцiй комплексної змiнної, у розгорнутому
виглядi:

∂U1(x, y, z)

∂y
= −1

2

∂U2(x, y, z)

∂x
,

∂U2(x, y, z)

∂y
=
∂U1(x, y, z)

∂x
+

1

2

∂U5(x, y, z)

∂x
,

∂U3(x, y, z)

∂y
= −1

2

∂U4(x, y, z)

∂x
,

∂U2k(x, y, z)

∂y
=

1

2

∂U2k−1(x, y, z)

∂x
+

1

2

∂U2k+3(x, y, z)

∂x
,

∂U2k+1(x, y, z)

∂y
= −1

2

∂U2k−2(x, y, z)

∂x
− 1

2

∂U2k+2(x, y, z)

∂x
,

∂U1(x, y, z)

∂z
= −1

2

∂U3(x, y, z)

∂x
,

∂U2(x, y, z)

∂z
= −1

2

∂U4(x, y, z)

∂x
,

∂U3(x, y, z)

∂z
=
∂U1(x, y, z)

∂x
− 1

2

∂U5(x, y, z)

∂x
,

∂U2k(x, y, z)

∂z
=

1

2

∂U2k−2(x, y, z)

∂x
− 1

2

∂U2k+2(x, y, z)

∂x
,

∂U2k+1(x, y, z)

∂z
=

1

2

∂U2k−1(x, y, z)

∂x
− 1

2

∂U2k+3(x, y, z)

∂x
,

k = 2, 3, . . . ,

(4.1)

де функцiї Uk : Ω→ R при k = 1, 2, . . . визначенi розкладом (3.1).
Додамо i вiднiмемо другу i восьму рiвностi, а також третю i сьому

рiвностi системи (4.1). Крiм того, додамо i вiднiмемо четверту i десяту
рiвностi, а також п’яту i дев’яту рiвностi системи (4.1). В результатi
отримаємо наступний еквiвалентний вигляд системи (4.1):
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∂U1

∂x
− 1

2

∂U2

∂y
− 1

2

∂U3

∂z
= 0 ,

∂U3

∂y
− ∂U2

∂z
= 0 ,

∂U1

∂y
+

1

2

∂U2

∂x
= 0 ,

∂U1

∂z
+

1

2

∂U3

∂x
= 0 ,

∂U2k

∂x
= −∂U2k−2

∂z
− ∂U2k−1

∂y
,

∂U2k+1

∂x
=
∂U2k−2

∂y
− ∂U2k−1

∂z
,

∂U2k

∂z
− ∂U2k+1

∂y
=
∂U2k−2

∂x
,

∂U2k

∂y
+
∂U2k+1

∂z
=
∂U2k−1

∂x
, k = 2, 3, . . . .

(4.2)

Деякi зв’язки мiж розв’язками системи (4.2) i просторовими потенцi-
альними полями дослiджено у роботах [7, 17], проте при цьому не роз-
глядалися моногеннi функцiї, що приймають значення у просторi F̃.

5. Деякi умови iснування гармонiчних векторiв

Перш, нiж описати зв’язок мiж моногенними функцiями, що при-
ймають значення в просторi F̃ , i гармонiчними векторами, розглянемо
наступну властивiсть розв’язкiв системи (1.3):

Твердження 5.1. Для кожної просторової гармонiчної функцiї
v1 : Ω → R в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3 iснує гармонiчний вектор
V0 = (v1, v

0
2, v

0
3) в областi Ω . Бiльш того, для будь-якої кулi ℧ ⊂ Ω

з центром у довiльнiй точцi (x0, y0, z0) ∈ Ω i для будь-якого гармонi-
чного в ℧ вектора V = (v1, v2, v3) компоненти v2, v3 визначаються
з точнiстю до дiйсної i уявної частин довiльної функцiї h(t) голомор-
фної в областi {t = z + iy : (x, y, z) ∈ ℧} комплексної площини, тобто
для всiх (x, y, z) ∈ ℧ виконуються наступнi рiвностi:

v2(x, y, z) = v02(x, y, z)+Re h(z+iy), v3(x, y, z) = v03(x, y, z)+Im h(z+iy).

Доведення. Покажемо, що iснує просторова гармонiчна функцiя
u : Ω→ R така, що v1(x, y, z) = ∂u(x, y, z)/∂x для всiх (x, y, z) ∈ Ω .

Перш за все, для (x, y, z) , що належить кулi ℧ ⊂ Ω з центром у
довiльнiй точцi (x0, y0, z0) ∈ Ω , ми знайдемо цю функцiю у виглядi
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u(x, y, z) =

x∫
x0

v1(τ, y, z) dτ + ũ(z, y) . (5.1)

Пiдставляючи вираз (5.1) в рiвняння (1.1) i враховуючи, що v1 — про-
сторова гармонiчна функцiя в областi ℧ , отримуємо двовимiрне рiвнян-
ня Пуассона (

∂2

∂z2
+

∂2

∂y2

)
ũ(z, y) = −∂v1(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

для знаходження функцiї ũ. Зрозумiло, що функцiя ũ визначається з
точнiстю до доданка, який є гармонiчною функцiєю в областi {(z, y) :
(x, y, z) ∈ ℧} ⊂ R2 .

Далi використаємо стандартне продовження гармонiчної функцiї
(5.1) уздовж кривої. Почнемо з фiксованої функцiї (5.1), визначеної
у згаданому сферичному околi ℧ фiксованої точки (x0, y0, z0) ∈ Ω , i
продовжимо цю функцiю уздовж будь-якої кривої гармонiчними функ-
цiями вигляду (5.1), визначеними в маленьких налягаючих кульках, що
покривають цю криву. Оскiльки область Ω є однозв’язною, то, врахо-
вуючи теорему єдиностi для просторових гармонiчних функцiй (див.,
наприклад, А.Ф. Тiман i В.Н. Трофiмов [19, p. 88]), в результатi отри-
муємо функцiю u , визначену в областi Ω . За побудовою u є просторо-
вою гармонiчною функцiєю в Ω i v1(x, y, z) = ∂u(x, y, z)/∂x для всiх
(x, y, z) ∈ Ω .

Тодi V0 := grad u , тобто v02 := ∂u(x, y, z)/∂y i v03 := ∂u(x, y, z)/∂z
для всiх (x, y, z) ∈ Ω .

Крiм того, для будь-якого вектора V = (v1, v2, v3), гармонiчного в
кулi ℧ , розглянемо гармонiчний вектор V − V0 в ℧ . Очевидно, що
його координати (0, v2 − v02, v3 − v03) задовольняють рiвняння (1.3), якi
набувають вигляду

∂(v2 − v02)

∂z
=
∂(v3 − v03)

∂y
,

∂(v2 − v02)

∂y
= −∂(v3 − v03)

∂z
,

∂(v2 − v02)

∂x
= 0 ,

∂(v3 − v03)

∂x
= 0 .

Тому функцiї v2 − v02 i v3 − v03 є вiдповiдно дiйсною та уявною части-
нами функцiї h(t) , голоморфної в областi {t = z + iy : (x, y, z) ∈ ℧}
комплексної площини. □

Сформулюємо також двi аналогiчнi властивостi розв’язкiв системи
(1.3), доведення яких подiбне до доведення Твердження 5.1.
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Твердження 5.2. Для кожної просторової гармонiчної функцiї
v2 : Ω → R в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3 iснує гармонiчний вектор
V0 = (v01, v2, v

0
3) в областi Ω . Бiльш того, для будь-якої кулi ℧ ⊂ Ω

з центром у довiльнiй точцi (x0, y0, z0) ∈ Ω i для будь-якого гармонi-
чного в ℧ вектора V = (v1, v2, v3) компоненти v3, v1 визначаються
з точнiстю до дiйсної i уявної частин довiльної функцiї h(t) голомор-
фної в областi {t = x+ iz : (x, y, z) ∈ ℧} комплексної площини, тобто
для всiх (x, y, z) ∈ ℧ виконуються наступнi рiвностi:

v3(x, y, z) = v03(x, y, z)+Re h(x+iz), v1(x, y, z) = v01(x, y, z)+Im h(x+iz).

Твердження 5.3. Для кожної просторової гармонiчної функцiї
v3 : Ω → R в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3 iснує гармонiчний вектор
V0 = (v01, v

0
2, v3) в областi Ω . Бiльш того, для будь-якої кулi ℧ ⊂ Ω

з центром у довiльнiй точцi (x0, y0, z0) ∈ Ω i для будь-якого гармонi-
чного в ℧ вектора V = (v1, v2, v3) компоненти v2, v1 визначаються
з точнiстю до дiйсної i уявної частин довiльної функцiї h(t) голомор-
фної в областi {t = x+ iy : (x, y, z) ∈ ℧} комплексної площини, тобто
для всiх (x, y, z) ∈ ℧ виконуються наступнi рiвностi:

v2(x, y, z) = v02(x, y, z)+Re h(x+iy), v1(x, y, z) = v01(x, y, z)+Im h(x+iy).

6. Зв’язки мiж моногенними функцiями, що приймають
значення в просторi F̃, i гармонiчними векторами

Розглянемо розклад (3.1) за базисом {ek}∞k=1 функцiї Φ : Ω → F̃ ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , при цьому припускаємо, що всi функцiї
Uk : Ω→ R — диференцiйовнi в областi Ω .

Очевидно, що рiвняння (1.3) для координатних функцiй вектора
V = (U1,−1

2 U2,−1
2 U3) збiгаються з першими чотирма рiвняннями си-

стеми (4.2). Тому справедливе наступне твердження, сформульоване в
роботi [8]:

Теорема 6.1. Припустимо, що у розкладi (3.1) функцiї Φ : Ω → F̃ ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , всi функцiї Uk : Ω→ R — диференцiйов-
нi в областi Ω . Тодi компоненти U1, U2, U3 породжують гармонiчний
вектор V = (U1,−1

2 U2,−1
2 U3) в областi Ω.

Таким чином, мiж гармонiчними векторами i моногенними функцiя-
ми, що приймають значення в просторi F̃ , iснує такий самий зв’язок,
як i в Теоремi 1.3, доведенiй I.П. Мельниченком у роботi [16].

Деякi зв’язки мiж розв’язками системи (4.2) i просторовими потен-
цiальними полями дослiджено у роботах [7, 17], проте в них не роз-
глядаються моногеннi функцiї, що приймають значення в просторi F̃.



Моногеннi функцiї i гармонiчнi вектори 185

Базуючись на цих результатах, у роботi [8] сформульована наступна
теорема, що є аналогiчною до вiдповiдного результату П.В. Кетчума з
роботи [4]. Наведемо її повне доведення.

Теорема 6.2. Для кожної просторової гармонiчної функцiї u : Ω→ R,
заданої в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3, iснує моногенна функцiя
Φ : Ω → F̃ така, що функцiя U1 ≡ u є першою компонентою розкладу
(3.1). Крiм того, усi компоненти Uk з розкладу (3.1) є проторовими
гармонiчними функцiями в областi Ω .

Доведення. Покажемо, що iснує розв’язок системи (4.2) для компо-
нент розкладу (3.1) шуканої моногенної функцiї Φ , де U1 ≡ u — задана
просторова гармонiчна функцiя в областi Ω .

Перш за все, iснує гармонiчний вектор V = (U1, v2, v3) в областi Ω в
силу Твердження 5.1. Тодi, враховуючи Теорему 6.1, визначаємо функ-
цiї U2 := −2 v2 , U3 := −2 v3 , якi є просторовими гармонiчними функ-
цiями в областi Ω .

Тепер покажемо, що останнi чотири рiвняння системи (4.2) дозволя-
ють визначити функцiї U2k, U2k+1, якщо просторовi гармонiчнi функцiї
U2, U3, . . . , U2k−1 вже визначено. Дiйсно, iнтегруючи п’яте та шосте рiв-
няння системи (4.2), отримуємо вирази

U2k(x, y, z) = −
x∫

x0

(
∂U2k−2(τ, y, z)

∂z
+
∂U2k−1(τ, y, z)

∂y

)
dτ + ũ2k(z, y),

U2k+1(x, y, z) =

x∫
x0

(
∂U2k−2(τ, y, z)

∂y
− ∂U2k−1(τ, y, z)

∂z

)
dτ + ũ2k+1(z, y)

при (x, y, z), що належить деякiй кулi ℧ ⊂ Ω з центром у довiльнiй
фiксованiй точцi (x0, y0, z0) ∈ Ω.

Пiдставляючи цi вирази у сьоме i восьме рiвняння системи (4.2) та
враховуючи, що U2k−2, U2k−1 є просторовими гармонiчними функцiя-
ми в областi ℧, отримуємо наступну неоднорiдну систему Кошi–Рiмана
(див., наприклад, монографiю I.Н. Векуа [13, p. 27]) для знаходження
функцiй ũ2k, ũ2k+1:

∂ũ2k(z, y)

∂z
− ∂ũ2k+1(z, y)

∂y
=
∂U2k−2(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

,

∂ũ2k(z, y)

∂y
+
∂ũ2k+1(z, y)

∂z
=
∂U2k−1(x, y, z)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

.

(6.1)
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Зрозумiло, що розв’язки системи (6.1) визначаються з точнiстю до
дiйсної та уявної частин довiльної функцiї, голоморфної в областi
{t = z + iy : (x, y, z) ∈ ℧} комплексної площини.

Оскiльки U2k−2, U2k−1 є просторовими гармонiчними функцiями в
областi ℧, то, враховуючи рiвностi (6.1), легко встановити, що функцiї
U2k, U2k+1 задовольняють рiвняння (1.1) в ℧, тобто U2k, U2k+1 також є
просторовими гармонiчними функцiями в областi ℧. Крiм того, оскiль-
ки область Ω є однозв’язною, то, використовуючи теорему єдиностi
для просторових гармонiчних функцiй (див., наприклад, А.Ф. Тiман i
В.Н. Трофiмов [19, p. 88]) так, як це було зроблено для функцiї u при
доведеннi Твердження 5.1, продовжуємо функцiї U2k, U2k+1 з кулi ℧
в область Ω . □

Зауваження 6.3. З доведення Теореми 6.2 випливає, що для будь-
якого фiксованого k ≥ 2 i для будь-яких просторових гармонiчних
функцiй U2k−2 , U2k−1 у кулi ℧ ⊂ Ω з центром у довiльнiй то-
чцi (x0, y0, z0) ∈ Ω , функцiї U2k , U2k+1 , що задовольняють остан-
нi чотири рiвняння системи (4.2), визначаються з точнiстю до дiй-
сної та уявної частин довiльної функцiї hk(t) , голоморфної в обла-
стi {t = z + iy : (x, y, z) ∈ ℧} комплексної площини, тобто для всiх
(x, y, z) ∈ ℧ виконуються рiвностi

U2k(x, y, z) = U0
2k(x, y, z) + Re hk(z + iy) ,

U2k+1(x, y, z) = U0
2k+1(x, y, z) + Im hk(z + iy) ,

де U0
2k, U

0
2k+1 — функцiї, якi утворюють частинний розв’язок останнiх

чотирьох рiвнянь системи (4.2).

У наступнiй теоремi ми покажемо, що всi гармонiчнi вектори
V = (v1, v2, v3) з неперервно диференцiйовними координатними функ-
цiями v1, v2, v3 можуть бути асоцiйованi з моногенними функцiями, що
приймають значення в топологiчному векторному просторi F̃.

Теорема 6.4. Припустимо, що у вектора V = (v1, v2, v3) , гармонi-
чного в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3, компоненти vk : Ω → R при
k = 1, 2, 3 — неперервно диференцiйовнi функцiї в Ω . Тодi iснує мо-
ногенна функцiя Φ : Ω → F̃ така, що функцiї U1 = v1 , U2 = −2 v2 ,
U3 = −2 v3 є трьома першими компонентами розкладу (3.1). Крiм то-
го, усi компоненти Uk з розкладу (3.1) є проторовими гармонiчними
функцiями в областi Ω .

Доведення. Оскiльки функцiї v1, v2, v3 — неперервно диференцiйовнi
в однозв’язнiй областi Ω i рiвнiсть rotV = 0 виконується в Ω , то iснує
функцiя u : Ω → R така, що V = grad u . Крiм того, u — просторова
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гармонiчна функцiя в областi Ω в силу рiвностi divV = 0 в Ω . Тому
v1, v2, v3 також є просторовими гармонiчними функцiями в областi Ω .

Тепер з доведення Теореми 6.2 випливає, що iснує моногненна функ-
цiя Φ : Ω → F̃ така, що функцiї U1 := v1 , U2 := −2 v2 , U3 := −2 v3 є
трьома першими компонентами розкладу (3.1), i всi компоненти Uk в
розкладi (3.1) є просторовими гармонiчними функцiями. □

7. Моногеннiсть похiдних Гато

Очевидно, що якщо в розкладi (3.1) функцiї Φ : Ω → F̃ , моногенної
в областi Ω ⊂ E3 , усi функцiї Uk : Ω → R мають неперервнi частиннi
похiднi другого порядку в областi Ω , то функцiя (3.1) — двiчi дифе-
ренцiйовна за Гато i тому задовольняє рiвнiсть

∆3Φ(ζ) ≡ Φ′′
G(ζ) (e21 + e22 + e23) = 0 (7.1)

для всiх ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω , оскiльки гармонiчна трiйка {e1, e2, e3}
задовольняє рiвнiсть (1.4).

Покажемо, що рiвнiсть (7.1) виконується за бiльш слабких умов на
функцiї Uk у розкладi (3.1).

Теорема 7.1. Припустимо, що в розкладi (3.1) функцiї Φ : Ω → F̃ ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , усi функцiї Uk : Ω→ R — диференцiйов-
нi в Ω i, крiм того, перша компонента U1 є просторовою гармонiчною
функцiєю в областi Ω . Тодi похiднi Гато Φ

(n)
G усiх порядкiв n є мо-

ногенними функцiями в областi Ω .

Доведення. Розглянемо довiльну точку ζ0 = x0e1 + y0e2 + z0e3 ∈ Ω ,
де (x0, y0, z0) ∈ R3, i кулю ℧ ⊂ Ω з центром у точцi ζ0.

Беручи до уваги Теорему 6.1 i Твердження 5.1, ми можемо стверджу-
вати, що функцiї v1 = U1 , v2 = −U2/2 , v3 = −U3/2 , якi задовольня-
ють систему (1.3), є просторовими гармонiчними функцiями в кулi ℧ ,
як i функцiї U1, U2, U3 .

Тепер iз доведення Теореми 6.2 випливає, що для всiх k = 2, 3, . . . ,
функцiї U2k , U2k+1 , якi утворюють розв’язок системи (4.2) разом iз
функцiями U1, U2, U3 , також є гармонiчними в областi ℧ .

Отже, в розкладi

Φ′
G(ζ) =

∂Φ(ζ)

∂x
≡

∞∑
k=1

∂Uk(x, y, z)

∂x
ek

усi компоненти ∂Uk(x, y, z)/∂x є неперервно диференцiйовними функ-
цiями, якi, в свою чергу, задовольняють систему вигляду (4.2) в областi
℧ . Тому похiдна Гато Φ′

G є моногенною функцiєю в областi ℧.
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В силу довiльностi вибору точки ζ0 i кулi ℧ ми можемо стверджу-
вати, що похiдна Гато Φ′

G є моногенною функцiєю в областi Ω .
Нарештi, аналогiчно доводиться, що похiдна Гато n-го порядку Φ

(n)
G

також є моногенною функцiєю в областi Ω для будь-якого n . □

Теорема 7.2. Припустимо, що в розкладi (3.1) функцiї Φ : Ω → F̃ ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , усi функцiї Uk : Ω→ R — диференцiйов-
нi в Ω i, крiм того, першi три компоненти U1, U2, U3 — неперервно
диференцiйовнi функцiї в Ω . Тодi похiднi Гато Φ

(n)
G усiх порядкiв n є

моногенними функцiями в областi Ω .

Доведення. За Теоремою 6.1 моногенна функцiя Φ породжує гармонi-
чний вектор V = (U1,−1

2 U2,−1
2 U3), що задовольняє рiвнiсть rotV = 0

в областi Ω .
Розглянемо довiльну точку ζ0 = x0e1 + y0e2 + z0e3 ∈ Ω i кулю

℧ ⊂ Ω з центром у точцi ζ0 , де (x0, y0, z0) ∈ R3 . Оскiльки куля ℧
є однозв’язною областю i функцiї U1, U2, U3 — неперервно диференцi-
йовнi в Ω , то iснує просторова гармонiчна функцiя u : ℧ → R така,
що V = grad u в ℧. Тому функцiї U1, U2, U3 також є просторовими
гармонiчними функцiями в кулi ℧.

Далi Теорема 7.2 доводиться так само, як Теорема 7.1. □

Зауваження 7.3. Таким чином, за умов Теореми 7.1 або Теореми 7.2
рiвнiсть (7.1) виконується для всiх ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω . У цьо-
му випадку всi компоненти Uk(x, y, z) у розкладi (3.1) є просторовими
гармонiчними функцiями, тобто вони задовольняють рiвняння (1.1).

Зауваження 7.4. У роботi [9] ми розглянули комплексифiкацiю F̃C
топологiчного векторного простору F̃ i довели, що кожна моногенна
функцiя Φ : Ω → F̃ продовжується iз заданої областi Ω ⊂ E3 до мо-
ногенної функцiї в деякiй областi певного чотиривимiрного дiйсного
простору E4 ⊂ FC. Ми довели аналоги iнтегральної теореми Кошi та iн-
тегральної формули Кошi, а також аналоги теореми Морера i теореми
Тейлора для моногенних функцiй, що заданi в областях простору E4 i
приймають значення в просторi F̃C.

Однак, на вiдмiну вiд класичного комплексного аналiзу, аналог iн-
тегральної формули Кошi, доведений у роботi [9], не може бути засто-
сований для доведення Теореми 7.2, оскiльки вiн вимагає додаткових
припущень щодо функцiї Φ . Крiм того, у згаданiй формулi використо-
вується iнтегруванням по кривiй, яка не мiститься в E3 .
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У той же час питання про справедливiсть iнтегральної формули Кошi
при iнтегруваннi моногенних функцiй Φ : Ω → F̃ по кривiй, розташо-
ванiй в E3 , залишається вiдкритою проблемою.

8. Нескiнченновимiрна гармонiчна алгебра G i моногеннi
функцiї в G

Розглянемо нескiнченновимiрну комутативну банахову алгебру

G :=

{
g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ R,
∞∑
k=1

|ck| <∞
}

над полем R з нормою

∥g∥G :=
∞∑
k=1

|ck| (8.1)

i базисом {ek}∞k=1, де таблиця множення базисних елементiв має насту-
пний вигляд:

ene1 = en, e2n+1em = e2n+m, e2ne2m = −e2n+2m−3 − e2n+2m+1 (8.2)

для всiх натуральних n i m .
Очевидно, що елементи e1, e2, e3 утворюють гармонiчну трiйку век-

торiв, тобто вони задовольняють рiвнiсть (1.4).
Встановивши вiдповiднiсть

e2n−1 ↔ in−1 cosn−1 τ , e2n ↔ in sin τ cosn−1 τ

мiж базисиними елементами ek i тригонометричними функцiями, отри-
маємо модель алгебри G.

Розглянемо розклад (3.1) за базисом {ek}∞k=1 функцiї Φ : Ω → G ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , при цьому припускаємо, що всi функцiї
Uk : Ω→ R — диференцiйовнi в областi Ω .

В наступнiй теоремi встановлено необхiднi i достатнi умови моноген-
ностi функцiї Φ в областi Ω .

Теорема 8.1 ([8]). Нехай функцiя Φ : Ω→ G є неперервною в областi
Ω ⊂ E3 i всi функцiї Uk : Ω → R з розкладу (3.1) є диференцiйов-
ними в Ω . Для того щоб функцiя Φ була моногенною в областi Ω
необхiдно i достатньо, щоб в областi Ω виконувались умови (3.2) i
спiввiдношення (3.3), (3.4).

Зауважимо, що спiввiдношення (3.3), (3.4) зумовленi нормою абсо-
лютною збiжностi (8.1) в алгебрi G .
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9. Моногеннi функцiї в топологiчному векторному просторi
G̃, що мiстить алгебру G

Напевно, неможливо отримати всi просторовi гармонiчнi функцiї у
виглядi компонент моногенних функцiй зi значеннями в алгебрi G. Тому
помiстимо алгебру G в топологiчний векторний простiр

G̃ :=

{
g =

∞∑
k=−∞

ckek : ck ∈ R
}

з топологiєю покоординатної збiжностi i базисом {ek}∞k=−∞ . Покладає-
мо, що базиснi елементи множаться за правилами (8.2) для всiх цiлих
n i m .

М.Н. Рошкулець у роботi [10] фактично розглядав простiр G̃, хоча
вiн i не використовував поняття топологiчного векторного простору, як
i диференцiйовнiсть за Гато. В роботi [10] доведено, що кожна сферична
функцiя є компонентою розкладу за базисом функцiї λζn , де λ ∈ G̃ .

Зазначимо, що G̃ не є алгеброю, оскiльки добуток елементiв g1, g2 ∈ G̃
визначений не завжди. Проте для всiх

g =
∞∑

k=−∞
ckek ∈ G̃ i ζ = xe1 + ye2 + ze3

можна визначити добуток

gζ ≡ ζg := x
∞∑

k=−∞
ckek

+ y

( ∞∑
k=−∞

c2k−1 e2k −
∞∑

k=−∞
(c2k−2 + c2k+2) e2k+1

)
+ z

∞∑
k=−∞

ck−2 ek .

Отже, поняття диференцiйовностi за Гато, визначене в Означеннi 1.1,
застосовне до функцiй Φ : Ω → G̃ , що заданi в областi Ω ⊂ E3 та
приймають значення в просторi G̃. У випадку, що розглядається, для
моногенної функцiї Φ : Ω→ G̃ , похiдна Гато Φ′

G(ζ) приймає значення
в просторi G̃ для всiх ζ ∈ Ω .

Розглянемо розклад

Φ(ζ) =
∞∑

k=−∞
Uk(x, y, z) ek , (9.1)

за базисом {ek}∞k=−∞ функцiї Φ : Ω→ G̃ , визначеної в областi Ω ⊂ E3 ,
при цьому припускаємо, що всi функцiї Uk : Ω → R — диференцiйовнi
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в областi Ω . З цього припущення випливає неперервнiсть функцiї (9.1)
в областi Ω .

В наступнiй теоремi встановлено необхiднi i достатнi умови моноген-
ностi таких функцiй в областi Ω ⊂ E3 . Вiдзначимо, що у порiвняннi з
Теоремою 8.1 для функцiй, що приймають значення в просторi G̃ , фор-
мулювання аналогiчного за змiстом твердження може бути спрощене,
при цьому додатковi спiввiдношення (3.3) i (3.4), зумовленi нормою аб-
солютної збiжностi (8.1) в алгебрi G , не потрiбнi:

Теорема 9.1 ([8]). Нехай у розкладi (9.1) функцiї Φ : Ω −→ G̃ , заданої
в областi Ω ⊂ E3 , всi компоненти Uk : Ω −→ R — диференцiйовнi
функцiї в областi Ω . Тодi для того щоб функцiя Φ була моногеннною
в областi Ω необхiдно i достатньо, щоб у цiй областi виконувались
умови (3.2).

Запишемо умови (3.2) у розгорнутому виглядi:

∂U2m+2

∂y
=
∂U2m+1

∂x
,

∂U2m+1

∂y
= −∂U2m−2

∂x
− ∂U2m+2

∂x
,

∂Um+2

∂z
=
∂Um

∂x

(9.2)

для всiх цiлих m .
Перепишемо систему (9.2) в такому евiвалентному виглядi:

∂U2m+2

∂x
+
∂U2m+1

∂y
+
∂U2m

∂z
= 0 ,

∂U2m

∂y
− ∂U2m+1

∂z
= 0 ,

∂U2m+2

∂z
− ∂U2m

∂x
= 0 ,

∂U2m+1

∂x
− ∂U2m+2

∂y
= 0

(9.3)

для всiх цiлих m .
Отже, рiвняння (9.3), якi за своєю природою подiбнi до умов Кошi–

Рiмана для голоморфних функцiй комплексної змiнної, включають ли-
ше рiвняння (1.2) для векторiв V = (U2m+2, U2m+1, U2m) при всiх цiлих
m .
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10. Зв’язки мiж моногенними функцiями, що приймають
значення в просторi G̃, i гармонiчними векторами

Розглянемо розклад (9.1) функцiї Φ : Ω → G̃ , моногенної в областi
Ω ⊂ E3 , при цьому припускаємо, що всi функцiї Uk : Ω → R — ди-
ференцiйовнi в областi Ω . Кожна така функцiя породжує в областi Ω
сiм’ю розв’язкiв системи (9.3), тобто справедливе наступне твердження:

Теорема 10.1 ([8]). Припустимо, що у розкладi (9.1) функцiї
Φ : Ω → G̃ , моногенної в областi Ω ⊂ E3 , всi функцiї Uk : Ω → R —
диференцiйовнi в областi Ω . Тодi компоненти розкладу (9.1) породжу-
ють гармонiчнi вектори V = (U2m+2, U2m+1, U2m) в областi Ω при
всiх цiлих m .

У наступнiй теоремi ми доводимо, що всi просторовi гармонiчнi функ-
цiї є компонентами моногенних функцiй, що приймають значення у про-
сторi G̃. Цей результат аналогiчний до Теореми 6.2.

Теорема 10.2 ([8]). Для кожної просторової гармонiчної функцiї u :
Ω −→ R, заданої в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3, iснує моногенна функ-
цiя Φ : Ω −→ G̃ така, що функцiя U1 ≡ u є компонентою розкладу
(9.1). Крiм того, усi компоненти Uk з розкладу (9.1) є проторовими
гармонiчними функцiями в областi Ω .

Доведення. Покажемо, що iснує розв’язок системи (9.3) для компо-
нент розкладу (9.1) шуканої моногенної функцiї Φ , де U1 ≡ u — задана
просторова гармонiчна функцiя в областi Ω .

Перш за все, iснує гармонiчний вектор V = (v2, U1, v0) в областi Ω в
силу Твердження 5.2. Тодi, враховуючи Теорему 10.1, визначаємо функ-
цiї U0 := v0 , U2 := v2 , якi є просторовими гармонiчними функцiями в
областi Ω .

Тепер покажемо, що рiвняння (9.3) дозволяють визначити функ-
цiї U2m+1, U2m+2, якщо функцiю U2m вже визначено для деякого на-
турального m . Дiйсно, у цьому випадку iснує гармонiчний вектор
V2m := (v2m+2, v2m+1, U2m) в областi Ω в силу Твердження 5.3. То-
дi, враховуючи Теорему 10.1, визначаємо функцiї U2m+1 := v2m+1,
U2m+2 := v2m+2 , якi є просторовими гармонiчними функцiями в областi
Ω .

Нарештi, покажемо, що рiвняння (9.3) дозволяють також визначити
функцiї U2m, U2m+1, якщо функцiю U2m+2 вже визначено для деякого
вiд’ємного цiлого числа m . Дiйсно, у цьому випадку iснує гармонiчний
вектор V2m+1 := (U2m+2, v2m+1, v2m) в областi Ω в силу Твердження
5.1. Тодi, враховуючи Теорему 10.1, визначаємо функцiї U2m := v2m,
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U2m+1 := v2m+1 , якi є просторовими гармонiчними функцiями в областi
Ω .

Отже, отриманi у такий спосiб функцiї Uk задовольняють систему
(9.3) i утворюють функцiю (9.1), моногенну в областi Ω . □

У наступнiй теоремi ми покажемо, що всi гармонiчнi вектори
V = (v1, v2, v3) з неперервно диференцiйовними координатними функ-
цiями v1, v2, v3 можуть бути асоцiйованi з моногенними функцiями, що
приймають значення в топологiчному векторному просторi G̃ .

Теорема 10.3. Припустимо, що у вектора V = (v1, v2, v3) , гармонi-
чного в однозв’язнiй областi Ω ⊂ R3, компоненти vk : Ω → R при
k = 1, 2, 3 — неперервно диференцiйовнi функцiї в Ω . Тодi iснує мо-
ногенна функцiя Φ : Ω → G̃ така, що функцiї U0 := v3 , U1 := v2 ,
U2 := v1 є компонентами розкладу (9.1). Крiм того, усi компоненти
Uk з розкладу (9.1) є проторовими гармонiчними функцiями в областi
Ω .

Доведення. Оскiльки функцiї v1, v2, v3 — неперервно диференцiйовнi
в однозв’язнiй областi Ω i рiвнiсть rotV = 0 виконується в Ω , то iснує
функцiя u : Ω → R така, що V = grad u . Крiм того, u — просторова
гармонiчна функцiя в областi Ω в силу рiвностi divV = 0 в Ω . Тому
v1, v2, v3 також є просторовими гармонiчними функцiями в областi Ω .

Тепер з доведення Теореми 10.2 випливає, що iснує моногненна функ-
цiя Φ : Ω → G̃ така, що функцiї U0 := v3 , U1 := v2 , U2 := v1 є
компонентами розкладу (9.1), i всi компоненти Uk в розкладi (9.1) є
просторовими гармонiчними функцiями. □

Встановимо достатнi умови нескiнченної моногенностi функцiї
Φ : Ω→ G̃.

Наступна теорема аналогiчна до Теореми 7.1.

Теорема 10.4. Припустимо, що в розкладi (9.1) функцiї Φ : Ω → G̃ ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , усi функцiї Uk : Ω → R — диференцi-
йовнi в Ω i, крiм того, компонента Uk0 є просторовою гармонiчною
функцiєю в областi Ω при деякому цiлому k0 . Тодi похiднi Гато Φ

(n)
G

усiх порядкiв n є моногенними функцiями в областi Ω .

Доведення. Розглянемо довiльну точку ζ0 = x0e1 + y0e2 + z0e3 ∈ Ω ,
де (x0, y0, z0) ∈ R3, i кулю ℧ ⊂ Ω з центром у точцi ζ0.

За Теоремою 10.1 вектор V = (U2m+2, U2m+1, U2m) є гармонiчним в
областi ℧ , де U2m = Uk0 у випадку k0 = 2m або U2m+1 = Uk0 у ви-
падку k0 = 2m+1 для деякого цiлого m . Крiм того, U2m+2, U2m+1, U2m
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є просторовими гармонiчними функцiями в кулi ℧ в силу Твердження
5.3 у випадку k0 = 2m i Твердження 5.2 у випадку k0 = 2m+ 1 .

Тепер, використовуючи Твердження 5.3, ми встановлюємо, що для
всiх цiлих k > m i для заданої просторової гармонiчної функцiї U2k ,
функцiї U2k+2, U2k+1, що задовольняють систему (9.3), в якiй k пiд-
ставляється замiсть m , також є гармонiчними в областi ℧ . Аналогi-
чно, використовуючи Твердження 5.1, ми встановлюємо, що для всiх
цiлих k < m i для заданої просторової гармонiчної функцiї U2k , функ-
цiї U2k−1, U2k−2, що задовольняють систему (9.3), в якiй (k−1) пiдстав-
ляється замiсть m , також є гармонiчними в ℧ .

Таким чином, усi компоненти Uk у розкладi (9.1) є просторовими
гармонiчними функцiями, що задовольняють систему (9.3) в областi
℧ . Отже, в розкладi

Φ′
G(ζ) =

∂Φ(ζ)

∂x
≡

∞∑
k=−∞

∂Uk(x, y, z)

∂x
ek ,

усi компоненти ∂Uk(x, y, z)/∂x є неперервно диференцiйовними функ-
цiями, якi, в свою чергу, задовольняють систему вигляду (9.3) в областi
℧ . Тому похiдна Гато Φ′

G є моногенною функцiєю в областi ℧.
В силу довiльностi вибору точки ζ0 i кулi ℧ ми можемо стверджу-

вати, що похiдна Гато Φ′
G є моногенною функцiєю в областi Ω .

Нарештi, аналогiчно доводиться, що похiдна Гато n-го порядку Φ
(n)
G

також є моногенною функцiєю в областi Ω для будь-якого n . □

Наступна теорема аналогiчна до Теореми 7.2.

Теорема 10.5. Припустимо, що в розкладi (9.1) функцiї Φ : Ω → G̃ ,
моногенної в областi Ω ⊂ E3 , усi функцiї Uk : Ω → R — диференцi-
йовнi в Ω i, крiм того, компоненти U2k0 , U2k0+1, U2k0+2 — неперервно
диференцiйовнi функцiї в Ω при деякому цiлому k0 . Тодi похiднi Гато
Φ
(n)
G усiх порядкiв n є моногенними функцiями в областi Ω .

Доведення. За Теоремою 10.1 моногенна функцiя Φ породжує гар-
монiчний вектор V = (U2k0+2, U2k0+1, U2k0), що задовольняє рiвнiсть
rotV = 0 в областi Ω .

Розглянемо довiльну точку ζ0 = x0e1+y0e2+z0e3 ∈ Ω i кулю ℧ ⊂ Ω з
центром у точцi ζ0 , де (x0, y0, z0) ∈ R3 . Оскiльки куля ℧ є однозв’язною
областю i функцiї U2k0 , U2k0+1, U2k0+2 — неперервно диференцiйовнi в
Ω , то iснує просторова гармонiчна функцiя u : ℧ → R така, що
V = grad u в ℧. Тому функцiї U2k0 , U2k0+1, U2k0+2 також є просторови-
ми гармонiчними функцiями в кулi ℧.

Далi Теорема 10.5 доводиться так само, як Теорема 10.4. □
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Зауваження 10.6. Таким чином, за умов Теореми 10.4 або Теореми
10.5 рiвнiсть (7.1) виконується для всiх ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω . У цьо-
му випадку всi компоненти Uk(x, y, z) у розкладi (9.1) є просторовими
гармонiчними функцiями, тобто вони задовольняють рiвняння (1.1).
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Про кiльцевi Q-гомеоморфiзми вiдносно
p-модуля

Р. Р. Салiмов, Б. А. Клiщук

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. In this paper ring Q-homeomorphisms with respect to the p-
modulus in the space Rn at p > n are studied. For such class of mappings
lower bounds of the volume of the ball image were obtained and their
behavior at infinity was investigated. Extremal problems on minimization
of the functionals of the volume of the ball image and the area of the sphere
image were solved.

Анотацiя. В данiй роботi вивчаються кiльцевi Q-гомеоморфiзми вiд-
носно p-модуля в просторi Rn при p > n. Для такого класу вiдображень
наведено нижнi оцiнки об’єму образу кулi та дослiджено їх поведiн-
ку на нескiнченностi. Розв’язано екстремальнi задачi про мiнiмiзацiю
функцiоналiв об’єму образу кулi i площi образу сфери.

1. Вступ

Наведемо деякi означення. Нехай задано сiм’ю Γ кривих γ в просторi
Rn, n ⩾ 2. Борелеву функцiю ρ : Rn → [0,∞] називають допустимою
для Γ, пишуть ρ ∈ adm Γ, якщо∫

γ

ρ(x) ds ⩾ 1

для кожної (локально спрямлюваної) кривої γ ∈ Γ. Нехай p ∈ (1,∞).
Тодi p–модулем сiм’ї Γ називається величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈admΓ

∫
Rn

ρp(x) dm(x) .

Тут m — мiра Лебега в Rn.

2010 Mathematics Subject Classification: 30C65
УДК 517.5
Ключовi слова: кiльцевi Q-гомеоморфiзми, p-модуль сiм’ї кривих, квазiконформнi

вiдображення, конденсатор, p-ємнiсть конденсатора
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Для довiльних множин E, F i G в Rn, позначимо через ∆(E,F,G)
сiм’ю всiх неперервних кривих γ : [a, b] → Rn, якi з’єднують E та F в
G, тобто γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ G при a < t < b. Нехай D — область
в Rn, x0 ∈ D, 0 < r1 < r2 < d0, r > 0 та d0 = dist(x0, ∂D). Покладемо

A(x0, r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < |x− x0| < r2} ,

B(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| ⩽ r} ,

Si = S(x0, ri) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ri} , i = 1, 2 .

Нехай Q : D → [0,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Будемо говорити,
що гомеоморфiзм f : D → Rn є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiдносно
p-модуля в точцi x0 ∈ D, якщо спiввiдношення

Mp(∆(fS1, fS2, fD)) ⩽
∫
A

Q(x) ηp(|x− x0|) dm(x)

виконується для будь-якого кiльця A = A(x0, r1, r2) i для кожної вимiр-

ної функцiї η : (r1, r2)→ [0,∞] такої, що
r2∫
r1

η(r) dr = 1 .

Теорiя Q-гомеоморфiзмiв при p = n дослiджувалась в роботах [18],
[19], [20], [21], [22], [34], [38], при 1 < p < n див. [10], [11], [12], [13], [23],
[24], [25], [26], i при p > n див. в [17], [27], [28], [29], [30], [31], [32], [33].
Бiльш загальнi класи вiдображень дослiджувались в [4], [5], [6], [14],
[15], [16].

Нехай Q : D → [0,∞] — вимiрна за Лебегом функцiя. Тодi через
qx0(r) = 1

ωn−1 rn−1

∫
S(x0,r)

Q(x) dA позначимо середнє iнтегральне значе-

ння функцiї Q по сферi S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x − x0| = r} , де ωn−1

— площа одиничної сфери Sn−1 в Rn, n ⩾ 2, i dA — элемент площi
поверхнi.

Нижче сформульовано критерiй належностi класу кiльцевих Q-
гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p > 1 в Rn.

Твердження 1.1. Нехай D — область в Rn i нехай Q : D → [0,∞]
— вимiрна за Лебегом функцiя така, що середнє iнтегральне значення
qx0(r) скiнченне для м.в. r ∈ (0, d0), d0 = dist(x0, ∂D). Гомеоморфiзм
f : D → Rn є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом в точцi x0 ∈ D тодi i
тiльки тодi, коли для будь-яких 0 < r1 < r2 < d0
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Mp (∆(fS1, fS2, fD)) ⩽
ωn−1(

r2∫
r1

dr

r
n−1
p−1 q

1
p−1
x0

(r)

)p−1 ,

де S1 та S2 — сфери S(x0, r1) i S(x0, r2) (див. теорему 2.3 в [24]).

2. Спотворення образу кулi

Задача про спотворення площ при квазiконформних вiдображеннях
вперше зустрiчається в роботi Б. Боярського, див. [35]. Низку резуль-
татiв в цьому напрямку одержано в роботах [1], [3], [7], [9].

Вперше верхня оцiнка площi образу круга при квазiконформних вiдо-
браженнях зустрiчається у монографiї М.О. Лаврентьєва, див [37]. У
монографiї [2], див. твердження 3.7, отримано уточнення нерiвностi
Лаврентьєва у термiнах кутової дилатацiї. Також ранiше у роботах [38]
та [39] були отриманi верхнi оцiнки спотворення площi круга для кiль-
цевих та нижнiх Q-гомеоморфiзмiв. В.I. Круглiковим була отримана
оцiнка мiри образу кулi для вiдображень квазiконформних в середньо-
му в Rn, n ⩾ 2 (див. лему 9 в [36]). У роботi [24] були отриманi верхнi
оцiнки мiри образу кулi в Rn, n ⩾ 2, при кiльцевих Q-гомеоморфiзмах
для випадку 1 < p ⩽ n.

Нижче наведено нижнi оцiнки об’єму образу кулi при кiльцевих Q-
гомеоморфiзмах вiдносно p-модуля в Rn для p > n, n ⩾ 2.

Теорема 2.1 ([30]). Нехай D — обмежена область в Rn i нехай f :
D → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈
D при p > n. Тодi для всiх r ∈ (0, d0) має мiсце оцiнка

m(f(B(x0, r))) ⩾ Ωn

(
p− n
p− 1

)n(p−1)
p−n

 r∫
0

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)


n(p−1)
p−n

,

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn.

Теорема 2.2 ([30]). Нехай D — обмежена область в Rn, n ⩾ 2, i
f : D → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля в точцi
x0 ∈ D при p > n. Припустимо, що функцiя Q задовольняє умову

qx0(t) ⩽ q0 t
−α, q0 ∈ (0,∞) , α ∈ [0,∞) ,

для x0 ∈ D i майже всiх t ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, d0). Тодi при всiх r ∈ (0, ε0)
має мiсце оцiнка
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m(fB(x0, r)) ⩾ Ωn

(
p− n

α+ p− n

)n(p−1)
p−n

q
n

n−p

0 r
n(α+p−n)

p−n ,

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn.

Поклавши α = 0 в теоремi 2.2, одержимо наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Нехай D — обмежена область в Rn i f : D → Rn —
кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈ D при p > n
i qx0(t) ⩽ q0, 0 < q0 <∞, для м.в. t ∈ (0, d0). Тодi має мiсце оцiнка

m(fB(x0, r)) ⩾ q
n

n−p

0 Ωn r
n

для всiх r ∈ (0, d0) .

Теорема 2.4 ([30]). Нехай f : D → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм
вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈ D при p > n. Припустимо, що функцiя
Q : D → [0,∞] задовольняє умову

qx0(t) ⩽ q0

(
ln

1

t

)k(p−1)

tp−n, q0 ∈ (0,∞), k ∈ (1,∞) ,

для м.в. t ∈ (0, δ0), δ0 = min{1, d(x0, ∂D)}. Тодi при всiх r ∈ (0, δ0), має
мiсце оцiнка

m(fB(x0, r)) ⩾ Ωn

(
p− n

(p− 1)(k − 1)

)n(p−1)
p−n

q
n

n−p

0

(
ln

1

r

)− (k−1)n(p−1)
p−n

,

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn.

3. Спотворення площi за Мiнковським

Наведемо деякi означення. Для множини E ⊂ Rn задамо верхнiй
(n− 1)-вимiрний об’єм Мiнковського

M∗n−1(E) = lim
ε→+0

m{x : dist(x;E) < ε}
2 ε

,

i (n− 1)-вимiрний нижнiй об’єм Мiнковського

Mn−1
∗ (E) = lim

ε→+0

m{x : dist(x;E) < ε}
2 ε

.
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У випадку, коли верхнiй i нижнiй об’єми Мiнковського спiвпадають, їх
спiльне значення називається (n − 1)-вимiрним об’ємом Мiнковського
Mn−1(E) (див. [8], c. 294). Вiдомо, що якщо E ⊂ Rn i m(E) <∞, то

Mn−1
∗ (∂E) ⩾ nΩ

1
n
n

(
m(E)

)n−1
n ,

(див. [8], п. 3.2.43, c. 299).
Нехай множина E ⊂ Rn, n ⩾ 2, ∂E — межа множини E, тодi ни-

жньою (n − 1)-вимiрною площею межi ∂E будемо називати (n − 1)-
вимiрний нижнiй об’єм Мiнковського.

Нижче наведено нижнi оцiнки нижньої (n−1)-вимiрної площi образу
сфери при кiльцевих Q-гомеоморфiзмах вiдносно p-модуля у випадку
p > n.

Теорема 3.1 ([30]). Нехай D — обмежена область в Rn, p > n i нехай
f : D → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля в точцi
x0 ∈ D. Тодi для всiх r ∈ (0, d0), d0 = dist(x0, ∂D), має мiсце оцiнка

Mn−1
∗ (fS(x0, r)) ⩾ ωn−1

(
p− n
p− 1

) (n−1)(p−1)
p−n

 r∫
0

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)


(n−1)(p−1)

p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Теорема 3.2 ([30]). Нехай D — обмежена область в Rn i f : D → Rn

— кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈ D при
p > n. Припустимо, що функцiя Q задовольняє умову

qx0(t) ⩽ q0 t
−α, q0 ∈ (0,∞) , α ∈ [0,∞) ,

для м.в. t ∈ (0, d0). Тодi при всiх r ∈ (0, d0) має мiсце оцiнка

Mn−1
∗ (fS(x0, r)) ⩾ ωn−1

(
p− n

α+ p− n

) (n−1)(p−1)
p−n

q
n−1
n−p

0 r
(n−1)(α+p−n)

p−n ,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Наслiдок 3.3. Нехай D — обмежена область в Rn i f : D → Rn —
кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈ D при p > n
i qx0(t) ⩽ q0, 0 < q0 <∞, для м.в. t ∈ (0, d0). Тодi має мiсце оцiнка

Mn−1
∗ (fS(x0, r)) ⩾ q

n−1
n−p

0 ωn−1 r
n−1

для всiх r ∈ (0, d0) .
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Теорема 3.4 ([30]). Нехай f : D → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм
вiдносно p-модуля в точцi x0 ∈ D при p > n. Припустимо, що функцiя
Q : D → [0,∞] задовольняє умову

qx0(t) ⩽ q0

(
ln

1

t

)k(p−1)

tp−n, q0 ∈ (0,∞), k ∈ (1,∞) ,

для м.в. t ∈ (0, δ0), δ0 = min{1, d(x0, ∂D)}. Тодi при всiх r ∈ (0, δ0) має
мiсце оцiнка

Mn−1
∗ (fS(x0, r)) ⩾ q

n−1
n−p

0 ωn−1 c0

(
ln

1

r

)− (k−1)(n−1)(p−1)
p−n

,

де c0 =
(

p−n
(p−1)(k−1)

) (n−1)(p−1)
p−n , S(x0, r) = {x ∈ Rn : |x− x0| = r} та ωn−1

— площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

4. Екстремальнi задачi для функцiоналiв об’єму i площi

Нехай далi Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1}, p > n, q0 ∈ (0,∞), α ∈ [0,∞).
Позначимо через H1 = H(p, q0, α) сiм’ю всiх гомеоморфiзмiв f : Bn →
Rn для яких знайдеться функцiя Q = Qf : Bn → [0,∞] така, що f
є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом у точцi x0 = 0 вiдносно p-модуля,
причому

q(t) =
1

ωn−1 tn−1

∫
St

Q(x) dA ⩽ q0 t
−α

для м.в. t ∈ (0, 1), де St = S(0, t) = {x ∈ Rn : |x| = t} .
Нехай r > 0. Позначимо Br = B(0, r) = {x ∈ Rn : |x| ⩽ r} та роз-

глянемо на класi H1 функцiонал об’єму Vr(f) = m(fBr) i функцiонал
площi за Мiнковським Ar(f) = Mn−1

∗ (fSr) .
Нижче наведено теорему про мiнiмiзацiю функцiоналiв Vr(f) i Ar(f).

Теорема 4.1 ([30]). Для всiх r ∈ [0, 1] справедливi рiвностi

min
f∈H1

Vr(f) = Ωn

(
p− n

α+ p− n

)n(p−1)
p−n

q
n

n−p

0 r
n(α+p−n)

p−n ,

min
f∈H1

Ar(f) = ωn−1

(
p− n

α+ p− n

) (n−1)(p−1)
p−n

q
n−1
n−p

0 r
(n−1)(α+p−n)

p−n ,

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn, ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1

в Rn.
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Наведемо гомеоморфiзм f1 ∈ H1, на якому реалiзуються мiнiмуми
функцiоналiв Vr(f) i Ar(f). Нехай f1 : Bn → Rn, де

f1(x) =

q
1

n−p

0

(
p−n

α+p−n

) p−1
p−n |x|

α+p−n
p−n x

|x| , x ̸= 0

0, x = 0 .

Легко перевiрити, що за твердженням 1.1, гомеоморфiзм f1 є кiльцевим
Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля при p > n з функцiєю Q(x) =
q0 |x|−α в точцi x0 = 0.

Зафiксуємо q0 ∈ (0,∞), k ∈ (1,∞), p > n. Позначимо через H2 =
H2(q0, p, k) сiм’ю всiх гомеоморфiзмiв f : Bn → Rn для яких зна-
йдеться функцiя Q = Qf : Bn → [0,∞] така, що f є кiльцевим Q-
гомеоморфiзмом у точцi x0 = 0 вiдносно p-модуля, причому

q(t) ⩽ q0

(
ln

1

t

)k(p−1)

tp−n (4.1)

при м.в. t ∈ (0, 1).
Справедливий наступний результат.

Теорема 4.2 ([30]). Для всiх r ∈ [0, 1) справедливi рiвностi

min
f∈H2

Vr(f) = Ωn

(
p− n

(p− 1)(k − 1)

)n(p−1)
p−n

q
n

n−p

0

(
ln

1

r

)− (k−1)n(p−1)
p−n

,

min
f∈H2

Ar(f) = ωn−1

(
p− n

(p− 1)(k − 1)

) (n−1)(p−1)
p−n

q
n−1
n−p

0

(
ln

1

r

)− (k−1)(n−1)(p−1)
p−n

,

де Ωn — об’єм одиничної кулi в Rn, ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1

в Rn.

Наведемо гомеоморфiзм f ∈ H2, на якому реалiзується мiнiмум
функцiоналiв Vr(f) i Ar(f). Нехай f2 : Bn → Rn, де

f2(x) =

q
1

n−p

0

(
p−n

(p−1)(k−1)

) p−1
p−n

(
ln 1

|x|

)− (k−1)(p−1)
p−n x

|x| , x ̸= 0

0, x = 0 .
(4.2)

Згiдно твердження 1.1, гомеоморфiзм f2 є кiльцевим Q-
гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля при p > n з функцiєю

Q(x) = q0

(
ln 1

|x|

)k(p−1)
|x|p−n в точцi x0 = 0.
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5. Поведiнка на нескiнченностi

У цьому пунктi наведемо результати наших статей [32], [33] про асим-
птотичну поведiнку на нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiд-
носно p-модуля при p > n, див. також [17], [31]. Випадок p = n до-
слiджено в роботi [34]. Нехай x0 ∈ Rn, R > 0 та для гомеоморфiзму
f : Rn → Rn покладемо

L(x0, f, R) = max
|x−x0|=R

|f(x)− f(x0)| .

Справедливе наступне твердження.

Теорема 5.1 ([33]). Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм
вiдносно p-модуля в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn.
Якщо для деяких чисел c > 0, 0 ⩽ κ ⩽ p, r0 > 0 виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x)ψp(|x− x0|) dm(x) ⩽ c Iκ(r0, R) ∀R > r0 ,

де ψ(t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+∞) така, що

0 < I(r0, R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R) I
κ−p
p−n (r0, R) ⩾

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Поклавши в теоремi 5.1 κ = n, отримаємо наступний наслiдок.

Наслiдок 5.2. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiд-
носно p-модуля в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn. Якщо
для деяких чисел c > 0, r0 > 0 виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x)ψp(|x− x0|) dm(x) ⩽ c In(r0, R) ∀R > r0 ,

де ψ(t) — невiд’ємна вимiрна за Лебегом функцiя на (0,+∞) така, що
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0 < I(r0, R) =

R∫
r0

ψ(t) dt <∞ ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R)

I(r0, R)
⩾

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Наслiдок 5.3. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiд-
носно p-модуля в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn. Якщо
для деяких чисел c > 0, 0 ⩽ κ ⩽ p, r0 > 1 виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p
⩽ c lnκR ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R)

(lnR)
p−κ
p−n

⩾

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Наслiдок 5.4. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiд-
носно p-модуля в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn, r0 > e.
Якщо для деяких чисел c > 0, 0 ⩽ κ ⩽ p виконується умова∫

A(x0,r0,R)

Q(x) dm(x)

|x− x0|p lnp |x− x0|
⩽ c (ln lnR)κ ∀R > r0 ,

то

lim
R→∞

L(x0, f, R)

(ln lnR)
p−κ
p−n

⩾

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n (ωn−1

c

) 1
p−n

,

де ωn−1 — площа одиничної сфери Sn−1 в Rn.

Нижче наведено точнi оцiнки порядку росту на нескiнченностi.

Теорема 5.5 ([33]). Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм
вiдносно p-модуля в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn.
Тодi для всiх чисел r0 > 0 виконується оцiнка
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lim
R→∞

L(x0, f, R)

 R∫
r0

dt

t
n−1
p−1 q

1
p−1
x0 (t)

− p−1
p−n

⩾

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n

> 0 ,

де qx0(t) = 1
ωn−1 tn−1

∫
S(x0, t)

Q(x) dA — середнє iнтегральне значення по

сферi S(x0, t) = {x ∈ Rn : |x− x0| = t}, ωn−1 — площа одиничної сфери
Sn−1 в Rn.

Наслiдок 5.6. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiд-
носно p-модуля в точцi x0 при p > n, де x0 — деяка точка в Rn i для
деяких чисел r0 > 0, K > 0 виконується умова

qx0(t) ⩽ K tα

для м.в. t ∈ [r0,+∞). Якщо α ∈ [0, p− n), тодi

lim
R→∞

L(x0, f, R)

R
p−n−α
p−n

⩾ K
1

n−p

(
p− n

p− n− α

) p−1
p−n

> 0 .

Якщо α = p− n, тодi

lim
R→∞

L(x0, f, R)

(lnR)
p−1
p−n

⩾ K
1

n−p

(
p− n
p− 1

) p−1
p−n

> 0 .

Приклад 5.7. Нехай f3 : Rn → Rn, α ∈ [0, p− n), де

f3(x) =

K
1

n−p

(
p−n

p−n−α

) p−1
p−n |x|

p−n−α
p−n x

|x| , x ̸= 0

0, x = 0 .

Легко бачити, що

lim
R→∞

max
|x|=R

|f3(x)|

R
p−n−α
p−n

= K
1

n−p

(
p− n

p− n− α

) p−1
p−n

.

Згiдно твердження 1.1, гомеоморфiзм f3 є кiльцевим Q-
гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля при p > n з функцiєю Q(x) = K |x|α
в точцi x0 = 0.

Покладаючи α = 0 в наслiдку 5.6, отримаємо ще один наслiдок.
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Наслiдок 5.8. Нехай f : Rn → Rn — кiльцевий Q-гомеоморфiзм вiд-
носно p-модуля в точцi x0 при p > n i для деяких чисел r0 > 0, K > 0
виконується умова

qx0(t) ⩽ K

для м.в. t ∈ [r0,+∞). Тодi має мiсце оцiнка

lim
R→∞

L(x0, f, R)

R
⩾ K

1
n−p > 0 .

Лiтература

[1] K. Astala. Area distortion of quasiconformal mappings. Acta Math., 173:37–60, 1994.
[2] B. Bojarski, V. Gutlyanskii, O. Martio, V. Ryazanov. Infinitesimal Geometry of

Quasiconformal and Bi-Lipschitz Mappings in the Plane. EMS Press, 2013. doi:
10.4171/122.

[3] B. Bojarski, T. Iwaniec. Analytical foundations of the theory of quasiconformal
mappings in Rn. Ann. Acad.Sci. Fenn. Ser. A I Math., 8(2):257–324, 1983.

[4] M. Cristea. Local homeomorphisms satisfying generalized modular inequalities.
Complex Variables and Elliptic Equations, 59(10):1363–1387, 2014. doi:10.1080/
17476933.2013.845176.

[5] M. Cristea. Some properties of open discrete generalized ring mappings. Complex
Variables and Elliptic Equations, 61(5):623–643, 2016. doi:10.1080/17476933.
2015.1108311.

[6] M. Cristea. Eliminability results for mappings satisfying generalized modular
inequalities. Complex Variables and Elliptic Equations, 64(4):676–684, 2019. doi:
10.1080/17476933.2018.1477768.

[7] A. Eremenko, D. H. Hamilton. On the area distortion by quasiconformal mappings.
Proc. Amer. Math. Soc., 123:2793–2797, 1995.

[8] H. Federer. Geometric measure theory. Springer Verlag Berlin, 1969.
[9] F. W. Gehring, E. Reich. Area distortion under quasiconformal mappings. Ann.

Acad. Sci. Fenn. Ser. A I Math, 388:1–15, 1966.
[10] A. Golberg. Differential properties of (α,Q)-homeomorphisms. Further Progress in

Analysis, Proc. 6th ISAAC Congr., pages 218–228, 2009.
[11] A. Golberg. Integrally quasiconformal mappings in space. Збiрник праць Iн-ту

математики НАН України, 7(2):53–64, 2010.
[12] A. Golberg, R. Salimov. Logarithmic Holder continuity of ring homeomorphisms

with controlled p-module. Complex Variables and Elliptic Equations, 59(1):91–98,
2014.

[13] A. Golberg, R. Salimov, E. Sevost’yanov. Distortion estimates under mappings with
controlled p-module. Ann. Univ. Bucharest, Ser.Math, 5 (LXIII):95–114, 2014.

[14] A. Golberg, R. Salimov, E. Sevost’yanov. Singularities of discrete open mappings
with controlled p-module. Journal d'Analyse Mathématique, 127(1):303–328, 2015.
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Про деякi властивостi розв’язкiв
нелiнiйної системи типу
Кошi-Рiмана-Бельтрамi

Р. Р. Салiмов, М. В. Стефанчук

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. Paper is devoted to investigation of the asymptotic and
extremal properties of regular homeomorphic solutions of the nonlinear
Cauchy-Riemann-Beltrami type system.

Анотацiя. Робота присвячена дослiдженню асимптотичних та екстре-
мальних властивостей регулярних гомеоморфних розв’язкiв нелiнiйної
системи типу Кошi-Рiмана-Бельтрамi.

1. Вступ

Нехай G — область у комплекснiй площинi C, тобто зв’язна та вiдкри-
та пiдмножина C, i нехай µ : G→ C — вимiрна функцiя з |µ(z)| < 1 м.с.
(майже скрiзь) в G. Нагадаємо, що рiвнянням Бельтрамi називається
рiвняння вигляду

fz = µ(z)fz , (1.1)
де fz = 1

2(fx + ify), fz = 1
2(fx − ify), z = x + iy, fx i fy — частиннi

похiднi вiдображення f по x i y, вiдповiдно. Функцiя µ називається
комплексним коефiцiєнтом, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

дилатацiйним вiдношенням рiвняння (1.1). Рiвняння Бельтрамi (1.1)
називається виродженим, якщо Kµ є суттєво необмеженою, тобто Kµ /∈
L∞(G). Теореми iснування гомеоморфних розв’язкiв класу Соболєва
W 1,1

loc були недавно доведенi методом модулiв для багатьох вироджених

2010 Mathematics Subject Classification: 30C62; 31A15
УДК 517.54; 517.12
Ключовi слова: рiвняння Бельтрамi, регулярний гомеоморфний розв’язок

рiвняння
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рiвнянь Бельтрамi, див., наприклад, монографiї [6], [9], а також огляди
[5], [13].

Нехай σ : G→ C — вимiрна функцiя i m ⩾ 0. Розглянемо у полярнiй
системi координат (r, θ) наступне рiвняння:

fr = σ(reiθ) |fθ|m fθ, (1.2)

де fr i fθ — частиннi похiднi вiдображення f по r i θ, вiдповiдно. Заува-
жимо, якщо z (σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1) ̸= 0, то, враховуючи формули

rfr = zfz + zfz , fθ = i(zfz − zfz) ,

рiвняння (1.2) можна записати у комплекснiй формi:

fz =
z

z

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m − 1

σ(z) |z| i|zfz − zfz|m + 1
fz. (1.3)

Вiдмiтимо, що подiбнi нелiнiйнi рiвняння зустрiчаються у роботi [4],
див. теорему 5.7.

При m = 0 рiвняння (1.3) зводиться до звичайного рiвняння Бель-
трамi (1.1) з комплексним коефiцiєнтом

µ(z) =
z

z

σ(z) |z| i− 1

σ(z) |z| i+ 1
.

Якщо у (1.3) покласти m = 0 i σ = −i/|z| , то ми приходимо до вiдомої
системи Кошi-Рiмана.

При m > 0 рiвняння (1.3) є частковим випадком загальної нелiнiй-
ної комплексної системи рiвнянь (7.33), п. 7.7 в [1]. Всюди далi будемо
вважати, що m > 0.

Нелiнiйне рiвняння (1.3) є частковим випадком нелiнiйної системи
двох дiйсних рiвнянь у частинних похiдних див. (1) у [16], [14], див.
також [15]. Вiдмiтимо, що нелiнiйнi системи рiвнянь у частинних по-
хiдних зараз, як i ранiше, вивчаються у рiзноманiтних аспектах, див.,
наприклад, [1], [4], [16], [14], [15], [2], [3].

Нагадаємо деякi означення. Вiдображення f : G→ C називається ре-
гулярним у точцi z0 ∈ G, якщо в цiй точцi f має повний диференцiал
i його якобiан Jf = |fz|2−|fz̄|2 ̸= 0 (див., наприклад, I. 1.6 в [8]). Гомео-
морфiзм f класу Соболєва W 1,1

loc називається регулярним, якщо Jf > 0
м.с. Регулярним гомеоморфним розв’язком рiвняння (1.3) будемо нази-
вати регулярний гомеоморфiзм f : G → C, який м.с. у G задовольняє
рiвняння (1.3).

Всюди далi будемо вважати, що

Br = {z ∈ C : |z| ⩽ r} , γr = {z ∈ C : |z| = r} , B = {z ∈ C : |z| < 1}.
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2. Степенева асимптотика

У даному роздiлi наведено ряд теорем про асимптотичну поведiнку
степеневого характеру регулярних гомеоморфних розв’язкiв рiвняння
вигляду (1.3), див. [3], [11].

Теорема 2.1 ([3]). Нехай f : B → B — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Припустимо, що коефiцiєнт σ : B→ C задовольняє наступну умову

lim inf
r→0

 1

πr2

∫∫
Br

dxdy

|z|
(

Imσ(z)
) 1

m+1


m+1

⩽ σ0 <∞ .

Тодi

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

⩽ cm σ
1
m
0 <∞ ,

де cm — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m.

Теорема 2.2 ([11]). Нехай f : B→ B — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деяких чисел λ > 1, τ > 0 i C0 > 0 виконується умова

ετ
λε∫
ε

dr(
1

2πr

∫
γr

(
Imσ(z)

)− 1
m+1

ds

)m+1 ⩾ C0

для довiльного ε ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 1λ

)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

τ
m

⩽ C
− 1

m
0 m− 1

m .

Теорема 2.3 ([11]). Нехай f : B→ B — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деяких чисел A > 1 i c0 > 0 виконується умова 1

2πr

∫
γr

(
Imσ(z)

)− 1
m+1

ds

m+1

⩽ c0 r
A

для м.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

⩽ ν0 ,
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де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, c0 i A.

Теорема 2.4 ([11]). Нехай f : B→ B — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0,
α > 2

m . Якщо виконується умова

J =

∫
Br0

dxdy

|z|α(m+1)
(

Imσ(z)
)α <∞

для деякого r0 ∈
(
0, 12
)
, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|κ

⩽ ν0J
1

αm ,

де κ = 1− 2
αm i ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i α.

3. Логарифмiчна асимптотика

У даному роздiлi наведено ряд теорем про асимптотичну поведiнку
логарифмiчного характеру регулярних гомеоморфних розв’язкiв рiв-
няння (1.3), див. [12].

Теорема 3.1 ([12]). Нехай f : B→ C — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деяких чисел c0 > 0, κ ∈

[
0, m+2

m+1

)
виконується умова∫

A(0, ε1, ε2)

dxdy

|z|
2m+3
m+1

(
Imσ(z)

) 1
m+1

⩽ c0

(
ln
ε2
ε1

)κ

для будь-яких 0 < ε1 < ε2 < ε0, ε0 ∈ (0, 1), то

lim inf
z→0

|f(z)|
(

ln
1

|z|

)m+2−κ(m+1)
m

⩽ ν0c
m+1
m

0 <∞ ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m i κ.

Теорема 3.2 ([12]). Нехай f : B→ C — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деякого r0 ∈ (0, 1) виконується умова

I0 =

∫
Br0

dxdy

|z|
2(m+1)

m

(
Imσ(z)

) 2
m

<∞,
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то

lim inf
z→0

|f(z)|
(

ln
1

|z|

)m+2
2m

⩽ ν0
√
I0,

де ν0 — додатня стала, яка залежить тiльки вiд m.

Теорема 3.3 ([12]). Нехай f : B→ C — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деякого числа M0 > 0 виконується умова∫

Bε0

dxdy

|z|
2m+3
m+1

(
Imσ(z)

) 1
m+1

⩽M0

для деякого ε0 ∈ (0, 1), то

lim inf
z→0

|f(z)|
(

ln
1

|z|

)m+2
m

⩽ ν0M
m+1
m

0 <∞ ,

де ν0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m.

4. Функцiональна асимптотика

У даному роздiлi наведено ряд теорем про функцiональну асимптоти-
ку регулярних гомеоморфних розв’язкiв нелiнiйної системи (1.3), див.
[10].

Теорема 4.1 ([10]). Нехай f : B→ C — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0. Тодi
для деякого ε0 ∈ (0, 1) виконується умова

lim inf
z→0

|f(z)|

 ε0∫
|z|

dt

Im,σ(t)


1
m

⩽ c0 <∞,

де Im,σ(t) =

(∫
γt

ds

|z|(Imσ(z))
1

m+1

)m+1

i c0 = (2π)−
m+1
m m− 1

m .

З теореми 4.1 випливають наступнi твердження.

Теорема 4.2 ([10]). Нехай f : B→ C — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0 i
Imσ(reiθ) ⩾ λ(r) для м.в. r ∈ (0, ε0), ε0 ∈ (0, 1), де λ(r) : [0, 1) →



Про деякi властивостi розв’язкiв нелiнiйної системи ... 215

[0,∞) — вимiрна функцiя. Тодi

lim inf
z→0

|f(z)|

 ε0∫
|z|

λ(t) dt


1
m

⩽

(
1

m

) 1
m

<∞.

Наслiдок 4.3 ([10]). Нехай f : B → C — регулярний гомеоморфний
розв’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0
i для деяких чисел q > 0, α ⩾ 1 та ε0 ∈ (0, 1)

Im,σ(t) =

∫
γt

ds

|z|
(

Imσ(z)
) 1

m+1


m+1

⩽ q tα

для м.в. t ∈ (0, ε0). Тодi при α = 1

lim inf
z→0

|f(z)|
(

ln
1

|z|

) 1
m

⩽ c0 q
1
m <∞,

а при α > 1

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

α−1
m

⩽ c0 q
1
m (α− 1)

1
m <∞,

де c0 = (2π)−
m+1
m m− 1

m .

Позначимо:
e1 = e, e2 = ee, ..., ek+1 = eek ,

ln1 t = ln t, ln2 t = ln ln t, ..., lnk+1 t = ln lnk t,

де k ⩾ 1 — натуральнi числа.

Теорема 4.4 ([10]). Нехай f : B→ C — регулярний гомеоморфний роз-
в’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деяких чисел q > 0 i ε0 ∈ (0, 1

en
)

Im,σ(t) =

∫
γt

ds

|z|
(

Imσ(z)
) 1

m+1


m+1

⩽ q t ln1
1

t
ln2

1

t
... lnn

1

t

для м.в. t ∈ (0, ε0), то

lim inf
z→0

|f(z)|
(

lnn+1
1

|z|

) 1
m

⩽ c0 q
1
m <∞,

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз теореми 4.1.
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Наслiдок 4.5 ([10]). Нехай f : B → C — регулярний гомеоморфний
розв’язок рiвняння (1.3) класу Соболєва W 1,2

loc з нормуванням f(0) = 0.
Якщо для деяких чисел q > 0, α > 0 i ε0 ∈ (0, 1)

Im,σ(t) =

∫
γt

ds

|z|
(

Imσ(z)
) 1

m+1


m+1

⩽ q tα+1e−
1
tα

для м.в. t ∈ (0, ε0), то

lim inf
z→0

|f(z)| e
1

m|z|α ⩽ c0(qα)
1
m <∞,

де c0 — додатна стала, яка залежить тiльки вiд m, iз теореми 4.1.

5. Екстремальнi задачi

У цьому роздiлi наведено деякi екстремальнi задачi на класi регуляр-
них розв’язкiв системи (1.3), див. [11], [17], [12], [18].

Нехай A > 1, c0 > 0 i H — множина всiх регулярних гомеоморфi-
змiв f : B→ B класу Соболєва W 1,2

loc , якi задовольняють рiвнянню (1.3),
f(0) = 0 i  1

2πr

∫
γr

(
Imσ(z)

)− 1
m+1

ds

m+1

⩽ c0 r
A

для м.в. r ∈ [0, 1).
У наступнiй теоремi дається точна верхня оцiнка степеневого типу

площi образу круга, яка є аналогом вiдомого результату М. О. Лаврен-
тьєва (1962), див. [15].

Теорема 5.1 ([11]). Якщо f ∈ H i r ∈ [0, 1), то справедлива точна
оцiнка

|f(Br)| ⩽ π

(
m

c0(A− 1)rA−1
+ 1− m

c0(A− 1)

)− 2
m

.

Знак рiвностi досягається на вiдображеннi

f∗(z) =


(

m
c0(A−1)|z|A−1 + 1− m

c0(A−1)

)− 1
m z

|z| , якщо z ̸= 0,

0, якщо z = 0.
(5.1)

Попередня теорема дозволяє нам також отримати екстремальний
аналог степеневого типу леми Iкоми-Шварца, див. теорему 2 в [7].
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Теорема 5.2 ([11]). Якщо f ∈ H, то справедлива точна оцiнка

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

A−1
m

⩽

(
c0(A− 1)

m

)1/m

.

Знак рiвностi досягається на вiдображеннi виду (5.1).

Наслiдок 5.3 ([11]). Якщо A = m+ 1, то

lim inf
z→0

|f(z)|
|z|

⩽ c
1/m
0 .

Знак рiвностi досягається на вiдображеннi

f∗(z) =


(

c0
1+c0|z|m−|z|m

) 1
m
z , якщо z ̸= 0,

0, якщо z = 0.

Нехай q > 0, 0 < m < 2 i H — множина всiх регулярних гомеоморфi-
змiв f : B → B класу Соболєва W 1,2

loc , якi задовольняють рiвняння (1.3)
м.с., f(0) = 0 i ∫

γr

ds

|z|
(

Imσ(z)
) 1

m+1


m+1

⩽ q r

для м.в. r ∈ [0, 1).
Наступна теорема дає точну верхню оцiнку логарифмiчного типу

площi образу круга.

Теорема 5.4 ([17]). Для всiх r ∈ [0, 1) справедлива рiвнiсть

max
f∈H
|fBr| = π

(
1 +

m

q
ln

1

r

)− 2
m

.

При цьому максимум функцiоналу досягається на вiдображеннi

f∗(z) =


(

1 + m
q ln 1

|z|

)− 1
m z

|z| , якщо z ̸= 0,

0, якщо z = 0.
(5.2)

Наступне твердження є екстремальним аналогом логарифмiчного ти-
пу леми Iкоми-Шварца.

Теорема 5.5 ([12]). Для будь-якого вiдображення f ∈ H справедлива
нерiвнiсть

lim inf
z→0

|f(z)|
(

ln
1

|z|

) 1
m

⩽
( q
m

) 1
m
.
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При цьому, знак рiвностi досягається на вiдображенi на вiдображеннi
(5.2).

Нехай q > 0, α > 0 i H – множина всiх регулярних гомеоморфiзмiв
f : B → B класу Соболєва W 1,2

loc (B), якi задовольняють рiвняння (1.3)
м.с., f(0) = 0 i

Imσ(z) ⩾ q|z|−α−1e
1

|z|α

для м.в. z ∈ B.
У наступнiй теоремi дається точна верхня оцiнка експоненцiального

типу площi образу круга.

Теорема 5.6 ([18]). Для всiх r ∈ (0, 1) справедлива рiвнiсть

max
f∈H
|f(Br)| = π

(
1 + β

(
e

1
rα − e

))− 2
m
,

де β = qm
α , при цьому максимум функцiоналу досягається на вiдобра-

женнi

f∗(z) =


(

1 + β
(
e

1
|z|α − e

))− 1
m z

|z| , якщо z ̸= 0,

0, якщо z = 0.
(5.3)

Нижче знайдено максимум функцiоналу lr(f) = min
|z|= r

|f(z)| на класi

H.

Наслiдок 5.7 ([18]). Для всiх r ∈ (0, 1) справедлива рiвнiсть

max
f∈H

lr(f) =
(

1 + β
(
e

1
rα − e

))− 1
m
, (5.4)

де β = qm
α , при цьому максимум функцiоналу досягається на вiдобра-

женнi (5.3).

Наступне твердження є екстремальним аналогом експоненцiального
типу вiдомої леми Iкоми–Шварца, див. [7].

Наслiдок 5.8 ([18]). Для будь-якого вiдображення f ∈ H виконується
нерiвнiсть

lim inf
z→0

|f(z)| e
1

m|z|α ⩽

(
α

qm

) 1
m

.

При цьому, знак рiвностi досягається на вiдображеннi (5.3).
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Деякi екстремальнi задачi
на рiмановiй сферi

А. Л. Таргонський

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. In this paper we consider some results obtained in joint publi-
cations with O.K. Bakhtin. In particular, one result for an invariant ”sum
type” functional and a result for n-ray system of points are proposed.

Анотацiя. В данiй роботi ми розглядаємо деякi результати отриманi
у спiльних публiкацiях з О.К. Бахтiним. Зокрема, один результат для
iнварiантного функцiоналу "типу суми" та результат для n-променевої
системи точок на променях.

1. Екстремальна задача для одного iнварiантного
функцiоналу

Нехай N i R – множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, C –
комплексна площина, C = C

⋃
{∞} – її одноточкова компактифiкацiя,

R+ = (0,∞).

Означення 1.1. Системою неперетинних областей (с. н. о.) будемо
називати скiнчений набiр {Bk}nk=1 , n ≥ 2, довiльних областей будь-
якої зв’язностi таких, що Bk ⊂ C, Bk

⋂
Bm = ∅ при всiх k ̸= m.

Позначимо через Σ3 довiльний набiр попарно рiзних трiйок точок
{ak}3k=1 ⊂ C.

Очевидно, що iснує дробово-лiнiйне перетворення TΣ3 таке, що
трiйка точок набору Σ3 переходить у трiйку фiксованих точок
exp

{
i2π3 (k − 1)

}
, k = 1, 2, 3.

2010 Mathematics Subject Classification: 30C70, 30C75
УДК 517.54
Ключовi слова: внутрiшнiй радiус областi, квадратичний диференцiал, подiляюче

перетворення, функцiя Грiна, променева система точок, логарифмiчна ємнiсть
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Нехай

Ek =

{
w :

2π

3
(k − 1) < argw <

2π

3
k

}
, k = 1, 2, 3. (1.1)

Функцiя
φk = (−1)kiw

3
2 (1.2)

однолисто вiдображає область Ek на праву пiвплощину при k = 1, 2, 3.

Означення 1.2. Будемо говорити, що с. н. о. {Bk}3k=1 задовольняє
умову узагальненої опуклостi вiдносно точок набору Σ3, якщо ak ∈ Bk

при k = 1, 2, 3 та iснують горизонтальнi прямi Pk := {w : Imw = ck} ,
ck ∈ R, вiдносно яких образи зв’язних компонент, при вiдображеннi
(1.2) областей TΣ3 (Bk) ∩ Ek, TΣ3 (Bk+1) ∩ Ek при k = 1, 2, 3 (тут по-
значено B4 := B1) мiстять образи точок exp

{
i2π3 (k − 1)

}
, exp

{
i2π3 k

}
,

якi лежать у рiзних пiвплощинах.

Задача 1.3. Для точок Σ3 та довiльної с. н. о. {Bk}3k=1, яка задоволь-
няє умову узагальненої опуклостi вiдносно точок Σ3, розглядається за-
дача по визначенню максимуму функцiоналу

J3 =
r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2
+
r (B1, a1) r (B3, a3)

|a1 − a2|2
+
r (B2, a2) r (B3, a3)

|a2 − a3|2
,

де r (B, a) – внутрiшнiй радiус областi B вiдносно точки a [1,5,6,9]. За-
уважимо, що функцiонал J3 є iнварiантним вiдносно довiльних дробово-
лiнiйних вiдображень комплексної площини на себе.

Пiд час розв’язування цiєї задачi використовується поняття квадра-
тичного диференцiалу, з яким можна ознайомитися у першоджерелi [4].
Подiбного типу задачi розглянутi у роботах [1–3,5].

Теорема 1.4. Для довiльної с. н. о. {Bk}3k=1, яка задовольняє умову
узагальненої опуклостi вiдносно точок Σ3, справедлива нерiвнiсть

J3 =
r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2
+
r (B1, a1) r (B3, a3)

|a1 − a2|2
+
r (B2, a2) r (B3, a3)

|a2 − a3|2
≤ 4

3
.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, зокрема, тодi, коли то-
чки ak та областi Bk є вiдповiдно полюсами та круговими областями
квадратичного диференцiалу

Q(w)dw2 = − w

(w3 − 1)2
dw2.

Доведення. При доведеннi цiєї теореми будемо використовувати ме-
тод подiляючого перетворення, розробленого В.М. Дубiнiним (див. на-
приклад, [1, 5, 6]).
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Нехай кути Ek визначенi формулами (1.1), а функцiї φk формулами
(1.2).

Легко бачити, що∣∣∣∣φk(w)− φk

(
exp

{
i
2π

3
(k − 1)

})∣∣∣∣ ∼ 3

2

∣∣∣∣w − exp

{
i
2π

3
(k − 1)

}∣∣∣∣ ,
w → exp

{
i
2π

3
(k − 1)

}
, k = 1, 2, 3; m = k, k + 1. (1.3)

Зрозумiло, що

φk

(
exp

{
i
2π

3
(k − 1)

})
= −i, φk

(
exp

{
i
2π

3
k

})
= i, k = 1, 2, 3.

Результат подiляючого перетворення областi Bk, k = 1, 2, 3, вiдносно
сiмейства функцiй {φk−1, φk} позначимо

{
G

(2)
k−1, G

(1)
k

}
, де G(2)

0 := G
(2)
3 ,

φ0 := φ3. Набори областей
{
G

(1)
k , G

(2)
k

}
є системами попарно непере-

тинних багатозв’язних областей, якi мiстяться у рiзних пiвплощинах
вiд прямої Pk, k = 1, 2, 3.

Iз теорем робiт [1, 5, 6] та рiвностей (1.3) для k = 1, 2, 3 отримаємо

r

(
Bk, exp

{
i
2π

3
(k − 1)

})
≤

r
(
G

(2)
k−1, i

)
r
(
G

(1)
k ,−i

)
9
4


1
2

. (1.4)

Далi, використовуючи нерiвностi (1.4), отримуємо наступну оцiнку фун-
кцiоналу J3:

J3 ≤
1

9

(√
r
(
G

(2)
3 , i

)
r
(
G

(1)
1 ,−i

)
r
(
G

(2)
1 , i

)
r
(
G

(1)
2 ,−i

)

+

√
r
(
G

(2)
3 , i

)
r
(
G

(1)
1 ,−i

)
r
(
G

(2)
2 , i

)
r
(
G

(1)
3 ,−i

)
+

√
r
(
G

(2)
1 , i

)
r
(
G

(1)
2 ,−i

)
r
(
G

(2)
2 , i

)
r
(
G

(1)
3 ,−i

))
. (1.5)

Застосувавши нерiвнiсть Кошi до спiввiдношення (1.5), одержимо

J3 ≤
1

18

((
r
(
G

(1)
1 ,−i

)
+ r

(
G

(2)
1 , i

))√
r
(
G

(2)
3 , i

)
r
(
G

(1)
2 ,−i

)

+
(
r
(
G

(1)
3 ,−i

)
+ r

(
G

(2)
3 , i

))√
r
(
G

(1)
1 ,−i

)
r
(
G

(2)
2 , i

)
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+
(
r
(
G

(1)
2 ,−i

)
+ r

(
G

(2)
2 , i

))√
r
(
G

(2)
1 , i

)
r
(
G

(1)
3 ,−i

))
. (1.6)

Iз результатiв роботи [3] та з властивостей внутрiшнього радiусу, ви-
пливає справедливiсть наступної нерiвностi

r
(
G

(1)
k ,−i

)
+ r

(
G

(2)
k , i

)
≤ 4, k = 1, 2, 3. (1.7)

Причому функцiонал (
r
(
G

(1)
k ,−i

)
+ r

(
G

(2)
k , i

))
досягає максимуму, рiвного 4, тiльки на двох пiвплощинах, обмежених
прямою Pk, k = 1, 2, 3. Пiдставляючи у (1.6) спiввiдношення (1.7), маємо

J3 ≤
2

9

(√
r
(
G

(2)
3 , i

)
r
(
G

(1)
2 ,−i

)
+

√
r
(
G

(1)
1 ,−i

)
r
(
G

(2)
2 , i

)

+

√
r
(
G

(2)
1 , i

)
r
(
G

(1)
3 ,−i

))
. (1.8)

У свою чергу, використавши у (1.8) нерiвнiсть Кошi, отримаємо вираз

J3 ≤
1

9

(
r
(
G

(1)
1 ,−i

)
+ r

(
G

(2)
1 , i

)
+ r

(
G

(1)
2 ,−i

)
+ r

(
G

(2)
2 , i

)
+r
(
G

(2)
3 , i

)
+ r

(
G

(1)
3 ,−i

))
. (1.9)

Iз спiввiдношень (1.7) i (1.9) остаточно маємо

J3 ≤
4

3
.

Випадок досягнення знаку рiвностi у останнiй нерiвностi перевiряється
стандартним чином. Теорему доведено. □

2. Про добуток внутрiшнiх радiусiв попарно неперетинних
областей та вiдкритих множин

Означення 2.1. Систему точок An := {ak}nk=1 , ak ∈ C\{0} , k = 1, n,
таку, що

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π,

будемо називати променевою системою точок.

Позначимо

Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1} ,

σk :=
1

π
(arg ak+1 − arg ak), k = 1, n,
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arg an+1 := 2π. Зрозумiло, що
n∑

k=1

σk = 2.

Нехай D – довiльна вiдкрита множина в C та a ∈ D. Через D(a)
позначаємо ту зв’язну компоненту множиниD, що мiстить точку a. Для
довiльної променевої системи точок An = {ak} та вiдкритої множини
D, An ⊂ D, через Dk(ap) позначимо ту зв’язну компоненту множини
D(ap)

⋂
Pk (An), що мiстить точку ap, p = k, k + 1, k = 1, n.

Означення 2.2. Будемо говорити, що вiдкрита множина D задоволь-
няє умову неналягання вiдносно променевої систем точок An = {ak} ⊂
D, якщо

Dk(ak)
⋂
Dk(ak+1) = ∅,

при кожному фiксованому k = 1, n, an+1 := a1.

Розглянемо клас променевих систем точок An таких, що

n∏
k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2σk

)
|ak| = 1, (2.1)

χ (t) = 1
2

(
t+ t−1

)
.

Задача 2.3. Потрiбно визначити максимум функцiоналу

In = (r (D, 0) r (D,∞))γ
n∏

k=1

r(D, ak),

де An = {ak}nk=1 – променева система точок, яка задовольняє (2.1), а D
належить деякому класу вiдкритих множин, An ⊂ D, 0 ∈ D, ∞ ∈ D,
γ ∈ R+.

Теорема 2.4. Для довiльного числа γ ∈ R+, довiльної променевої си-
стеми точок An = {ak}nk=1, яка задовольняє рiвнiсть (2.1), та довiль-
ної вiдкритої множини D, 0 ∈ D, ∞ ∈ D, ak ∈ D, k = 1, n, яка задо-
вольняє умову неналягання вiдносно променевої системи точок An, i
такої, що

[D(0) ∩D(∞)]
⋃

[D(0) ∩D(ak)]
⋃

[D(∞) ∩D(ak)] = ∅, k = 1, n,

iснує таке n0(γ) ∈ N, що при кожному n ⩾ n0(γ) виконується нерiв-
нiсть

(r (D, 0) r (D,∞))γ
n∏

k=1

r(D, ak) ≤
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≤
(
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)

∞ ,∞
))γ n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a(0)k i B(0)
0 , B(0)

∞ , B(0)
k (k = 1, n) є вiдповiдно полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiалу

Q(w)dw2 = −
γw2n +

(
n2 − 2γ

)
wn + γ

w2 (wn − 1)2
dw2. (2.2)

Наступний результат, є наслiдком попередньої теореми та доповнює
результати роботи [2].

Наслiдок 2.5. Для довiльного числа γ ∈ R+, довiльної променевої си-
стеми точок An = {ak}nk=1, яка задовольняє рiвнiсть (2.1), та довiль-
ної системи попарно неперетинних областей B0, B∞ i Bk, k = 1, n, для
якої ak ∈ Bk, 0 ∈ B0, ∞ ∈ B∞, iснує таке n0(γ) ∈ N, що при кожному
n ⩾ n0(γ) виконується нерiвнiсть

(r (B0, 0) r (B∞,∞))γ
n∏

k=1

r (Bk, ak) ≤

≤
(
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)

∞ ,∞
))γ n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a(0)k i B(0)
0 , B(0)

∞ , B(0)
k (k = 1, n) є вiдповiдно полюсами та круговими

областями квадратичного диференцiалу (2.2).

Доведення. Позначимо

σ0 = max
k

σk.

Розглянемо спочатку випадок σ0 <
1√
2γ

.

У подальшому будемо використовувати методи робiт [1,7,8]. Для до-
статньо малих t ∈ R+ утворимо множини

E0 = C\D, U t = {w ∈ C : |w| ≤ t} , ∆t =

{
w ∈ C : |w| ≥ 1

t

}
,

Ek(t) = {w ∈ C : |w − ak| ≤ t} , k = 1, n.

Розглянемо конденсатор

C(t,D,An) =
{
E0, U t, ∆t, E1(t), . . . , En(t)

}
,
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зi значеннями 0,
√
γ,
√
γ, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

nраз

. Ємнiстю конденсатора C(t,D,An)

називається величина (див. [1, 7, 8])

capC(t,D,An) = inf

∫ ∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2
]
dxdy,

де нижня межа береться по множинi всiх дiйсних, неперервних та лi-
пшицевих у C функцiй G = G(z) таких, що G = 0 в околi множини
E0, G

∣∣∣
Ut

=
√
γ, G

∣∣∣
∆t

=
√
γ, G

∣∣∣
Ek(t)

= 1, k = 1, n. Модуль конденсатора

|C(t,D,An)| визначається виразом

|C(t,D,An)| = [capC(t,D,An)]−1 .

Аналогiчно роботi [1] визначимо асимптотику модуля конденсатора
C(t,D,An):

|C(t,D,An)| = 1

2π

1

n+ 2γ
log

1

t
+M(D,An) + o(1), t→ 0, (2.3)

де

M(D,An) =
1

2π(n+ 2γ)2

[
γ log r(D, 0)+

+

n∑
k=1

log r(D, ak) +
∑
k ̸=p

gD(ap, ak)

]
(2.4)

i узагальнена функцiя Грiна вiдкритої множини B вiдносно точки a ∈ B
визначається рiвнiстю

gB(z, a) =


gB(a)(z, a), z ∈ B(a),

0, z ∈ C\B(a),

lim
ζ→z

gB(a)(ζ, a), ζ ∈ B(a), z ∈ ∂B(a),

де gB(a)(z, a) – функцiя Грiна областi B(a) вiдносно точки a ∈ B(a).
Розглянемо подiляюче перетворення (див. [1, 7, 8]) конденсатора

C(t,D,An) вiдносно сiмейства кутiв {Pk(An)}nk=1 та сiмейства функцiй
{zk(w)}nk=1, де

zk(w) = (−1)k i
(
e−i arg akw

) 1
σk , k = 1, n.

Справедливi наступнi асимптотичнi представлення

|zk (w)− zk (am)| ∼ 1

σk
|am|

1
σk

−1 |w − am| , w → am,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1, an+1 := a1, (2.5)
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|zk (w)| ∼ |w|
1
σk , w → 0, w →∞.

Розглянемо наступнi конденсатори

Ck(t,D,An) =
(
E

(k)
0 , U

(k)
t , ∆

(k)
t , E

(k)
1 , E

(k)
2

)
,

де
E

(k)
0 = zk

(
E0

⋂
P k

)⋃{
zk

(
E0

⋂
P k

)}∗
,

U
(k)
t = zk

(
U t

⋂
P k

)⋃{
zk

(
U t

⋂
P k

)}∗
,

∆
(k)
t = zk

(
∆t

⋂
P k

)⋃{
zk

(
∆t

⋂
P k

)}∗
,

E
(k)
1 = zk

(
Ek(t)

⋂
P k

)⋃{
zk

(
Ek(t)

⋂
P k

)}∗
,

E
(k)
2 = zk

(
Ek+1(t)

⋂
P k

)⋃{
zk

(
Ek+1(t)

⋂
P k

)}∗
,

k = 1, n, En+1(t) = E1(t), {A}∗ = {w ∈ C : −w ∈ A}.
Кожному конденсатору Ck(t,D,An) поставимо у вiдповiднiсть клас Vk
усiх дiйсних, неперервних та лiпшицевих у C функцiй G = G(z) таких,
що G = 0 в околi множини E

(k)
0 , G

∣∣∣
U

(k)
t

=
√
γ, G

∣∣∣
∆

(k)
t

=
√
γ, G

∣∣∣
E

(k)
p

= 1,

k = 1, n, p = 1, 2.
При подiляючому перетвореннi конденсатору C(t,D,An) вiдповiдає

набiр конденсаторiв {Ck(t,D,An)}nk=1, причому згiдно з роботами [1,7,8]
справедлива нерiвнiсть

capC(t,D,An) ≥ 1

2

n∑
k=1

capCk(t,D,An).

Звiдси безпосередньо отримуємо спiввiдношення

|C(t,D,An)| ≤ 2

(
n∑

l=1

|Ck(t,D,An)|−1

)−1

. (2.6)

Аналогiчно до (2.3) та (2.4), використовуючи (2.5), маємо (див. [1,7,8])

|Ck(t,D,An)| = 1

2π

1

(2 + 2γσk)
log

1

t
+Mk(D,An) + o(1), t→ 0, (2.7)

де

Mk(D,An) =
1

2π

1

(2 + 2γσk)2

[
σ2kγ log

(
r
(
D

(k)
0 , 0

)
r
(
D(k)

∞ ,∞
))

+

+ log
r
(
D

(1)
k , a

(1)
k

)
r
(
D

(2)
k , a

(2)
k

)
1
σk
|ak|

1
σk

−1 1
σk
|ak+1|

1
σk

−1

]
, (2.8)
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zk(ak) =: a
(1)
k , zk(ak+1) =: a

(2)
k , an+1 = a1, k = 1, n,

при цьому D(k)
0 , D(k)

∞ i D(s)
k – об’єднання зв’язних компонент множини

zk
(
D
⋂
P k

)
, якi мiстять вiдповiдно точки 0, ∞ i a(s)k з їх симетричним

вiдображенням вiдносно уявної осi, k = 1, n, s = 1, 2.
Обчислимо асимптотику правої частини нерiвностi (2.6). Для цього

у вiдповiдностi з (2.7) запишемо

|Ck(t,D,An)|−1 =
2π (2 + 2γσk)

log 1
t

−

−

(
2π (2 + 2γσk)

log 1
t

)2

Mk(D,An) + o

(
1

log2 1
t

)
, t→ 0.

Тодi(
n∑

k=1

|Ck(t,D,An)|−1

)−1

=
1

4π (n+ 2γ)
log

1

t
+

+
1

(n+ 2γ)2

n∑
k=1

(1 + γσk)2Mk(D,An) + o(1). (2.9)

Iз спiввiдношень (2.3), (2.6), (2.9) випливає нерiвнiсть

M(D,An) ≤ 2

(n+ 2γ)2

n∑
k=1

(1 + γσk)2Mk(D,An). (2.10)

Враховуючи (2.4) i (2.8), з (2.10) отримуємо

(r(D, 0)r(D,∞))γ
n∏

k=1

r(D, ak) ≤ 2n
n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣ akak+1

∣∣∣∣ 1
2σk

)
|ak|

n∏
k=1

σk×

×
n∏

k=1

{
r
(
D

(1)
k , a

(1)
k

)
r
(
D

(2)
k , a

(2)
k

)
(
|ak|

1
σk + |ak+1|

1
σk

)2 (
r
(
D

(k)
0 , 0

)
r
(
D(k)

∞ ,∞
))γσ2

k

} 1
2

.

Тепер за умов теореми, у свою чергу, отримуємо

(r(D, 0)r(D,∞))γ
n∏

k=1

r(D, ak) ≤ 2n
n∏

k=1

σk× (2.11)

×
n∏

k=1

{
r
(
D

(1)
k , a

(1)
k

)
r
(
D

(2)
k , a

(2)
k

)
(
|ak|

1
σk + |ak+1|

1
σk

)2 (
r
(
D

(k)
0 , 0

)
r
(
D(k)

∞ ,∞
))γσ2

k

} 1
2

.
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Нарештi, враховуючи результати роботи [2], з (2.11) отримуємо

In ≤
(
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)

∞ ,∞
))γ n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=
4n+

2γ
n γ

2γ
n

|n2 − 4γ|
n
2
+ 2γ

n

∣∣∣∣n− 2
√
γ

n+ 2
√
γ

∣∣∣∣2
√
γ

.

У випадку σ0 ≥
1√
2γ

доведення проводиться аналогiчно до вiдповiдного

доведення з роботи [1]. Теорему доведено. □
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σ-моногеннi функцiї в комутативних
алгебрах

В. С. Шпакiвський

Присвячується пам’ятi професора Олександра Бахтiна

Abstract. In finite-dimensional commutative associative algebra, the
concept of σ-monogenic function is introduced. Necessary and suffi-
cient conditions for σ-monogeneity have been established. In some low-
dimensional algebras, with a special choice of σ, the representation of σ-
monogenic functions is obtained using holomorphic functions of a complex
variable. We proposed the application of σ-monogenic functions with val-
ues in two-dimensional biharmonic algebra to representation of solutions
of two-dimensional biharmonic equation.

Анотацiя. В скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi
введено поняття σ-моногенної функцiї. Встановлено необхiднi i доста-
тнi умови σ-моногенностi. В деяких алгебрах малої розмiрностi при
спецiальному виборi σ отримано представлення σ-моногенних функцiй
за допомогою голоморфних функцiй комплексної змiнної. Запропоно-
вано застосування σ-моногенних функцiй зi значеннями у двовимiрнiй
бiгармонiчнiй алгебрi до представлення розв’язкiв двовимiрного бiгар-
монiчного рiвняння.
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1. Узагальнення теорiї аналiтичних функцiй комплексної
змiнної

В 1891 Е. Пiкар [12,13] висловив припущення про можливiсть побудо-
ви теорiї функцiй, подiбної до теорiї аналiтичних функцiй комплексної
змiнної, для наступної системи диференцiальних рiвнянь{

a1ux + b1uy + a2vx + b2vy = A1u+A2v,
c1ux + d1uy + c2vx + d2vy = B1u+B2v,

де ar, br, cr, dr при r = 1, 2, — заданi функцiї вiд x, y. Проте iдея Е. Пi-
кара довгий час залишалася не помiченою.

В 1943 Л. Берс i А. Гелбарт [4] дослiдили так званi Σ-моногеннi функ-
цiї. Тобто, функцiї f(z) = u(x, y)+iv(x, y) комплексної змiнної z = x+iy,
де функцiї u(x, y), v(x, y) задовольняють систему рiвнянь

σ1(x)ux = τ1(y)vy , σ2(x)uy = −τ2(y)vx ,

де σr, τr при r = 1, 2, — заданi додатнi функцiї своїх аргументiв. Вво-
дячи так зване Σ-iнтегрування i Σ-диференцiювання, автори досягли
досить значного успiху у побудовi аналогу теорiї аналiтичних функцiй
комплексної змiнної.

Узагальнюючи теорiю Σ-моногенних функцiй, в 1947 Г. Положий [17]
ввiв p-аналiтичнi функцiї. Такi функцiї породженi системою диферен-
цiальних рiвнянь

ux =
1

p(x, y)
vy , uy = − 1

p(x, y)
vx ,

де p — деяка додатна функцiя вiд x, y. p-аналiтичнi функцiї можуть
бути визначенi iншим чином. А саме, функцiя f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) ≡
u(z) + iv(z) змiнної z = x + iy, яка має неперервнi частиннi похiднi по
x i по y називається p-аналiтичною якщо iснує границя

lim
∆z→0

p(z)∆u+ i∆v

∆z
,

∆u := u(z + ∆z)− u(z), ∆v := v(z + ∆z)− v(z),

яка не залежить вiд способу прямування ∆z до нуля. Для p-аналiтичних
функцiй Положий побудував теорiю функцiй, повнiстю аналогiчну до
аналiтичний функцiй комплексної змiнної: аналоги теореми i форму-
ли Кошi, аналог теореми Лiувiлля, здiйснено класифiкацiю особливих
точок, побудовано теорiю лишкiв i т. д. [19].

Iнше узагальнення аналiтичних функцiй, подiбне до p-аналiтичних
функцiй, було запропоновано в роботi [31]. Там визначено так званi q-
функцiї f̃(z) = ũ(x, y) + iṽ(x, y) змiнної z = x + iy, якi визначаються
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наступною системою рiвнянь

ũx = − 1

q(x, y)
ṽx , ũy = − 1

q(x, y)
ṽy .

У цитованiй роботi вивчено основнi властивостi таких функцiй, отрима-
но iнтегральне представлення q = xk-аналiтичних функцiй тощо. Трохи
пiзнiше, Г. Положий узагальнив поняття p-аналiтичної функцiї i запро-
вадив (p, q)-аналiтичнi функцiї, якi визначаються системою рiвнянь

pux + quy − vy = 0 , −qux + puy + vx = 0,

де p i q — заданi функцiї вiд x, y i p(x, y) > 0 [18, 19]. Крiм того, (p, q)-
аналiтичнi функцiї можна визначити iншим чином. А саме, функцiя
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) змiнної z = x+ iy, яка має неперервнi частиннi
похiднi по x i по y є (p, q)-аналiтичною якщо iснує границя

lim
∆z→0

σ(z)∆u+ i∆v

∆z
, σ := p(x, y) + iq(x, y),

яка не залежить вiд способу прямування ∆z до нуля.
Важливо вiдмiтити, що Г. Положий першим застосував результат

Т. Карлемана про розв’язки системи рiвнянь

Ux − Vy = A1U +A2V, Uy + Vx = B1U +B2V. (1.1)

Вiн показав, що для функцiї F (z) = U(x, y)+ iV (x, y), визначеної систе-
мою рiвнянь (1.1), класифiкацiя особливих точок i поведiнка функцiї
F (z) в їх околах подiбна до поведiнки аналiтичних функцiй компле-
ксної змiнної. Завдяки цьому результату, Г. Положий побудував повну
аналогiю теорiї p-аналiтичних i (p, q)-аналiтичних функцiй з теорiєю
аналiтичних функцiй комплексної змiнної. Зокрема, доведено теорему
зберiгання областi, аналог теореми про неявну функцiю, теорему про
iзольованiсть A-точок (коренi рiвняння f(x) = A, A = const), дано кла-
сифiкацiю особливих точок, а також запровадив поняття iнтеграла та
похiдної по спряженiй змiннiй, побудував аналоги теореми Кошi, фор-
мули Кошi та iнтеграла типу Кошi, побудував теорiю лишкiв тощо.

Детальне вивчення функцiй F (z) = U + iV , визначених системою
рiвнянь (1.1), з точки зору побудови теорiї функцiй, були зробленi у
фундаментальнiй роботi I. Векуа [30].

Iстотний крок в розвитку узагальнень теорiї аналiтичних функцiй
зробив Л. Берс [3]. Нагадаємо основнi поняття. Нехай F (z), G(z) при
z = x+ iy, — двi комплекснозначнi функцiї, визначенi в областi Ω ком-
плексної площини. Пара (F,G) називається генеруючою парою, якщо
частиннi похiднi Fx, Gx, Fy, Gy iснують, задовольняють умову Гельде-
ра i якщо Im(FG) > 0. Функцiя w(z) визначена у пiдобластi D ⊂ Ω
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допускає єдине подання у виглядi

w(z) = ϕ(z)F (z) + ψ(z)G(z)

з дiйсними ϕ i ψ. Функцiя w(z) називається псевдоаналiтичною в D,
якщо в кожнiй точцi z0 ∈ D iснує (i єдина) (F,G)-похiдна:

ẇ(z0) = lim
z→z0

w(z)− ϕ(z0)F (z)− ψ(z0)G(z)

z − z0
. (1.2)

Клас псевдоаналiтичних функцiй замкнений вiдносно додавання, мно-
ження на дiйсну сталу i обмежено збiжний. Для псевдоаналiтичних
функцiй Л. Берс побудував теорiю, подiбну до теорiї аналiтичних фун-
кцiй комплексної змiнної.

Мета даної роботи — узагальнити iдеї Берса i Положого на клас ”ана-
лiтичних” функцiй гiперкомплексної змiнної зi значеннями в комута-
тивнiй асоцiативнiй алгебрi.

Рiзнi пiдходи до узагальнення теорiї аналiтичних функцiй на багато-
вимiрнi простори були зробленi М. Рошкулецем. Зокрема, вiн пробував
розвивати iдею Берса [21].

Професор О. Бахтiн також робив спроби узагальнювати теорiю ана-
лiтичних функцiй комплексної змiнної на багатовимiрнi простори. В ро-
ботах [1, 2] вiн запропонував оригiнальну iдею узагальнення основних
понять комплексного аналiзу. Вiн запровадив поняття векторного моду-
ля i векторного аргумента комплексного числа. Такий пiдхiд дозволив
розповсюдити певнi поняття голоморфних вiдображень на нескiнчен-
новимiрнi простори. Зокрема, професор О. Бахтiн перенiс добре вiдомi
результати для однолистих функцiй з класу S на функцiй, зi значення-
ми у багатовимiрних комплексних просторах.

Напевно, першi спроби побудови гiперкомплексного аналогу теорiї
Берса належать Г. Мальонеку [10]. Вiн розглядав некомутативну асоцi-
ативну алгебру комплексних кватернiонiв (iнша назва — бiкватернiони)
H(C) i функцiї f : Ω→ H(C), де Ω — область в R3. Для таких функцiй
Г. Мальонек визначив узагальнену похiдну в сенсi Берса i запропонував
їх зв’язок з загальними елiптичними системами диференцiальних рiв-
нянь, якi узагальнюють рiвняння Векуа для псевдоаналiтичних фун-
кцiй.

Значних успiхiв в узагальненнi теорiї псевдоаналiтичних функцiй до-
сяг В. Кравченко, який незалежно i у спiвпрацi з iншими вченими ви-
явив новi спiввiдношення та застосування теорiї псевдоаналiтичних i
p-аналiтичних функцiй. Рекомендуємо його монографiю [7] i багато по-
слiдуючих робiт, якi вiдносяться до цiєї тематики. Перш за все, вiн роз-
винув елементи гiперболiчних псевдоаналiтичних функцiй i їх застосу-
вання до розв’язання рiвняння Клейна–Гордона. Також В. Кравченко
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розглянув бiкомплексне узагальнення цiєї теорiї i її застосування до
рiвнянь другого порядку з комплексними коефiцiєнтами таких як рiв-
няння Дiрака. Вiн показав, що з указаною теорiєю пов’язане рiвняння
Дiрака з електромагнiтними i скалярними потенцiалами. Застосуван-
ня до комплексифiкованого стацiонарного рiвняння Шредiнгера див. у
роботi [20]. Наслiдуючи Г. Мальонека, В. Кравченко розвинув теорiю
псевдоаналiтичних функцiй в алгебрi комплексних кватернiонiв.

В кiнцi книги [7], В. Кравченко поставив 5 вiдкритих проблем. В
четвертiй проблемi Кравченко акцентує увагу на необхiдностi побудови
теорiї псевдоаналiтичних функцiй в багатовимiрних просторах.

Ця стаття є спробою розв’язати проблему Кравченка у випадку до-
вiльної скiнченновимiрної комутативної асоцiативної алгебри. Зокрема,
розвиваючи iдеї Берса i Положого, ми вводимо σ-моногеннi функцiї зi
значеннями в довiльнiй скiнченновимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй
алгебрi. У цьому випадку, σ-моногеннi функцiї є узагальненням добре
вивчених моногенних функцiй (тобто неперервних i диференцiйовних
в сенсi Гато) в комутативних асоцiативних алгебрах. Буде встановле-
но необхiднi i достатнi умови σ-моногенностi. В деяких алгебрах малої
розмiрностi при спецiальному виборi σ буде отримано представлення
σ-моногенних функцiй через голоморфнi (аналiтичнi) функцiї компле-
ксної змiнної. Також запропоновано застосування σ-моногенних фун-
кцiй зi значеннями в двовимiрнiй бiгармонiчнiй алгебрi до представле-
ння розв’язкiв двовимiрного бiгармонiчного рiвняння.

2. Моногеннi функцiї в комутативних асоцiативних алгебрах

Нехай A — довiльна n-вимiрна (1 ≤ n <∞) комутативна асоцiативна
алгебра з одиницею над полем комплексних чисел C. Е. Картан [5, с. 33]
довiв, що в A iснує базис {Ik}nk=1 такий, що першi m базисних векторiв
I1, I2, . . . , Im є iдемпотентами, а решта векторiв — Im+1, Im+2, . . . , In є
нiльпотентами. Елемент 1 = I1 + I2 + · · ·+ Im є одиницею алгебри A.

В алгебрi A розглянемо вектори e1, e2, . . . , ed, 2 ≤ d ≤ 2n. Нехай цi
вектори мають наступнi розклади за базисом алгебри:

ej =
n∑

r=1

ajr Ir , ajr ∈ C, j = 1, 2, . . . , d. (2.1)

Скрiзь у цiй роботi ми припускаємо, що хоча б один iз векторiв
e1, e2, . . . , ed оборотний. Це припущення забезпечує єдинiсть σ-похiдної.

Для елемента ζ = x1e1 + x2e2 + · · · + xded , де x1, x2, . . . , xd ∈ R,
комплекснi числа

ξu := x1a1u + x2a2u + · · ·+ xdadu , u = 1, 2, . . . ,m
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є спектром елемента ζ.
В алгебрi A видiлимо лiнiйну оболонку

Ed := {ζ = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xded : x1, x2, . . . , xd ∈ R}

породжену векторами e1, e2, . . . , ed з A.
Суттєвим є наступне припущення: для кожного фiксованого u ∈

{1, 2, . . . ,m} хоча б одне з чисел a1u, a2u, . . . , adu належить C \ R.
Область S простору Rd ми ототожнюватимемо з областю

S := {ζ = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xded : (x1, x2, . . . , xd) ∈ S} в Ed ⊂ A.

Означення 2.1 ([11]). Назвемо неперервну функцiю Φ : Ω → A моно-
генною в областi Ω ⊂ Ed якщо Φ диференцiйовна в сенсi Гато в кожнiй
точцi цiєї областi, тобто якщо для кожного ζ ∈ Ω iснує елемент Φ′(ζ)
алгебри A такий, що справедлива рiвнiсть

lim
ε→0+0

Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)

ε
= hΦ′(ζ) ∀h ∈ Ed . (2.2)

При цьому Φ′(ζ) називається похiдною Гато функцiї Φ в точцi ζ.

Розглянемо розклад функцiї Φ : Ω→ A за базисом {Ik}nk=1:

Φ(ζ) =

n∑
k=1

Uk(x1, x2, . . . , xd) Ik . (2.3)

У випадку, коли функцiї Uk : Ω→ C є R-диференцiйовними в областi
Ω, тобто, якщо для довiльної точки (x1, x2, . . . , xd) ∈ Ω

Uk (x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, . . . , xd + ∆xd)− Uk(x1, x2, . . . , xd)

=

d∑
j=1

∂Uk

∂xj
∆xj + o

√√√√ d∑
j=1

(∆xj)2

 ,
d∑

j=1

(∆xj)
2 → 0 ,

функцiя Φ є моногенною в областi Ω тодi i тiльки тодi, коли виконую-
ться наступнi аналоги умов Кошi–Рiмана в кожнiй точцi областi Ω:

∂Φ

∂xj
e1 =

∂Φ

∂x1
ej для всiх j = 2, 3, . . . , d.

Зауважимо, що розклад резольвенти має вигляд [23]:

(te1 − ζ)−1 =

m∑
u=1

1

t− ξu
Iu +

n∑
s=m+1

s−m+1∑
r=2

Qr,s

(t− ξus)
r Is , (2.4)

∀ t ∈ C : t ̸= ξu , u = 1, 2, . . . ,m,
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де коефiцiєнти Qr,s визначаються наступними рекурентними спiввiдно-
шеннями:

Q2,s = ξs , Qr,s =
s−1∑

q=r+m−2

Qr−1,q Bq, s , r = 3, 4, . . . , s−m+ 1,

Bq,s :=

s−1∑
p=m+1

ξpΥ
p
q,s , p = m+ 2,m+ 3, . . . , n,

зi структурними константами Υs
r,p ∈ C, що визначаються рiвнiстю

IrIs =
∑
p

Υs
r,pIp i натуральними числами us, якi визначаються наступ-

ним правилом:
для кожного натурального m + 1 ≤ s ≤ n iснує єдине натуральне

1 ≤ us ≤ m таке, що для всiх натуральних 1 ≤ r ≤ m:

IrIs =

{
0 if r ̸= us ,

Is if r = us .

З рiвностi (2.4) випливає, що точки (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd, якi вiдповi-

дають необоронтим елементам ζ =
d∑

j=1
xj ej утворюють множину

Lu :

{
x1 Re a1u + x2 Re a2u + · · ·+ xd Re adu = 0,

x1 Im a1u + x2 Im a2u + · · ·+ xd Im adu = 0,
u = 1, 2, . . . ,m

в d-вимiрному просторi Rd.
Скажемо, що область Ω ⊂ Ek є опуклою вiдносно множини напрям-

кiв Lu, якщо Ω мiстить кожен вiдрiзок {ζ1 + α(ζ2 − ζ1) : α ∈ [0, 1]} для
всiх ζ1, ζ2 ∈ Ω таких, що ζ2 − ζ1 ∈ Lu.

Введемо позначення

Du := {ξu = x1a1u + x2a2u + · · ·+ xdadu ∈ C : ζ ∈ Ω} u = 1, 2, . . . ,m.

В наступнiй теоремi отримано конструктивний опис моногенних фун-
кцiй зi значеннями в алгебрi A через голоморфнi функцiї комплексної
змiнної.

Теорема 2.2 ([23,24]). Нехай область Ω ⊂ Ed опукла вiдносно множи-
ни напрямкiв Lu , u = 1, 2, . . . ,m i нехай для всiх u = 1, 2, . . . ,m хоча б
одне з чисел a1u , a2u , . . . , adu належить C \ R. Тодi кожна моногенна
функцiя Φ : Ω→ A подається у виглядi

Φ(ζ) =

m∑
u=1

Iu
1

2πi

∫
Γu

Fu(t)(te1 − ζ)−1 dt+
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+

n∑
s=m+1

Is
1

2πi

∫
Γus

Gs(t)(te1 − ζ)−1 dt, (2.5)

де Fu i Gs — деякi голоморфнi функцiї у вiдповiдних областях Du i Dus ,
а Γq — замкнена жорданова спрямлювана крива в Dq , яка охоплює
точку ξq i не мiстить точокs ξℓ , ℓ, q = 1, 2, . . . ,m при ℓ ̸= q.

При умовах теореми 2.2, iз представлення (2.5) випливає, що кожна
моногенна в областi Ω функцiя Φ є диференцiйовною в сенсi сильної
похiдної, зокрема, в сенсi Лорха [8]. Представлення моногенної функцiї
Φ у виглядi зображення (2.5) єдине. В роботi [23] (а для функцiй, визна-
чених в областях пiдпросторiв E3 — в роботi [24]) доведено, що кожна
моногенна функцiя Φ : Ω → A в довiльнiй областi Ω має r-ту похiдну
Гато Φr, яка є моногенною функцiєю в Ω для всiх r.

Розглянемо приклади представлення (2.5) в деяких комутативних ал-
гебрах малої розмiрностi.

Приклад 2.3. В n-вимiрнiй напiвпростiй алгебрi An з таблицею мно-
ження

· I1 I2 . . . In

I1 I1 0 . . . 0
I2 0 I2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

In 0 0 . . . In

представлення (2.5) моногенної функцiї має такий вигляд [14]:

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 + . . .+ Fn(ξn)In ,

де ζ = ξ1 I1 + ξ2 I2 + · · · ξn In . Зокрема, в алгебрi бiкомплексних чисел
(або комутативних кватернiонiв Сегре) BC = {ζ = ξ1 I1 + ξ2 I2 : ξ1, ξ2 ∈
C} моногенна функцiя має вигляд [9]:

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2. (2.6)

Приклад 2.4. В бiгармонiчнiй алгебрi B з базисом {1, ρ}, ρ2 = 0 пред-
ставлення (2.5) моногенної функцiї має такий вигляд [6]:

Φ(ζ) = F (ξ1) +
[
ξ2F

′(ξ1) + F0(ξ1)
]
ρ, (2.7)

де ζ = ξ1 + ξ2 ρ, ξ1, ξ2 ∈ C.

Приклад 2.5. В 3-вимiрнiй алгебрi A3 з двовимiрним радикалом i та-
блицею множення
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· 1 ρ ρ2

1 1 ρ ρ2

ρ ρ ρ2 0
ρ2 ρ2 0 0

представлення (2.5) моногенної функцiї має вигляд [16]:

Φ(ζ) = F (ξ1) +
[
ξ2F

′(ξ) + F1(ξ1)
]
ρ+

+
[
ξ3F

′(ξ1) +
ξ21
2
F ′′(ξ1) + ξ2F

′
1(ξ1) + F2(ξ1)

]
ρ2, (2.8)

де ζ = ξ1 + ξ2 ρ+ ξ3 ρ
2, ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C.

Приклад 2.6. В 3-вимiрнiй алгебрi A2 з одновимiрним радикалом i
таблицею множення

· I1 I2 ρ

I1 I1 0 0
I2 0 I2 ρ
ρ 0 ρ 0

представлення (2.5) моногенної функцiї має такий вигляд [16]:

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 +
[
ξ3F

′
2(ξ2) + F0(ξ2)

]
ρ,

де ζ = ξ1 I1 + ξ2 I2 + ξ3 ρ, ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C.

В роботi [22] для моногенної функцiї в областях пiдпростору Ed,
2 ≤ d ≤ 2n зi значеннями в довiльнiй комутативнiй асоцiативнiй ал-
гебрi над полем комплексних чисел доведено криволiнiйнi аналоги те-
ореми i формули Кошi, теореми Морера тощо. Цi результати для мо-
ногенних функцiй в областях з E3 доведено в роботi [25]. У статтi [15]
доведено аналог iнтегральної теореми Кошi для поверхневого iнтегра-
ла в R3 в довiльнiй комутативнiй алгебрi A. В роботi [28] встановлено
вiдповiднiсть мiж моногенною функцiєю в алгебрi A i скiнченним набо-
ром моногенних функцiй в спецiальнiй комутативнiй алгебрi. В роботi
[27] запропоновано спiввiдношення мiж моногенними функцiями зi зна-
ченнями в n-вимiрнiй комутативнiй асоцiативнiй алгебрi i моногенними
функцiями зi значеннями в спецiальнiй (n+ 1)-вимiрнiй алгебрi. Наре-
штi, в роботi [26] всi попереднi результати застосовано до розв’язування
лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними. Викори-
стовуючи моногеннi функцiї, визначенi на послiдовностi комутативних
асоцiативних алгебр, ми обгрунтовуємо рекурентну процедуру побудо-
ви нескiнченновимiрної сiм’ї розв’язкiв довiльного лiнiйного диферен-
цiального рiвняння з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами
у виглядi компонент згаданих моногенних функцiй.
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У цiй статтi ми визначимо σ-моногеннi функцiї в довiльнiй n-вимiрнiй
(1 ≤ n <∞) комутативнiй асоцiативнiй алгебрi A з одиницею над полем
комплексних чисел C.

3. σ-моногеннi функцiї в комутативних асоцiативних
алгебрах

Будемо використовувати всi позначення роздiлу 2. Нехай розклад
функцiї Φ : Ω → A за базисом має вигляд (2.3). Нехай σ — це впоряд-
кований набiр з n A-значних функцiй:

σ = (σ1, σ2, . . . , σn),

де σk = σk(x1, x2, . . . , xd) = σk(ζ) при k = 1, 2, . . . , n, — функцiя зi
значеннями в A.

Для вектора h =
d∑

j=1
hjej , hj ∈ R, визначимо

∆ε,h,σΦ(ζ) :=
n∑

k=1

σk(ζ)
(
Uk(x1 + εh1, . . . , xd + εhd)− Uk(x1, . . . , xd)

)
Ik .

Означення 3.1. Неперервну функцiю Φ : Ω→ A будемо називати σ-
моногенною в областi Ω ⊂ Ed , якщо для кожного ζ ∈ Ω iснує елемент
Φ′
σ(ζ) алгебри A такий, що для кожного h ∈ Ed справедлива рiвнiсть

lim
ε→0+0

∆ε,h,σΦ(ζ)

ε
= hΦ′

σ(ζ). (3.1)

Значення Φ′
σ(ζ) називається σ-похiдною функцiї Φ в точцi ζ.

Зауваження 3.2. Якщо при всiх k = 1, 2, . . . , n σk ≡ 1, то означення
3.1 спiвпадає з означенням 2.1, тобто 1-моногенна функцiя є моноген-
ною.

Зауваження 3.3. Якщо A ≡ C i σ1 = F (z), σ2 i = G(z), то означення
(3.1) спiвпадає з означенням псевдоаналiтичної функцiї (1.2) за Берсом.

Зауваження 3.4. Означення 3.1 враховує наявнiсть необоротних еле-
ментiв в комутативнiй алгебрi.

Теорема 3.5. Нехай компоненти Uk функцiї (2.3) є R-
диференцiйовними в областi Ω ⊂ Ed . Функцiя Φ : Ω→ A вигляду (2.3)
є σ-моногенною в областi Ω тодi i тiльки тодi, коли виконується
наступний аналог умов Кошi–Рiмана:

e1

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xj
Ik = ej

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂x1
Ik , j = 2, 3, . . . , d. (3.2)
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Доведення. Необхiднiсть. Якщо функцiя (2.3) моногенна в областi Ω,
тодi при h = e1 рiвнiсть (3.1) перетворюється на рiвнiсть

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂x1
Ik = e1Φ

′
σ(ζ). (3.3)

А при h = ej рiвнiсть (3.1) перетворюється на рiвнiсть
n∑

k=1

σk
∂Uk

∂xj
Ik = ejΦ

′
σ(ζ). (3.4)

З рiвностей (3.3), (3.4) випливають умови (3.2).
Достатнiсть. Оскiльки серед векторiв e1, e2, . . . , ed хоча б один век-

тор оборотний, то для визначеностi припустимо, що оборотним еле-
ментом є es. Оскiльки функцiя Φ R-диференцiйовна, то iснує похiдна
∂Φ
∂xs

. Тодi iснує елемент e−1
s

∂Φ
∂xs

, який ми використаємо в ролi σ-похiдної
функцiї Φ : Ω→ A, тобто

Φ′
σ(ζ) = e−1

s

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xs
Ik . (3.5)

З рiвностi (3.5) отримуємо
n∑

k=1

σk
∂Uk

∂xs
Ik = esΦ

′
σ(ζ). (3.6)

Множачи рiвнiсть (3.6) на ej злiва, j = 1, 2, . . . , d, i враховуючи рiв-
ностi (3.2), матимемо

ej

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xs
Ik = ejesΦ

′
σ(ζ) = es

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xj
Ik .

Множачи останню рiвнiсть на e−1
s злiва, будемо мати

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xj
Ik = ejΦ

′
σ(ζ), j = 1, 2, . . . , d. (3.7)

Тепер продовжимо доведення достатностi.

Нехай h =
d∑

j=1
hjej , де hj ∈ R, i нехай додатне ε таке, що ζ + εh ∈ Ω.

Беручи до уваги рiвностi (3.5), (3.6), (3.7) i використовуючи позначення
∆Uk := Uk(x1 + εh1, . . . , xd + εhd)− Uk(x1, . . . , xd), маємо

∆ε,h,σΦ(ζ)

ε
− hΦ′

σ(ζ) =
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=
∆ε,h,σΦ(ζ)

ε
− h1e1Φ′

σ(ζ)− h2e2Φ′
σ(ζ)− · · · − hdedΦ′

σ(ζ) =

= ε−1
n∑

k=1

σk ∆Uk Ik − h1
n∑

k=1

σk
∂Uk

∂x1
Ik − · · · − hd

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xd
Ik =

= ε−1
n∑

k=1

σk

(
∆Uk − εh1

∂Uk

∂x1
− εh2

∂Uk

∂x2
− · · · − εhd

∂Uk

∂xd

)
Ik . (3.8)

Оскiльки компоненти Uk при k = 1, 2, . . . , n, диференцiйовнi в областi
Ω, то справедливi спiввiдношення

∆Uk − εh1
∂Uk

∂x1
− εh2

∂Uk

∂x2
− · · · − εhd

∂Uk

∂xd
= o(ε),

ε→ 0, k = 1, 2, . . . , n.

Переходячи в рiвностi (3.8) до границi при ε→ 0, отримуємо рiвнiсть
(3.1), в якiй Φ′

σ(ζ) визначається рiвнiстю (3.5). □

В наступнiй теоремi встановлюються деякi простi властивостi σ-
похiдної.

Теорема 3.6.
(1) Якщо Φ′

σ i Φ′
ν iснують, то Φ′

σ + Φ′
ν = Φ′

σ+ν ;
(2) Якщо Φ′

σ iснує i λ — стала в A, то Φ′
λσ = λΦ′

σ.

Доведення. З виразу (3.5) для σ-похiдної випливають рiвностi

Φ′
σ(ζ) + Φ′

ν(ζ) = e−1
s

n∑
k=1

(σk + νk)
∂Uk

∂xs
Ik = Φ′

σ+ν .

Φ′
λσ(ζ) = e−1

s

n∑
k=1

λσk
∂Uk

∂xs
Ik = λe−1

s

n∑
k=1

σk
∂Uk

∂xs
Ik = λΦ′

σ .

□

Далi розглянемо σ-моногеннi функцiї в деяких алгебрах малої роз-
мiрностi.

4. σ-моногеннi функцiї в алгебрi BC

Розглянемо двовимiрну напiвпросту комутативну асоцiативну алге-
бру бiкомплексних чисел BC з базисом {I1, I2} таким, що

I21 = I1, I22 = I2, I1I2 = I2I1 = 0.
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Теорема 4.1. Нехай вектори e1 := m1I1+m2I2 , e2 := n1I1+n2I2 такi,
що Im (n1m1) ̸= 0, Im (n2m2) ̸= 0 i хоча б одне з чисел у кожнiй з пар
(m1, n1), (m2, n2) належить C \ R. Нехай також

σ1 := g1(x, y)I1 + g2(x, y)I2 , σ2 := f1(x, y)I1 + f2(x, y)I2

такi, що g1(x, y) ̸= 0 i f2(x, y) ̸= 0 в областi Ω ⊂ E2 ⊂ BC. Тодi кожна
σ-моногенна в областi Ω функцiя Φ : Ω→ BC подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1) I1 + F2(ξ2) I2 , (4.1)

де Fk : Dk → C — вiдповiднi аналiтичнi функцiї комплексної змiнної
ξk в областях Dk := {ξk : xe1 + ye2 ∈ Ω}, k = 1, 2.

Доведення. Нехай ζ := xe1 + ye2 , x, y ∈ R i Φ(ζ) = U1(x, y)I1 +
U2(x, y)I2.

В цiй алгебрi аналоги умов Кошi–Рiмана (3.2) мають вигляд

e1

(
σ1
∂U1

∂y
I1 + σ2

∂U2

∂y
I2

)
= e2

(
σ1
∂U1

∂x
I1 + σ2

∂U2

∂x
I2

)
,

що еквiвалентно рiвностi

e1

(
g1
∂U1

∂y
I1 + f2

∂U2

∂y
I2

)
= e2

(
g1
∂U1

∂x
I1 + f2

∂U2

∂x
I2

)
.

Пiдставляючи замiсть e1, e2 їх вирази, отримаємо

m1g1
∂U1

∂y
I1 +m2f2

∂U2

∂y
I2 = n1g1

∂U1

∂x
I1 + n2f2

∂U2

∂x
I2 . (4.2)

Оскiльки g1(x, y) ̸= 0 i f2(x, y) ̸= 0 в Ω, то рiвняння (4.2) еквiвалентне
наступнiй системi рiвнянь

m1
∂U1

∂y
= n1

∂U1

∂x
, m2

∂U2

∂y
= n2

∂U2

∂x
. (4.3)

Покажемо, що при умовi Im (n1m1) ̸= 0 розв’язок першого рiвняння
системи (4.3) має наступний вигляд

U1(x, y) = F1(xm1 + yn1),

де F1 — аналiтична функцiя комплексної змiнної ξ1 := xm1 + yn1. Для
цього видiлимо спочатку дiйсну i уявну частини виразу

ξ1 = xm1+yn1 = (xRem1+yRen1)+ i(xImm1+yImn1) =: τ+ iη. (4.4)

Наслiдком рiвностi (4.4) є операторнi рiвностi

∂

∂x
= Rem1

∂

∂τ
+ Imm1

∂

∂η
,

∂

∂y
= Ren1

∂

∂τ
+ Imn1

∂

∂η
.
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Тодi в нових координатах перше рiвняння системи (4.3) набуває вигляду

(Rem1 Imn1 − Ren1 Imm1)

(
∂U1

∂η
− i ∂U1

∂τ

)
= 0. (4.5)

Вираз у перших дужках рiвний Im (n1m1) i за умовою теореми вiн не
дорiвнює нулю. Також вiдмiтимо, що вираз

Im (n1m1) = Rem1 Imn1 − Ren1 Imm1

є детермiнантом матрицi лiнiйного вiдображення (τ, η) → (x, y), яке,
очевидно, є взаємно однозначним. Це означає, що функцiя U1 є функцi-
єю змiнних τ, η. Крiм того, з рiвностi (4.5) отримуємо рiвняння

∂U1

∂η
= i

∂U1

∂τ
. (4.6)

Оскiльки за означенням σ-моногенної функцiї компонента U1 неперерв-
на в Ω, то внаслiдок рiвностi (4.6) i теореми 6 з роботи Г.П. Толстова
[29] функцiя U1 має вигляд

U1(x, y) = F1(xm1 + yn1),

де F1 — аналiтична функцiя комплексної змiнної ξ1 := xm1 + yn1.
Аналогiчно показується, що загальний розв’язок другого рiвняння

системи (4.3) має наступний вигляд

U2(x, y) = F2(xm2 + yn2),

де F2 — аналiтична функцiя комплексної змiнної ξ2 := xm2 + yn2. У
цьому зв’язку див. роботи [9, 16]. □

Зауважимо, що представлення (4.1) спiвпадає з представленням (2.6)
i не залежить вiд σ (див. [9]).

5. σ-моногеннi функцiї в бiгармонiчнiй алгебрi B

Розглянемо двовимiрну комутативну асоцiативну алгебру B як у при-
кладi 2.4.

5.1. Аналоги умов Кошi–Рiмана в алгебрi B. Нехай e1 := m1 +
m2ρ , e2 := n1 + n2ρ i хоча б одне з чисел у кожнiй з пар (m1, n1),
(m2, n2) належить C \ R.

Нехай ζ := xe1+ye2 , x, y ∈ R i Φ(ζ) = U1(x, y)+U2(x, y)ρ. Позначимо
σ := (σ1, σ2) ∈ B× B, де

σ1 = g1(x, y) + g2(x, y)ρ , σ2 = f1(x, y) + f2(x, y)ρ .

В цiй алгебрi аналоги умов Кошi–Рiмана (3.2) набувають вигляду

e1

(
σ1
∂U1

∂y
+ σ2ρ

∂U2

∂y

)
= e2

(
σ1
∂U1

∂x
+ σ2ρ

∂U2

∂x

)
,
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що еквiвалентно рiвностi

e1

(
g1
∂U1

∂y
+ g2ρ

∂U1

∂y
+ f1ρ

∂U2

∂y

)
= e2

(
g1
∂U1

∂x
+ g2ρ

∂U1

∂x
+ f1ρ

∂U2

∂x

)
.

Пiдставляючи замiсть e1, e2 їх вирази, отримаємо

m1g1
∂U1

∂y
+m1g2ρ

∂U1

∂y
+m1f1ρ

∂U2

∂y
+m2g1ρ

∂U1

∂y
=

= n1g1
∂U1

∂x
+ n1g2ρ

∂U1

∂x
+ n1f1ρ

∂U2

∂x
+ n2g1ρ

∂U1

∂x
.

При умовах g1(x, y) ̸= 0 або f2(x, y) ̸= 0 в Ω, останнє рiвняння еквiва-
лентне наступнiй системi рiвнянь

m1
∂U1

∂y
= n1

∂U1

∂x
, m1f1

∂U2

∂y
+m2g1

∂U1

∂y
= n1f1

∂U2

∂x
+ n2g1

∂U1

∂x
. (5.1)

Умови (5.1) є аналогами умов Кошi–Рiмана для σ-моногенної функцiї
Φ в алгебрi B. Якщо g1 = f1 ̸= 0, то отримаємо умови Кошi–Рiмана для
моногенної функцiї [6].

5.2. Представлення σ-моногенних функцiй у першому спецi-
альному випадку. У цьому пунктi ми отримаємо представлення σ-
моногенних функцiй в областi Ω у випадку коли вiдношення g1(x,y)

f1(x,y)
,

при f1(x, y) ̸= 0 в Ω, є аналiтичною функцiєю комплексної змiнної
ξ2 := xm2 + yn2 , тобто, якщо

g1(x, y)

f1(x, y)
=: w(ξ2). (5.2)

Для досягнення цiєї мети знайдемо загальний розв’язок системи (5.1)
за припущення (5.2).

Теорема 5.3. Нехай вектори e1 := m1 +m2ρ , e2 := n1 + n2ρ такi, що
Im (n1m1) ̸= 0 i хоча б одне з чисел у кожнiй з пар (m1, n1), (m2, n2) на-
лежить C\R. Нехай Ω — однозв’язна область в E2 ⊂ B. Припустимо
також, що σ := (σ1, σ2) ∈ B× B,

σ1 = g1(x, y) + g2(x, y)ρ , σ2 = f1(x, y) + f2(x, y)ρ

такi, що g1(x, y) ̸= 0 i f1(x, y) ̸= 0 в областi Ω, i функцiя (5.2) ана-
лiтична в областi C ⊃ D2 := {ξ2 = xm2 + yn2 : xe1 + ye2 ∈ Ω}. Тодi
кожна σ-моногенна функцiя Φ : Ω→ B подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1) +
(
F2(ξ1) +W (ξ2)F

′
1(ξ1)

)
ρ, (5.3)

де F1, F2 — деякi аналiтичнi функцiї комплексної змiнної ξ1 в областi
C ⊃ D1 := {ξ1 = xm1 + yn1 : xe1 + ye2 ∈ Ω} i W (ξ2) — довiльна первiсна
функцiї (5.2) в D2 .
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Доведення. Як i в роздiлi 4, за припущення Im (n1m1) ̸= 0 загальний
розв’язок першого рiвняння системи (5.1) має вигляд

U1(x, y) = F1(ξ1), (5.4)

де F1 — аналiтична функцiя комплексної зiнної ξ1 = xm1 + yn1.
Тодi друге рiвняння системи (5.1) набуває вигляду

m1f1
∂U2

∂y
− n1f1

∂U2

∂x
= g1KF

′
1(ξ1), (5.5)

де K := n2m1 − m2n1. Оскiльки f1 ̸= 0 в Ω, то загальний розв’язок
однорiдного рiвняння, яке породжене рiвнянням (5.5), матиме вигляд

Ũ2(x, y) = F2(ξ1),

де F2 — аналiтична функцiя комплексної змiнної ξ1 = xm1 + yn1 (див.
доведення теореми 4.1).

За умови, що область Ω однозв’язна, покажемо, що функцiя

V2(x, y) = W (ξ2)F
′
1(ξ1),

де W (ξ2) — довiльна первiсна функцiї w(ξ2) в D2, є частинним
розв’язком неоднорiдного рiвняння (5.5). Беручи до уваги спiввiдно-
шення

∂W

∂y
= W ′(ξ2)n2 = w(ξ2)n2 ,

∂W

∂x
= w(ξ2)m2 ,

з (5.5) маємо

m1

(
∂W

∂y
F ′
1(ξ1) +W (ξ2)F

′′
1 (ξ1)n1

)
−

− n1
(
∂W

∂x
F ′
1(ξ1) +W (ξ2)F

′′
1 (ξ1)m1

)
= w(ξ2)KF

′
1(ξ1)

або

m1

(
n2w(ξ2)F

′
1(ξ1) +W (ξ2)F

′′
1 (ξ1)n1

)
−

− n1
(
m2w(ξ2)F

′
1(ξ1) +W (ξ2)F

′′
1 (ξ1)m1

)
= w(ξ2)KF

′
1(ξ1).

Отже, ми отримали тотожнiсть

(n2m1 − n1m2)w(ξ2)F
′
1(ξ1) = w(ξ2)KF

′
1(ξ1).

Таким чином, загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (5.5) має на-
ступний вигляд U2(x, y) = Ũ2(x, y) + V2(x, y), тобто

U2(x, y) = F2(ξ1) +W (ξ2)F
′
1(ξ1). (5.6)

□
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Зауваження 5.4. Якщо σ = 1, тобто σ1 = σ2 = 1, то f1(x, y) =
g1(x, y) = 1 i w(ξ2) = g1

f1
= 1 є аналiтичною функцiєю на всiй компле-

кснiй площинi C. Вiдповiдно, W (ξ2) =
∫
w(ξ2)dξ2 = ξ2. Таким чином,

при σ = 1, представлення (5.3) набуває вигляду (2.7).

Зауваження 5.5. Якщо σ1 = σ2 ̸= 1, то представлення (5.3) також
набуває вигляду (2.7).

5.6. Представлення σ-моногенних функцiй у другому спецi-
альному випадку. У цьому пунктi ми отримаємо представлення σ-
моногенних функцiй у випадку, коли функцiя

w(x, y) :=
g1(x, y)

f1(x, y)
(5.7)

задовольняє умову

m1m2

x∫
0

∂w

∂y
(t, y)dt+ n1n2

y∫
0

∂w

∂x
(x, τ)dτ = 0. (5.8)

Зауважимо, що умову (5.8) задовольняє, наприклад, функцiя

w(x, y) = m1m2x
2 − n1n2y2.

В наступнiй теоремi ми розглядаємо зiркову область.

Означення 5.7. Область Ω ⊂ R2 називається зiрковою областю вiд-
носно точки (x0, y0), якщо для всiх (x, y) ∈ Ω вiдрiзок, який з’єднує
точки (x0, y0) i (x, y), належить областi Ω.

Не зменшуючи загальностi, припустимо, що область Ω є зiрковою
вiдносно нуля.

Теорема 5.8. Нехай вектори e1 := m1 +m2ρ , e2 := n1 + n2ρ такi, що
Im (n1m1) ̸= 0 i хоча б одне з чисел у кожнiй з пар (m1, n1), (m2, n2)
належить C \R. Нехай область Ω в E2 ⊂ B є зiрковою вiдносно нуля.
Припустимо також, що σ := (σ1, σ2) ∈ B× B,

σ1 = g1(x, y) + g2(x, y)ρ , σ2 = f1(x, y) + f2(x, y)ρ

такi, що g1(x, y) ̸= 0 i f1(x, y) ̸= 0 в областi Ω; функцiя (5.7) разом
з частинними похiдними ∂w

∂x , ∂w
∂y неперервна в Ω i в цiй областi спра-

ведлива рiвнiсть (5.8). Тодi кожна σ-моногенна функцiя Φ : Ω → B
подається у виглядi
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Φ(ζ) = F1(ξ1)+

+

[
F2(ξ1) + F ′

1(ξ1)
(
m2

x∫
0

w(t, y)dt+ n2

y∫
0

w(x, τ)dτ
)]
ρ, (5.9)

де F1, F2 — деякi аналiтичнi функцiї комплексної змiнної ξ1 в областi
C ⊃ D1 := {ξ1 = xm1 + yn1 : xe1 + ye2 ∈ Ω}.

Доведення. Наша задача зводиться до вiдшукання частинного
розв’язку рiвняння (5.5). Покажемо, що функцiя

V2(x, y) = F ′
1(ξ1)

m2

x∫
0

w(t, y)dt+ n2

y∫
0

w(x, τ)dτ


є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння (5.5). Справдi, з (5.5)
маємо

m1n1F
′′
1 (ξ1)

m2

x∫
0

w(t, y)dt+ n2

y∫
0

w(x, τ)dτ

+

+m1F
′
1(ξ1)

n2w(x, y) +m2

x∫
0

∂w

∂y
(t, y)dt

−
−n1m1F

′′
1 (ξ1)

m2

x∫
0

w(t, y)dt+ n2

y∫
0

w(x, τ)dτ

+

+n1F
′
1(ξ1)

m2w(x, y) + n2

y∫
0

∂w

∂x
(x, τ)dτ

 = Kw(x, y)F ′
1(ξ1)

або

Kw(x, y)F ′
1(ξ1) + F ′

1(ξ1)

m1m2

x∫
0

∂w

∂y
(t, y)dt+ n1n2

y∫
0

∂w

∂x
(x, τ)dτ

 =

= Kw(x, y)F ′
1(ξ1), (5.10)

де, як i ранiше, K = n2m1 − m2n1. З умови (5.8) випливає рiвнiсть
(5.10). □

Зауваження 5.9. Якщо σ1 = σ2, то представлення (5.9) набуває виг-
ляду (2.7). Справдi, тодi w(x, y) = 1 i виконується умова (5.8). У цьому
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випадку

m2

x∫
0

w(t, y)dt+ n2

y∫
0

w(x, τ)dτ = xm2 + yn2 .

Таким чином, при σ1 = σ2 представлення (5.9) набуває вигляду (2.7).

6. σ-моногеннi функцiї в алгебрi A3

Розглянемо тривимiрну комутативну асоцiативну алгебру A3 з дво-
вимiрним радикалом (див. приклад 2.5).

6.1. Аналоги умов Кошi–Рiмана в алгебрi A3. Нехай

e1 := m1 +m2ρ+m3ρ
2 , e2 := n1 +n2ρ+n3ρ

2 , e3 := k1 +k2ρ+k3ρ
2 (6.1)

i хоча б одне з чисел у кожнiй з трiйок (m1, n1, k1), (m2, n2, k2) i
(m3, n3, k3) належить C \ R.

Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3 , x, y, z ∈ R i

Φ(ζ) = U1(x, y, z) + U2(x, y, z)ρ+ U3(x, y, z)ρ2 .

Позначимо σ := (σ1, σ2, σ3) ∈ A3 × A3 × A3, де

σ1 = g1(x, y, z) + g2(x, y, z)ρ+ g3(x, y, z)ρ2 ,

σ2 = f1(x, y, z) + f2(x, y, z)ρ+ f3(x, y, z)ρ2 ,

σ3 = p1(x, y, z) + p2(x, y, z)ρ+ p3(x, y, z)ρ2 .

В цiй алгебрi умови Кошi–Рiмана (3.2) набувають вигляду

e1

(
σ1
∂U1

∂y
+ σ2ρ

∂U2

∂y
+ σ3ρ

2∂U3

∂y

)
= e2

(
σ1
∂U1

∂x
+ σ2ρ

∂U2

∂x
+ σ3ρ

2∂U3

∂x

)
,

(6.2)

e1

(
σ1
∂U1

∂z
+ σ2ρ

∂U2

∂z
+ σ3ρ

2∂U3

∂z

)
= e3

(
σ1
∂U1

∂x
+ σ2ρ

∂U2

∂x
+ σ3ρ

2∂U3

∂x

)
.

Пiдставляючи замiсть σ1, σ2, σ3 їх вирази, з першого рiвняння системи
(6.2) отримуємо

e1

(
g1
∂U1

∂y
+ g2ρ

∂U1

∂y
+ g3ρ

2∂U1

∂y
+ f1ρ

∂U2

∂y
+ f2ρ

2∂U2

∂y
+ p1ρ

2∂U3

∂y

)
=

= e2

(
g1
∂U1

∂x
+ g2ρ

∂U1

∂x
+ g3ρ

2∂U1

∂x
+ f1ρ

∂U2

∂x
+ f2ρ

2∂U2

∂x
+ p1ρ

2∂U3

∂x

)
.

Якщо замiсть e1, e2, e3 пiдставити їх вирази в друге рiвняння системи
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(6.2), то ми отримаємо наступнi аналоги умов Кошi–Рiмана в алгебрi
A3

m1g1
∂U1

∂y
= n1g1

∂U1

∂x
, m1f1

∂U2

∂y
+m2g1

∂U1

∂y
= n1f1

∂U2

∂x
+ n2g1

∂U1

∂x
,

m1f2
∂U2

∂y
+m1p1

∂U3

∂y
+m2g2

∂U1

∂y
+m2f1

∂U2

∂y
+m3g1

∂U1

∂y
=

= n1f2
∂U2

∂x
+ n1p1

∂U3

∂x
+ n2g2

∂U1

∂x
+ n2f1

∂U2

∂x
+ n3g1

∂U1

∂x
,

(6.3)

m1
∂U1

∂z
= k1

∂U1

∂x
, m1f1

∂U2

∂z
+m2g1

∂U1

∂z
= k1f1

∂U2

∂x
+ k2g1

∂U1

∂x
,

m1f2
∂U2

∂z
+m1p1

∂U3

∂z
+m2g2

∂U1

∂z
+m2f1

∂U2

∂z
+m3g1

∂U1

∂z
=

= k1f2
∂U2

∂x
+ k1p1

∂U3

∂x
+ k2g2

∂U1

∂x
+ k2f1

∂U2

∂x
+ k3g1

∂U1

∂x
.

Умови (6.3) є аналогами умов Кошi–Рiмана для σ-моногенних фун-
кцiй в алгебрi A3. При σ1 = σ2 = σ3 = 1, ми отримуємо умови Кошi–
Рiмана для моногенних функцiй [16].

6.2. Представлення σ-моногенних функцiй в алгебрi A3 в спе-
цiальному випадку. У цьому пунктi ми встановимо представлення
σ-моногенних в областi Ω функцiй за наступних додаткових припущень
на σ:

Припущення 6.3. (i) функцiї

w(x, y, z) :=
g1(x, y, z)

f1(x, y, z)
, f1 ̸= 0, w1(x, y, z) :=

f2(x, y, z)

p1(x, y, z)
,

w2(x, y, z) :=
g2(x, y, z)

p1(x, y, z)
, w3(x, y, z) :=

f1(x, y, z)

p1(x, y, z)
, p1 ̸= 0

є аналiтичними функцiями комплесної змiнної ξ2 := xm2 + yn2 + zk2 в
областi D2 := {ξ2 ∈ C : ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω}, тобто, w = w(ξ2),
w1 = w1(ξ2), w2 = w2(ξ2), w3 = w3(ξ2);

(ii) функцiя w4(x, y, z) := g1(x,y,z)
p1(x,y,z)

= c є комплексною сталою.

Теорема 6.4. Нехай вектори (6.1) задовольняють наступнi умови:
(i) виконується хоча б одна з умов: Im(n1m1) ̸= 0 або Im(k1m1) ̸= 0;
(ii) хоча б одне з чисел у кожнiй трiйцi (m1, n1, k1), (m2, n2, k2) i
(m3, n3, k3) належить C \ R.
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Нехай також однозв’язна область Ω ⊂ E3 ⊂ A3 є опуклою в напрямку
прямої

L1 :

{
xRem1 + yRen1 + zRe k1 = 0,

x Imm1 + y Imn1 + z Im k1 = 0.

Припустимо також, що σ = (σ1, σ2, σ3) задовольняють припущення
6.3 i g1(x, y, z) ̸= 0, f1(x, y, z) ̸= 0, p1(x, y, z) ̸= 0 в Ω. Тодi кожна σ-
моногенна функцiя Φ : Ω→ A3 подається у виглядi

Φ(ζ) = F1(ξ1) +
(
F2(ξ1) +W (ξ2)F

′
1(ξ1)

)
ρ,

+

[
F3(ξ1) + F ′

1(ξ1)
(
−W̃1(ξ2) +W2(ξ2) + ξ3

)
+

+W3(ξ2)F
′
2(ξ1) + W̃3(ξ2)F

′′
1 (ξ1)

]
ρ2, (6.4)

де F1, F2, F3 — деякi аналiтичнi функцiї комплексної змiнної ξ1 :=
xm1 + yn1 + zk1 в областi D1 = {ξ1 ∈ C : ζ ∈ Ω}, ξ3 := xm3 + yn3 + zk3,
а W (ξ2) — довiльна первiсна функцiї w(ξ2) в D2 ⊂ C;
W̃1(ξ2) — довiльна первiсна функцiї w(ξ2)w1(ξ2) в D2;
W2(ξ2) — довiльна первiсна функцiї w2(ξ2) в D2;
W3(ξ2) довiльна первiсна функцiї w3(ξ2) в D2;
W̃3(ξ2) довiльна первiсна функцiї W (ξ2)w3(ξ2) в D2.

Доведення. Знайдемо загальний розв’язок системи (6.3) за припущен-
ня 6.3. За умов на вектори e1, e2, e3 з першого i четвертого рiвнянь
системи (6.3) знаходимо

U1(x, y, z) = F1(ξ1), (6.5)

де F1 — довiльна аналiтична функцiя комплексної змiнної ξ1 := xm1 +
yn1 + zk1.

Пiдставляючи розв’язок (6.5) в друге i п’яте рiвняння системи (6.3),
отримаємо систему рiвнянь

m1f1
∂U2

∂y
− n1f1

∂U2

∂x
= g1KF

′
1(ξ1),

(6.6)

m1f1
∂U2

∂z
− k1f1

∂U2

∂x
= g1MF ′

1(ξ1),

де K = n2m1−m2n1 , M := k2m1−m2k1. Подiбно до пункту 5.2 i анало-
гiчно до доведення теореми 2 з [16], загальний розв’язок неоднорiдної
системи (6.6) має вигляд

U2(x, y, z) = F2(ξ1) +W (ξ2)F
′
1(ξ1), (6.7)
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де, якi ранiше, W (ξ2) — довiльна первiсна функцiї w(ξ2). Крiм того,
розв’язок (6.7) є загальним розв’язком, якщо область Ω є опуклою в
напрямку прямої L1. Зауважимо, що пряма L1 визначається компле-
ксним рiвнянням ξ1 = 0.

Тепер пiдставимо вирази (6.5) i (6.7) в третє i шосте рiвняння системи
(6.3). При цьому отримуємо систему рiвнянь

m1p1
∂U3

∂y
− n1p1

∂U3

∂x
= −f2Kw(ξ2)F

′
1(ξ1)+

+g2KF
′
1(ξ1) + f1KF

′
2(ξ1) + g1K2F

′
1(ξ1) + f1KW (ξ2)F

′′
1 (ξ1),

(6.8)

m1p1
∂U3

∂z
− k1p1

∂U3

∂x
= −f2Mw(ξ2)F

′
1(ξ1)+

+g2MF ′
1(ξ1) + f1MF ′

2(ξ1) + g1M2F
′
1(ξ1) + f1MW (ξ2)F

′′
1 (ξ1),

де K2 := n3m1 −m3n1 , M2 := k3m1 −m3k1. Очевидно, що розв’язком
однорiдної системи, що вiдповiдає системi (6.8), є функцiя Ũ3(x, y, z) =
F3(ξ1), де F3 — аналiтична функцiя.

Покажемо, що за припущення 6.3 функцiя

V3(x, y, z) := F ′
1(ξ1)

(
−W̃1(ξ2) +W2(ξ2) + ξ3

)
+

+W3(ξ2)F
′
2(ξ1) + W̃3(ξ2)F

′′
1 (ξ2) (6.9)

є частинним розв’язком неоднорiдної системи (6.8). Справдi, пiдставля-
ючи функцiю (6.9) в перше рiвняння системи (6.8), матимемо

m1

(
w1wn2F

′
1 − W̃1n1F

′′
1 + w2n2F

′
1 +W2n1F

′′
1 + w3n2F

′
2+

+W3n1F
′′
2 +Ww3n2F

′′
1 + W̃3n1F

′′′
1 + n3F

′
1 + ξ3n1F

′′
1

)
−

−n1
(
w1wm2F

′
1 − W̃1m1F

′′
1 + w2m2F

′
1 +W2m1F

′′
1 + w3m2F

′
2+

+W3m1F
′′
2 +Ww3m2F

′′
1 + W̃3m1F

′′′
1 +m3F

′
1 + ξ3m1F

′′
1

)
=

= −w1wKF
′
1 + w2KF

′
1 + w3KF

′
2 +Ww3KF

′′
1 +K2F

′
1 ,

тобто, рiвняння перетворилося на тотожнiсть. Аналогiчно показується,
що за припущення 6.3 функцiя V3(x, y, z) задовольняє друге рiвняння
неоднорiдної системи (6.8). Таким чином, загальним розв’язком системи
(6.8) є сума Ũ3(x, y, z) + V3(x, y, z). □
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Зауваження 6.5. Якщо σ = 1, тобто σ1 = σ2 = σ3 = 1, то пред-
ставлення (6.4) набуває вигляду (2.8). Вiдносно компонент U1(x, y, z),
U2(x, y, z) функцiї Φ див. зауваження 5.4. Розглянемо третю компонен-
ту U3(x, y, z). Дiйсно, у цьому випадку w1 = w2 = 0, тому W̃1 = W2 = 0;
w3 = 1, i вiдповiдно W3 = ξ2, W̃3 =

ξ22
2 ; w4 = 1, тому W4 = ξ3. Таким

чином, для U3(x, y, z) маємо:

U3(x, y, z) = F3(ξ1) + ξ2F
′
2(ξ1) + ξ3F

′
1(ξ1) +

ξ22
2
F ′′
1 (ξ1),

що i треба було показати.

Зауваження 6.6. Легко переконатися, що при σ1 = σ2 = σ3 ̸= 1 пред-
ставлення (6.4) набуває вигляду (2.8).

7. Застосування σ-моногенних функцiй до представлення
розв’язкiв деяких лiнiйних диференцiальних рiвнянь з

частинними похiдними

Розглянемо наступну задачу.

Задача 7.1. Знайти пару e1, e2 i знайти σ ∈ B × B такi, що кожна
σ-моногенна функцiя в B задовольняє бiгармонiчне рiвняння

∆2U(u, y) :=
∂4U

∂x4
+ 2

∂4U

∂x2∂y2
+
∂4U

∂y4
= 0. (7.1)

Розв’язок поставленої задачi шукатимемо у виглядi (5.3). Оскiльки
рiвняння лiнiйне, то кожна компонента функцiї (5.3) має задовольня-
ти рiвняння (7.1). Перша компонента представлення (5.3) задовольняє
(7.1), якщо

m2
1 + n21 = 0. (7.2)

Тепер пiдставимо другу компоненту з представлення (5.3) в (7.1).
Отримаємо рiвнiсть

F
(5)
2 (m2

1 + n21)
2 + F ′′

1W
(4)(m2

2 + n22)
2 + 4F ′′′

1 W
′′′(m2

2 + n22)(m1m2 + n1n2)+

+4F
(4)
1 W ′′(m1m2 + n1n2)

2 + 4F
(5)
1 W ′(m1m2 + n1n2)(m

2
1 + n21)+

+F
(6)
1 W (m2

1 + n21)
2 = 0. (7.3)

Нехай m2, n2 такi, що
m2

2 + n22 = 0. (7.4)
Зауважимо, що при умовах (7.2), (7.4) вектори e1 = m1 + m2ρ, e2 =
n1 + n2ρ задовольняють характеристичне рiвняння

(e21 + e22)
2 = 0.
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Очевидно, що при умовах (7.2), (7.4) рiвнiсть (7.3) набуває вигляду

F
(4)
1 W ′′(m1m2 + n1n2)

2 = 0. (7.5)

З рiвностей (7.2), (7.4) отримуємо n1 = ±im1, n2 = ±im2 , де знаки
+,− вибираються довiльним чином. Якщо знаки вибрати однаковi, то
ми отримаємо e2 = ±e1, тобто, вектори e1, e2 лiнiйно залежнi. Отже,
надалi покладаємо

n1 = im1, n2 = −im2 . (7.6)

При умовах (7.6), рiвнiсть (7.5) набуває вигляду

F
(4)
1 W ′′m2

1m
2
2 = 0. (7.7)

Оскiльки m1 ̸= 0, m2 ̸= 0 i функцiя F1(ξ1) довiльна, то рiвняння (7.7)
рiвносильне рiвнянню W ′′(ξ2) = 0, звiдки W (ξ2) = ξ2 .

Таким чином, маємо e1 = m1+m2ρ, e2 = im1−im2ρ, ξ1 = xm1+iym1,
ξ2 = xm2 − iym2, де m1,m2 — довiльнi комплекснi числа. Перепознача-
ючи z := ξ1

m1
, z̄ := ξ2

m2
, представлення (5.3) набуває вигляду

Φ(ζ) = F1(z) +
(
F2(z) + z̄F ′

1(z)
)
ρ.

Отже, кожна σ-моногенна функцiя задовольняє рiвняння (7.1) для
кожного σ = (σ1, σ2) при σ1 = g1(x, y), σ2 = f1(x, y) таких, що g1

f1
= ξ2.

Бiльше того, друга компонента спiвпадає з добре вiдомою формулою
Гурса загального розв’язку бiгармонiчного рiвняння (7.1).
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