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CLX років від дня народження
академіка Д. О. Ґраве
В. І. Герасименко, С. І. Максименко

Abstract. On the occasion of the 160th anniversary of the birth of aca-
demician D. O. Grave, this foreword contains some biographical facts from
the life and work of the outstanding scientist. In general, this volume of the
Proceedings of the Institute of Mathematics, a periodical founded in 1938 by
academician D. O. Grave, contains lectures of Grave’s readings and works on
topical directions of development of modern mathematics in Ukraine.

Анотація. З нагоди 160-річчя від дня народження академіка Д. О. Ґраве
у цьому передньому слові наведено деякі біографічні факти з життя та
творчості видатного Вченого. Загалом цей том Праць Інституту матема-
тики, періодичного видання, заснованого в 1938 р. академіком Д. О. Ґра-
ве, містить лекції Ґравевських читань та праці з актуальних напрямів
розвитку сучасної математики в Україні.

Еволюція Математики дивовижна, наповнена блискавичними та не-
сподіваними поворотами в її історії, які назавжди змінювали напрями
розвитку людства. До когорти Вчених, які відіграли значну роль в
розвитку математики за останні 450 років, також належить Дмитро
Олександрович Ґраве.

Дух творця безумовно зароджується в родині й, отже на усвідом-
лення мрій та своєї місії в житті безпосередній вплив мають батьки.
Дмитро Ґраве народився 20 серпня 1863 року у місті Кирилові на Нов-
городщині у будинку родини губернського секретаря Олександра Іва-
новича та його дружини Надії Іванівні (Макшеєвої), обоє православних.
Рід Ґраве бере свій початок з Бельгії. У той час будинок, де мешка-
ла родина, знаходився у передмісті на березі затоки Сіверського озера.
Початкову освіту Дмитро отримав від матері, а пізніше почав відвіду-
вати народну школу. Коли йому виповнилось сім років помер батько
від поранення на дуелі. Ця трагедія змусила матір з Дмитром і двома
доньками переїхати жити до родичів батька у Петербург.

Крім цих відомостей про той період життя Дмитра збереглися ли-
ше нечисленні свідчення, які дозволяють скласти деякі уявлення про
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розвиток його духу. Мабуть, у вихованні дітей основна допомога похо-
дила від старшого брата батька – Володимира Івановича Ґраве, який на
той час був видатним інженером шляхів сполучень. Цей вплив відомий
завдяки теплим спогадам Д. О. Ґраве, в яких він аналізував творчість
свого дядьки. Велика таїна народження Вченого…

У 1873 році Дмитро починає відвідувати приватну гімназію, яка на
той час вважалася однією з найкращих в Петербурзі. Блискучі здібно-
сті юнака дозволили йому з легкістю засвоїти основи наук, які викла-
далися в гімназії, зокрема, латинську та давньогрецьку мови, класичну
літературу і математику. У ці роки він отримав добру музичну освіту,
чудово грав на скрипці та фортепіано. У старших класах гімназії він
займаючись самоосвітою, відкрив для себе праці П. А. Гольбаха «Си-
стема природи» (вперше опублікована у 1770 році). Дмитро тоді зрозу-
мів, що саме його приваблює: «дух», «світовий розум», небесні світила,
вчення Кеплера, світогляд Ньютона…Відповідно до розуму впорядко-
ваний план всесвіту, розум розкриває перед людиною її призначення,
незмінну мету її життя. І мабуть, це й визначило подальший напрям
його інтересів та устремлінь. Велика таїна народження Вченого…У ви-
пускному атестаті за 1881 рік разом із золотою медаллю було зазна-
чено: «…допитливість виявляв особливо у заняттях давніми мовами та
науками фізико-математичними».

У цьому ж році Д. О. Ґраве продовжує здобувати освіту на фіз.-мат.
факультеті Петербурзького університету, де, як він згадував, «…одра-
зу опинився в славнозвісній школі великого математика Чебишева».
Треба відзначити, що в цей період він захоплюється астрономією й пра-
цює в університетській обсерваторії разом з В. І. Вернадським. Вже
тоді Д. О. Ґраве написав першу наукову працю: «Про ідеальну фор-
му оптичного скла без сферичної аберації». В університеті серед інших
вчених значущим для нього був професор О. М. Коркін, теплі дру-
жні стосунки з яким залишилися на всі подальші роки. Велика таїна
народження Вченого…

У 1885 році Дмитро Ґраве закінчує університет і був залишений на
факультеті для підготовки до професорського звання. Через два роки,
тобто в 1887 році, він під керівництвом професора Пафнутія Чебишо-
ва представив магістерську дисертацію «Про інтегрування частинних
диференціальних рівнянь першого порядку» і здобув ступінь магістра
чистої математики. У 1896 році, Д. Ґраве захищає докторську дисер-
тацію «Про основні задачі математичної теорії побудови географічних
карт» і стає доктором чистої математики.
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Протягом минулих поколінь біографія Д. О. Ґраве була неодноразо-
во викладена в різноманітній інтерпретації. Зазвичай біографії пишу-
ться під впливом внутрішньої, тобто особистої цензури, та зовнішньої
– традицій прийнятих тогочасною епохою та політичними обмеження-
ми. Наведемо джерела про життєвий шлях Д. О. Ґраве, які згідно з
теперішніми уявленнями є найбільш об’єктивними:
´ автобіографія написана самим вченим [1], яка, мабуть, писалась з

думками про те, як його мали б сприймати наступні покоління;
´ монографія [3] відомих учнів вченого опубліковану у той час, коли

Д. О. Ґраве відійшов у засвіти, зокрема, в ній наведено перелік всіх
праць вченого;

´ книги за архівними матеріалами [2], яка опублікована вже в сучасній
Україні;

´ а також нарис авторів з нагоди 100-річчя Математичного інституту
Української академії наук [4].

Отже, не відтворюючи добре відомі факти життєвого шляху вченого,
нагадаємо лише про його основний історичний спадок.

У наш час про вченого найкраще згадувати по сяйву його творчості,
яке не меркне вже упродовж чотирьох поколінь, і яке, як світло дале-
ких зірок, захоплює нас і надихає. Зазвичай обдарована людина має
таланти в різних вимірах. Так й Д. О. Ґраве був обдарованим не лише
в царині Науки (математика, механіка, математична фізика), а і як ар-
хітектор наукових інституцій (наукова школа, Академія наук, наукові
товариства, Інститут математики), та як Вчитель-провідник (професор
університетів, один з засновників української вищої освіти).

Найбільш плідний період творчості Д. О. Ґраве пов’язаний з Киє-
вом. В перші десятиліття ХХ ст. завдяки насамперед науковій школі
Д. О. Ґраве Київ став колискою тогочасної математики, яка пошири-
лась у минулому сторіччі що найменше на територію Східної Європи.
Можна стверджувати, що вічне місто Київ сприяло у творчості та на-
тхненні не лише поетам і художникам, а й вченим. Краса Дніпра (Сла-
вутича(Борисфена)) завжди привертала увагу та надихала письмен-
ників, літописців та мандрівників. Краса породжує красу й в інших
вимірах людського життя, зокрема, в математиці, як любові до пізна-
ння.

Як створюються наукові школи?
Ще під час навчання в університеті Дмитро Ґраве організував На-

укове студентське математичне товариство. Вже тоді він зрозумів, що
підготовка молодих вчених має відбуватись не в процесі навчання, а
в під час творчої роботи. Десь з 1908 року розпочинає свою роботу
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науковий семінар під керівництвом професора Д. О. Ґраве в Києві, за-
сідання якого відбуваються як в університеті, так й у нього вдома. Він
зумів організувати наукову роботу зі студентами, які брали участь у
семінарі, вже з перших років їх навчання в університеті.

За студентськими спогадами Б. М. Делоне професор Д. О. Ґраве на
лекціях висловлював свої думки про заняття наукою: «Справжні вче-
ні зазвичай присвячують науці все своє життя, і згадавши Бруно
та Галілея, він закінчував словами про те, що вчені часто готові
навіть саме життя віддати за свої наукові переконання». Ставлен-
ня Д. О. Ґраве до освіти, мабуть, можна пояснити усвідомленням ним
відомого вже п’ять тисячоліть одного з трьох найбільших гріхів – псу-
ванням молоді нікчемною освітою.

Серед вчених Д. О. Ґраве був тим, хто намагався пробудити в людях
гідність – не чуже їм, а те, яке слід було шукати у себе, у своїй справ-
жній сутності, – не у своєму походженні, не в прагненні до блаженства,
не в тому, щоб перебувати на службі у всіма шанованій людині, а в тур-
боті про даровану їм іскру людського духу, і свідчити про те, що вони
у високому розумінні походять від природи. Удосконалення розуму –
єдине джерело істини, і Д. О. Ґраве бачив у ньому не рідкісну, власти-
ву тільки йому здатність, а те, що можуть відкрити у себе всі люди.
Для Д. О. Ґраве математика була неперевершеним витвором людського
духу.

Науковий семінар Д. О. Ґраве пройшов довгий шлях розвитку. У
20-ті роки на науковому семінарі обговорювались, наприклад, такі те-
ми: «Класична гідродинаміка», «Механічна теорія ефіру», «Теорія еле-
ктрики Максвелла», «Механіка Герца», «Теорія Айнштейна», «Кванто-
ва механіка», «Механіка молекулярної будови речовин».

Зрештою, у становленні першої великої математичної школи на те-
ренах України вирішальну роль мала діяльність семінару професора
Д. О. Ґраве.

Без вольностей Вченого, принаймні внутрішніх, не буває справжньої
творчості. Прагнення до свободи – одне з найсильніших людських по-
чуттів. Зі свободою людина пов’язує здійснення своїх планів і бажань,
можливість з власної волі обирати життєві цілі та шляхи їх досягнення.
Так всупереч консервативним традиціям в освіті професор Д. О. Ґра-
ве запроваджував нові математичні курси, був у постійних пошуках
нетрадиційних шляхів підготовки майбутніх вчених.
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Прагнучи залишити при університеті для творчої роботи винятково
велике число студентів, йому неодноразово доводилося бути наполе-
гливим у боротьбі, обстоюючи інтереси своїх учнів, які не завжди за-
довольняли необхідним формальним вимогам. Наведемо деякі показові
історії про долі його учнів.

Нагадаємо, що М. М. Боголюбов був одним з учнів Д. О. Ґраве,
завдяки якому він став видатним вченим у галузі математичної та тео-
ретичної фізики. Відомо, що в 1922 р. у віці тринадцяти років Микола
Боголюбов стає учасником математичного семінару Д. О. Ґраве. У 1925
р. на прохання професора Д. О. Ґраве Мала Президія Укрголовнауки
ухвалила: «Зважаючи на його феноменальні здібності до математики,
вважати М. Боголюбова аспірантом науково-дослідної кафедри мате-
матики в Києві з червня 1925 року», а вже в 1928 році він захистив
докторську дисертацію. До речі, цей історичний прецедент переконли-
во ілюструє значення наукової школи для розвитку математики.

Талант Олександра Островського у віці п’ятнадцяти років не зали-
шився непоміченим професором Д. О. Ґраве, який згадував про таке.
Йому треба було скласти екзамен на атестат зрілості екстерном при
навчальному окрузі, проте в той рік екстернів взагалі не було, а я все
ж особисто написав листа опікуну навчального округу з проханням
допустити Островського до екзаменів, але той відмовив, і мені дове-
лося порадити молодому вченом залишити країну. Я написав Ландау
в Ґеттінґен і Хенселя в Марбург листи, в яких повідомив усі відомо-
сті про Островського. За два тижні отримав від обох відповіді. Обидва
повідомляли, що Островський зарахований, тобто і в Ґеттінґенський,
і в Марбурзький університети. І тут я порадив Островському вступи-
ти до Марбурзького університету, говорячи, що Ґеттінґен – це Світові
Афіни у математиці, куди їдуть люди зі всього світу. «Ви – талано-
вита людина, – сказав я Островському, – і Вам не важливо мати
гарних вчителів, тоді як Марбург – мальовниче провінційне місте-
чко, життя там дешевше, а Хенсель людина добра, буде ставитися
до Вас доброзичливо. В Ґеттінґен Ви можете поїхати після закін-
чення університету, для подальших занять. Островський поїхав до
Марбурга, і я з ним там бачився перед війною. Війна розкидала нас,
перервала наш зв’язок, щоправда, до мене доходили чутки, що жити
йому було тяжко. Проте він швидко відбувся як світовий автори-
тет, його всюди цитували, але все ж професури не давали. Згодом
він отримав місце ординарного професора у Базелі. Це була справжня
нагорода за всі його попередні муки, оскільки у віці 35 років отримав
кафедру славетного Й. Бернуллі». Зокрема, вчений став відомим завдя-
ки теоремі про нормування поля раціональних чисел, яка тепер носить
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його ім’я. Газета «Базельські новини» із приводу 80-літнього ювілею
О. М. Островського писала: «Наша вища школа в XVIII ст. втрати-
ла, віддавши знаменитого математика Леонарда Ейлера, тому, що в
Базелі доля виявилася проти нього; але університету трапилася вдала
нагода придбати Олександра Марковича Островського, який походить
з Києва». У свій час заснований ним фонд Островського, метою якого
є популяризація математичних наук, кожні два роки присуджує пре-
мію О. М. Островського за найкращу математичну роботу за новітні
видатні досягнення в чистій математиці.

Згадаємо, ще одного відомого учня Д. О. Ґраве на тлі подій переїзду
столиці України з Харкова до Києва у 1934 року, а саме, народження
київського університету. Як відомо Київський університет св. Володи-
мира, в якому працював професором Д. О. Ґраве, було ліквідовано у
1920 році. Щоб відчути настрої того часу наведемо уривок з газетної
хроніки. Київська газета «Пролетарська правда» (з 1943 р. «Київська
правда») 28 грудня 1934 року писала: «Важко передати ту теплоту
і радість, що затопила величезну актову залу, ту саму, де Отто
Юлійович захищав свого часу дипломну роботу.

– Ми носимо ваше ім’я, ОттоЮлійовичу – говорить у своєму всту-
пному слові ректор університету тов. Сахновський. – Обіцяємо вам
битися за те, щоб ваше ім’я носити з честю.

Старий учитель Отто Юлійовича - академік Д. О. Ґраве поділив-
ся з аудиторією своїми спогадами про О. Ю. Шмідта, коли той був
студентом університету.

– Ще до закінчення університету, – каже академік Ґраве, – Отто
Юлійович зробив математичний винахід по теорії груп. Цей винахід
вже тоді зробив його відомим серед іноземних вчених.

…Особливо тепло говорить О. Ю. Шмідт про привітання своїх
старих учителів – акад. Д. О. Ґраве, професора Букреєва.

…Цей університет носить тепер славне ім’я О. Ю. Шмідта.»
Нагадаємо, що перу О. Ю. Шмідта належить перша у світі моногра-

фія з теорії груп, яка побачила світ в Києві у 1916 році.
Зрозуміло, наукові школи є носіями найкращих традицій у розвитку

науки і вони з часом набувають духовного значення.
Наукові школи не вмирають!
Реалізація світогляду закладеному в молоді роки в подальшій твор-

чості вченого проявилася в натурфілософії професора Д. О. Ґраве. Во-
на за його словами полягала в наступному: «…той внутрішній світ
ідей, які ми будуємо, повинен бути не чим іншим, як сукупністю
математичних теорій всіх явищ природи. Натуральну філософію я
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розумів у англійському сенсі слова, як механіку і математичну фізи-
ку…»

Не будемо зупинятися на науковому набутку вченого оскільки про
нього неперевершено написано його учнем М. Г. Чеботарьовим в збірни-
ку пам’яті академіка Д. О. Ґраве [3]. Деякі його відомі праці з алгебри,
математичної фізики, механіки та інших галузей математики увійшли
до зібрання вибраних праць Д. О. Ґраве [5], опублікованого в наш час.

Книги є тим надбанням людства, яке не розчиняються в історії циві-
лізацій, і вони досі залишаються не перевершеним винаходом людства
у передачі мудрості від одного поколіннями до іншого. Нижче наведе-
но перелік монографій Д. О. Ґраве: [2, 3, 5–7, 14, 15, 20, 23–25, 30] серед
них безсумнівний шедевр «Энциклопедія математики. Очеркъ ея сов-
ременнаго положенія» [3].

Відомо, що навчальні курси та підручники користувалися заслуже-
ною популярністю серед студентів. У той час вони відіграли значну
роль у поширенні математичної знань, завдяки їм зросли цілі поколін-
ня не лише вчених, а й педагогів та інженерів. Ось доробок вченого в
педагогічній царині: [1, 4, 9, 11,12,16–19,21,22,26–29].

Особливе місце серед праць Д. О. Ґраве займають його науково-
популярні нариси: [8, 10,13].

Популярний нарис «Як влаштований Всесвіт» [8] було прочитано
через сто років, як він побачив світ, учасниками міжнародної наукової
конференції «Алгебраїчні і геометричні методи аналізу» присвяченої
ювілею Д. О. Ґраве. У цій праці фактично було викладено мрії мо-
лодості вченого, його погляд на розвиток науки й, отже на еволюцію
знань людства, прагнення заглянути в завтрашній день. Присутні уча-
сники засідання завдяки цьому твору Д. О. Ґраве, мали можливість
побачити і оцінити той шлях, який пройшла наука з того часу.

У 1935 р. на урочистостях з нагоди 50-річчя науково-педагогічної
діяльності професора Д. О. Ґраве ювіляр зазначив: «Я займаюся най-
різноманітнішими теоріями математики та смію сказати: менш
як сто років жити не бажаю. Чому? Ми входимо до золотого віку
науки!»

Книги написані Д. О. Ґраве, маючи більш ніж вікову історію, за-
лишаються витворами педагогічної майстерності й в наш час перетво-
рилися в оберіг математичної культури, а з символами в оберегах, як
відомо, люди завжди пов’язували віру в добро, успіх, щастя.

На превеликий жаль, із задуманих 17 томів «Трактату з алгебраїчно-
го аналізу» Дмитро Олександрович встиг опублікувати лише перших
два томи [23, 30] ([24, 25]), третій том у видавництві АН УРСР було
«загублено»…
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Відомо, про мемуар «Нові основи філософії», який було подано до
УАН та «утрачено». Термін «філософія» в мемуарі вживався в первин-
ному сенсі цього слова, що в перекладі з давньогрецької означає любов
до мудрості.

Не можна також не згадати в ці дні про заснування Д. О. Ґраве
перших в Україні математичних періодичних видань: «Журнал мате-
матичного циклу Всеукраїнської Академії наук» (1931 р.), «Журнал
Інституту математики Всеукраїнської Академії наук» (1934 р.), «Збір-
ник праць Інституту математики АН УРСР» (1938 р.), завдяки яким
поширюються здобуті знання і в теперішній час.

На зламі політичного устрою життя в Києві Д. О. Ґраве відіграв
видатну роль як архітектор новітніх наукових і освітніх інституцій.

На початку 1920 року при секції природознавства Українського на-
укового товариства ім. Т. Г. Шевченка професором Д. О. Ґраве була
створена математична підсекція. Її діяльність була спрямована на на-
укову роботу у формі доповідей на засіданнях та на виданні власного
друкованого органу оскільки на той час в Україні не було математи-
чних видань українською мовою. Навесні наступного року Українське
наукове товариство було приєднано до УАН, але славні традиції закла-
дені великими математиками при його створенні зберігаються і наш
час в роботі Київського математичного товариства.

Д. О. Ґраве був одним з натхненників створення та організації Укра-
їнської Академії наук. Голова-Президент УАН у Київі академік В. І. Вер-
надський та професор Д. О. Ґраве – важливо було увільнити вченого
від перевантаження обов’язками викладача навчального закладу, у то-
му разі, якщо він виявив здатність рухати науку вперед: «Академія
повинна складатися з об’єднання вчених людей, які отримують кош-
ти від держави і віддаються науці і дослідницькій роботі, як справі
свого життя, визнаної державою за державно важливу».

У липні 1918 року Д. О. Ґраве за дорученням побратима В. І. Вернад-
ського був залучений до підкомісії з організації фізико-математичного
відділення УАН. «…УАН мала сприяти створенню дослідницьких ін-
ститутів в усіх галузях людських знань». Права Д. О. Ґраве, як дій-
сного члена УАН: лютий 1919 року -– дійсний член постійно комісії зі
складання біографічного словника українських діячів, з падолиста 1918
року академік С. П. Тимошенко заснував Інститут технічної механіки,
який з падолиста 1919 року до кінця 1921 року очолював Д. О. Ґра-
ве. Протягом свого життя Д. О. Ґраве залишався жити і натхненно
працював у Києві, попри соціальні потрясіння. За тогочасних обставин
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багато хто прагнув кращих місць проживання, але велетні духу не вті-
кали від реальності, а докладали зусиль для впливу на розвиток подій
у сприятливому для науки напрямі.

«Утворення Української Академії наук має величезне національне
значення, бо й досі є багато людей, які скептично і з насмішкою ста-
виться до українського руху та відродження, не вважають можли-
вим розвиток української мови та науки. Для тих же, хто вірить,
для кого відродження його, се – “святая святих”, для тих утворення
Академії наук має величезну вагу, є національною потребою», Міністр
народної освіти та мистецтва, співзасновник Академії наук М. Васи-
ленко.

У березні 2020 року виповнилось 100 років від часу заснування ака-
деміком Д. О. Ґраве Математичного інституту Української Академії
наук (УАН). Про цю історичну подію та погляд на постать Вченого в
тогочасних складних історичних обставинах представлено в І томі цієї
колективної монографії [4].

Нагадаємо лише, що математична інституція у складі Української
академії наук народилась за таких подій. У лютому 1920 року Загальні
збори УАН постановили: обрати професора Д. О. Ґраве членом УАН на
чергових Загальних зборах 8 березня 1920 року Професора Д. О. Ґра-
ве обрали одноголосно на кафедру чистої математики з дорученням
якнайшвидше організувати Математичний інститут УАН, який і «було
засновано в той самий час без зволікання».

Треба наголосити, що математична інституція створена академіком
Д. О. Ґраве гідно тримає випробування і в наш час, пройшовши непро-
стий шлях – від невеликого колективу вчених-однодумців до всесвітньо
відомої наукової установи.

Відома видатна роль професора Д. О. Ґраве в створенні природничо-
математичного факультету Київського державного українського уні-
верситету, який було урочисто відкрито 6 вересня 1918 року, в той рік
22 жовтня також святково було відкрито Кам’янець-Подільський дер-
жавний український університет.

Урочисте відкриття Київського державного університету відбулось
у неділю 6 жовтня. Після урочистого молебню гетьман Скоропадський
оголошує жалувану грамоту, яку зустріли вигуки «Слава!» У своїй
промові Скоропадський зазначив, що цього урочистого дня слід згада-
ти гетьманів Сагайдачного, Хмельницького, Дорошенка, Виговського,
які думали про розвиток освіти українського народу. «Я обіцяю всіма
силами підтримувати освітню справу і докладу всіх сил, щоб україн-
ські університети були справді найвищими осередками науки для бла-
га нашого народу…Цього дня…закликаю вас стати на варті правдивої
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свободи, доброї долі нашої улюбленої України». Від імені Української
національної спілки слово було надано В. Винниченку. «…Понині ми
не мали своєї школи, а нація без школи - не нація, а етнографічний ма-
теріал, яким ми були стільки століть…національний союз вітає вас
із цим великим днем і кличе вас до боротьби за всі права нашого наро-
ду. Слава первоцвіту української науки – українському університету!
Слава першій родині професорів та студентів цього університету!
Слава українському народу, який став на захист своїх національних
прав».

Тогочасні суспільні процеси були тісно пов’язані з багатовіковою
історією української культури. Варто також нагадати, що лише у той
час науковцям надали право захищати дисертації українською мовою.

Значна вага також належить професору Д. О. Ґраве в організації
Таврійського університету (університету-здравниці), який почав свою
роботу у травні 1918 року в Криму.

Як відомо, з часом нереалізовані задуми та окремі історичні події
перетворюються в легенди. До таких легенд в наш час можна відне-
сти дослідження Д. О. Ґраве з проблеми доведення теореми Ферма
та спроби організувати історичні дослідження та переклад середньові-
чних манускриптів арабських математиків. Плани стосовно освоєння
космосу. У червні 1925 року в Києві Д. О. Ґраве разом з інженером
О. Я. Федоровим (учень Д. Ґраве) була відкрита «Виставка Київсько-
го Товариства з дослідження світового простору», на якій у вітальному
слові Д. О. Ґраве побажав успіху у розвитку нової галузі техніки, а саме
у розвитку конструкцій міжпланетних апаратів. Професор Д. О. Ґраве
– натурфілософ: На засіданні Другого відділення Української академії
наук від 13.05.1921 року було постановлено за моєю доповіддю якомога
швидко влаштувати «Лабораторію експериментальних досліджень з
натуральної філософії»…

Наприкінці цього вступного слова згадується відомий вислів поета-
академіка М. Т. Рильського: «Хто не знає свого минулого, той не
вартий майбутнього, хто не відає про славу своїх предків, той сам
не вартий пошани».

У наш час Київським математичним товариством за підтримки На-
ціональної академії наук України, Українського математичного това-
риства та Інституту математики НАН України засновано щорічну май-
стерню з математики – читання Дмитра Олександровича Ґраве, як
одну з найпрестижніших лекцій з математики в Україні. Задум Ґра-
вевських читань полягає в сприянні науковій спільноті усвідомити той
внесок, який відіграє математика для сучасного мислення та цивіліза-
ції.
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Цей том Збірника праць Інституту математики НАН України при-
свячено 160-річчю від дня народження професора Д. О. Ґраве. Його
зміст складають лекції попередніх Ґравевських читань та праці з акту-
альних напрямів розвитку сучасної математики в Україні.

З метою вшанування пам’яті видатного вченого-математика, першо-
го академіка-математика Української академії наук Дмитра Олексан-
дровича Ґраве, зважаючи на його надзвичайно великий і визнаний у
світі внесок у розвиток математики й створення великої математичної
школи в Україні, Президія НАН України постановила: «Заснувати
премію НАН України імені Д. О. Ґраве, яка присуджуватиметься
за видатні наукові роботи в галузі математики по Відділенню мате-
матики НАН України».

У наш час ім’я Д. О. Ґраве продовжує залишатися символом високої
місії Вчених: «Їх не повинна залишати віра в існування закладених в
надрах їх розуму якостей, що дають можливість підноситися духом
все вище і вище в нескінченність». Творчість Д. О. Ґраве запалила
тисячі сердець. Його нетлінні праці, дарують прийдешнім поколінням
вчених дух свободи творчості.

Великому Вченому вічна слава!
Ці рядки написано в час боротьби за нашу свободу, дні з вірою у

майбутнє. Слава Україні! Героям слава!
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Від семінару Ґраве до похідних
категорій
Ю. А. Дрозд

Abstract. This article arose from my lecture at the First Grave Readings,
in which I tried to trace the path that began with D. Grave’s lectures and
seminar at Kyiv University and led to research in the most modern branches
of mathematics. Of course, I chose that one a branch of numerous directions
developed by Grave’s students and their scientific heirs, which is close to
the Kyiv School of Theory of Representations and to my own research. The
choice of material in the article is also completely subjective, and it does not
pretend to be historical review. Rather, it is the memories of a participant
in the events.

Анотація. Ця стаття виникла з моєї лекції на Перших Ґравевських чи-
таннях, у якій я намагався прослідкувати шлях, що розпочався з лекцій
і семінару Д. Ґраве в Київському університеті й привів до досліджень у
найсучасніших галузях математики. Звичайно, я вибрав ту галузь з чи-
сленних напрямків, розвинених учнями Ґраве та їх науковими спадкоєм-
цями, яка близька до Київської школи теорії зображень і до моїх власних
досліджень. Вибір матеріалу у статті також цілком суб’єктивний і вона
не претендує на те, щоб бути історичним оглядом. Скоріше, це – спогади
учасника подій.

ЗМІСТ
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2. Цілочисельні зображення 700
3. Ручні та дикі особливості кривих 702
4. Векторні розшарування й особливості поверхонь 704
5. Похідні категорії 706
Література 708

1. ПОЧАТОК
Ця стаття є спробою прослідкувати шлях, який пройшла одна гіл-

ка алгебричної школи, створеної Дмитром Ґраве, саме та гілка, яка
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відродилася у Києві, колисці всієї цієї школи. Нагадаю, що ця шко-
ла бере початок у семінарі, який проходив у Київському університеті
під керівництвом Д. Ґраве. Ось що пише про це сам Д. Ґраве у своїх
«Автобіографічних записках» [1]:
«Я вважав, що єдине правильне розуміння університету є те, що
університет має бути лабораторією науки, в якій кожен професор
має бути дослідником, а студент – починаючим ученим, і я вирішив
у 1912–1914 роках здійснити мою ідею під виглядом семінару з алгебри
і теорії чисел.»

З семінару Ґраве вийшли такі відомі вчені, як Б. Делоне, М. Крав-
чук, А. Островський, М. Чеботарьов, О. Шмідт. Усі вони відзначились
видатними внесками у сучасну алгебру і теорію чисел.

Слід зазначити, що перед цим Д. Ґраве провів велику роботу по під-
готовці підґрунтя майбутнього семінару. Починаючи з свого приїзду
до Києва, він розпочав викладання сучасної алгебри. Вже у 1902–1904
роках він працює над лекціями з теорії груп, а 1908 року у Києві ви-
ходить його книга «Теория групп». У 1909 виходить «Элементарный
курс теории чисел», а у 1910 та 1913 роках – двотомна «Арифметиче-
ская теория алгебраических величин» (зараз її назвали б «алгебричною
теорією чисел»). Починаючи з 1911 року він регулярно публікує статті
з алгебри та алгебричної теорії чисел. І останньою його великою пра-
цею став «Трактат з алгебричного аналізу». У 1938 році вийшли перші
два томи. Другий з них майже повністю присвячений саме основам ал-
гебричної теорії чисел, включаючи загальну теорію ідеалів та одиниць,
алгоритм Вороного і теорію p-адичних чисел. Третій том, за планом
Д. Ґраве, мав бути присвячений конкретному розгляду квадратичних
полів і бінарних квадратичних форм, рядам Діріхле з теоремою про
прості числа в арифметичній прогресії, символам Гільберта і геоме-
тричній теорії чисел, зокрема, роботам Г. Вороного й Б. Делоне. На
жаль Дмитро Олександрович не встиг довести цю роботу до кінця.

Дослідження в галузі алгебричної теорії чисел стали справою життя
Б. Делоне. Його студентська робота, удостоєна Великої Золотої медалі
– «Связь между теорией идеалов и теорией Галуа», а перша опублікова-
на робота – «Об определении алгебраической области при помощи кон-
груэнтностей» присвячена доведенню теореми Кронекера-Вебера про
те, що довільне розширення поля раціональних чисел з абелевою гру-
пою Ґалуа вкладається у якесь поле поділу кола. Але найвидатнішими
досягненнями Б. Делоне в цій галузі стали дослідження цілочисельних
бінарних кубічних форм і, у зв’язку з ними, кубічних полів алгебричних
чисел. Сам Борис Миколайович вважав ці роботи своїми найкращими,
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незважаючи на те, що надалі він вніс фундаментальний внесок у гео-
метрію чисел та багатовимірну кристалографію. Підсумком цього ци-
клу досліджень Б. Делоне та його учня Д. Фаддєєва стала монографія
«Теория иррациональностей третьей степени» (1940 р.). Цікаво, шо у
вступі, коментуючи одну з теорем, Б. Делоне згадує, що вона пов’язана
з «припущенням, яке виникло з розгляду великої таблиці дискримінан-
тів кубічних одиниць, обчисленої у 1918 році для мене за допомогою
арифмометрів студентами Київського університету».

2. ЦІЛОЧИСЕЛЬНІ ЗОБРАЖЕННЯ
Той напрямок, про який я буду надалі говорити, фактично походить

від цієї монографії. Саме, у §15 там встановлено зв’язок між бінарними
квадратичними формами

ax3 + bx2y + cxy2 + dy3,

де a, b, c, d – цілі числа, і кубічними кільцями, тобто кільцями цілих
алгебричних чисел, які лежать у кубічних розширеннях поля раціо-
нальних чисел1. У 1960-ті роки Д. Фаддєєв повернувся до цього ре-
зультату у зв’язку з теорією цілочисельних зображень. Цілочисельне
зображення кільця (або групи) – це гомоморфізм у кільце цілочисель-
них матриць (відповідно, у групу обертовних цілочисельних матриць).
Інтерес до цілочисельних зображень груп виник у зв’язку з робота-
ми Є. Федорова і А. Шенфліса про кристалографічні групи, вивчення
яких вимагає, зокрема, класифікації цілочисельних зображень скінчен-
них груп. Класична теорема Жордана каже, що при фіксованій розмір-
ності дана скінченна група має лише скінченну кількість неізоморфних
(нееквівалентних) цілочисельних зображень. У 1938 році Г. Цассенгаус
дав нове доведення цієї теореми [27], а його учень Ф. Дідеріксен опи-
сав зображення циклічної групи простого порядку [8]. У тій же роботі
Ф. Дідеріксен доводив, що вже циклічна група порядку 4 має нескін-
ченну кількість неізоморфних нерозкладних цілочисельних зображень
(звичайно, необмежених розмірностей).

Утім, останнє твердження виявилось хибним, і у 1960 році учень
Д. Фаддєєва – А. Ройтер – довів, що ця група має лише 9 нерозкла-
дних цілочисельних зображень [47]. Перед цим З. Боревич і Д. Фаддє-
єв довели, виходячи з міркувань гомологічної алгебри, що нециклічна
група завжди має нескінченно багато неізоморфних нерозкладних ці-
лочисельних зображень [33]. У 1962–1964 роках у роботах С. Бермана

1 Насправді, і тут, і нижче, де йдеться про квадратичні кільця, розглядається шир-
ший клас кілець, а саме такі, які лежать у напівпростих алгебрах над полем раціо-
нальних чисел. Утім, основні результати від цього практично не залежать.
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і П. Гудівка, А. Хеллера і І. Райнера та А. Джонса було встановлено,
що скінченна група має лише скінченну кількість нерозкладних неі-
зоморфних цілочисельних зображень тоді й лише тоді, коли кожна її
силовська p-підгрупа є циклічною порядку p або p2 [20, 21,23,30,31].

На початку 1960-х років виник інтерес вже до цілочисельних зобра-
жень кілець, перш за все, кілець алгебричних чисел. У найпростішому
варіанті це – задача опису цілочисельних матричних розв’язків алге-
бричних рівнянь. Перший крок у цьому напрямку зробили З. Боревич
і Д. Фаддєєв. У 1960 році вони описали цілочисельні зображення ква-
дратичних кілець, тобто кілець цілих алгебричних чисел, які лежать у
квадратичних розширеннях поля раціональних чисел [34]. Виявилось,
що всі ці зображення реалізуються в ідеалах кільця. Надалі цей ре-
зультат узагальнили і його автори [35], і Г. Басс [4] (ці узагальнення
виявились еквівалентними). Відчуваючи потребу у деяких загальних
підґрунтях, Д. Фаддєєв опублікував велику роботу [49], у який виклав
загальні фундаментальні поняття й факти теорії цілочисельних зобра-
жень кілець.

У тому самому випуску з’явилась і його стаття, присвячена кубі-
чним кільцям [50]. У ній викладено зв’язок кубічних кілець та кубі-
чних форм, а також встановлено важливий результат, що якщо I –
ідеал кубічного кільця A, то для довільного простого p локалізація Ip
ізоморфна або Ap, або A˚

p , де
A˚ = HomZ(A,Z)

– дуальний ідеал. Встановлено також, що завжди
I2p » A1

p

для деякого надкільця A1 Ą A2. На школі 1964 р. в Ужгороді, де Д. Фад-
дєєв викладав ці результати, він запропонував розглянути задачу про
зображення кубічних кілець, зокрема, знайти критерій того, що кубі-
чне кільце має лише скінченну кількість неізоморфних нерозкладних
цілочисельних зображень (як зараз кажуть, критерій зображувальної
скінченності). Те, що, на відміну від квадратичних кілець, це не може
бути завжди так, було більш-менш зрозуміло. У Києві саме на початку
1960-х років під керівництвом А. Ройтера сформувалася група молодих
математиків, які розпочали активні дослідження з теорії цілочисельних
зображень. До неї увішли В. Кириченко, С. Кругляк, Л. Назарова і я.
У майбутньому саме з цієї групи вийшла Київська школа теорії зобра-
жень. У перебігу розпочатих досліджень мені вдалося знайти критерій
зображувальної скінченності для кубічних кілець [37].

2 Пізніше мені вдалося узагальнити ці результати в роботі [38].
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Теорема 2.1. Нехай Λ – кубічне кільце, M – його максимальне над-
кільце, M/Λ – пряма сума циклічних груп порядків m і n де m | n. Λ
має скінченну кількість нерозкладних зображень тоді й лише тоді,
коли m вільне від квадратів.

Більш того, порівняно швидко А. Ройтер і я узагальнили цей резуль-
тат і отримали критерій зображувальної скінченності для довільних
комутативних кілець [44].

Теорема 2.2. Нехай M – максимальне надкільце Λ,
I =M/Λ, I 1 = rad I.

Λ має скінченну кількість нерозкладних зображень тоді й лише тоді,
коли I має 2 твірних, а I 1 – циклічний Λ-модуль.

Рівносильний критерій, хоча й трохи в інших термінах, отримав
одночасно шведський математик Г. Якобінскі [22]. Паралельно були
розроблені нові методи, що брали початок у згаданих вище роботах
З. Боревіча і Д. Фаддєєва та Г. Басса, і створена теорія бассових і
квазабассових кілець [41, 43]. Це дало змогу В. Кириченку і мені уза-
гальнити критерій зображувальної скінченності на широкий клас не-
комутативних кілець [42]. Такі були здобутки Київської школи у теорії
цілочисельних зображень на першому етапі її розвитку.

3. РУЧНІ ТА ДИКІ ОСОБЛИВОСТІ КРИВИХ
На деякий час інтерес до теорії цілочисельних зображень, включаю-

чи й Київську школу, дещо спав, і основні дослідження перемістилися
до зображень скінченновимірних алгебр. Це було ініційовано блиску-
чою роботою А. Ройтера, в якій він довів одну з класичних гіпотез
Брауера-Тролла [48], а також роботами П. Ґабріеля [18] та Л. Назаро-
вої і А. Ройтера [45], з яких розпочалося дослідження зображень сагай-
даків і частково впорядкованих множин. Відродився інтерес до теорії
цілочисельних зображень значною мірою завдяки роботі Ґ.-М. Ґройе-
ля і Г. Кноррера [19], в якій було встановлено несподівані зв’язки цієї
теорії з теорією особливостей. Саме, у ній були розглянуті особливості
алгебричних кривих, або, що те саме, комутативні алгебри A над кіль-
цем формальних рядів R = k[[t]], і вирішувалось питання, коли така
алгебра має лише скінченну кількість неізоморфних нерозкладних мо-
дулів Коена-Маколея. У даному випадку це – те саме, що зображення
алгебри A над кільцем R. Звичайно, відповідь дано у роботі [44], де роз-
глянуто загальну ситуацію одновимірних нетерових кілець, але автори
не були з нею знайомі. Натомість, користуючись технікою, близькою
до роботи Г. Якобінського [22], вони отримали критерій і, що особливо
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важливо, пов’язали його з класифікацією особливостей, розробленою
В. Арнольдом [28]. Нагадаю, що В. Арнольд увів поняття простої осо-
бливості як такої, в достатньо малому околі якої є лише скінченна
кількість нееквівалентних особливостей. Прості особливості виявились
пов’язаними зі схемами Динкіна An, Dn, E6, E7, E8, добре відомими з
теорії груп Лі. Це – особливості плоских кривих, заданих рівняннями

An : x2 = yn+1,

Dn : x2y = yn´1 (n ě 4),

E6 : x
3 = y4,

E7 : x
3 = xy3,

E8 : x
3 = y5,

Результат Ґройеля і Кноррера був таким:

Теорема 3.1. Особливість алгебричної кривої має скінченну кількість
неізоморфних нерозкладних модулів Коена-Маколея тоді й лише тоді,
коли вона домінує просту особливість (тобто є її надкільцем).

На цей час у теорії зображень скінченновимірних алгебр з’ясувалося,
що зображувально нескінченні алгебри розділяються на два істотно
різні типи: ручні й дикі. Ручні алгебри – це такі, у яких нерозкладні
зображення кожної даної розмірності утворюють скінченну кількість
однопараметричних сімей. Дикі алгебри можуть бути охарактеризовані
двома способами (які, втім, виявились рівносильними)3:
‚ (геометрично) як такі, для яких існують сім’ї неізоморфних нероз-

кладних зображень, що залежать від довільної кількості параметрів;
‚ (алгебрично) як такі, що класифікація їх зображень містить у собі

класифікацію зображень довільної скінченнопородженої алгебри.
У роботі [39] я довів, що будь-яка скінченновимірна алгебра над алге-
брично замкненим полем є або ручною, або дикою.

Поняття ручних і диких природно переносяться на інші класифіка-
ційні задачі, зокрема, у теорію модулів Коена-Маколея. У 1990 р. під
час семінару, організованого у Білефельді К. Рінгелем, Ґ.-М. Ґройель
висунув деяку гіпотезу про зв’язок особливостей, ручних у цьому сен-
сі, з класифікацією Арнольда так званих унімодальних особливостей.
Утім, на цей час у мене вже був контрприклад до його гіпотези, про
що я йому й розповів. Ми вирішили детальніше вивчити цю пробле-
му, і нам вдалося знайти критерій ручності для особливостей кривих і

3 Формальні означення можна знайти в огляді [10].
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встановити його зв’язок з класифікацією Арнольда. А саме, у цій кла-
сифікації особливу роль відіграють «серійні однопараметричні особли-
вості» або особливості типу Tpq, тобто особливості плоских кривих,
заданих рівняннми

Tpq : xp + yq + λx2y2 = 0,

де
1

p
+

1

q
ď

1

2
,

тут λ P k – деякий параметр. При (p, q) R t(4, 4), (3, 6)u цей параметр
ролі не відіграє: всі його значення, крім забороненого λ = 0, дають
ізоморфні особливості. При (p, q) P t(4, 4), (3, 3)u це вже не так. Забо-
роненими тут є значення λ = ˘2 при (p, q) = (4, 4) і три значення, для
яких 4λ3 = ´27 при (p, q) = (3, 6), а різні значення λ дають неізоморфні
особливості. У роботі [11] доведено таку теорему:

Теорема 3.2. Особливість алгебричної кривої є ручною тоді й лише
тоді, коли вона домінує якусь особливість типу Tpq.

На жаль, на відміну від робіт [19, 22, 44], тут не було отримано опис
модулів – істотним інструментом було використання деформацій, що
дало можливість отримати критерій, але без явної конструкції модулів.
Втім, повний опис і досі отриманий лише для особливостей типу T44 [9,
14,15].

4. ВЕКТОРНІ РОЗШАРУВАННЯ Й ОСОБЛИВОСТІ ПОВЕРХОНЬ
Наступним кроком мав стати розгляд поверхневих особливостей. На

цей час було відомо, що зображувально скінченні поверхневі особли-
вості – це так звані фактор-особливості (quotient singularities), тобто
алгебри інваріантів k[[x, y]]G при дії скінченної групи G на кільці фор-
мальних степеневих рядів від двох змінних [3,17]. Для дослідження ру-
чності підґрунтям стала робота К. Кана [24], в якій встановлено зв’язок
модулів Коена-Маколея над поверхневою особливістю з векторними
розшаруваннями над виключною кривою розв’язання цієї особливості.
Остання є проєктивною кривою, тож природно стало питання про кла-
сифікацію векторних розшарувань над проєктивними кривими. Така
класифікація була відома лише для проєктивної прямої P1, де вона
найпростіша: нерозкладними є лише лінійні розшарування, а також
для еліптичних кривих (неособливих кривих роду 1, або, що те саме,
неособливих плоских кубік) [2]. У останньому випадку нерозкладні роз-
шарування даного рангу й степеня утворюють сім’ю, параметризовану
точками кривої. Отже, це – ручний випадок. З іншого боку, доволі
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нескладно встановити, що класифікація векторних розшарувань над
кривою роду g ą 1 вже є дикою. Про випадок кривих з особливостями
(а такі найчастіше виникають як виключні криві розв’язань) не було
відомо нічого.

Ми з Ґ.-М. Ґройелем встановили такий результат [12].

Теорема 4.1. Зв’язна проєктивна крива є ручною відносно класифі-
кації векторних розшарувань тоді й лише тоді, коли вона є або про-
єктивною прямою, або еліптичною кривою, або ланцюгом чи циклом
проєктивних прямих з трансверсальними перетинами. Всі інші проє-
ктивні криві є дикими відносно класифікації векторних розшарувань.

Останній випадок означає, що всі незвідні компоненти кривої – це
проєктивні прямі, всі їх перетини є трансверсальними і, при деякій ну-
мерації прямих, кожна перетинає наступну і, у випадку циклу, остання
перетинає першу. У випадку циклу з 5 компонентами це виглядає так:

Якшо така крива має одну компоненту, це – нодальна кубіка, якщо
дві – це перетин прямої з колом. При цьому у випадку ланцюга (рід
такої кривої дорівнює 0) всі нерозкладні розшарування є лінійними, а
у випадку циклу (його рід дорівнює 1), при фіксованому рангу і фі-
ксованих степенях на кожній компоненті, нерозкладні розшарування
утворюють скінченну кількість сімей, кожна з яких параметризована
точками проєктивної прямої. При цьому вдалося й дати повний опис
відповідних векторних розшарувань. Як і у випадку особливостей кри-
вих, цей опис зводився до так званих в’язок ланцюгів, досліджених у
роботах Л. Назарової і А. Ройтера [46] та В. Бондаренка [32].

Разом з роботою Кана це дозволило вирішити питання про ручні
й дикі поверхневі особливості для важливого класу так званих міні-
мально еліптичних особливостей [25]. Це горенштейнові поверхневі
особливості роду 1. Серед них виділяються
‚ прості еліптичні особливості – такі, що виключна крива є еліп-

тичною кривою;
‚ каспідальні особливості – такі, що виключна крива є циклом проє-

ктивних прямих.
У роботі [13] встановлено такий результат.
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Теорема 4.2. Мінімально еліптична поверхнева особливість є ру-
чною тоді й лише тоді, коли вона є або простою еліптичною, або
каспідальною. В усіх інших випадках вона є дикою.

Зокрема, якщо це – особливість поверхні у тривимірному просторі,
то це – особливість типу Tp,q,r, тобто задається рівнянням

Tp,q,r : xp + yq + zr + λxyz = 0,

де
1

p
+

1

q
+

1

r
ď 1, p ď q ď r, λ R t0, 1u.

Якщо 1
p + 1

q +
1
r = 1, це проста еліптична особливість, якщо нерівність

строга – каспідальна особливість. У останньому випадку всі значення
λ (включаючи λ = 1) визначають ізоморфні особливості.

Для ручних поверхневих особливостей також було дано класифіка-
цію модулів (для простих еліптичних особливостей це зробив ще К.
Кан у тій самій роботі [24]).

5. ПОХІДНІ КАТЕГОРІЇ
У роботі [12] ми з Ґ.-М. Ґройелем звернули увагу на те, що опис

векторних розшарувань над циклами проєктивних прямих має багато
спільного з описом зображень деяких скінченновимірних алгебр. У най-
простішому випадку нодальної кубіки – це алгебра, задана сагайдaком
зі співвідношеннями

‚

a1
((

a2

66 ‚

b1
((

b2

66 ‚ b1a1 = b2a2 = 0. (5.1)

Звичайно, ми знали про класичну роботу А. Бейлінсона [29], в якій було
встановлено зв’язки між векторними розшаруваннями над проєктив-
ним простором Pn та зображеннями деяких скінченновимірних алгебр,
зокрема, між P1 та сагайдаком Кронекера ‚

((
66 ‚ . Але основним у

цій роботі було доведення того, що еквівалентними є похідні категорії
когерентних пучків над Pn та модулів над відповідною алгеброю. Така
еквівалентність задається функтором Hom(T ,´), де

T =
n
à

k=0

OPn(k)

– так званийтілтінг-пучок. У випадку нодальної кубіки й алгебри (5.1)
така еквівалентність була напевно неможливою, оскільки глобальна го-
мологічна розмірність цієї алгебри скінченна (дорівнює 2), а глобальна
гомологічна розмірність нодальної кубіки нескінченна.
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Роз’яснення цієї загадки було дано у роботі І. Бурбана і моїй [5],
яка дала початок циклу робіт, присвячених похідним категоріям. У
цій роботі було побудоване нове категорне розв’язання особливостей
нодальної кривої. На той час конструкція категорних розв’язань у рі-
зних виглядах вже була відома, але всі вони мали один недолік. По-
будовані категорії залишалися деякими досить складними категорни-
ми конструкціями, з якими було досить важко ефективно працювати.
Наше розв’язання будувалось у «внутрішніх рамках» алгебричної гео-
метрії, точніше, некомутативної алгебричної геометрії. А саме, ми
розглянули звичайне геометричне розв’язання нодальної кривої X –
домінантне раціональне відображення

π : P1 Ñ X.

Воно є ізоморфізмом поза особливою точкою, а остання має два про-
образи. Позначимо через O пучок регулярних функцій на X, через Õ
прямий образ при відображенні π пучка регулярних функцій на P1 і
розглянемо пучок ендоморфізмів

A = EndO(O ‘ Õ).

Пара X = (X,A) є прикладом некомутативної алгебричної кривої. Для
неї, як і для звичайних алгебричних кривих можна розглядати катего-
рію когерентних пучків CohX та її похідну категорію D(CohX). Для
кривої X гомологічна розмірність вже скінченна (дорівнює 2), тобто в
цьому розумінні вона неособлива. З іншого боку, категорії CohX та
CohX пов’язані так званою діаогамою прикріплення (recollement)

kerF I // CohX
I˚

rr

I!
ll F // CohX

F˚

rr

F !

ll ,

в якій функтор F є точним і сюр’єктивним, F ˚ та F ! – це його лівий
і правий спряжені, I – занурення, I˚ та I ! – це його лівий і правий
спряжені, причому

FF ˚ » FF ! » Id.
Отже, некомутативну криву X можна розглядати як розв’язання кривої
X. Більш того, категорія kerF у цьому випадку еквівалента категорії
модулів над kˆ k, де k – основне поле. Отже, категорії CohX та CohX
мало відрізняються. Нарешті, у похідній категорії D(CohX) є тілтінг-
комплекс

T + = T̃ ‘ (O/m)[´1],

де m – максимальний ідеал, що відповідає особливій точці. Згідно за-
гальної теорії, тоді

D(CohX) » D(Λ-mod),
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де Λ – дуальна алгебра до алгебри ендоморфізмів End(T +), яка якраз
і є алгеброю (5.1).

Надалі ми з І. Бурбаном і В. Гавраном узагальнили цю конструкцію
для довільних (у тому числі, й некомутативних) кривих [7]. Зокрема,
для кожної некомутативної кривої X ми побудували криву X̃, яка дає
категорне розв’язання особливостей кривої X, а у раціональному ви-
падку також скінченновимірну алгебру Λ таку, що

D(Coh X̃) » D(Λ-mod).
Одночасно ми почали вивчати будову похідних категорій, зокрема,

питання про їх ручність чи дикість. Ще у 1990 році я встановив, які
саме локальні кільця (можливо, некомутативні) є ручними відносно
класифікації всіх скінченнопороджених модулів [40]. Серед звичайних
особливостей ними виявилися лише «прості вузли» (трансверсальні пе-
ретини). Ми назвали такі кільця (некомутативні аналоги трансверсаль-
них перетинів) «нодальними особливостями» і дали для них повний
опис похідних категорій [6]. Для нодальних кривих (у тому числі й
некомутативних), тобто таких, у яких всі особливості є нодальними,
Д. Волошин і я знайшли критерій ручності відносно класифікації ве-
кторних розшарувань і в ручному випадку описали такі розшарування
та похідну категорію категорії когерентних пучків [16,36].

Слід зауважити, що, як виявилось, некомутативні нодальні криві
відіграють істотну роль у так званій теорії дзеркальної симетрії (ди-
вись, наприклад, роботу [26]).

Ось як з семінару, організованому в нашому університеті Д. Ґраве
виросли дослідження, які врешті решт привели до нових результатів у
такій «модерній» області.
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Зародження і розвиток
ідей теорії стохастичних
диференціальних рівнянь

в українській школі математики
М. І. Портенко

Abstract. It is universally recognized that the theory of stochastic dif-
ferential equations was created in the Japanese mathematical school during
the forties of the last century, and it is much less-known that the idea of a
stochastic differential equation arose independently in the Ukrainian school
of mathematics about the same time. This paper is devoted to a description
of the initial stages in forming the school of the theory of stochastic differen-
tial equations and its subsequent development in Ukraine.

Анотація. Як зародилось поняття стохастичного диференціального рів-
няння в рамках української математичної школи та як проходило ста-
новлення теорії таких рівнянь в Україні – це основні питання, що їх
висвітлено в статті.

ВСТУП
Одним з найзначніших досягнень математики середини минулого

сторіччя слід вважати зародження та розвиток ідей теорії стохасти-
чних диференціальних рівнянь, що зрештою призвело до утворення
нового розділу сучасної математики під назвою «Стохастичний ана-
ліз». Окреслилися зв’язки нової науки з такими класичними розділами
математики, як математичний аналіз, диференціальні рівняння, дина-
мічні системи тощо. Визначилися сфери застосування: фізика, біологія,
теорія оптимального керування системами з розподіленими параметра-
ми, фінансова математика та ін.

Цікаво, що і до процесу зародження теорії стохастичних диферен-
ціальних рівнянь, і до її подальшого розвитку причетними виявилися
науковці української школи математики. В цій статті якраз йтиметься
про ті початкові етапи становлення стохастичного аналізу в Україні.
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Автор не ставив собі за мету дослідження цього процесу у всіх дета-
лях. Натомість підкреслюється роль деяких сильних сторін тогочасної
української математичної школи, які, власне, і призвели до зароджен-
ня ідеї стохастичного диференціального рівняння та стали потужним
фактором подальшого розвитку теорії таких рівнянь. Крім того, наво-
дяться деякі яскраві результати з теорії стохастичних диференціаль-
них рівнянь, отримані представниками української школи теорії ймо-
вірностей. Їх добірка відображає смаки автора цієї статті і аж ніяк не
претендує на бодай якусь повноту.

Основою цієї статті стали матеріали доповіді автора на засіданні Ки-
ївського математичного товариства 6 вересня 2022 року. Це засідання
відбувалося в рамках так званих Гравевських читань, що традиційно
проводяться в день народження Д. О. Ґраве, який став лідером Ки-
ївської школи математики на початку XX сторіччя і був ним до своєї
смерті в 1939 році. Отже, мені, як доповідачеві на цих читаннях, слід
було провести лінію від Д. О. Ґраве до Й. І. Гіхмана, оскільки саме у
його публікації 1947 року з’явилося поняття стохастичного диференці-
ального рівняння. Таку лінію провести нескладно: Й. І. Гіхман, закін-
чивши Київський університет в 1939 році, одразу поступив на навчання
в аспірантурі при цьому університеті, і керівником йому було призна-
чено М. М. Боголюбова, який зі своїх юних літ був активним учасни-
ком семінару під керівництвом Д. О. Ґраве. Відштовхуючись від робіт
саме свого учителя (спільних з М. М. Криловим) кінця 1930-х років,
Й. І. Гіхман зробив вирішальний крок до поняття стохастичного дифе-
ренціального рівняння. В низці своїх публікацій початку 1950-х років
Й. І. Гіхман розвинув свої первісні ідеї.

В подальшому розвитку теорії стохастичних диференціальних рів-
нянь надзвичайно важливим був той факт, що такий титан науки як
А. В. Скороход долучився (не без впливу Й. І. Гіхмана) до дослідже-
ння в цій галузі математики, починаючи з 1957 року. І вже в кінці
1961 року у видавництві Київського університету вийшла з друку йо-
го книга «Исследовання по теории случайних процессов», присвячена
(значною мірою) теорії стохастичних диференціальних рівнянь. Низ-
ку нових ідей та результатів в цій теорії було запропоновано автором
книги. Після цього спільна робота Й. І. Гіхмана та А. В. Скорохода в
теорії стохастичних диференціальних рівнянь увінчалася публікацією
книги «Стохастические дифференциальнне уравнення» в 1968-у році
у видавництві «Наукова думка» в Києві. З’явилася ціла когорта учнів
цих двох видатних математиків. Так зародилась в Україні школа теорії
стохастичних диференціальних рівнянь. Саме про ті далекі тепер події
ця стаття.
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Слід сказати, що на початку 1940-х років японський математик К. Іто
(K. Itо̂) побудував теорію стохастичного інтегрування, яка дозволи-
ла йому створити теорію стохастичних диференціальних рівнянь. Як
і у Й. І. Гіхмана, основи теорії були сформовані на самому початку
1950-х років. На відміну від К. Іто, Й. І. Гіхман не володів поняттям
стохастичного інтеграла, хоч його підхід до поняття стохастичного ди-
ференціального рівняння був цілком строгим1. Підхід К. Іто виявився
вдалим, і тепер теорію стохастичних диференціальних рівнянь викла-
дають, грунтуючись саме на понятті стохастичного інтеграла.

Ще одне ім’я варто згадати тут. Як показують деякі матеріали, поді-
бні ідеї були і у франко-німецького математика В. Дебліна (W. Döblin).
Однак його коротке життя трагічно обірвалося вже в перші роки 2-ї
світової війни, а зміст його листа до академії наук Франції, в якому
згадані ідеї викладені, оприлюднено порівняно недавно. Тому автор не
буде тут торкатися цієї сторони справи.

Закінчу цей вступний розділ статті двома коротенькими історіями,
що мають стосунок до двох постатей в математиці, причетних до ство-
рення теорії стохастичних диференціальних рівнянь.

Наприкінці літа 1975 року в м. Ташкенті відбувався Радянсько-Япон-
ський симпозіум з теорії ймовірностей. К. Іто не брав участі в тому
симпозіумі. В один з вечорів у неформальній обстановці троє моло-
дих тоді математиків з Києва – В. В. Булдигін, А. Ф. Турбін та я –
мали нагоду поспілкуватися з молодим тоді японським математиком
М. Фукушімою (M. Fukushima). На наше запитання: «Кого він вважає
математиком №1 в Японії?» відповідь була однозначною і без жодних
вагань: «К. Іто!». Ми продовжили: «А хто на другому місці?». Він зро-
бив паузу, ніби щось зважуючи, і зрештою сказав: «Немає нікого!». Так
було і з місцями 3 та 4. «А на п’ятому місці – багато різних!». Таким
був його вердикт.

Друга історія асоціюється із запитанням, чи знав К. Іто про Й. І. Гі-
хмана і про його підхід до поняття стохастичного диференціального
рівняння. Моя відповідь: «Безумовно, так!». І ось доведення цього твер-
дження.

Це було в м. Тбілісі влітку 1982 року, де тоді проходив черговий
Радянсько-Японський симпозіум з теорії ймовірностей (до речі, насту-
пний був у Києві в 1991 році, він завершився за тиждень до «ГКЧП»).

1Намагання уникати складних пояснень під час доповіді 6 вересня 2022 року приве-
ло тоді автора до цілком неадекватного опису того, чим є стохастичне диференціальне
рівняння у Й. І. Гіхмана. Визнаючи цю мою провину і перепрошуючи за неї перед мо-
їми слухачами, постараюся у цій статті усунути ту прикру недбалість, що трапилася
у доповіді.
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Цього разу К. Іто був у складі японської делегації. Одного дня в пев-
ний час всі учасники симпозіуму мали зібратися в вестибюлі готелю,
де мешкали, мабуть, перед екскурсією, чи бенкетом. Сталося так, що я
стояв поруч з К. Іто. Ми встигли обмінятися парою фраз перед тим, як
до нас підійшов Ілля Гіхман – син Йосипа Ілліча. Він також був уча-
сником симпозіуму і був зовсім ще молодим чоловіком (трохи більше
30-ти років). У нього на бейджику був напис: I. I. Gikhman. Правила
хорошого тону зобов’язували мене представити його професору, і я це
зробив. Професор нахилився до Іллі, щоб прочитати на бейджику ім’я
молодого математика. Коли він випростався, на його обличчі був вираз
найвищого ступеня подиву. Він не міг повірити в те, що його, так би
мовити, конкурент з України у справі створення теорії стохастичних
диференціальних рівнянь є такою молодою людиною (різниця у віці
між К. Іто та Й. І. Гіхманом складала 3 роки, перший був старшим).
Ми з Іллею поспішили заспокоїти професора, пояснивши ситуацію. Цим
і завершується доведення.

Подяка. Щиро дякую професорові М. М. Осипчуку з Прикарпатсько-
го національного університету імені Василя Стефаника за допомогу
при підготовці цієї статті до друку.

1. ДИФУЗІЙНІ ПРОЦЕСИ В СЕНСІ А. КОЛМОГОРОВА
Як відомо, процес Маркова (x(t))tě0 в евклідовому просторі Rd хара-

ктеризується існуванням функції P (s, x, t,Γ) аргументів s ě 0, x P Rd,
t ą s та Γ P B (через B позначається σ-алгебра всіх борельових підмно-
жин Rd), значеннями якої є числа з проміжку [0, 1] дійсної осі і яка має
такі властивості:
а) вона є B-вимірною функцією аргумента x P Rd при фіксованих s ă t

та Γ P B;
б) вона є ймовірнісною мірою по Γ P B при фіксованих s ă t, x P Rd;
в) при всіх s ă τ ă t, x P Rd та Γ P B виконується рівність

P (s, x, t,Γ) =

ż

Rd

P (τ, y, t,Γ)P (s, x, τ, dy);

г) при всіх s ă t та Γ P B виконується (майже напевно) рівність

P (tx(t) P Γu | Ms) = P (s, x(s), t,Γ),

де ліворуч записана умовна ймовірність події tx(t) P Γu, коли фіксо-
вана σ-алгебра Ms, що є найменшою σ-алгеброю подій, яка містить
всі події вигляду tx(r) P Λu при r P [0, s] та Λ P B.
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Умова г) означає, що при складанні прогнозу майбутньої поведінки
процесу (тобто, в момент часу t), якщо до уваги береться повна інфор-
мація про його поведінку в минулому (тобто, до теперішнього моменту
часу s, s ď t), вся інформація про x(r) при r ă s виявляється зайвою:
важливою є лише та, що стосується x(s). Саме ця властивість покла-
дена в основу визначення процесу Маркова.

Отже, якщо є процес Маркова (x(t))tě0 в фазовому просторі (Rd,B),
то існує функція P (s, x, t,Γ), 0 ď s ă t, x P Rd, Γ P B, яка задовольняє
умови а)-г). Навпаки, якщо маємо функцію P (s, x, t,Γ), що задовольняє
умови а)-в), і додатково задана ймовірнісна міра (µ(Γ))ΓPB, то існує
процес Маркова (x(t))tě0 в (Rd,B), для якого P (tx(0) P Γu) = µ(Γ) при
всіх Γ P B і також виконується умова г).

Таким чином, всякий розв’язок рівняння в умові в) (він має задоволь-
няти умови а) та б), бо лише за цих умов і можна писати те рівняння)
визначає процес Маркова в Rd і навіть не один (вони будуть різнити-
ся лише початковими розподілами). В цьому розумінні рівняння в) є
джерелом всіх процесів Маркова в (Rd,B). Воно носить назву рівняння
Колмогорова-Чепмена. Всякий розв’язок цього рівняння, що є ймовір-
нісною мірою по четвертій змінній, зветься ймовірністю переходу. Її
інтерпретація очевидна: P (s, x, t,Γ) при s ă t задає умовну ймовірність
події tx(t) P Γu за умови x(s) = x.

Виражаючи досить загальний принцип еволюції систем, що описую-
ться процесами Маркова, рівняння Колмогорова-Чепмена є нелінійним.
А. Н. Колмогоров на межі 20-х та 30-х років минулого сторіччя запро-
понував метод лінеаризації таких рівнянь, що ґрунтується на тих чи
інших припущеннях щодо локальної поведінки процесу на малих про-
міжках часу (див. [6]). Він виділив декілька класів процесів Маркова,
один з яких згодом дістав назву дифузійних процесів. Сформулюємо
ті умови на ймовірність переходу в (Rd,B), які визначають дифузійний
процес. Через Br(x) позначається відкрита куля в Rd з центром в точці
x P Rd радіуса r ą 0, а через Br(x)

c її доповнення до Rd.
Нехай ймовірність переходу P (s, x, t,Γ), 0 ď s ď t, x P Rd, Γ P B,

задовольняє наступні умови:
1) при всіх s ě 0, x P Rd та ε ą 0 виконується співвідношення

lim
∆sÓ0

1

∆s

ż

Bε(x)c
P (s, x, s+∆s, dy) = 0;

2) при всіх s ě 0, x P Rd та деякому ε ą 0 існує границя

lim
∆sÓ0

1

∆s

ż

Bε(x)
(y ´ x)P (s, x, s+∆s, dy);
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3) при всіх s ě 0, x P Rd, θ P Rd та деякому ε ą 0 існує границя

lim
∆sÓ0

1

∆s

ż

Bε(x)
(y ´ x, θ)2P (s, x, s+∆s, dy).

Неважко бачити, що за умови 1) існування границь в 2) та 3) при де-
якому ε ą 0 означає їх існування при будь-якому ε ą 0 і незалежність
тих границь від ε ą 0. Тому границя в 2) визначає Rd-значну функцію
(a(s, x))sě0,xPRd , яка зветься вектором переносу. Границя в 3) визначає
операторну функцію (b(s, x))sě0,xPRd , яка зветься оператором дифузії і з
допомогою якої та границя записується у вигляді квадратичної форми
(b(s, x)θ, θ). В одновимірному випадку ці функції називаються коефі-
цієнтом переносу та коефіцієнтом дифузії, відповідно. Це і є локальні
характеристики процесу, які описують рух на макроскопічному та мі-
кроскопічному рівнях.

Наступний результат належить А. Н. Колмогорову. Припустимо, що
задана ймовірність переходу в Rd, яка задовольняє умови 1)-3) з не-
прервними локальними характеристиками, а задана функція (φ(x))xPRd

з дійсними значеннями є неперервною обмеженою і такою, що функція
(t ą 0 фіксоване)

u(s, x) =

ż

Rd

φ(y)P (s, x, t, dy), (s, x) P [0, t) ˆ Rd, (1.1)

двічі неперервно диференційовна по x P Rd. Тоді вона диференційовна
і по змінній s P [0, t) та задовольняє рівняння

u1
s(s, x) +

(
a(s, x), u1

x(s, x)
)
+ 1

2Tr
(
b(s, x)u2

xx(s, x)
)
= 0 (1.2)

в області (s, x) P [0, t) ˆ Rd, а також «початкову» умову
u(t´, x) = φ(x), x P Rd. (1.3)

У разі, якщо ймовірність переходу задовольняє умови 1)-3) і має
щільність відносно лебегової міри в Rd, тобто,

P (s, x, t,Γ) =

ż

Γ
G(s, x, t, y) dy, 0 ď s ă t, x P Rd, Γ P B,

А. Н. Колмогоров за певних умов вивів рівняння для функціїG(s, x, t, y),
t P (s,+8), y P Rd при фіксованих s ě 0 та x P Rd. Це рівняння
є формально спряженим до рівняння (1.2). Воно відоме в літературі,
ближчій до фізики, під назвою рівняння Фоккера-Планка. Ймовірні-
сники називають його прямим рівнянням Колмогорова, на відміну від
рівняння (1.2), яке є оберненим.

У частинному випадку, коли a(s, x) ” 0, а b(s, x) ” I (через I по-
значається тотожній оператор в Rd), рівняння (1.2) перетворюється на
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рівняння теплопровідності

u1
s(s, x) +

1
2∆u(s, x) = 0 (1.4)

при (s, x) P [0, t) ˆ Rd (t ą 0 фіксоване), де оператор Лапласа ∆ діє на
функцію (u(s, x))(s,x)P[0,t)ˆRd по змінній x P Rd, тобто,

∆u(s, x) = Tr (u2
xx(s, x)).

Розв’язком задачі Коші в цьому випадку буде функція

u(s, x) =

ż

Rd

g(s, x, t, y)φ(y) dy, (s, x) P [0, t) ˆ Rd,

де

g(s, x, t, y) = (2π(t´ s))´d/2 exp
␣

´|y ´ x|2/2(t´ s)
(

при s ă t, x P Rd та y P Rd. Працюючи саме з цією функцією g, Н. Ві-
нер сто років тому побудував міру в просторі неперервних функцій,
яка є розподілом в тому просторі дифузійного процесу з локальними
характеристиками a(s, x) ” 0 та b(s, x) ” I (див. [8]). Цей процес тепер
називають вінеровим, або ж процесом броунівського руху.

Слід сказати, що згадана вище стаття А. Н. Колмогорова мала вели-
кий вплив на тогочасних математиків, які проводили свої дослідження
в області теорії випадкових процесів. Вона вказувала на шлях, йдучи
яким можна було сподіватись на побудову широкого класу дифузій-
них процесів. Головним на цьому шляху був аналіз задачі Коші (1.2)-
(1.3). Якщо за певних умов на коефіцієнти рівняння (1.2) виявиться,
що ця задача має розв’язок для широкого класу «початкових» функцій
(настільки широкого, що кожний заряд на B однозначно визначається
інтегралами від функцій цього класу по цьому заряду) і якщо при цьо-
му розв’язок є невід’ємною функцією за умови, що φ(x) ě 0 при всіх
x P Rd, тоді цей розв’язок запишеться у формі (1.1) з деякою ймовір-
ністю переходу, щодо якої залишиться лише перевірити, чи вона задо-
вольняє умови 1)-3). Якщо так, то цим і завершується побудова дифу-
зійного процесу в сенсі Колмогорова з наперед заданими локальними
характеристиками руху: вектором переносу (a(s, x))sě0,xPRd та опера-
тором дифузії (b(s, x))sě0,xPRd .

Першим цей шлях пройшов В. Феллер [5], який в одновимірному ви-
падку, використавши метод параметрикс, а також принцип максимуму
для рівнянь типу (1.2), зумів побудувати дифузійний процес в R1 з
наперед заданими локальними характеристиками.
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Метод параметрикс побудови фундаментальних розв’язків рівнянь
типу (1.2), започаткований на початку минулого сторіччя, до його се-
редини завдяки математикам різних країн і різних поколінь було роз-
винуто настільки, що можна було гарантувати існування фундамен-
тальних розв’язків рівнянь (1.2) за наступних умов на задані функції
(a(s, x))(s,x)P[0,T ]ˆRd та (b(s, x))(s,x)P[0,T ]ˆRd (T ą 0 фіксоване):
α) при всіх θ P Rd виконується умова

c1|θ|2 ď (b(s, x)θ, θ) ď c2|θ|2

зі сталими c1 ą 0 та c2 ě c1, якими б не були (s, x) P [0, T ] ˆ Rd;
β) функція (b(s, x))(s,x)P[0,T ]ˆRd задовольняє умову Гельдера

}b(s, x) ´ b(t, y)} ď K
(

|t´ s|α/2 + |x´ y|α
)

зі сталими α P (0, 1] та K ą 0 при всіх 0 ď s ă t ď T та x P Rd,
y P Rd (тут використано операторну норму);

γ) функція (a(s, x))(s,x)P[0,T ]ˆRd є неперервною обмеженою і задоволь-
няє умову

|a(s, x) ´ a(s, y)| ď K|x´ y|α

з тими ж сталими K та α при всіх s P [0, T ], x P Rd та y P Rd.
Принцип максимуму для рівнянь (1.2) дозволяє гарантувати невід’єм-
ність фундаментального розв’язку, а також забезпечує єдиність роз-
в’язку задачі Коші (1.2)-(1.3) в певних класах. Це в свою чергу приво-
дило до існування дифузійного процесу з наперед заданими локальни-
ми характеристиками руху.

Таким чином, вже на середину минулого сторіччя в теорії дифузій-
них процесів панівними були виключно аналітичні методи побудови
таких процесів та дослідження їх властивостей.

Цікаво, що до рівняння Фоккера-Планка прийшов також С. Берн-
штейн, який до 1934 року працював у Харкові, перебравшись в тому
році до Москви. В своїй статті [2] він запропонував розглянути певну
різницеву схему, в яку було залучено задані поля (a(s, x))(s,x)P[0,T ]ˆRd

та (σ(s, x))(s,x)P[0,T ]ˆRd , векторне та операторне, відповідно. Нехай зада-
на деяка послідовність

(
t
(n)
k

)
k=0,1,...,kn

, n = 1, 2, . . . розбиттів проміжка
[s, t] Ă [0, T ], для якої

lim
nÑ8

max
0ďkăkn

(t
(n)
k+1 ´ t

(n)
k ) = 0.

Покладаємо для деякого x P Rd, ξ(n)s,x (s) = x, а при τ P (t
(n)
k , t

(n)
k+1], де

k = 0, 1, . . . , kn ´ 1,
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ξ(n)s,x (τ) = ξ(n)s,x (t
(n)
k ) + a

(
t
(n)
k , ξ(n)s,x (t

(n)
k )

)(
τ ´ t

(n)
k

)
+

+ σ
(
t
(n)
k , ξ(n)s,x (t

(n)
k )

)
ζ
(n)
k

b

τ ´ t
(n)
k ,

де
(
ζ
(n)
k

)
k=0,1,...,kn

, n = 1, 2, . . ., – послідовність серій незалежних в ко-
жній серії нормальних випадкових векторів в Rd з нульовим середнім
та одиничною коваріаційною матрицею.

За певних умов на задані поля, С. Бернштейн довів, що розподіл ве-
личини ξ(n)s,x (t) збігається, коли n Ñ 8, до граничного розподілу, який
є абсолютно неперервним відносно лебегової міри в Rd. Щільність то-
го розподілу задовольняє рівняння Фоккера-Планка з коефіцієнтами
a(s, x) та b(s, x) = σ(s, x)σ˚(s, x), (s, x) P [0, T ] ˆ Rd.

Дуже важливою обставиною в цій розповіді є той факт, що в 1939
році до цього ж рівняння прийшов молодий київський математик (йому
тоді було 30 років) М. М. Боголюбов разом зі своїм учителемМ. М. Кри-
ловим. В своїй тогорішній публікації з промовистою назвою «Про рів-
няння Фоккера-Планка, що виводиться в теорії пертурбацій методом,
заснованим на спектральних властивостях пертурбаційного гамільто-
ніана», вони також доводили, що певна динамічна система під впливом
швидко змінних факторів, які переходять в «білий шум», в границі
описується рівнянням Фоккера-Планка (див. [15]).

Як вже згадувалось, Й. І. Гіхман закінчив навчання в Київському
університеті в 1939 році і, ставши в тому ж році аспірантом М. М. Бо-
голюбова, змушений був підключатись до тих розмірковувань, якими
в той час переймався його учитель. До війни Й. І. Гіхман встиг опублі-
кувати дві статті, які були в руслі вже цитованої роботи Крилова-Бо-
голюбова.

Й. І. Гіхман був учасником війни від її початку і до кінця. Цікаво, що
свою кандидатську дисертацію він захистив під час війни (точніше, в
лютому 1942 року) в Ташкенті. Його військова частина проходила там
переформування, і він мав нагоду скористуватися тією сприятливою
обставиною, що в Ташкенті на той час вже була сформована сильна
ймовірнісна школа.

2. СТОХАСТИЧНІ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ
2.1. Зародження ідеї. Повернувшись після війни до Києва, Й. І. Гі-
хман почав розмірковувати над тим, як будувати випадкові процеси
типу тих, що звуться дифузійними. Підхід А. Н. Колмогорова – це
намагання будувати розв’язки рівняння Колмогорова-Чепмена з допо-
могою лінеаризації того рівняння. Цей підхід дає змогу конструювати
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скінченно-вимірні розподіли процесу, а отже, і сам процес з допомогою
теореми Колмогорова про узгодженість тих розподілів.

Тепер важко сказати, як саме прийшла до Й. І. Гіхмана надзвичайно
смілива думка про те, що можна спробувати будувати не якісь ймовір-
нісні характеристики шуканого процесу, а безпосередньо його траекто-
рії як розв’язки певного диференціального рівняння. Здається, що саме
тут могла відіграти свою роль та обставина, що учителем Й. І. Гіхмана
був такий корифей школи математичної фізики, як М. М. Боголюбов.

Ідея Й. І. Гіхмана полягала в тому, що має бути заданим векторне
поле випадкових процесів (α(t, x))(t,x)P[0,T ]ˆRd , яке має задавати локаль-
ну поведінку шуканого процесу (x(t))tP[0,T ] в тому розумінні, що при
0 ď t ă t+∆t ď T мусить виконуватись приблизна рівність

x(t+∆t) ´ x(t) – α(t+∆t, x(t)) ´ α(t, x(t)).

Ця рівність має бути тим точнішою, чим меншим є значення ∆t ą 0.
Крім того, треба вибрати початковий момент часу s P [0, T ), задати
початкову умову x(s) = ξ (ξ – довільна точка Rd) і тоді можна сфор-
мулювати проблему.

Знайти умови на задане поле випадкових процесів (α(t, x))(t,x)P[0,T ]ˆRd ,
за яких існує такий випадковий процес (x(t))tP[s,T ] в Rd, що задовольняє
наступні умови:
A1) x(s) = ξ;
A2) при всіх t P [s, T ) виконуються рівності

lim
∆tÓ0

1

∆t
E |x(t+∆t) ´ x(t) ´ (α(t+∆t, x(t)) ´ α(t, x(t)))|2 = 0,

lim
∆tÓ0

1
∆t2

E
ˇ

ˇE
[
(x(t+∆t)´x(t)´(α(t+∆t, x(t))´α(t, x(t)))) | Ms

t

]ˇ
ˇ

2
= 0,

де (Ms
t )sďt спільна історія (фільтрація), породжена усіма випадковими

векторами α(τ, x) при τ P [s, t] та x P Rd.
Зауважимо, що друга границя в умові A2) означає, що випадкові фа-

ктори приросту α(t + ∆t, x(t)) ´ α(t, x(t)), які могли би мати порядок?
∆t, мусять «зникати», коли береться умовне середнє того приросту

при фіксованому Ms
t . Трохи згодом Й. І. Гіхман дійшов висновку, що

задане поле випадкових процесів має бути, так би мовити, двопара-
метричним: α(t, x, h), (t, x) P [0, T ] ˆ Rd, h ą 0; при фіксованих (t, x)
це має бути випадковий процес по змінній h, причому α(t, x, 0+) = 0.
Прикладом такого поля може бути

α(t, x, h) = a(t, x)h+ σ(t, x)[w(t+ h) ´ w(t)], (2.1)
де (a(t, x))(t,x)P[0,T ]ˆRd та (σ(t, x))(t,x)P[0,T ]ˆRd задані поля, відповідно
векторне і операторне, а (w(t))tě0 заданий вінерів процес в Rd, тобто,
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найпростіший дифузійний процес, що описує рух мікроскопічної ча-
стинки в нерухомому ізотропному середовищі типу рідини чи газу. В
цьому випадку друга умова в A2) зводиться до такої

E
ˇ

ˇE
[
(x(t+∆t)´x(t)´a(t, x(t))∆t´σ(x(t))[w(t+∆t)´w(t)]) | Ms

t

]ˇ
ˇ

2
=

= E
ˇ

ˇE
[
(x(t+∆t) ´ x(t) ´ a(t, x(t))∆t) | Ms

t

]ˇ
ˇ

2
= o

(
∆t2

)
,

за умови, що випадковий вектор w(t+∆t)´w(t) не залежить від подій
із σ-алгебри Ms

t .
Загальний результат Й. І. Гіхмана, сформульований в [9], звучить

так: за певних умов на поле α(t, x), (t, x) P [0, T ] ˆ Rd, типу умови Лі-
пшиця по просторовій змінній, накладеної на умовні середні приростів
поля, існує єдиний (Ms

t )-узгоджений випадковий процес (xs,ξ(t))tP[s,T ],
який задовольняє умови A1)-A2).

В частинному випадку поля (2.1) справа зводилась до простих умов
Ліпшиця зі сталою K ą 0 на функцію σ

}σ(t, x) ´ σ(t, y)} ď K|x´ y|, t P [0, T ], x P Rd, y P Rd,

та функцію a

(a(t, x) ´ a(t, y), x´ y) ď K|x´ y|2, t P [0, T ], x P Rd, y P Rd

(ця форма умови Ліпшиця враховує напрямок поля a; саме таку умову
використовував С. Бернштейн в [2]). В цьому випадку Й. І. Гіхман
довів, що рівняння

dx(t) = a(t, x(t)) dt+ σ(t, x(t)) dw(t), t P [s, T ],

при умові x(s) = ξ (ξ P Rd невипадковий вектор) має єдиний роз’язок,
який є процесом Маркова. Позначимо цей роз’язок через

(xs,ξ(t))tP[s,T ].

Й. І. Гіхман не зупинився на теоремі існування і єдиності роз’язку.
За умови, що функції a та σ є тричі неперервно диференційовними
по просторовій змінній, він довів, що функція u(s, ξ) = Eφ(xs,ξ(t)),
(s, ξ) P [0, t) ˆ Rd, (при заданій гладкій (φ(x))xPRd) є двічі неперервно
диференційовною по змінній ξ, а отже, за теоремою Колмогорова вона
диференційовна і по s, і задовольняє обернене рівняння Колмогорова

u1
s(s, ξ) +

(
a(s, ξ), u1

ξ(s, ξ)
)
+ 1

2Tr
(
b (s, ξ)u2

ξξ(s, ξ)
)
= 0,

в якому b(s, ξ) = σ (s, ξ)σ˚ (s, ξ).
Це був надзвичайно сильний результат: те, що в теорії Колмогорова

було, так би мовити, «темним» припущенням, у Й. І. Гіхмана стверджу-
валось. Цим відкривалося проникнення чисто ймовірнісних методів у
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таку класичну область математики, як диференціальні рівняння з ча-
стинними похідними параболічного типу. Справді, будується певний
випадковий процес, а з його допомогою знаходиться розв’язок зада-
чі Коші для відповідного рівняння Колмогорова. Це докорінно відрі-
знялось від того інструментарію, яким володіли спеціалісти з рівнянь
такого типу.

В серії публікацій початку 1950 років (див. [10,11]) Й. І. Гіхман роз-
винув ідеї статті [9]. Слід також сказати, що його заслугою перед те-
орією стохастичних диференціальних рівнянь є той факт, що під його
впливом до серйозних занять в цій новій галузі математики долучився,
починаючи з 1957 року, молодий тоді математик А. В. Скороход, який
щойно повернувся до Києва після навчання в аспірантурі при Москов-
ському університеті протягом 1953-56 років.

2.2. Перша книга А. В. Скорохода. Наприкінці 1961 року вийшла
з друку монографія А. В. Скорохода [20], яка була його докторською
дисертацією. Значною мірою вона була присвячена теорії стохастичних
диференціальних рівнянь. Слід сказати, що А. В. Скороход під час на-
вчання в аспірантурі в Москві встиг ознайомитися з підходом К. Іто до
теорії стохастичних диференціальних рівнянь. Щодо підходу Й. І. Гі-
хмана до цієї теорії, він його осягнув уже в Києві під час розмов між
ними, які за свідченням А. В. Скорохода стали регулярними після його
повернення з Москви.

Тим більше вражає відвага і сміливість думки А. В. Скорохода, який
запропонував цілком новий погляд на стохастичне диференціальне рів-
няння. Якщо у Й. І. Гіхмана і К. Іто розв’язок такого рівняння був
певним функціоналом від заданого вінерового процесу, то А. В. Ско-
роход використав принцип компактності мір (в просторі неперервних
функцій), що відповідають випадковим процесам, і зумів побудува-
ти розв’язки стохастичного диференціального рівняння за умови, що
коефіцієнти є лише неперервними функціями. Саме цей революцій-
ний крок А. В. Скорохода призвів до понять слабкого та сильного
розв’язків.

З цим пов’язаний захоплюючий період в історії розвитку теорії сто-
хастичних диференціальних рівнянь. Повчальною в цьому сенсі є ста-
ття [16] московських математиків А. К. Звонкіна та Н. В. Крилова:
їх результат дає критерій існування сильного розв’язку даного сто-
хастичного диференціального рівняння в термінах його коефіцієнтів.
Хоч скористуватись тим критерієм в конкретних ситуаціях непросто,
проте сам факт, що питання про наявність (чи відсутність) сильного
розв’язку визначається повністю коефіцієнтами, а не вдалим (чи не-
вдалим) вибором ймовірнісного простору, важив немало.
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Другим важливим результатом книги можна назвати теорему порів-
няння розв’язків пари стохастичних диференціальних рівнянь, у яких
збігаються коефіцієнти дифузії (в одновимірному випадку), а їх кое-
фіцієнти переносу були пов’язані певною нерівністю. Доводилось, що
якщо й початкові положення розв’язків цих рівнянь пов’язані тією ж
нерівністю, то нею пов’язані ці розв’язки в будь-який момент часу пі-
сля початкового. З цього факту автор книги зумів ефектно вивести
єдиність розв’язку стохастичного диференціального рівняння за умов
суттєво слабших, ніж умова Ліпшиця по просторовій змінній.

До книги не увійшли піонерські роботи А. В. Скорохода кінця 1950-х
– початку 1960-х років, присвячені теорії стохастичних диференціаль-
них рівнянь в обмеженій області. Ці його дослідження стимулювали ці-
кавість до проблеми в різних ймовірнісних центрах світу. Ця цікавість
підтримується і донині, про що свідчить хоча б доповідь професора
А. Ю. Пилипенка «Про узагальнення проблеми відбиття Скорохода»,
зроблена на засіданні семінару «Числення Маллявена» при Інституті
математики НАН України, що відбулося 7 березня 2023 року.

2.3. Перша книга з теорії стохастичних диференціальних рів-
нянь. В 1968 році в київському видавництві «Наукова думка» вийшла
з друку монографія Й. І. Гіхмана та А .В. Скорохода [13] присвячена
повністю теорії стохастичних диференціальних рівнянь. В деяких кни-
гах, опублікованих раніше, можна знайти фрагменти цієї теорії, напри-
клад, [3, 12,20].

Книга [13] складається з двох частин. В першій з них в одновимір-
ному випадку розглядається рівняння

dx(t) = a(t, x(t)) dt+ σ(t, x(t)) dw(t),
в якому a та σ – задані при (t, x) P [0, T ]ˆR1 функції з дійсними значен-
нями, а (w(t))tě0 – одновимірний вінерів процес. Викладена в цій книзі
теорія таких рівнянь є надзвичайно багатою. Крім теорем існування та
єдиності розв’язку, сформульовано низку тверджень про асимптотичну
поведінку розв’язків, коли t Ñ 8, детально описується взаємодія між
теорією рівнянь цього типу та теорією дифузійних процесів у розумінні
Колмогорова, а отже, і з теорією диференціальних рівнянь з частин-
ними похідними. Особливу увагу приділено теорії стохастичних дифе-
ренціальних рівнянь на скінченному просторовому проміжку (процеси
з граничними точками).

В другій частині книги в багатовимірній ситуації розглянуто рівнян-
ня складнішого типу, зокрема, такі, коли до правої частини додаються
ще стохастичні диференціали по центрованій і нецентрованій пуассоно-
вій мірі. Сформульовано низку теорем існування та єдиності розв’язку



Зародження і розвиток ідей теорії СДР 725

таких рівнянь, досліджено їх асимптотичну поведінку, коли t Ñ 8

(теореми про стійкість розв’язків, про їх обмеженість тощо). З тепері-
шньої точки зору деякі місця цієї другої частини книги заслуговують
на критику. Очевидно, що і в ті часи, коли книга з’явилася, авторам
доводилось вислуховувати критичні зауваження. Тому в 1982 р. автори
публікують нову версію книги в якій намагаються врахувати тодішні
досягнення світової школи теорії ймовірностей, особливо французької
школи. Однак на той час така книга, здається, вже втратила актуаль-
ність.

2.4. Розширений стохастичний інтеграл. Як вже зазначалось, в
основі теорії стохастичних диференціальних рівнянь лежить поняття
стохастичного інтеграла Іто, в якому вирішальну роль відіграє та об-
ставина, що значення функції, яка інтегрується, в моменти часу τ ď s
не залежать від приростів вінерового процесу по якому будується інте-
грал, після моменту часу s (не залежать в ймовірнісному сенсі).

В 1975 році А. В. Скороход в статті [21] ввів поняття розширеного
стохастичного інтеграла по гауссовій центрованій мірі від випадкових
функцій з досить широкого класу. Це поняття виявилось надзвичайно
цікавим з багатьох точок зору, зокрема, воно використовується під на-
звою «інтеграл Скорохода» в деяких теоріях сучасної фізики. Еволюція
цього поняття протягом 30-и років після його введення в науковий обіг
описана в статті [4] А. А. Дороговцева (одного з учнів А. В. Скорохо-
да), який нині завідує відділом теорії випадкових процесів Інституту
математики і є визнаним експертом в стохастичному аналізі.

2.5. Ю. Л. Далецький та його учні. Юрію Львовичу належать такі
слова: «Неможливо не знати теорії ймовірностей, перебуваючи в одній
компанії з Й. І. Гіхманом та А. В. Скороходом». Ці слова можуть спри-
йматися як жарт, проте це – саме той жарт, в якому лише частка жарту.
Насправді автор цих слів був одним з перших математиків не ймовірні-
сного профілю, хто зрозумів всю важливість того нового, що з’явилось
в роботах Й. І. Гіхмана та А. В. Скорохода, а саме, теорії стохасти-
чних диференціальних рівнянь. І, до його честі, він зумів підхопити
нові ідеї. Його результати з теорії стохастичних диференціальних рів-
нянь на гільбертових та банахових просторах дозволили йому та його
учням по-новому підійти до дослідження еволюційних рівнянь в та-
ких просторах. Що ж стосується теорії стохастичних диференціальних
рівнянь на многовидах (як скінченої, так і нескінченної кількості ви-
мірів), то тут Юрій Львович був одним з піонерів, а його результати,
отримані спільно з учнями, стали тепер класичними в цій галузі (див.
монографію [14]).
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2.6. Дві точки зору на стохастичне диференціальне рівняння.
Розглянемо стохастичне диференціальне рівняння

dx(t) = a(t, x(t)) dt+ σ(t, x(t)) dw(t), (2.2)

в якому (w(t))tě0 – заданий вінерів процес в Rd, а задані на множи-
ні (t, x) P [0, T ] ˆ Rd векторне поле a(t, x) та операторне поле σ(t, x)
задовольняють умови існування і єдиності розв’язку (локальна умова
Ліпшиця по просторовій змінний і обмеження на можливе зростання
коефіцієнтів, коли |x| Ñ +8: це зростання має не перевищувати зро-
стання функції K(1 + |x|) зі сталою K ą 0).

Рівняння (2.2) можна розглядати як результат збурення рівняння

dx(t) = a(t, x(t)) dt (2.3)

випадковим фактором, що породжується вінеровим процесом (w(t))tě0.
Якщо (2.3) визначає динамічну систему, то рівняння (2.2) описує її
поведінку під дією згаданих випадкових факторів.

Іншим поглядом на рівняння (2.2) є той, згідно з яким воно є резуль-
татом збурення рівняння

dx(t) = σ(t, x(t))dw(t) (2.4)

векторним полем (a(t, x))tě0,xPRd . Виявляється, що рівняння (2.4) мо-
жна збурювати такими полями (a(t, x))tě0,xPRd , для яких рівняння (2.3)
не породжує жодної динамічної системи. Наприклад, таким полем мо-
же бути

a(t, x) = q(x)δS(x)N(t, x), t ě 0, x P Rd,

де S – задана досить гладенька гіперповерхня в Rd, (δS(x))xPRd – уза-
гальнена функція, яка діє на тестову функцію (φ(x))xPRd згідно з пра-
вилом

xδS , φy =

ż

S
φ(x) dS

(поверхневий інтеграл), (q(x))xPRd – задана неперервна функція зі зна-
ченнями в проміжку [´1, 1], а (N(t, x))tě0,xPS – конормаль до гіперпо-
верхні S, тобто, N(t, x) = b(t, x)ν(x) для t ě 0 та x P S (тут ν(x) –
нормаль до S в точці x, a b(t, x) = σ(t, x)σ˚(t, x)).

Ясна річ, що такий процес не може бути дифузійним в сенсі Колмо-
горова, проте він є таким в деякому узагальненому сенсі. Узагальнені
дифузійні процеси є предметом розгляду монографії [19], а також низ-
ки публікацій моїх колишніх учнів, а тепер – колег – О. В. Арясової,
Б. І. Копитка, М. М. Осипчука.
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2.7. Граничні теореми. В рамках української школи теорії стохасти-
чних диференціальних рівнянь популярними є задачі наступного типу.

Припустимо, що рівняння (2.2) має єдиний розв’язок, але для рів-
няння (2.3) не виконується теорема єдиності розв’язку, а отже, рівнян-
ня (2.3) визначає не одну динамічну систему. Припустимо також, що
оператор σ(s, x), s P [0, T ], x P Rd, в рівнянні (2.2) множиться на ε ą 0,
і ми цікавимось граничною поведінкою відповідного розв’язку, коли
ε Ñ 0. Низку надзвичайно цікавих тверджень такого типу одержано в
роботах С. Я. Махна та його учнів, а також в роботах О. М. Кулика та
А. Ю. Пилипенка разом з колегами (див. [1, 7, 18]).

2.8. Приклад Г. Л. Кулініча. Одним з учнів А. В. Скорохода був
Г. Л. Кулініч. Він закінчив свій життєвий шлях 10 лютого 2022 року.
Як знак пам’яті про цього прекрасного математика і вірного друга,
наведу тут один з його яскравих результатів [17], що є справжньою
перлиною теорії стохастичних диференціальних рівнянь. Цим і закінчу
цю мою статтю.

Розглянемо послідовність одновимірних стохастичних диференціаль-
них рівнянь

dxn(t) = an(xn(t)) dt+ dw(t), (2.5)
де (w(t))tě0 – одновимірний вінерів процес, а функція (an(x))xPR1 для
n = 1, 2, . . . визначається рівністю an(x) = n cos(nx), x P R1. Виявляє-
ться, і це – результат Григорія Логвиновича майже 50-літньої давності,
що послідовність випадкових процесів (xn(t))tě0 слабко збігається, ко-
ли n Ñ 8, до процесу (x(t))tě0, який можна записати в такій формі

dx(t) = k´1dw(t), (2.6)
де k =

ř8
j=0(j!)

´2. Отже, як бачимо, граничний перехід від (2.5) до (2.6)
приводить до того, що в границі коефіцієнт переносу зникає, а коефі-
цієнт дифузії зменшується. Цікаво, як реагує інтуїція читача на запи-
тання, чому коефіцієнт дифузії мусить саме зменшуватись.
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Advances in theory of evolution
equations of many colliding particles

V. I. Gerasimenko, I. V. Gapyak

Abstract. The review presents rigorous results of the theory of fundamen-
tal equations of evolution of many-particle systems with collisions and also
considers their connection with nonlinear kinetic equations describing the
collective behavior of particles in scaling approximations.

Анотація. В огляді подано строгі результати теорії фундаментальних
еволюційних рівнянь систем багатьох частинок із зіткненнями, а також
розглянуто їх зв’язок із нелінійними кінетичними рівняннями, які опи-
сують колективну поведінку частинок у скейлінгових наближеннях.
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1. PREFACE
This review presents the modern theory of evolution equations for sys-

tems of many particles with collisions. The traditional approach to describ-
ing the evolution of both finitely and infinitely many classical particles is
based on the description of the evolution of all possible states by means
of the reduced distribution functions governed by the BBGKY hierarchy
(Bogolyubov–Born–Green–Kirkwood–Yvon), which for finitely many parti-
cles is an equivalent to the Liouville equation for the probability distribution
function [14,82,83].

As is known, in the basis of the description of many-particle systems,
there are notions of the state and the observable. The functional of the
mean value of observables defines a duality between observables and states,
and as a consequence, there exist two approaches to the description of
evolution. Thus, an equivalent approach to the description of evolution is
to describe the evolution by means of observables governed by the so-called
dual BBGKY hierarchy for reduced observables [10,51].

In certain situations [14], the collective behavior of many-particle systems
can be adequately described by the kinetic equations. The conventional
philosophy of the description of kinetic evolution consists of the following:
if the initial state is specified by a one-particle reduced distribution function,
then the evolution of the state can be effectively described by means of a
one-particle reduced distribution function governed by the nonlinear kinetic
equation in a suitable scaling limit. A well-known historical example of a
kinetic equation is the Boltzmann equation, which describes the process of
particle collisions in rarefied gases [13].

Nowadays, a number of papers have appeared that discuss possible ap-
proaches to the rigorous description of the evolution of many colliding par-
ticles [25, 29, 52, 88, 89, 92, 94]. In particular, this is related to the prob-
lem of the rigorous derivation of the Boltzmann kinetic equation from the
underlying hierarchies of fundamental evolution equations. The conven-
tional method of deriving the Boltzmann equation consists of constructing
the Boltzmann–Grad scaling asymptotics of the BBGKY hierarchy solu-
tion represented by series expansions within the framework of perturbation
theory. The most advanced and rigorous results to date have been ob-
tained for systems of colliding particles, which is why the motivation for
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writing this work is to discuss the theory of evolution equations for such
many-particle systems [4, 52,98].

In what follows, we mainly consider three challenges are left open until
recently [52].

One of them is related to the construction of solutions to the Cauchy
problem for hierarchies of fundamental evolution equations for systems of
many particles with collisions, using the example of hard spheres with elas-
tic collisions. It is established that the cluster expansions of groups of
operators for the Liouville equations for observables and a state of many
hard spheres underlie the classification of possible non-perturbative solu-
tion representations of the Cauchy problem for the dual BBGKY hierarchy
and the BBGKY hierarchy, respectively. As a consequence, these solutions
are represented in the form of series expansions whose generating operators
are the cumulants of the groups of operators for the Liouville equations.
In a particular case, the non-perturbative solutions of these hierarchies are
represented in the form of the perturbation (iteration) series as a result of
applying analogs of the Duhamel equation to their generating operators.
The paper also formulated the Liouville hierarchy of evolution equations
for correlation functions of the state and established that the dynamics of
correlations underlie the description of the evolution of an infinitely many
hard spheres that are governed by the BBGKY hierarchy for the reduced
distribution functions or the hierarchy of nonlinear evolution equations for
the reduced correlation functions [53].

Another challenge considered below is an approach to the description of
the kinetic evolution within the framework of the evolution of the observ-
ables of many colliding particles [51]. The problem of a rigorous description
of the kinetic evolution of hard sphere observables is considered by giving
the example of the Boltzmann–Grad asymptotics of the non-perturbative
solution of the dual BBGKY hierarchy. One of the advances of this appro-
ach is the opportunity to construct kinetic equations, taking into account
the correlations of particles in the initial state and also the description of
the process of propagation of initial correlations in scaling approximations.

In addition, this paper discusses the approach to describing the evolution
of a state by means of the state of a typical particle of a system of many
hard spheres, or, in other words, we consider the origin of the description
of the evolution of the state of hard spheres by the Enskog-type kinetic
equation [47]. One of the applications of the method is related to the chal-
lenge of the rigorous derivation of kinetic equations of the non-Markovian
type based on the dynamics of correlations, which allow us to describe the
memory effects in complex systems.
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Thus, this review presents rigorous results in the theory of fundamental
evolution equations for many-particle systems with collisions, as well as
nonlinear kinetic equations describing their collective behavior in scaling
approximations.

1.1. A chronological overview of the theory of evolution equations
for many colliding particles. The theory of kinetic equations begins
with the work of L. Boltzmann [9], where an evolution equation for colli-
sion dynamics was formulated based on phenomenological models of kinetic
phenomena. Later, to generalize the Boltzmann equation for the case of
dense gases or fluids, D. Enskog [26] formulated a kinetic equation for a
system of many hard spheres, now known as the Enskog equation.

The idea that equations formulated on the basis of phenomenological
models of phenomena, such as hydrodynamics equations or kinetic equa-
tions, should be derived from fundamental evolutionary equations for sys-
tems of many particles, namely the Liouville equations, apparently goes
back to the works of D. Hilbert [76] and H. Poincaré [85]. At the Second
International Congress of Mathematicians, held in Paris at the beginning
of the 20th century, D. Hilbert formulated this idea in his list of open ques-
tions as follows: ”Boltzmann’s work on the principles of mechanics suggests
the problem of developing mathematically the limiting processes that lead
from the atomistic view to the laws of motion of continua”.

The approach to describe the evolution of the state of many-particle
systems in a way equivalent to the Liouville equation for the probability
distribution function based on the hierarchy of evolution equations for re-
duced distribution functions, known in our time as the BBGKY hierarchy,
was most consistently formulated in the work of M. M. Bogolyubov [6],
and independently by M. Born and H. S. Green [11], J. G. Kirkwood [77],
J. Yvon [100].

In his famous monograph ”Problems of the Dynamical Theory in Sta-
tistical Physics” [6], which was actually the manuscript of a 1945 report
at the Institute of Mathematics in Kyiv, M. M. Bogolyubov also formu-
lated a consistent approach to the problem of deriving kinetic equations
from the dynamics of many particles. Using the methods of perturba-
tion theory, an approach was developed to construct a generalization of
the Boltzmann equation, known as the Bogolyubov kinetic equation, as
well as justify the Vlasov and Landau kinetic equations for the first time.
Thanks to this work, the irreversibility mechanism of the evolution of sys-
tems of many particles, whose dynamics are described as reversible in time
by the fundamental equations of motion, became clear. A little later, in
the Proceedings of the Institute of Mathematics, M. M. Bogolyubov pub-
lished a paper on the derivation of the equations of hydrodynamics from
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the BBGKY hierarchy [5]. These works became widely known as a result
of G. E. Uhlenbeck’s lectures [16]. Bogolyubov’s ideas became the cradle
of modern kinetic theory, as M. H. Ernst noted in his review [27]. The Bo-
golyubov method of deriving the Boltzmann kinetic equation directly from
the BBGKY hierarchy is presented in modern terminology in the book [14].

Since these lines are written in the work dedicated to the 160th anniver-
sary of the birth of Dmytro Oleksandrovych Grave, the first academician
of the Ukraine Academy of Sciences in mathematics and the founder of the
Institute of Mathematics in 1920, it should be reminded that M. M. Bo-
golyubov was one of the students of D. O. Grave, thanks to whom he became
an outstanding scientist in the field of mathematical physics. It is known
that in 1922 at the age of thirteen, M. Bogolyubov became a participant in
Grave’s famous mathematician seminar. In 1925, at the request of professor
D. O. Grave, the Small Presidium of Ukrgolovnauka made a decision: ”In
view of his phenomenal abilities in mathematics, to consider M. Bogolyubov
as a post-graduate student of the research department of mathematics in
Kyiv from June, 1925”, and already in 1928 he defended his doctoral thesis.
By the way, this historical precedent convincingly illustrates the signifi-
cance of a scientific school for the development of mathematics.

Rigorous methods for the description of the equilibrium state by the
Gibbs distribution functions [71], i.e., by solutions of the steady BBGKY
hierarchy, originate from the works of M. M. Bogolyubov and D. Ya. Pet-
rina within the framework of a canonical ensemble [7] and D. Ruelle within
the framework of a grand canonical ensemble [90] and were investigated in
numerous works as a new direction of the progress of modern mathemati-
cal physics in the 70-80s. In our time, mention above work of M. M. Bo-
golyubov, D. Ya. Petrina and B. I. Khatset was included in the special
issue of the Ukrainian Journal of Physics dedicated to the 90th Academy of
Sciences of Ukraine, which was was republished the most significant works
of Ukrainian physicists over the entire period of the Academy’s existence,
in other words, works that contributed to the golden fund of world physical
science (Golden Pages of Ukrainian Physics [8]).

Note that the mathematical description of the Gibbs equilibrium states
for infinitely many particles forms the principal part of modern statistical
mechanics. The main rigorous results about the equilibrium Gibbs states
were presented in the book [64].

The mathematical theory of the BBGKY hierarchy originates from the
works of D. Ya. Petrina and V. I. Gerasimenko [56–58, 81, 82] in the early
80s. The dual BBGKY hierarchy for reduced functions of observables
was introduced by V. I. Gerasimenko in the middle of the 1980s, and the
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theory of these evolution equations began to develop in the last two decades
(see [52] and references therein).

Mathematical methods for deriving nonlinear kinetic equations from the
BBGKY hierarchy began to develop intensively in the early 1980s [12, 79].
One of the achievements of this period was the formal derivation of the
Boltzmann equation from the dynamics of an infinite number of hard
spheres in the Boltzmann–Grad limit.

In the approach to the problem of deriving kinetic equations from particle
dynamics, which was formulated by H. Grad [73] and has now become
generally accepted, the philosophy of the description of kinetic evolution
looks like this: if the initial state is specified by a one-particle distribution
function, then the evolution of the state of many particles can be effectively
described by means of a one-particle distribution function governed by a
nonlinear kinetic equation in a certain scaling approximation.

The Boltzmann–Grad asymptotics of a solution of the BBGKY hierar-
chy, represented as an iteration series for infinitely many hard spheres, was
first constructed by C. Cercignani [12] and O. E. Lanford [79] and rigorously
justified in a series of papers [59–61,83] by D. Ya. Petrina and V. I. Gerasi-
menko (some details are given in sections 2.2 and 3.1). Incidentally, it
should be noted that the results of the papers [57, 59] were discussed with
Academician M. M. Bogolyubov at that time and were submitted by him
for publication.

Rigorous results of the theory of evolution equations for hard spheres and
the derivation of the Boltzmann equation from the BBGKY hierarchy in
the Boltzmann–Grad limit were summarized in monographs C. Cercignani,
V. I. Gerasimenko and D. Ya. Petrina [14], C. Cercignani, R. Illner and
M. Pulvirenti [15], H. Spohn [95] at the end of the 90th.

The last two decades of progress in solving the problem of rigorous deriva-
tion of kinetic equations from the collisional dynamics of particles are re-
presented in numerous recent works [4, 20, 25, 28, 29, 87–89, 92, 94]. The
challenges of this area of contemporary mathematical physics are also dis-
cussed in the latest review [52]. With respect to the modern progress in the
theory of evolution equations of quantum many-particle systems, we refer
to the overview [38].

In these notes, recent advances in the theory of evolutionary equations
for many colliding particles will be considered; more precisely, we focus on
the dynamics of many hard spheres with elastic collisions.

1.2. Evolution equations of finitely many hard spheres. The de-
scription of many-particle systems is based on the concepts of an observable
and a state. The mean value functional (expectation values) of observables
defines the duality between observables and a state, and as a result, there
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are two approaches to describing evolution. The evolution of the system
of finitely many colliding particles considered below is governed by such
fundamental evolution equations as the Liouville equation for observables
or its dual equation for a state.

Within the framework of a non-fixed, i.e., arbitrary but finite average
number of identical particles (non-equilibrium grand canonical ensemble),
the observables and the state of a hard sphere system are described by the
sequences of functions

A(t) = (A0, A1(t, x1), . . . , An(t, x1, . . . , xn), . . .)

at instant t P R and by the sequence
D(0) = (D0, D

0
1(x1), . . . , D

0
n(x1, . . . , xn), . . .)

of the probability distribution functions at the initial moment, respectively.
These functions are defined on the phase spaces of the corresponding num-
ber of particles, i.e., xi ” (qi, pi) P R3 ˆ R3 is phase coordinates that
characterize a center of the i hard sphere with a diameter of σ ą 0 in
the space R3 and its momentum and are symmetrical with respect to ar-
bitrary permutations of their arguments. For configurations of a system of
identical particles of a unit mass interacting as hard spheres the following
inequalities are satisfied: |qi ´ qj | ě σ, i ‰ j ě 1, i.e., the set

Wn ”
␣

(q1, . . . , qn) P R3n | |qi ´ qj | ă σu

for at least one pair (i, j) : i ‰ j P (1, . . . , n)
(

, n ą 1, is the set of forbidden
configurations.

A mean value functional of the observable of a hard sphere system is
represented by the series expansion [83]:

xAy(t) = (I,D(0))´1(A(t), D(0)), (1.1)
where the following abbreviated notation

(A(t), D(0)) ”

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

An(t, x1, . . . , xn)D
0
n(x1, . . . , xn)dx1 ¨ ¨ ¨ dxn

was used and the coefficient (I,D(0)) is a normalizing factor (grand canon-
ical partition function).

We remark that in the particular case of a system of N ă 8 hard spheres
the observables and a state are described by the one-component sequences:

A(N)(t) = (0, . . . , 0, AN (t), 0, . . .)

and
D(N)(0) = (0, . . . , 0, D0

N , 0, . . .),
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respectively, and therefore, functional (1.1) has the following representation

xA(N)y(t) = (I,D(N)(0))´1(A(N)(t), D(N)(0)) ”

” (I,D(N)(0))´1 1

N !

ż

(R3ˆR3)N

AN (t, x1, . . . , xN )D0
N (x1, . . . , xN )dx1 ¨ ¨ ¨ dxN ,

where

(I,D(N)(0)) =
1

N !

ż

(R3ˆR3)N

D0
N (x1, . . . , xN )dx1 ¨ ¨ ¨ dxN

is the normalizing factor (canonical partition function), and it is usually
assumed that the normalization condition (I,D(N)(0)) = 1 holds.

Let Cγ be the space of sequences b = (b0, b1, . . . , bn, . . .) of bounded con-
tinuous functions bn = bn(x1, . . . , xn) that are symmetric with respect to
permutations of the arguments x1, . . . , xn, equal to zero on the set of for-
bidden configurations Wn and equipped with the norm:

}b}Cγ = max
ně0

γn

n!
}b}Cn = max

ně0

γn

n!
sup

x1,...,xn

|bn(x1, . . . , xn)|,

where 0 ă γ ă 1. We also introduce the space L1
α = ‘8

n=0α
nL1

n of sequences
f = (f0, f1, . . . , fn, . . .) of integrable functions fn = fn(x1, . . . , xn) that are
symmetric with respect to permutations of the arguments x1, . . . , xn, equal
to zero on the set Wn and equipped with the norm:

}f}L1
α
=

8
ÿ

n=0

αn

ż

(R3ˆR3)n

|fn(x1, . . . , xn)|dx1 ¨ ¨ ¨ dxn,

where α ą 1 is a real number. If A(t) P Cγ and D(0) P L1
α mean value

functional (1.1) exists and determines the duality between observables and
states.

The evolution of the observables

A(t) = (A0, A1(t, x1), . . . , An(t, x1, . . . , xn), . . .)

is described by the Cauchy problem for the sequence of the weak formulation
of the Liouville equations for hard spheres with elastic collisions [14]. On
the space Cγ a non-perturbative solution A(t) = S(t)A(0) of the Liouville
equation of many hard spheres is determined by the following group of
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operators [83]:
(S(t)b)n(x1, . . . , xn) = Sn(t, 1, . . . , n)bn(x1, . . . , xn)

.
=

.
=

$

’

&

’

%

bn(X1(t, x1, . . . , xn), . . . , Xn(t, x1, . . . , xn)),

if(x1, . . . , xn) P (R3n ˆ (R3nzWn)),

0, if(q1, . . . , qn) P Wn,

(1.2)

where for arbitrary t P R the function Xi(t) is a phase trajectory of ith
particle constructed in book [14] and the set M0

n of the zero Lebesgue mea-
sure, which consists of the phase space points that are specified such initial
data that during the evolution generate multiple collisions, i.e., collisions of
more than two particles, more than one two-particle collision at the same
instant, and an infinite number of collisions within a finite time interval.

On the space Cγ one-parameter mapping (1.2) is an isometric ˚-weak
continuous group of operators, i.e., it is a C˚

0 -group [19]. The infinitesimal
generator L = ‘8

n=0Ln of the group of operators (1.2) has the structure:

Ln =
n
ÿ

j=1

L(j) +
n
ÿ

j1ăj2=1

Lint(j1, j2),

where the operator L(j) defined on the set Cn,0 of continuously differen-
tiable functions with compact supports is the Liouville operator of free evo-
lution of the j hard sphere and for t ě 0 the operators L(j) and Lint(j1, j2)
are defined by the formulas [22,83]:

L(j) .= xpj ,
B

Bqj
y,

Lint(j1, j2)bn
.
= σ2

ż

S2+

dηxη, (pj1 ´ pj2)y δ(qj1 ´ qj2 + ση)ˆ

ˆ
(
bn(x1, . . . , qj1 , p

˚
j1
, . . . , qj2 , p

˚
j2
, . . . , xn) ´ bn(x1, . . . , xn)

)
,

(1.3)

respectively. In formulas (1.3) the symbol x¨, ¨y denotes a scalar product, δ
is the Dirac measure, S2+

.
= tη P R3 | |η| = 1, xη, (pj1 ´ pj2)y ą 0u and the

post-collision momenta: p˚
j1
, p˚

j2
are defined by the equalities

p˚
j1

.
= pj1 ´ η xη, (pj1 ´ pj2)y ,

p˚
j2

.
= pj2 + η xη, (pj1 ´ pj2)y .

(1.4)

For t ă 0 operator (1.3) is defined by the corresponding expression [14].
It should be noted that the structure of generator (1.3) is determined,

on the one hand, by the singular interaction potential of hard spheres and,
on the other, by the fact that the group of operators (1.2) is defined for
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pairwise collisions outside the set M0
n of the zero Lebesgue measure defined

above in (1.2).
As mentioned above, the evolution of observables for many hard spheres,

i.e., the sequences of functions An(t) = Sn(t)A
0
n, n ě 1, is governed by the

Cauchy problem for the sequence of the weak formulation of the Liouville
equations with these generators [51]:

B

Bt
An(t) =

( n
ÿ

j=1

L(j) +
n
ÿ

j1ăj2=1

Lint(j1, j2)
)
An(t),

An(t)|t=0 = A0
n, n ě 1.

(1.5)

For mean value functional (1.1) the following representation holds

(A(t), D(0)) = (A(0), D(t)),

where the sequence D(t) = (1, D1(t, x1), . . . , Dn(t, x1, . . . , xn), . . .) of dis-
tribution functions is defined as follows:

D(t) = S˚(t)D(0),

and the mapping S˚(t) is an adjoint operator to operator (1.2) in the sense
of mean value functional (1.1). We emphasize that this equality is a con-
sequence of a fundamental property of Hamiltonian systems, namely, the
validity of the Liouville theorem for phase trajectories [14], i.e., isometry of
the groups of operators (1.2).

On the space L1
α =

8
‘
n=0

αnL1
n of sequences of integrable functions, the

group of operators S˚(t) =
8
‘
n=0

S˚
n(t) is an adjoint to the group of opera-

tors (1.2) in the sense of functional (1.1) and is defined as follows [83]:

S˚(t) = S(´t). (1.6)

On the space L1
α, one-parameter mapping (1.6) is an isometric strong con-

tinuous group of operators, i.e., it is a C0-group [19]. The infinitesimal
generator L˚ = ‘8

n=0L˚
n of this group of operators has the structure:

L˚
n
.
=

n
ÿ

j=1

L˚(j) +
n
ÿ

j1ăj2=1

L˚
int(j1, j2),
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and for t ą 0 the operators L˚(j) and L˚
int(j1, j2) are defined by the formu-

las:

L˚(j)fn
.
= ´xpj ,

B

Bqj
yfn,

L˚
int(j1, j2)fn

.
= σ2

ż

S2+

dηxη, (pj1 ´ pj2)yˆ

ˆ
(
fn(x1, . . . , p

˚
j1 , qj1 , . . . , p

˚
j2 , qj2 , . . . , xn)δ(qj1 ´ qj2 + ση)´

´ fn(x1, . . . , xn)δ(qj1 ´ qj2 ´ ση)
)
,

(1.7)

respectively, the pre-collision momenta p˚
j1
, p˚

j2
are defined by relations (1.4)

and notations accepted in formula (1.3) are used. For t ă 0 these operators
are defined by the corresponding expressions [64].

We note that the evolution of the state, i.e., the sequence of probability
distribution functions Dn(t) = S˚

n(t)D
0
n, n ě 1, describes by the Cauchy

problem for the sequence of the weak formulation of the Liouville equations
for many hard spheres with these generators [83]:

B

Bt
Dn(t) =

( n
ÿ

j=1

L˚(j) +
n
ÿ

j1ăj2=1

L˚
int(j1, j2)

)
Dn(t),

Dn(t)|t=0 = D0
n, n ě 1.

(1.8)

Thus, the evolution of finitely many colliding particles is governed by
the fundamental evolution equations, such as the Liouville equation for
observables (1.5) or its dual equation for a state (1.8).

To formulate another representation of the mean value functional (1.1) in
terms of sequences of so-called reduced observables and reduced distribution
functions, on sequences of bounded continuous functions we introduce an
analog of the creation operator

(a+b)s(x1, . . . , xs)
.
=

s
ÿ

j=1

bs´1((x1, . . . , xs)z(xj)), (1.9)

and on sequences of integrable functions, we introduce an adjoint operator
to operator (1.9) in the sense of mean value functional (1.1) which is an
analogue of the annihilation operator

(af)n(x1, . . . , xn) =

ż

R3ˆR3

fn+1(x1, . . . , xn, xn+1)dxn+1. (1.10)

Then as a consequence of the validity of equalities:
(b, f) = (ea

+
e´a+b, f) = (e´a+b, eaf),
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for mean value functional (1.1) the following representation holds:
xAy(t) = (I,D(0))´1(A(t), D(0)) = (B(t), F (0)), (1.11)

where a sequence of the reduced observables is defined by the formula
B(t) = e´a+S(t)A(0), (1.12)

and a sequence of so-called reduced distribution functions is defined as
follows (known as the non-equilibrium grand canonical ensemble [82])

F (0) = (I,D(0))´1eaD(0),

respectively.
Thus, according to the definition of the operator e´a+ , the sequence of

reduced observables (1.12) in component-wise form is represented by the
expansions:
Bs(t, x1, . . . , xs) =

=
s
ÿ

n=0

(´1)n

n!

s
ÿ

j1‰...‰jn=1

(S(t)A(0))s´n

(
(x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjn)),

s ě 1,

(1.13)

The mean value functional (1.11) also has the following representation:
(B(t), F (0)) = (B(0), F (t)). (1.14)

The sequence F (t) = (1, F1(t, x1), . . . , Fn(t, x1, . . . , xn), . . .) of reduced dis-
tribution functions is defined as follows (known as the non-equilibrium
grand canonical ensemble [82])

F (t) = (I,D(0))´1eaS˚(t)D(0), (1.15)
where the mapping S˚(t) is an adjoint operator (1.6) to operator (1.2).
According to the definition of the operator ea, the sequence of reduced
distribution functions (1.15) in component-wise form is represented by the
series:

Fs(t, x1, . . . , xs) = (I,D(0))´1ˆ

ˆ

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

(S˚(t)D(0))s+n(x1, . . . , xs+n)dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n, s ě 1,

where the coefficient (I,D(0)) is the normalizing factor as above.
We emphasize that a widely used approach to the description of the

evolution of many hard spheres is based on the evolution of a state de-
termined by the BBGKY hierarchy for reduced distribution functions [14].
An equivalent approach to describing evolution is based on reduced observ-
ables (1.12) governed by the dual hierarchy of evolution equations [52].
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2. HiERARCHiES OF EVOLUTiON EQUATiONS FOR COLLiDiNG PARTiCLES
As is well known, hierarchies of evolution equations for sequences of re-

duced functions of observables and, accordingly, of a state for a finitely
many hard spheres are equivalent to the Liouville equations. Their ad-
vantages consist in the possibility of rigorously describing the evolution of
infinitely many hard spheres whose collective behavior exhibits thermody-
namic (statistical) features, namely, the existence of an equilibrium state
in such a system as well as the kinetic or hydrodynamic behavior in corres-
ponding scaling approximations [14,21,64].

An alternative approach to the description of the evolution of the state
of a hard-sphere system is based on functions determined by the cluster
expansions of the probability distribution functions. The cumulants of
probability distribution functions are interpreted as correlation functions
and are governed by the Liouville hierarchy. The following outlines the
approach to the description of the evolution of a state by means of both
reduced distribution functions and reduced correlation functions, which is
based on the dynamics of correlations [53]. It should be emphasized that
on a microscopic scale, the macroscopic characteristics of fluctuations of
observables are directly determined by the reduced correlation functions.

2.1. Hierarchy of evolution equations for reduced observables. The
motivation for describing the evolution of many-particle systems in terms of
reduced observables is related to possible equivalent representations of the
mean value functional (mathematical expectation) of observables, namely
as (1.11) compared to the traditionally used form (1.14).

The evolution of sequence (1.12) of reduced observables of many hard
spheres is determined by the Cauchy problem of the following abstract
hierarchy of evolution equations [10,51]:

d

dt
B(t) = LB(t) +

[
L, a+

]
B(t), (2.1)

B(t)
ˇ

ˇ

t=0
= B(0), (2.2)

where the operator L is generator (1.3) of the group of operators (1.2) for
hard spheres, the symbol

[
¨, ¨
]
denotes the commutator of operators, which

in equation (2.1) has the following component-wise form:([
L, a+

]
b
)
s
(x1, . . . , xs) =

=
s
ÿ

j1‰j2=1

Lint(j1, j2)bs´1(t, (x1, . . . , xs)zxj1), s ě 1.

In a component-wise form the hierarchy of evolution equations (2.1)) for
hard-sphere fluids, in fact, is a sequence of recurrence evolution equations
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(in literature it is known as the dual BBGKY hierarchy [52]). We adduce
the simplest examples of recurrent evolution equations (2.1):

B

Bt
B1(t, x1) = L(1)B1(t, x1),

B

Bt
B2(t, x1, x2) =

( 2
ÿ

i=1

L(j) + Lint(1, 2)
)
B2(t, x1, x2)+

+Lint(1, 2)
(
B1(t, x1) +B1(t, x2)

)
,

where the generators of these equations are defined by formula (1.3).
The non-perturbative solution of the Cauchy problem of the dual BBGKY

hierarchy (2.1),(2.2) for hard spheres is a sequence of reduced observables
represented by the following expansions [65,66]:
Bs(t, x1, . . . , xs) =

(
ea

+
A(t)B(0)

)
s
(x1, . . . , xs) =

=
s
ÿ

n=0

1

n!

s
ÿ

j1‰¨¨¨‰jn=1

A1+n

(
t, t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u, j1, . . . , jn

)
ˆ

ˆB0
s´n(x1, . . . , xj1´1, xj1+1, . . . , xjn´1, xjn+1, . . . , xs), s ě 1,

(2.3)

where the mappings A1+n(t), n ě 0, are the generating operators which
are represented as cumulant expansions with respect of groups of opera-
tors (1.2). The simplest examples of reduced observables (2.3) are given by
the following expansions:

B1(t, x1) = A1(t, 1)B
0
1(x1),

B2(t, x1, x2) = A1(t, t1, 2u)B0
2(x1, x2) + A2(t, 1, 2)(B

0
1(x1) +B0

1(x2)).

To determine the generating operators of expansions of reduced observ-
ables (2.3), we will introduce the notion of dual cluster expansions of groups
of operators (1.2) in terms of operators interpreted as their cumulants. For
this end on sequences of one-parametric mappings

u(t) = (0, u1(t), . . . , un(t), . . .)

we define the following ‹-product [90]
(u(t) ‹ ru(t))s(1, . . . , s) =

ÿ

Y Ă(1,...,s)

u|Y |(t, Y )rus´|Y |(t, (1, . . . , s)zY ), (2.4)

where
ř

Y Ă(1,...,s) is the sum over all subsets Y of the set (1, . . . , s).
Using the definition of the ‹-product (2.4), the dual cluster expansions

of groups of operators (1.2) are represented by the mapping Exp‹ in the
form

S(t) = Exp‹ A(t) = I+
8
ÿ

n=1

1

n!
A(t)‹n,
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where S(t) = (0, S1(t, 1), . . . , Sn(t, 1, . . . , n), . . .) and I = (1, 0, . . . , 0, . . .).
In component-wise form the dual cluster expansions are represented by the
following recursive relations:

Ss(t, (1, . . . , s)z(j1, . . . , jn), j1, . . . , jn) =

=
ÿ

P: (t(1,...,s)z(j1,...,jn)u, j1,...,jn)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
A|Xi|(t,Xi), n ě 0, (2.5)

where the set consisting of one element of indices (1, . . . , s)z(j1, . . . , jn) we
denoted by the symbol t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u and the symbol

ř

P means
the sum over all possible partitions P of the set

(t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u, j1, . . . , jn)

into |P| nonempty mutually disjoint subsets Xi Ă (1, . . . , s).
The solution of recursive relations (2.5) are represented by the inverse

mapping Ln˚ in the form of the cumulant expansion

A(t) = Ln‹(I+ S(t)) =
8
ÿ

n=1

(´1)n´1

n
S(t)‹n.

Then the (1 + n)th-order dual cumulant of groups of operators (1.2) is
defined by the following expansion:

A1+n(t, t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u, j1, . . . , jn)
.
=

.
=
ÿ

P: (t(1,...,s)z(j1,...,jn)u,j1,...,jn)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
S|θ(Xi)|(t, θ(Xi)), (2.6)

where the above notation is used and the declusterization mapping θ is
defined by the formula:

θ(t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u) = (1, . . . , s)z(j1, . . . , jn).

The dual cumulants (2.6) of the first two orders have the form:
A1(t, t1, . . . , su) = Ss(t, 1, . . . , s),

A1+1(t, t(1, . . . , s)z(j)u, j) =

= Ss(t, 1, . . . , s) ´ Ss´1(t, (1, . . . , s)z(j))S1(t, j).

If bs P Cs, then for (1 + n)th-order cumulant (2.6) of groups of opera-
tors (1.2) the estimate is valid

›

›A1+n(t)bs
›

›

Cs ď
ÿ

P: (t(1,...,s)z(j1,...,jn)u,j1,...,jn)=
Ť

i
Xi

(|P| ´ 1)!
›

›bs
›

›

Cs ď

ď

n+1
ÿ

k=1

s(n+ 1, k)(k ´ 1)!
›

›bs
›

›

Cs ď n!en+2
›

›bs
›

›

Cs ,

(2.7)
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where s(n+ 1, k) are the Stirling numbers of the second kind. Then accor-
ding to this estimate (2.7) for the generating operators of expansions (2.3)
provided that γ ă e´1 the inequality valid

›

›B(t)
›

›

Cγ
ď e2(1 ´ γe)´1

›

›B(0)
›

›

Cγ
. (2.8)

In fact, the following criterion holds.

Criterion. A solution of the Cauchy problem of the dual BBGKY hierar-
chy (2.1),(2.2) is represented by expansions (2.3) if and only if the generating
operators of expansions (2.3) are solutions of cluster expansions (2.5) of
the groups of operators (1.2) of the Liouville equations for hard spheres.

The necessity condition means that cluster expansions (2.5) hold for
groups of operators (1.2). These recurrence relations are derived from defi-
nition (1.13) of reduced observables, provided that they are represented as
expansions (2.3) for the solution of the Cauchy problem of the dual BBGKY
hierarchy (2.1),(2.2).

The sufficient condition means that the infinitesimal generator of one-
parameter mapping (2.3) coincides with the generator of the sequence of
recurrence evolution equations (2.1). Indeed, in the space Cγ the following
existence theorem is true [51].

Theorem. A non-perturbative solution of the Cauchy problem (2.1),(2.2)
is represented by expansions (2.3) in which the generating operators are
cumulants of the corresponding order (2.6) of groups of operators (1.2):

Bs(t, x1, . . . , xs) =
s
ÿ

n=0

1

n!

s
ÿ

j1‰¨¨¨‰jn=1

ÿ

P: (t(1,...,s)z(j1,...,jn)u,j1,...,jn)=
Ť

i
Xi(

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
S|θ(Xi)|(t, θ(Xi))ˆ

ˆB0
s´n(x1, ..., xj1´1, xj1+1, ..., xjn´1, xjn+1, ..., xs)

)
, s ě 1.

(2.9)

Under the condition γ ă e´1 for initial data B(0) P C0
γ of finite sequences

of infinitely differentiable functions with compact supports sequence (2.9) is
a unique global classical solution, and for arbitrary initial data B(0) P Cγ

is a unique global generalized solution.
We note that the one component sequences B(1)(0) = (0, b1(x1), 0, . . .)

of reduced observables correspond to the additive-type observable, and the
sequences

B(k)(0) = (0, . . . , bk(x1, . . . , xk), 0, . . .)

of reduced observables correspond to the k-ary-type observables [10].
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If initial data (2.2) is specified by the additive-type reduced observable,
then the structure of solution expansion (2.9) is simplified and attains the
form

B(1)
s (t, x1, . . . , xs) = As(t, 1, . . . , s)

s
ÿ

j=1

b1(xj), s ě 1, (2.10)

where the generating operator As(t) is the sth-order cumulant (2.6) of the
groups of operators (1.2).

An example of the additive-type observables is a number of particles,
i.e., the sequence N (1)(0) = (0, 1, 0, . . .), then

N (1)
s (t) = As(t, 1, . . . , s)s =

ÿ

P: (1,...,s)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
s
ÿ

j=1

1 =

=
s
ÿ

k=1

(´1)k´1s(s, k)(k ´ 1)!s = sδs,1 = N (1)
s (0),

where s(s, k) are the Stirling numbers of the second kind and δs,1 is a Kro-
necker symbol. Consequently, the observable of a number of hard spheres
is an integral of motion and, in particular, the average number of particles
is preserving in time.

In the case of initial k-ary-type, k ě 2, reduced observables solution
expansion (2.9) takes the form
B(k)

s (t) = 0, 1 ď s ă k,

B(k)
s (t, x1, . . . , xs) =

1

(s´ k)!
ˆ

ˆ

s
ÿ

j1‰¨¨¨‰js´k=1

A1+s´k

(
t, t(1, . . . , s)z(j1, . . . , js´k)u, j1, . . . , js´k

)
ˆ

ˆ bk(x1, . . . , xj1´1, xj1+1, . . . , xjs´k´1, xjs´k+1, . . . , xs),

s ě k,

(2.11)

where the generating operator A1+s´k(t) is the (1 + s ´ k)th-order cumu-
lant (2.6) of the groups of operators (1.2).

We emphasize that cluster expansions (2.5) of the groups of operators (1.2)
underlie of the classification of possible solution representations of the
Cauchy problem (2.1),(2.2) of the dual BBGKY hierarchy. Indeed, us-
ing cluster expansions (2.5) of the groups of operators (1.2), other solution
representations can be constructed.

For example, let us express the cumulants A1+n(t), n ě 2, of groups of
operators (1.2) with respect to the 1st-order and 2nd-order cumulants. The
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equalities are true:

A1+n(t, t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u, j1, . . . , jn) =

=
ÿ

H‰Y Ă(j1,...,jn)

A2(t, t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u, tY u)ˆ

ˆ
ÿ

P: (j1,...,jn)zY=
Ť

i
Xi

(´1)|P| |P|!

|P|
ź

i=1

A1(t, tXiu), n ě 2,

where
ř

H‰Y Ă(j1,...,jn)

is a sum over all nonempty subsets Y Ă (j1, . . . , jn).

Then, taking into account the identity

ÿ

P: (j1,...,jn)zY=
Ť

i
Xi

(´1)|P||P|!

|P|
ź

i=1

A1(t, tXiu)B
0
s´n((x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjn)) =

=
ÿ

P: (j1,...,jn)zY=
Ť

i
Xi

(´1)|P| |P|!B0
s´n((x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjn)),

(2.12)

and the equalities

ÿ

P: (j1,...,jn)zY=
Ť

i
Xi

(´1)|P| |P|! = (´1)|(j1,...,jn)zY |, Y Ă (j1, . . . , jn), (2.13)

for solution expansions (2.3) of the dual BBGKY hierarchy we derive the
following representation:

Bs(t, x1, . . . , xs) = A1(t, t1, . . . , su)B
0
s (x1, . . . , xs)+

+
s
ÿ

n=1

1

n!

s
ÿ

j1‰¨¨¨‰jn=1

ÿ

Y Ă(1,...,s)z(j1,...,jn),
Y ‰H

(´1)|(j1,...,jn)zY | A2(t, tj1, . . . , jnu, tY u)ˆ

ˆB0
s´n((x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjn)), s ě 1,

where notations accepted above are used.
Taking into account that initial reduced observables depend only from

the certain phase space arguments, we deduce the reduced representation
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of expansions (2.9):

B(t) =
8
ÿ

n=0

1

n!

n
ÿ

k=0

(´1)n´k n!

k!(n´ k)!
(a+)n´kS(t)(a+)kB(0) =

= S(t)B(0) +
8
ÿ

n=1

1

n!

[
. . .

[
S(t), a+

]
, . . . , a+

looooomooooon

n-times

]
B(0) =

= e´a+S(t)ea
+
B(0).

(2.14)

Therefore, in component-wise form the generating operators of these expan-
sions represented as expansions (2.3) are the following reduced cumulants
of groups of operators (1.2):

U1+n(t, t1, . . . , s´ nu, s´ n+ 1, . . . , s) =

=
n
ÿ

k=0

(´1)k
n!

k!(n´ k)!
Ss´k(t, 1, . . . , s´ k).

(2.15)

Indeed, solutions of the recursive relations (2.5) with respect to first-
order cumulants can be represented as expansions in terms of cumulants
acting on variables on which the initial reduced observables depend, and in
terms of cumulants not acting on these variables

A1+n(t,t(1, . . . , s)z(j1, . . . , jn)u, j1, . . . , jn) =

=
ÿ

Y Ă(j1,...,jn)

A1(t, t(1, . . . , s)z((j1, . . . , jn) Y Y )u)ˆ

ˆ
ÿ

P: (j1,...,jn)zY=
Ť

i
Xi

(´1)|P| |P|!

|P|
ź

i=1

A1(t, tXiu),

where
ř

Y Ă(j1,...,jn)
is the sum over all possible subsets Y Ă (j1, . . . , jn).

Then taking into account the identity (2.13) and the equalities (2.12) we
derive expansions (2.14) over reduced cumulants (2.15).

We note that traditionally the solution of the BBGKY hierarchy for
states of many hard spheres is represented by perturbation series [14,29,83].
The expansions (2.14) can also be represented as expansions (iterations) of
perturbation theory [10]:

B(t) =
8
ÿ

n=0

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

tn´1
ż

0

dtn S(t´ t1)
[
L, a+

]
ˆ

ˆ S(t1 ´ t2) ¨ ¨ ¨S(tn´1 ´ tn)
[
L, a+

]
S(tn)B(0).
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Indeed, as a result of applying of analogs of the Duhamel equation to ge-
nerating operators (2.6) of expansions (2.3) we derive in component-wise
form, for examples,

U1(t, t1, . . . , su) = Ss(t, 1, . . . , s),

U2(t, t(1, . . . , s)z(j1)u, j1) =

=

t
ż

0

dt1 Ss(t´ t1, 1, . . . , s)
s
ÿ

j2=1,
j2‰j1

Lint(j1, j2)Ss´1(t1, (1, . . . , s)zj1).

Recall that the mean value functional (1.11) exists if B(0) P Cγ and
F (0) P L1

α. In the case of the observable of a number of hard spheres
N (1)(t) = (0, 1, 0, . . .), this means that

ˇ

ˇ(N (1)(t), F (0))
ˇ

ˇ =
ˇ

ˇ

ˇ

ż

R3ˆR3

F 0
1 (x1)dx1

ˇ

ˇ

ˇ
ď

›

›F 0
1

›

›

L1
1

ă 8. (2.16)

Consequently, the states of a finite number of hard spheres are described by
sequences of functions from the space L1

α. To describe an infinite number
of hard spheres, it is necessary to consider reduced distribution functions
from appropriate function spaces, for example, from the space of sequences
of bounded functions with respect of the configuration variables [58,79,83].

2.2. The BBGKY hierarchy for reduced distribution functions.
As mentioned already, the evolution of systems of many particles is tradi-
tionally described as the evolution of the state of a system based on the
representation of the mean value functional for observables (1.14). In this
case, the sequence of reduced distribution functions is determined by the
hierarchy of evolution equations, known as the BBGKY hierarchy, whose
generator is the operator adjoint to the generator of the hierarchy of evo-
lution equations for reduced observables (2.1) in the sense of mean value
functional (1.11).

The evolution of sequence (1.15) of reduced distribution functions from
the space L1

α is governed by the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy
for many hard spheres [6, 14,83]:

d

dt
F (t) = L˚F (t) +

[
a,L˚

]
F (t), (2.17)

F (t)
ˇ

ˇ

t=0
= F (0), (2.18)

where the symbol
[
¨, ¨
]
denotes the commutator of operator (1.10) and of

the Liouville operator (1.7), which is the generator of the isometric group
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of operators (1.6). Thus, in evolution equation (2.17), the second term has
the following component-wise form:([

a,L˚
]
f
)
s
(x1, . . . , xs) =

=
s
ÿ

i=1

ż

R3ˆR3

dxs+1 L˚
int(i, s+ 1)fs+1(t, x1, . . . , xs+1), s ě 1.

For t ą 0 in a one-dimensional space, i.e., for gas of hard rods, this term of
a generator has the form [82]:

s
ÿ

i=1

ż

RˆR

dxs+1L˚
int(i, s+ 1)fs+1(t) =

=
s
ÿ

i=1

8
ż

0

dP P
(
fs+1(t, x1, . . . , qi, pi ´ P, . . . , xs, qi ´ σ, pi)´

´ fs+1(t, x1, . . . , xs, qi ´ σ, pi + P )+

+ fs+1(t, x1, . . . , qi, pi + P, . . . , xs, qi + σ, pi)´

´ fs+1(t, x1, . . . , xs, qi + σ, pi ´ P )
)
,

(2.19)

and for t ă 0 this collision integral has the corresponding form [83].
It should be noted that for the system of a fixed, finite number of hard

spheres, the BBGKY hierarchy is an equation system for a finite sequence of
reduced distribution functions. Such an equation system is equivalent to the
Liouville equation for the distribution function, which describes all possible
states of finitely many hard spheres. For a system of an infinite number
of hard spheres, the BBGKY hierarchy is an infinite chain of evolution
equations, which can be derived as the thermodynamic limit of the BBGKY
hierarchy of a fixed finite number of hard spheres [14]. We note that since a
sequence of functions can be determined based on a generating functional,
the corresponding hierarchy of evolution equations can also be formulated
as the evolution equation for such a generating functional [44].

A non-perturbative solution of the Cauchy problem of the BBGKY hi-
erarchy (2.17),(2.18) is a sequence of reduced distribution functions repre-
sented by the following expansions [52,67]:

Fs(t, x1, . . . , xs) = (eaA˚(t)F (0))s(x1, . . . , xs) =

=
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

A˚
1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)ˆ

ˆF 0
s+n(x1, . . . , xs+n)dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n, s ě 1,

(2.20)
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where the mappings A˚
1+n(t), n ě 0, are the generating operators which are

represented by the cumulant expansions with respect to the group

S˚(t) =
8
‘
n=0

S˚
n(t)

of operators (1.6).
Using the definition of the ‹-product (2.4), the cluster expansions of the

groups of operators (1.6) are represented by the mapping Exp‹ in the form

S˚(t) = Exp‹ A
˚(t).

In component-wise form cluster expansions are represented by the following
recursive relations:

S˚
s+n(t, 1, . . . , s, s+ 1, . . . , s+ n) =

=
ÿ

P: (t1,...,su,s+1,...,s+n)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
A˚

|Xi|
(t,Xi), n ě 0, (2.21)

where the set consisting of one element of indices (1, . . . , s) we denoted by
the symbol t(1, . . . , s)u and the symbol

ř

P means the sum over all possible
partitions P of the set

(t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)

into |P| nonempty mutually disjoint subsets Xi.
The solution of recursive relations (2.21) are represented by the inverse

mapping Ln‹ in the form of the cumulant expansion

A˚(t) = Ln‹(I+ S˚(t)).

Then the (1 + n)th-order cumulant of the group S˚(t) =
8
‘
n=0

S˚
n(t) of oper-

ators (1.6) is defined by the following expansion:

A˚
1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)

.
=

.
=
ÿ

P: (t1,...,su,s+1,...,s+n)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
S˚

|θ(Xi)|
(t, θ(Xi)), (2.22)

where the declusterization mapping θ is defined by the formula:

θ(t1, . . . , su) = (1, . . . , s)
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and the above notation is used. The simplest examples of cumulants (2.22)
of the groups of operators (1.6) have the form:
A˚
1(t, t1, . . . , su)

.
= S˚

s (t, 1, . . . , s),

A˚
1+1(t, t1, . . . , su, s+ 1)

.
= S˚

s+1(t, 1, . . . , s+ 1) ´ S˚
s (t, 1, . . . , s)S

˚
1 (t, s+ 1),

A˚
1+2(t, t1, . . . , su, s+ 1, s+ 2)

.
= S˚

s+2(t, 1, . . . , s+ 2)´

´ S˚
s+1(t, 1, . . . , s+ 1)S˚

1 (t, s+ 2) ´ S˚
s+1(t, 1, . . . , s, s+ 2)S˚

1 (t, s+ 1)´

´ S˚
s (t, 1, . . . , s)S

˚
2 (t, s+ 1, s+ 2) + 2!S˚

s (t, 1, . . . , s)S
˚
1 (t, s+ 1)S˚

1 (t, s+ 2).

If fs P L1
s, then taking into account that

›

›S˚
n(t)

›

›

L1
n
= 1, for the (1 + n)th-

order cumulant (2.22) the following estimate is valid:
›

›A˚
1+n(t)fs+n

›

›

L1
s+n

ď
ÿ

P: (t1,...,su,s+1,...,s+n)=
Ť

i
Xi

(|P| ´ 1)!
›

›fs+n

›

›

L1
s+n

ď

ď

n+1
ÿ

k=1

s(n+ 1, k)(k ´ 1)!
›

›fs+n

›

›

L1
s+n

ď n!en+2
›

›fs+n

›

›

L1
s+n

,

(2.23)

where s(n+ 1, k) are the Stirling numbers of the second kind.
Then, according to this estimate (2.23) for the generating operators of

expansions (2.20), provided that α ą e series (2.20) converges on the norm
of the space L1

α, and the inequality holds
}F (t)}L1

α
ď cα}F (0)}L1

α
,

where cα = e2(1 ´ e
α)

´1. The parameter α can be interpreted as the value
inverse to the average number of hard spheres.

In fact, the following criterion holds.

Criterion. A solution of the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy
(2.17), (2.18) is represented by expansions (2.20) if and only if the generating
operators of expansions (2.20) are solutions of cluster expansions (2.21) of
the groups of operators (1.6).

The necessity condition means that cluster expansions (2.21) are take
place for groups of operators (1.6). These recurrence relations are derived
from definition (1.15) of reduced distribution functions, provided that they
are represented as expansions (2.20) for the solution of the Cauchy problem
of the BBGKY hierarchy (2.17),(2.18).

The sufficient condition means that the infinitesimal generator of one-
parameter mapping (2.20) coincides with the generator of the BBGKY
hierarchy (2.17). Indeed, in the space L1

α the following existence theorem
is true [65].
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Theorem. If α ą e, a non-perturbative solution of the Cauchy prob-
lem of the BBGKY hierarchy (2.17),(2.18) is represented by series ex-
pansions (2.20) in which the generating operators are cumulants of the
corresponding order (2.22) of groups of operators (1.6):
Fs(t, x1, . . . , xs) =

=
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

ÿ

P: (t1,...,su,s+1,...,s+n)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!ˆ

ˆ
ź

XiĂP
S˚

|θ(Xi)|
(t, θ(Xi))F

0
s+n(x1, . . . , xs+n)dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n, s ě 1.

(2.24)

For initial data F (0) P L1
0 of finite sequences of infinitely differentiable

functions with compact supports sequence (2.24) is a unique global clas-
sical solution and for arbitrary initial data F (0) P L1

α is a unique global
generalized solution.

We observe that cluster expansions (2.21) of the groups of operators (1.6)
underlie the classification of possible solution representations (2.20) of the
Cauchy problem of the BBGKY hierarchy (2.17),(2.18). In a particular
case, non-perturbative solution (2.24) of the BBGKY hierarchy for many
hard spheres can be represented in the form of the perturbation (iteration)
series as a result of applying analogs of the Duhamel equation to cumulants
(2.22) of groups of operators.

Indeed, let us put groups of operators in the expression of cumulant (2.22)
into a new order with respect to the groups of operators which act on the
variables (x1, . . . , xs)

A˚
1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n) =

=
ÿ

Y Ă (s+1,...,s+n)

S˚
s+|Y |(t, (1, . . . , s) Y Y )ˆ

ˆ
ÿ

P :(s+1,...,s+n)zY=
Ť

i
Yi

(´1)|P||P|!
ź

YiĂP
S˚

|Yi|
(t, Yi).

(2.25)

If Yi Ă (s + 1, . . . , s + n), then for the integrable functions F 0
s+n and the

unitary group of operators S˚(t) = ‘8
n=0S

˚
n(t) the equality is valid

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n

ź

YiĂP
S˚

|Yi|
(t;Yi)F

0
s+n(x1, . . . , xs+n) =

=

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+nF
0
s+n(x1, . . . , xs+n).
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Then, taking into account the validity for arbitrary Y Ă (s+ 1, . . . , s+ n)
the following equality:

ÿ

P :(s+1,...,s+n)zY=
Ť

i
Yi

(´1)|P||P|! = (´1)|(s+1,...,s+n)zY |,

according to expression (2.25) for series expansions (2.24) of the BBGKY
hierarchy, we obtain
Fs(t, x1, . . . , xs) =

=
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

U˚
1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)ˆ

ˆ F 0
s+n(x1, . . . , xs+n)dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n, s ě 1,

(2.26)

where U˚
1+n(t) is the (1 + n)th-order reduced cumulant of the groups of

operators (1.6)

U˚
1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n) =

=
ÿ

Y Ă(s+1,...,s+n)

(´1)|(s+1,...,s+n)zY | S˚
|(1,...,s)YY |(t, (1, . . . , s) Y Y ).

Using the symmetry property of initial reduced distribution functions, for
integrand functions in every term of series (2.26) the following equalities
are valid

ÿ

Y Ă(s+1,...,s+n)

(´1)|(s+1,...,s+n)zY )| S˚
|(1,...,s)YY |(t, (1, . . . , s) Y Y )F 0

s+n =

=
n
ÿ

k=0

(´1)k
s+n
ÿ

i1ă...ăin´k=s+1

S˚
s+n´k(t, 1, . . . , s, i1, . . . , in´k)F

0
s+n =

=
n
ÿ

k=0

(´1)k
n!

k!(n´ k)!
S˚
s+n´k(t, 1, . . . , s+ n´ k)F 0

s+n(x1, . . . , xs+n).

Thus, the (1 + n)th-order reduced cumulant represents by the following
expansion [80]:

U˚
1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n) =

=
n
ÿ

k=0

(´1)k
n!

k!(n´ k)!
S˚
s+n´k(t, 1, . . . , s+ n´ k),

and consequently, we derive the representation for series expansions of a
solution of the BBGKY hierarchy [82] which is can be written down in
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terms of an analogue of the annihilation operator (1.10):

F (t) =
8
ÿ

n=0

1

n!

n
ÿ

k=0

(´1)k
n!

k!(n´ k)!
an´kS˚(t)akF (0) =

= S˚(t)F (0) +
8
ÿ

n=1

1

n!

[
a, . . . ,

[
a

looomooon

n-times

, S˚(t)
]
. . .

]
F (0) =

= eaS˚(t)e´aF (0).

(2.27)

Finally, in view of the validity of the equality

S˚(t´ τ)
[
a,L˚

]
S˚(τ)F (0) =

d

dτ
S˚(t´ τ)aS˚(τ)F (0),

expansion (2.27) is represented in the form of perturbation (iteration) series
of the BBGKY hierarchy (2.17) for many hard spheres

F (t) =
8
ÿ

n=0

t
ż

0

dt1 . . .

tn´1
ż

0

dtnS
˚(t´ t1)

[
a,L˚

]
S˚(t1 ´ t2) . . .ˆ

ˆ S˚(tn´1 ´ tn)
[
a,L˚

]
S˚(tn)F (0),

or in component-wise form [6,58,79]:

Fs(t,x1, . . . , xs) =
8
ÿ

n=0

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

tn´1
ż

0

dtn

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n S
˚
s (t´ t1)ˆ

ˆ

s
ÿ

j1=1

L˚
int(j1, s+ 1)S˚

s+1(t1 ´ t2) ¨ ¨ ¨S˚
s+n´1(tn´1 ´ tn)ˆ

ˆ

s+n´1
ÿ

jn=1

L˚
int(jn, s+ n)S˚

s+n(tn)F
0
s+n(x1, . . . , xs+n), s ě 1.

(2.28)

Let us make some comments concerning the existence of solutions to
the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy for initial data from various
function spaces.

In the spaces of sequences of integrable functions, the existence and
uniqueness of a global in time non-perturbative solution was proved in the
papers [67, 82] (see also book [14]). It should be noted that the first few
terms of the (2.24) series were established in papers [17, 18, 74, 75] as an
analog of cluster expansions of the reduced equilibrium distribution func-
tions.

The BBGKY hierarchy describes both the non-equilibrium and equilib-
rium states. Non-equilibrium states are described by the solution of the
initial value problem for this hierarchy, and, correspondingly, equilibrium
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states are solutions of the steady BBGKY hierarchy. The existence of
equilibrium solutions to the steady BBGKY hierarchy has been reviewed
in books [14,64].

As is known, to describe the evolution of a state of infinitely many par-
ticles, the suitable functional space is the space of sequences of functions
bounded with respect to the configuration variables and decreasing with
respect to the momentum ones; in particular, the equilibrium distribution
functions belong to this space. For the solution extension from the space
of sequences of integrable functions to this space, the method of the ther-
modynamic limit was developed [14,57,58].

For one-dimensional many-particle systems with short-range potential,
using the method of interaction region developed by Petrina [81] for solution
representation (2.26), the existence theorem for the BBGKY hierarchy was
proved for the first time in this functional space. By a similar method for
the initial reduced distribution functions from such a space, the existence
of a mean value functional for solution (2.9) of the dual BBGKY hierarchy
(2.1) was established in the paper [91].

As mentioned above, for a solution representation of the Cauchy problem
of the BBGKY hierarchy for hard spheres is widely used in the represen-
tation as a series of perturbation theory (2.28) (an iteration series over the
evolution of the state of selected groups of particles) [6,15,58,79,95]. In this
form, the solution is applied to construct its Boltzmann–Grad asymptotics,
which is governed by the Boltzmann kinetic equation (see section 3.1). The
justification of a solution represented as an iteration series for hard spheres
is based on giving a rigorous mathematical meaning to every term of the
iteration series and on the proof of its convergence. The main difficulty in
this problem is that the phase trajectories of particles for a system with a
singular interaction potential are defined almost everywhere in the phase
space, and initial distribution functions in the iteration series are concen-
trated on lower-dimensional manifolds. It is necessary to ensure that the
trajectories are defined on these manifolds. This problem was completely
solved in the papers [61,83].

In the case of infinitely many hard spheres a local in time solution [58]
of the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy is represented by iteration
series for arbitrary initial data from the space of sequences of functions
bounded with respect to configuration variables and for initial data close
to the equilibrium state it is a global in time solution [83]. For such initial
data in a one-dimensional space for hard sphere system the existence of
global in time solution was proved in the paper [34].
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In addition, we remark that the correlation decay property, known as
the Bogolyubov correlation weakening principle [6], for the solution of the
BBGKY hierarchy for hard spheres was proved in [68].

2.3. The Liouville hierarchy for correlation functions. An alterna-
tive approach to the description of a state of finitely many hard spheres
consists in the employment of functions determined by the cluster expan-
sions of the probability distribution functions. The solutions to such cluster
expansions are cumulants (semi-invariants) of probability distribution func-
tions and are interpreted, from a physical point of view, as correlations of
a state or correlation functions. The evolution of correlation functions is
governed by the so-called Liouville hierarchy [31]. Historically, there have
been several approaches to describing correlations in many-particle sys-
tems. Among them, we mention the well-known approach to the dynamics
of correlations by I. Prigogine [86] and R. Balescu [1] and its applications
in plasma theory.

Further, it will be established that the constructed dynamics of correla-
tion underlie the description of the dynamics of infinitely many hard spheres
governed by the BBGKY hierarchy for reduced distribution functions or the
hierarchy of nonlinear evolution equations for reduced correlation functions,
i.e., of the cumulants of reduced distribution functions.

We introduce a sequence of correlation functions g(t) = (1, g1(t, x1), . . . ,
gs(t, x1, . . . , xs), . . .) by means of cluster expansions of the probability dis-
tribution functions D(t) = (1, D1(t, x1), . . . , Dn(t, x1, . . . , xn), . . .), defined
on the set of allowed configurations R3nzWn as follows:

Dn(t, x1, . . . , xn) = gn(t, x1, . . . , xn)+

+
ÿ

P:(x1,...,xn)=
Ť

i
Xi,

|P|ą1

ź

XiĂP
g|Xi|(t,Xi), n ě 1, (2.29)

where
ř

P:(x1,...,xn)=
Ť

i
Xi, |P|ą1 is the sum over all possible partitions P of the

set of the arguments (x1, . . . , xn) into |P| ą 1 nonempty mutually disjoint
subsets Xi Ă (x1, . . . , xn).

On the set R3nzWn solutions of recursion relations (2.29) are given by
the following expansions:

gs(t, x1, . . ., xs) = Ds(t, x1, . . . , xs)+

+
ÿ

P:(x1,...,xs)=
Ť

i
Xi,

|P|ą1

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
D|Xi|(t,Xi), s ě 1. (2.30)
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The structure of expansions (2.30) is such that the correlation functions
can be treated as cumulants (semi-invariants) of the probability distribu-
tion functions [24]. Such an interpretation of these functions is due to
the fact that the probability distribution function of statistically indepen-
dent hard spheres on allowed configurations is described by the product of
single-particle correlation functions (probability distribution functions of
each particle):

gs(t, x1, . . . , xs) =
s
ź

i=1

g1(t, xi)XR3szWs
δs,1, s ě 1.

The evolution of the sequence of correlation functions (2.30) of many
hard spheres is determined by the Cauchy problem of the weak formulation
of the Liouville hierarchy of the following evolution equations [53]:

B

Bt
gs(t, x1, . . . , xs) = L˚

s (1, . . . , s)gs(t, x1, . . . , xs)+

+
ÿ

P: (x1,...,xs)=X1
Ť

X2

ÿ

i1P pX1

ÿ

i2P pX2

L˚
int(i1, i2)g|X1|(t,X1)g|X2|(t,X2),

(2.31)

gs(t, x1, . . . , xs)
ˇ

ˇ

t=0
= g0s(x1, . . . , xs), s ě 1, (2.32)

where
ř

P: (x1,...,xs)=X1
Ť

X2
is the sum over all possible partitions P of the

set (x1, . . . , xs) into two nonempty mutually disjoint subsets X1 and X2,
the symbol pXi means the set of indexes of the set Xi of phase space co-
ordinates and the operator L˚

s is defined on the subspace L1
0 Ă L1 by

formulas (1.7). It should be noted that the Liouville hierarchy (2.31) is the
evolution recurrence equations set.

For t ě 0 we give a few examples of recurrence equations set (2.31) for a
system of hard spheres:

B

Bt
g1(t, x1) = ´xp1,

B

Bq1
yg1(t, x1),

B

Bt
g2(t, x1, x2) = ´

2
ÿ

j=1

xpj ,
B

Bqj
yg2(t, x1, x2)+

+ σ2
ż

S2+

dηxη, (p1 ´ p2)y
(
g2(t, q1, p

˚
1 , q2, p

˚
2)δ(q1 ´ q2 + ση)´

´g2(t, x1, x2)δ(q1 ´ q2 ´ ση)
)
+

+ σ2
ż

S2+

dηxη, (p1 ´ p2)y
(
g1(t, q1, p

˚
1)g1(t, q2, p

˚
2)δ(q1 ´ q2 + ση)´

´g1(t, x1)g1(t, x2)δ(q1 ´ q2 ´ ση)
)
,
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where it was used notations accepted above in definition (1.7).
Thus, in terms of correlation functions (2.30), the evolution of the states

of a finite number of hard spheres is described by an equivalent method
compared to probability distribution functions, namely, within the frame-
work of the dynamics of correlations.

We note that because the Liouville hierarchy (2.31) is the recurrence
evolution equations set, we can construct a solution of the Cauchy prob-
lem (2.31),(2.32), integrating each equation of the hierarchy as the inho-
mogeneous Liouville equation. For example, as a result of the integration
of the first two equations of the Liouville hierarchy (2.31), we obtain the
following equalities:

g1(t, x1) = S1(´t, 1)g
0
1(x1),

g2(t, 1, 2) = S2(´t, 1, 2)g
0
2(x1, x2)+

=

t
ż

0

dt1S2(t1 ´ t, 1, 2)L˚
int(1, 2)S1(´t1, 1)S1(´t1, 2)g

0
1(x1)g

0
1(x2).

Then for the corresponding term on the right-hand side of the second equal-
ity, an analog of the Duhamel equation holds

t
ż

0

dt1S2(t1 ´ t, 1, 2)L˚
int(1, 2)S1(´t1, 1)S1(´t1, 2) =

= ´

t
ż

0

dt1
d

dt1

(
S2(t1 ´ t, 1, 2)S1(´t1, 1)S1(´t1, 2)

)
=

= S2(´t, 1, 2) ´ S1(´t, 1)S1(´t, 2) = A˚
2(t, 1, 2),

where A˚
2(t) is the second-order cumulant (2.22) of groups of operators

(1.6). As a result of similar transformations for s ą 2, the solution of the
Cauchy problem (2.31),(2.32), constructed using an iterative procedure, can
be represented as expansions in cumulants of groups of operators (1.6).

If the initial state is specified by the sequence

g(0) = (1, g01(x1), . . . , g
0
n(x1, . . . , xn), . . .),

of correlation functions g0n P L1
n, n ě 1, then the evolution of all possible

states, i.e., the sequence

g(t) = (1, g1(t, x1), . . . , gs(t, x1, . . . , xs), . . .)



Evolution equations of colliding particles 759

of the correlation functions gs(t), s ě 1, is represented by the following
expansions [53]:

gs(t, x1, . . . , xs) =

=
ÿ

P: (x1,...,xs)=
Ť

j
Xj

A˚
|P|(t, t

pX1u, . . . , t pX|P|u)
ź

XjĂP
g0|Xj |(Xj), s ě 1, (2.33)

where the symbol
ř

P: (x1,...,xs)=
Ť

j
Xj

denotes the sum over all possible par-

titions P of the set (x1, . . . , xs) into |P| nonempty mutually disjoint subsets
Xj , the symbol pX means the set of indexes of the set X of phase space coor-
dinates and the set (t pX1u, . . . , t pX|P|u) consists of elements that are subsets
pXj Ă (1, . . . , s), i.e., |(t pX1u, . . . , t pX|P|u)| = |P|. The generating operator
A˚

|P|
(t) of expansions (2.33) is the |P|th-order cumulant of the groups of

operators (1.6) which is defined by the expansion
A˚

|P|(t, t
pX1u, . . . , t pX|P|u)

.
=

.
=
ÿ

P1 : (t pX1u,...,t pX|P|u)=
Ť

k

Zk

(´1)|P1
|´1(|P1

| ´ 1)!
ź

ZkĂP1

S˚
|θ(Zk)|

(t, θ(Zk)), (2.34)

where the symbol θ is the declusterization mapping: θ(t pXiu)
.
= ( pXi). The

simplest examples of correlation functions (2.33) are given as follows:
g1(t, x1) = A˚

1(t, 1)g
0
1(x1),

g2(t, x1, x2) = A˚
1(t, t1, 2u)g02(x1, x2) + A˚

2(t, 1, 2)g
0
1(x1)g

0
1(x2).

The structure of expansions (2.33) is established as a result of the permu-
tation of the terms of cumulant expansions (2.30) for correlation functions
and cluster expansions (2.29) for initial probability distribution functions.
Thus, the cumulant origin of correlation functions induces the cumulant
structure of their dynamics (2.33).

In particular, in the absence of correlations between hard spheres at
the initial moment (initial state satisfying the chaos condition [14,95]) the
sequence of the initial correlation functions on allowed configurations has
the form g(c)(0) = (0, g01(x1), 0, . . . , 0, . . .). In terms of a sequence of the
probability distribution functions, the chaos condition means that initial
data is specified in the form

D(c)(0) =
(
1, D0

1(x1), D
0
1(x1)D

0
1(x2)XR6zW2

, . . . ,
n
ź

i=1

D0
1(xi)XR3nzWn

, . . .
)
,

where the function XR3nzWn
is the Heaviside step function of allowed con-

figurations of n hard spheres. In this case for (x1, . . . , xs) P R3s ˆ (R3szWs)
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expansions (2.33) are represented as follows:

gs(t, x1, . . . , xs) = A˚
s (t, 1, . . . , s)

s
ź

i=1

g01(xi)XR3szWs
, s ě 1, (2.35)

where the generating operator A˚
s (t) of this expansion is the sth-order cu-

mulant of groups of operators (1.6) defined by the expansion

A˚
s (t, 1, . . . , s) =

ÿ

P: (1,...,s)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
S˚

|Xi|
(t,Xi), (2.36)

with notations accepted in formula (2.33). From the structure of series
(2.35) it is clear that in case of the absence of correlations at the initial
instant the correlations generated by the dynamics of a system of hard
spheres are completely determined by cumulants (2.36) of the groups of
operators (1.6).

We note that in the case of initial data g(c)(0) expansions (2.35) can be
rewritten in another representation that explains their physical meaning.
Indeed, for n = 1 we have

g1(t, x1) = A˚
1(t, 1)g

0
1(x1) = g01(p1, q1 ´ p1t).

Then, according to formula (2.35) and the definition of the first-order cu-
mulant A˚

1(t) = S1(´t), and its inverse group of operators S´1
1 (´t) = S1(t),

we express the correlation functions gs(t), s ě 2, in terms of the one-particle
correlation function g1(t). Therefore, for s ě 2 expansions (2.35) are repre-
sented in the following form:

gs(t, x1, . . . , xs) = pA˚
s (t, 1, . . . , s)

s
ź

i=1

g1(t, xi), s ě 2,

where pA˚
s (t, 1, . . . , s) is the s-order cumulant (2.36) of the scattering oper-

ators

pSn(t, 1, . . . , n)
.
= Sn(´t, 1, . . . , n)XR3nzWn

n
ź

i=1

S1(t, i), n ě 1.

On the subspace L1
n,0 a generator of the scattering operator pSn(t, 1, . . . , n)

is determined by the operator:

d

dt
pSn(t, 1, . . . , n) |t=0 =

n
ÿ

j1ăj2=1

L˚
int(j1, j2),

where for t ě 0 the operator L˚
int(j1, j2) is defined by formula (1.7).



Evolution equations of colliding particles 761

If g0n P L1
n, n ě 1, one-parameter mapping (2.33) generates strong conti-

nuous group of nonlinear operators

G(t; 1, . . . , s | g(0))
.
= gs(t, x1, . . . , xs), (2.37)

and it is bounded, and the following estimate holds:
›

›G(t; 1, . . . , s | g)
›

›

L1
s

ď s!cs,

where
c ” max

(
1, max

P: (1,...,s)=
Ť

i
Xi

}g|Xi|}L1
|Xi|

)
.

For gn P L1
n,0, n ě 1, the infinitesimal generator of this group of nonlinear

operators has the following structure
L(1, . . . , s | g)

.
= L˚

s (1, . . . , s)gs(x1, . . . , xs)+

+
ÿ

P: (x1,...,xs)=X1
Ť

X2

ÿ

i1P pX1

ÿ

i2P pX2

L˚
int(i1, i2)g|X1|(X1)g|X2|(X2), (2.38)

where we used the notation adopted above in expansions (2.33).
The following statement is true [53].

Theorem. If t P R, a unique solution of the Cauchy problem of the
Liouville hierarchy (2.31),(2.32) is represented by a sequence of expan-
sions (2.33). For g0n P L1

n,0 Ă L1
n, n ě 1, a sequence of functions (2.33) is

a classical solution and for arbitrary initial data g0n P L1
n, n ě 1, one has a

generalized solution.
The proof of the theorem is similar to the proof of the existence the-

orem for the BBGKY hierarchy in the space of sequences of integrable
functions [14, 67]. Indeed, if the initial data is g0n P L1

n,0, n ě 1, then the
infinitesimal generator of the group of nonlinear operators (2.37) coincides
with the operator (2.38) and hence the Cauchy problem (2.31),(2.32) has a
classical (strong) solution (2.33).

We remark that a steady solution of the Liouville hierarchy (2.31) is
a sequence of the Ursell functions on the allowed configurations of hard
spheres, i.e., it is the sequence g(eq) = (0, e´β

p21
2 , 0, . . . , ), where β is a

parameter inversely proportional to temperature [64].
Finally, we emphasize that the dynamics of correlations, that is, the

fundamental equations (2.31) describing the evolution of correlations of
states of hard spheres, can be used as a basis for describing the evolution
of the state of both a finite and an infinite number of hard spheres instead
of the Liouville equations (1.8).
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In what follows, we outline an approach to describing the evolution of a
state using reduced distribution functions based on the dynamics of correla-
tions in a system of many hard spheres governed by the Liouville hierarchy
for correlation functions (2.31).

Remind that reduced distribution functions are defined by means of se-
quence (1.15) of the probability distribution functions:

Fs(t, x1, . . . , xs)
.
= (I,D(t))´1ˆ

ˆ

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+nDs+n(t, x1, . . . , xs+n), s ě 1, (2.39)

where the normalizing factor

(I,D(t))
.
=

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dx1 ¨ ¨ ¨ dxnDn(t, x1, . . . , xn)

is a grand canonical partition function. The possibility of redefining of the
reduced distribution functions naturally arises as a result of dividing the
series in expression (2.39) by the series of the normalization factor.

A definition of reduced distribution functions equivalent to definition
(2.39) is formulated on the basis of correlation functions (2.33) of a system
of hard spheres by means of the following series expansion [53]:

Fs(t, x1, . . . , xs)
.
=

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n ˆ

ˆg1+n(t, tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n), s ě 1,

(2.40)

where on the set of allowed configurations R3(s+n)zWs+n the correlation
functions of clusters of hard spheres g1+n(t), n ě 0, are determined by the
expansions:
g1+n(t, tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n) =

=
ÿ

P:(tx1,...,xsu,
xs+1,...,xs+n)=

Ť

i
Xi

A˚
|P|

(
t, tθ( pX1)u, . . . , tθ( pX|P|)u

) ź

XiĂP
g0|Xi|

(Xi), n ě 0. (2.41)

We remind that in expansions (2.41) the generating operator A˚
|P|
(t) is the

|P|th-order cumulant (2.34) of the groups of operators (1.6), and the symbol
ř

P:(tx1,...,xsu,xs+1,...,xs+n)=
Ť

i
Xi

means the sum over all possible partitions P

of the set (tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n) into nonempty mutually disjoint
subsets Xi.
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On allowed configurations the correlation functions of particle clusters in
series (2.40), i.e., the functions g1+n(t, tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n), n ě 0,
are defined as solutions of generalized cluster expansions of a sequence of
solutions of the Liouville equations:

Ds+n(t, x1, . . . , xs+n) =

=
ÿ

P:(tx1,...,xsu,
xs+1,...,xs+n)=

Ť

i Xi

ź

XiĂP
g|Xi|(t,Xi), s ě 1, n ě 0, (2.42)

namely,
g1+n(t, tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n) =

=
ÿ

P:(tx1,...,xsu,
xs+1,...,xs+n)=

Ť

i Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
D|θ(Xi)|(t, θ(Xi)), s ě 1, n ě 0,

where θ is the declusterization mapping defined in formula (2.34), the prob-
ability distribution function D|θ(Xi)|(t, θ(Xi)) is a solution of the Liouville
equation.

The correlation functions of particle clusters satisfy the Liouville hierar-
chy of evolution equations with the following generator

L(t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n | dtY ug(t))
.
=

.
= L˚

s+n(1, . . . , s+ n)g1+n(t,X)+

+
ÿ

P:X=X1
Ť

X2

ÿ

i1Pθ( pX1)

ÿ

i2Pθ( pX2)

L˚
int(i1, i2)g|X1|(t,X1)g|X2|(t,X2), n ě 0,

(2.43)

where X ” (tY u, xs+1, . . . , xs+n) ” (tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n), the se-
quence of solutions of generalized cluster expansions (2.42) is denoted by
means of the mapping

(dtY ug)n(x1, . . . , xn)
.
= g1+n(tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n), n ě 0,

and we also used the notations adopted above in expansion (2.33).
We note that on the allowed configurations the correlation functions of

hard-sphere clusters can be expressed through correlation functions of hard
spheres (2.33) by the following relations:

g1+n(t, tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n) =

=
ÿ

P:(tx1,...,xsu,
xs+1,...,xs+n)=

Ť

i Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!ˆ

ˆ
ź

XiĂP

ÿ

P1: θ(Xi)=
Ť

ji

Zji

ź

Zji
ĂP1

g|Zji
|(t, Zji), n ě 0.

(2.44)
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In particular case n = 0, i.e., the correlation function of a cluster of the s
hard spheres, these relations take the form

g1+0(t, tx1, . . . , xsu) =
ÿ

P: θ(tx1,...,xsu)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
g|Xi|(t,Xi).

As a consequence of these relations, for the initial state satisfying the chaos
condition, from (2.41) the following generalization of expansions (2.35)
holds:

gs+n(t, tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n) =

= A1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)ˆ

ˆ

s+n
ź

i=1

g01(xi)XR3(s+n)zWs+n
, s ě 1, n ě 0.

(2.45)

As we noted above, the possibility of the description of the evolution
of a state based on the dynamics of correlations (2.40) occurs naturally in
consequence of dividing the series of expressions (2.39) by the series of the
normalizing factor. To provide evidence of this statement, we will introduce
the necessary notions and prove the validity of some auxiliary equalities.

On sequences of functions f, rf P L1 ‘8
n=0 L

1
n we define the following

˚-product [90]

(f ˚ rf)s(x1, . . . , xs) =
ÿ

ZĂ(x1,...,xs)

f|Z|(Z) rfs´|Z|((x1, . . . , xs)zZ), (2.46)

where
ř

ZĂ(x1,...,xs)
is the sum over all subsets Z of the set (x1, . . . , xs).

Using the definition of the ˚-product (2.46), we introduce the mapping
Exp˚ and the inverse mapping Ln˚ on sequences

h = (0, h1(x1), . . . , hn(x1, . . . , xn), . . .)

of functions hn P L1
n by the expansions:

(Exp˚ h)s(x1, . . . , xs) =
(
I+

8
ÿ

n=1

h˚n

n!

)
s
(x1, . . . , xs) =

= δs,0 +
ÿ

P: (x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
h|Xi|(Xi),

(2.47)
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where we used the notations accepted in formula (2.29), I = (1, 0, . . . , 0, . . .)
and δs,0 is the Kronecker symbol, and respectively,

(Ln˚(I+ h))s(x1, . . . , xs) =
( 8
ÿ

n=1

(´1)n´1 h
˚n

n

)
s
(x1, . . . , xs) =

=
ÿ

P: (x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
h|Xi|(Xi).

(2.48)

Therefore in terms of sequences of functions recursion relations (2.29) are
rewritten in the form

D(t) = Exp˚ g(t),

where D(t) = I + (0, D1(t, x1), . . . , Dn(t, x1, . . . , xn), . . .). As a result, we
get

g(t) = Ln˚ D(t).

Thus, according to definition (2.46) of the ˚-product and mapping (2.48),
in the component-wise form solutions of recursion relations (2.29) are re-
presented by expansions (2.30).

For arbitrary f = (f0, f1, . . . , fn, . . .) P L1 and the set Y ” (x1, . . . , xs)
we define the linear mapping dY : f Ñ dY f , by the formula

(dY f)n(x1, . . . , xn)
.
= fs+n(x1, . . . , xs, xs+1, . . . , xs+n), n ě 0. (2.49)

For the set tY u consisting of the one element Y = (x1, . . . , xs), we have,
respectively
(dtY uf)n(x1, . . . , xn)

.
= f1+n(tx1, . . . , xsu, xs+1, . . . , xs+n), n ě 0. (2.50)

On sequences dY f and dY 1 rf we introduce the ˚-product

(dY f ˚ dY 1 rf)|X|(X)
.
=

ÿ

ZĂX

f|Z|+|Y |(Y, Z) rf|XzZ|+|Y 1|(Y
1, XzZ),

where X,Y, Y 1 are the sets, which characterize clusters of hard spheres,
and

ř

ZĂX is the sum over all subsets Z of the set X. In particular case
Y = H, Y 1 = H, this definition reduces to definition of ˚-product (2.46).

Let us establish some properties of introduced mappings (2.47) and (2.50).
If fn P L1

n, n ě 1 for the sequences f = (0, f1, . . . , fn, . . .), according to
definitions of mappings (2.47) and (2.50), the following equality holds

dtY uExp˚f = Exp˚f ˚ dtY uf, (2.51)
and for mapping (2.49), respectively

dY Exp˚f = Exp˚f ˚
ÿ

P:Y=
Ť

i Xi

dX1f ˚ . . . ˚ dX|P|
f,
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where
ř

P:Y=
Ť

i Xi
denotes the sum over all possible partitions P of the set

Y ” (x1, . . . , xs) into |P| nonempty mutually disjoint subsets Xi Ă Y .
Hence, in terms of mappings (2.49) and (2.50) generalized cluster expan-

sions (2.42) take the form
dYD(t) = dtY uExp˚ g(t). (2.52)

On sequences of functions f P L1 = ‘8
n=0L

1
n we also define the analogue

of the annihilation operator

(af)n(x1, . . . , xn) =

ż

R3ˆR3

dxn+1fn+1(x1, . . . , xn, xn+1). (2.53)

Then for sequences f, rf P L1, the following equality holds
(eaf ˚ rf)0 = (eaf)0(e

a
rf)0, (2.54)

where such a notation was used

(eaf)0 =
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dx1 ¨ ¨ ¨ dxn fn(x1, . . . , xn). (2.55)

Now let us prove the equivalence of definition (2.39) of the reduced dis-
tribution functions and their definition (2.40) within the framework of the
dynamics of correlations.

In terms of mapping (2.49) and notation (2.55) the definition of reduced
distribution functions (2.39) is written as follows

Fs(t, x1, . . . , xs) = (eaD(t))´1
0 (eadYD(t))0.

Using generalized cluster expansions (2.52), and as a consequence of equal-
ities (2.51) and (2.54), we find

(eadYD(t))0 = (eadtY uExp˚ g(t))0 =

(eaExp˚g(t) ˚ dtY ug(t))0 = (eaExp˚g(t))0(e
adtY ug(t))0.

Taking into account that, according to the particular case Y = H, of cluster
expansions (2.42), the equality holds

(eaExp˚g(t))0 = (eaD(t))0,

as a result, we establish the following representation for the reduced distri-
bution functions

Fs(t, x1, . . . , xs) = (eadtY ug(t))0.

Therefore, in componentwise-form we obtain relation (2.40).
Since the correlation functions g1+n(t), n ě 0, are governed by the corres-

ponding Liouville hierarchy for the cluster of hard spheres and hard spheres,
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the reduced distribution functions (2.40) are governed by the BBGKY hi-
erarchy for hard spheres

B

Bt
F (t) = eaL(t¨u, ¨ | e´aF (t)), (2.56)

where the operator L(t¨u, ¨ | f) is generator (2.43) of the Liouville hierarchy
for a cluster of hard spheres and hard spheres. For a generator of this
hierarchy of evolution equations takes place the following representation:

eaL(t¨u, ¨ | e´aF (t)) = eaL˚e´aF (t),

where the operator L˚ = ‘8
n=0L˚

n is a direct sum of the Liouville operators
and the operator a is defined by formula (2.53). Due to the fact that
pairwise collisions occur during the evolution, a generator of this hierarchy
is reduced to the operator of such a structure [14]

eaL˚e´a = L˚ + [a,L˚],

where as above the bracket [¨, ¨] is the commutator of operators.
We note that for the first time the BBGKY hierarchy for many hard

spheres (2.56) was mathematically justified in paper [83] (see also [14]).
In consequence of definition (2.40) and the cumulant structure of rep-

resentation of a solution (2.33) for the Liouville hierarchy (2.31), if initial
state specified by the sequence of reduced distribution functions

F (0) =
(
1, F 0

1 (x1), . . . , F
0
n(x1, . . . , xn), . . .

)
,

then the evolution of all possible states, i.e., a sequence of the reduced distri-
bution functions Fs(t), s ě 1, is determined by the series expansions (2.24).

We remark that the representation (2.24) is directly established for the
initial states satisfying the chaos condition due to the validity in this case
of the representation (2.45) for the correlation functions of the hard-sphere
cluster and of the hard spheres.

Consequently, as follows from the above, the cumulant structure of ge-
nerating operators of expansions for correlation functions (2.33) or (2.41)
induces the cumulant structure (2.22) of generating operators of series ex-
pansions for reduced distribution functions (2.24) or in other words, the
evolution of the state of a system of an infinite number of hard spheres is
governed by the dynamics of correlations on a microscopic scale.

Thus, we have established relation (2.40) between the reduced distribu-
tion functions and correlation functions governed by the Liouville hierarchy.

2.4. The hierarchy of nonlinear evolution equations for reduced
correlation functions. As is known, on a microscopic scale, the macro-
scopic characteristics of fluctuations of observables are directly determined
by means of the reduced correlation functions. Assuming as a basis an
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alternative approach to the description of the evolution of states of a hard-
sphere system within the framework of correlation functions (2.33), then
the reduced correlation functions are defined by means of a solution of the
Cauchy problem of the Liouville hierarchy (2.31),(2.32) as follows [53]:

Gs(t, x1, . . . , xs)
.
=

.
=

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n gs+n(t, x1, . . . , xs+n), s ě 1, (2.57)

where the generating function gs+n(t, x1, . . . , xs+n) is defined by expan-
sion (2.33), or in terms of mapping (2.49) and notation (2.55) this definition
takes the form

Gs(t, x1, . . . , xs) = (eadY g(t))0,

or in terms of sequences of functions this expression has the form
G(t) = eag(t).

We emphasize that nth term of expansions (2.57) of the reduced correlation
functions are determined by the (s+n)th-particle correlation function (2.33)
in contrast with the expansions of reduced distribution functions (2.40)
which are determined by the (1+n)th-particle correlation function of clus-
ters of hard spheres (2.41).

Such a representation for reduced correlation functions (2.57) can be
derived as a result of the fact that the reduced correlation functions are
cumulants of reduced distribution functions (2.40). Indeed, traditionally
reduced correlation functions are introduced by means of the cluster expan-
sions of the reduced distribution functions similar to the cluster expansions
of the probability distribution functions (2.29) and on the set of allowed
configurations R3nzWn they have the form:

Fs(t, x1, . . . , xs) =
ÿ

P:(x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
G|Xi|(t,Xi), s ě 1, (2.58)

where as above the symbol
ř

P:(x1,...,xs)=
Ť

i Xi
is the sum over all possible

partitions P of the set (x1, . . . , xs) into |P| nonempty mutually disjoint sub-
sets Xi Ă (x1, . . . , xs). As a consequence of this, the solution of recurrence
relations (2.58) are represented through reduced distribution functions as
follows:

Gs(t, x1, . . . , xs) =

=
ÿ

P:(x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
F|Xi|(t,Xi), s ě 1. (2.59)
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Functions (2.59) are interpreted as the functions which describe the cor-
relations of hard-sphere states. The structure of expansions (2.59) is such
that the reduced correlation functions are cumulants (semi-invariants) of
the reduced distribution functions (2.24).

Thus, taking into account representation (2.40) of the reduced distribu-
tion functions, in consequence of the validity of relations (2.44) we derive
representation (2.57) of the reduced correlation functions through correla-
tion functions

Gs(t, x1, . . . , xs) =

=
ÿ

P:(x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!
ź

XiĂP
(eadtXiug(t)) = (eadY g(t))0.

Since the correlation functions gs+n(t), n ě 0, are governed by the Li-
ouville hierarchy for hard spheres (2.31), the reduced correlation functions
defined as (2.57) are governed by the hierarchy of nonlinear equations for
hard spheres (the nonlinear BBGKY hierarchy) [53]:

B

Bt
Gs(t, x1, . . . , xs) = L˚

sGs(t, x1, . . . , xs)+

+
ÿ

P: (x1,...,xs)=X1
Ť

X2

ÿ

i1P pX1

ÿ

i2P pX2

L˚
int(i1, i2)G|X1|(t,X1)G|X2|(t,X2))+

+

ż

R3ˆR3

dxs+1

( s
ÿ

i=1

L˚
int(i, s+ 1)Gs+1(t, x1, . . . , xs+1)+

+
ÿ

P: (x1,...,xs+1)=X1
Ť

X2

ÿ

iP pX1

s+1P pX2

L˚
int(i, s+ 1)G|X1|(t,X1)G|X2|(t,X2)

)
,

(2.60)

Gs(t, x1, . . . , xs)
ˇ

ˇ

t=0
= G0

s(x1, . . . , xs), s ě 1, (2.61)

where the symbol
ř

P:(x1,...,xs+1)=X1
Ť

X2
means the sum over all possible

partitions of the set (x1, . . . , xs+1) into two mutually disjoint subsetsX1 and
X2, the sum over the index i which takes values from the subset pX1 provided
that the index s + 1 belongs to the subset pX2 is denoted by

ř

iP pX1,s+1P pX2

and notations accepted in the Liouville hierarchy (2.31) are used.
A generator of this hierarchy of nonlinear evolution equations has the

following structure:
B

Bt
G(t) = eaL(¨ | e´aG(t)),

where the operator L(¨ | f) = ‘8
n=0L(1, . . . , n | f) is a direct sum of genera-

tors (2.38) of the Liouville hierarchy (2.31). Here are some component-wise
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examples of hierarchy (2.60):
B

Bt
G1(t, x1) = L˚

1(1)G1(t, x1)+

+

ż

R3ˆR3

dx2L˚
int(1, 2)

(
G2(t, x1, x2) +G1(t, x1)G1(t, x2)

)
,

B

Bt
G2(t, x1, x2) = L˚

2(1, 2)G2(t, x1, x2) + L˚
int(1, 2)G1(t, x1)G1(t, x2)+

+

ż

R3ˆR3

dx3

( 2
ÿ

i=1

L˚
int(i, 3)

(
G3(t, x1, x2, x3) +G2(t, x1, x2)G1(t, x3)

)
+

+ L˚
int(2, 3)G2(t, x1, x3)G1(t, x2) + L˚

int(1, 3)G2(t, x2, x3)G1(t, x1)
)
,

where it was used notations accepted above in definition (1.7).
If G(0) = (1, G0

1(x1), . . . , G
0
s(x1, . . . , xs), . . .) is a sequence of reduced cor-

relation functions at initial instant, then by means of mappings (2.37) the
evolution of all possible states, i.e., the sequence of the reduced correlation
functions Gs(t), s ě 1, is determined by the following series expansions:
Gs(t, x1, . . . , xs) =

=
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n ˆ

ˆ A1+n

(
t; t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n | G(0)

)
, s ě 1,

(2.62)

where the generating operator A1+n(t; t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n | G(0)) of
this series is the (1 + n)th-order cumulant of groups of nonlinear opera-
tors (2.33):
A1+n(t; t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n | G(0))

.
=

.
=
ÿ

P: (t1,...,su,s+1,...,s+n)=
Ť

k Xk

(´1)|P|´1(|P| ´ 1)!ˆ

ˆ G
(
t; θ(X1) | . . .G(t; θ(X|P|) | G(0)) . . .

)
, n ě 0,

(2.63)

and where the composition of mappings (2.33) of the corresponding nonin-
teracting groups of particles was denoted by

G(t; θ(X1) | . . .G(t; θ(X|P|) | G(0)) . . .),

for example,
G
(
t; 1 | G(t; 2 | G(0))

)
= A1(t, 1)A1(t, 2)G

0
2(x1, x2),

G
(
t; 1, 2 | G(t; 3 | G(0))

)
= A1(t, t1, 2u)A1(t, 3)G

0
3(x1, x2, x3)+
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+ A2(t, 1, 2)A1(t, 3)
(
G0

1(x1)G
0
2(x2, x3) +G0

1(x2)G
0
2(x1, x3)

)
.

We will adduce examples of expansions (2.63). The first order cumulant
of the groups of nonlinear operators (2.33) is the group of these nonlinear
operators

A1(t; t1, . . . , su | G(0)) = G(t; 1, . . . , s | G(0)).

In case of s = 2 the second order cumulant of nonlinear operators (2.33)
has the structure

A1+1(t; t1, 2u, 3 | G(0)) =

= G(t; 1, 2, 3 | G(0)) ´ G
(
t; 1, 2 | G(t; 3 | G(0))

)
=

= A˚
1+1(t, t1, 2u, 3)G0

3(1, 2, 3)+

+
(
A˚
1+1(t, t1, 2u, 3) ´ A2(t, 2, 3)A

˚
1(t, 1)

)
G0

1(x1)G
0
2(x2, x3)+

+
(
A1+1(t, t1, 2u, 3) ´ A˚

2(t, 1, 3)A
˚
1(t, 2)

)
G0

1(x2)G
0
2(x1, x3)+

+ A˚
1+1(t, t1, 2u, 3)G0

1(x3)G
0
2(x1, x2) + A˚

3(t, 1, 2, 3)G
0
1(x1)G

0
1(x2)G

0
1(x3),

where the operator

A˚
3(t, 1, 2, 3) = A˚

1+1(t, t1, 2u, 3) ´ A˚
2(t, 2, 3)A

˚
1(t, 1) ´ A˚

2(t, 1, 3)A
˚
1(t, 2)

is the third-order cumulant (2.36) of groups of operators (1.6) of a system
of hard spheres.

The following statement is true [53].

Theorem. Let G(0) P ‘8
n=0L

1
n, then for arbitrary t P R provided that

max
ně1

›

›G0
n

›

›

L1
n

ă (2e3)´1, the sequence of reduced correlation functions (2.62)
is a unique solution of the Cauchy problem of nonlinear hierarchy (2.60),
(2.61) for hard spheres.

In the particular case of the initial state specified by the sequence of
reduced correlation functions G(c) = (0, G0

1, 0, . . . , 0, . . .) on the allowed
configurations, that is, in the absence of correlations between hard spheres
at the initial moment of time [14], according to definition (2.63) of the
generating operators, reduced correlation functions (2.62) are represented
by the following series expansions:

Gs(t, x1, . . . , xs) =
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n ˆ

ˆ A˚
s+n(t; 1, . . . , s+ n)

s+n
ź

i=1

G0
1(xi)XR3(s+n)zWs+n

, s ě 1,

(2.64)
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where the generating operator A˚
s+n(t) is the (s+n)th-order cumulant (2.36)

of the groups of operators (1.6).
We emphasize that in the absence of correlations of states of hard spheres

on allowed configurations at the initial moment of time, the generators of
expansions into a series of reduced correlation functions (2.64) and reduced
distribution functions (2.24) differ only in the order of cumulants of groups
of operators of hard spheres. Therefore, by means of such reduced distri-
bution functions or reduced correlation functions, the process of creating
correlations in a system of hard spheres is described.

We note that the reduced correlation functions give an equivalent appro-
ach to the description of the evolution of states of many hard spheres, along
with the reduced distribution functions. Indeed, the macroscopic characte-
ristics of fluctuations of observables are directly determined by the reduced
correlation functions on the microscopic scale [6] for example, the func-
tional of the dispersion of an additive-type observable, i.e., the sequence
A(1) = (0, a1(x1), . . . ,

n
ř

i1=1
a1(xi1), . . .), is represented by the formula

x(A(1) ´ xA(1)y)2y(t) =

ż

R3ˆR3

dx1 (a
2
1(x1) ´ xA(1)y2(t))G1(t, x1)+

+

ż

(R3ˆR3)2

dx1dx2 a1(x1)a1(x2)G2(t, x1, x2),

where
xA(1)y(t) =

ż

R3ˆR3

dx1 a1(x1)G1(t, x1)

is the mean value functional of an additive-type observable.

3. NONLiNEAR KiNETiC EQUATiONS FOR MANY HARD SPHERES
The conventional philosophy of the description of kinetic evolution is that

if the initial state is specified by a one-particle (reduced) distribution func-
tion, then at an arbitrary time the evolution of the state in an appropriate
scaling limit can be effectively described by means of a one-particle distri-
bution function that is governed by the nonlinear kinetic equation. Below,
we give an answer to the question about the description of the kinetic evo-
lution of colliding particles, not on the basis of a common interpretation
but within the framework of the evolution of the observables of many hard
spheres.

The problem of a rigorous description of the kinetic evolution by means
of hard sphere observables will be considered by giving the example of the



Evolution equations of colliding particles 773

Boltzmann–Grad asymptotics of a non-perturbative solution of the Cauchy
problem of the dual BBGKY hierarchy [51].

3.1. On the Boltzmann–Grad scaling approximation. The present
notion of the Boltzmann–Grad approximation was first introduced in Grad’s
paper [73]. From a physical point of view, this approximation means that
we deal with a low-density gas in a situation where the diameter of a hard
sphere, or, in other words, the radius of the short-range interaction poten-
tial, is sufficiently less in comparison with the average length of a free path
of hard spheres.

In a dimensionless form, the generator of the BBGKY hierarchy for hard
spheres contains a scaling parameter: the ratio of the diameter of hard
spheres to their mean free path [35]. The finite value of the mean free
path of hard spheres means that in this approximation the average number
of particles tends to infinity; in other words, according to the definition
of (2.16), the state must be described by functions from the appropriate
function spaces, for example, from the space to which the sequences of re-
duced equilibrium distribution functions belong [64, 90]. In this case, the
initial state is described by the reduced distribution functions from the
space L8

ξ of sequences of functions bounded with respect to the configura-
tion variables and decreasing with respect to the momentum ones, equipped
with the norm

}f}L8
ξ
= sup

ně0
ξ´n sup

x1,...,xn

|fn(x1, . . . , xn)| exp
(
β

n
ÿ

i=1

p2i
2

)
,

where ξ ą 0 and β ą 0 are parameters.
For such initial data, the Boltzmann–Grad asymptotics of a solution of

the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy for hard spheres are described
by the so-called Boltzmann hierarchy [79]. As a consequence, for factorized
initial data, i.e., for the initial state without correlations, which describes
molecular chaos [14], the equation determining the evolution of an initial
state is a closed equation for a one-particle distribution function, that is to
say Boltzmann’s kinetic equation [13].

The detailed analysis of the problem of the construction of such asymp-
totics for a solution of the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy shows
that the basic difficulty consists in proving the term-by-term convergence
of the iteration series that represents this solution to the corresponding
limit, that is, to the series representing the solution of the Cauchy problem
of the Boltzmann hierarchy. This difficulty is related to the fact that the
integrands in each term of the iteration series do not converge to the limit
uniformly across the whole domain of integration. We note that in early
works on the justification of the Boltzmann–Grad limit, attention was not
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properly paid to this property, and a precise mathematical meaning was
not given to the individual terms of the iteration series representing a solu-
tion of the BBGKY hierarchy. In the papers [61,83] a complete discussion
of these problems was presented.

From a mathematical point of view, the existence of the Boltzmann–
Grad asymptotics of a perturbative solution of the BBGKY hierarchy for
hard spheres was discussed in Cercignani’s paper [12] and later in Lanford’s
work [79]. A rigorous mathematical proof of the Boltzmann–Grad limit
theorem has been given in a series of papers [57–59,61,83] by D. Ya. Petrina
and V. I. Gerasimenko. The Boltzmann–Grad limit theorem for equilibrium
states was proved in the paper [60].

Recently, there has been unflagging interest in the problem of deriv-
ing kinetic equations from the dynamics of many colliding particles as an
asymptotic behavior of the BBGKY hierarchy in the scaling limits. In
particular, progress in the rigorous solution of this problem on the basis
of perturbation theory was achieved in the Boltzmann–Grad limit in the
works [2–4,20,25,28,29,87–89]; also see links therein.

3.2. The Boltzmann–Grad limit of reduced observables. To deter-
mine the scaling parameter, we rewrite the dual BBGKY hierarchy in di-
mensionless form. Then generator (1.3) of the hierarchy takes the form:

L(j)bn
.
= xpj ,

B

Bqj
ybn,

Lint(j1, j2)bn
.
= ϵ2

ż

S2+

dηxη, (pj1 ´ pj2)yδ(qj1 ´ qj2 + ϵη)ˆ

ˆ
(
bn(x1, . . . , qj1 , p

˚
j1 , . . . , qj2 , p

˚
j2 , . . . , xn) ´ bn(x1, . . . , xn)

)
,

(3.1)

where the coefficient ϵ ą 0 is a scaling parameter, which is the ratio of
the diameter σ ą 0 to the mean free path of hard spheres. For t ď 0, a
generator of the dimensionless dual BBGKY hierarchy is determined by the
corresponding expression [51].

Then the Boltzmann–Grad asymptotic behavior of dimensionless reduced
observables (2.3) is described by the following statement [51].

Theorem. Assume that for the initial data Bϵ,0
n P Cn, n ě 1, there is a

limit b0n P Cn in the sense of ˚-weak convergence of space Cn

w˚´ lim
ϵÑ0

(
ϵ´2nBϵ,0

n ´ b0n
)
= 0. (3.2)
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Then, for an arbitrary finite time interval, the Boltzmann–Grad limit of
dimensionless reduced observables (2.3) exists in the same sense

w˚´ lim
ϵÑ0

(
ϵ´2sBs(t) ´ bs(t)

)
= 0, (3.3)

and it is determined by the expansions:

bs(t, x1, . . . , xs) =
s´1
ÿ

n=0

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

tn´1
ż

0

dtn
ź

jP(1,...,s)

S1(t´ t1, j)ˆ

ˆ

s
ÿ

i1‰j1=1

L0
int(i1, j1)

ź

jP(1,...,s)z(j1)

S1(t1 ´ t2, j) ¨ ¨ ¨
ź

jP(1,...,s)z(j1,...,jn´1)

S1(tn´1 ´ tn, j)ˆ

ˆ

s
ÿ

in‰jn=1,
in,jn‰(j1,...,jn´1)

L0
int(in, jn)

ź

jP(1,...,s)z(j1,...,jn)

S1(tn, j)b
0
s´n((x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjn)),

s ě 1,

(3.4)

where for the collision operator of point particles, the notation L0
int(j1, j2)

is used

L0
int(j1, j2)bn

.
=

ż

S2+
dηxη, (pj1 ´ pj2)yδ(qj1 ´ qj2)ˆ

ˆ
(
bn(x1, . . . , qj1 , p

˚
j1 , . . . , qj2 , p

˚
j2 , . . . , xn) ´ bn(x1, . . . , xn)

)
.

(3.5)

Let us make several comments on this theorem.
Consider the existence of the Boltzmann–Grad limit for a special case

of reduced observables, namely additive-type reduced observables. Let
us say that for the initial additive-type dimensionless reduced observable
B(1)(0) = (0, bϵ1, 0, . . .) the following condition is satisfied:

w˚´ lim
ϵÑ0

(
ϵ´2bϵ1 ´ b01

)
= 0,

then, according to statement (3.3), for additive-type reduced observables (2.10)
we derive

w˚´ lim
ϵÑ0

(
ϵ´2sB(1)

s (t) ´ b(1)s (t)
)
= 0,
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where the limit reduced observable b(1)s (t) is determined as a special case
of expansion (3.4):

b(1)s (t, x1, . . . , xs) =

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

ts´2
ż

0

dts´1

ź

jP(1,...,s)

S1(t´ t1, j)ˆ

ˆ

s
ÿ

i1‰j1=1

L0
int(i1, j1)

ź

jP(1,...,s)z(j1)

S1(t1 ´ t2, j) ¨ ¨ ¨
ź

jP(1,...,s)z(j1,...,js´2)

S1(ts´2 ´ ts´1, j)ˆ

ˆ

s
ÿ

is´1‰js´1=1,
is´1,js´1‰(j1,...,js´2)

L0
int(is´1, js´1)

ź

jP(1,...,s)z(j1,...,js´1)

S1(ts´1, j)b
0
1

(
(x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjs´1)

)
,

s ě 1.

(3.6)

We make several examples of expansions (3.6) of the limit additive-type
reduced observables:

b
(1)
1 (t, x1) = S1(t, 1) b

0
1(x1),

b
(1)
2 (t, x1, x2) =

ż t

0
dt1

2
ź

i=1

S1(t´ t1, i)L0
int(1, 2)

2
ÿ

j=1

S1(t1, j) b
0
1(xj).

Also suppose that the following condition is valid for the initial k-ary-
type reduced observable B(k)(0) = (0, . . . , bϵk, 0, . . .):

w˚´ lim
ϵÑ0

(
ϵ´2bϵk ´ b0k

)
= 0,

then, according to statement (3.3), for k-ary-type dimensionless reduced
observables (2.11), we derive

w˚´ lim
ϵÑ0

(
ϵ´2sB(k)

s (t) ´ b(k)s (t)
)
= 0,

where the limit reduced observable b(k)s (t) is determined as a special case
of expansion (3.4):

b(k)s (t, x1, . . . , xs) =

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

ts´k´1
ż

0

dts´k

ź

jP(1,...,s)

S1(t´ t1, j)
s
ÿ

i1‰j1=1

L0
int(i1, j1)ˆ

ˆ
ź

jP(1,...,s)z(j1)

S1(t1 ´ t2, j) ¨ ¨ ¨
ź

jP(1,...,s)z(j1,...,js´k´1)

S1(ts´k´1 ´ ts´k, j)
s
ÿ

is´k‰js´k=1,
is´k,js´k‰(j1,...,js´k´1)

L0
int(is´k, js´k)ˆ

ˆ
ź

jP(1,...,s)z(j1,...,js´k)

S1(ts´k, j)b
0
k((x1, . . . , xs)z(xj1 , . . . , xjs´k

)), 1 ď s ď k.

(3.7)
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If b0 P Cγ , then the sequence b(t) = (b0, b1(t), . . . , bs(t), . . .) of limit re-
duced observables (3.4) is a generalized global solution of the Cauchy prob-
lem of the dual Boltzmann hierarchy with hard sphere collisions [51]:

B

Bt
bs(t) =

s
ÿ

j=1

L(j) bs(t) +
s
ÿ

j1‰j2=1

L0
int(j1, j2) bs´1(t, (x1, . . . , xs)z(xj1)), (3.8)

bs(t, x1, . . . , xs) |t=0= b0s(x1, . . . , xs), s ě 1, (3.9)

where it was used notations accepted in (3.4).
This fact is proved similar to the case of an iteration series of the dual

BBGKY hierarchy [10].
It should be noted that equations set (3.8) has the structure of recur-

rence evolution equations. We make a few examples of the dual Boltzmann
hierarchy with hard sphere collisions (3.8):

B

Bt
b1(t, x1) = xp1,

B

Bq1
y b1(t, x1),

B

Bt
b2(t, x1, x2) =

2
ÿ

j=1

xpj ,
B

Bqj
y b2(t, x1, x2)+

+

ż

S2+

dηxη, (p1 ´ p2)y
(
b1(q1, p

˚
1) ´ b1(x1) + b1(q2, p

˚
2) ´ b1(x2)

)
δ(q1 ´ q2).

Thus, in the Boltzmann–Grad scaling asymptotics, the kinetic evolution
of hard sphere observables is described in terms of limit reduced observ-
ables (3.4) governed by the dual Boltzmann hierarchy (3.8) with hard sphere
collisions.

3.3. The Boltzmann kinetic equation. We now establish the relation-
ship between the constructed Boltzmann–Grad asymptotics of the reduced
observables and the description of the kinetic evolution of states in terms of
the one-particle reduced distribution function described by the Boltzmann
kinetic equation.

In the case of the absence of correlations between particles at initial time,
i.e., initial states satisfying a chaos condition [14], in dimensionless form,
the sequence of initial reduced distribution functions for a system of hard
spheres has the form

F (c) ”

(
1, F ϵ,0

1 (x1), . . . ,
s
ź

i=1

F ϵ,0
1 (xi)XR3szWs

, . . .
)
, (3.10)
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where XR3szWs
is the Heaviside step function of the allowed configurations.

This assumption about initial state is intrinsic for the kinetic theory, be-
cause in this case all possible states of gases are described by means of a
one-particle distribution function.

Let F 0,ϵ
1 P L8

ξ (R3 ˆ R3), i.e., the following inequality holds:

|F 0,ϵ
1 (xi)| ď ξ exp(´β p

2
i

2
),

where ξ ą 0, β ě 0 are parameters.
We assume that the Boltzmann–Grad limit of the initial one-particle

(reduced) distribution function F 0,ϵ
1 P L8

ξ (R3 ˆ R3) exists in the sense of a
weak convergence of the space L8

ξ (R3 ˆ R3), namely,

w´ lim
ϵÑ0

(ϵ2 F 0,ϵ
1 ´ f01 ) = 0, (3.11)

then the Boltzmann–Grad limit of the initial state (3.10) satisfies a chaos
property too, i.e.,

f (c) ”
(
1, f01 (x1), . . . ,

s
ź

i=1

f01 (xi), . . .
)
.

We note that assumption (3.11) with respect to the Boltzmann–Grad
limit of initial states holds true for the equilibrium state [60].

If b(t) P Cγ and |f01 (xi)| ď ξ exp(´β p2i
2 ), then the Boltzmann–Grad limit

of mean value functional
(
B(t), F (c)

)
exists under the condition that [83]:

t ă t0 ”
(
const(ξ, β)}f01 }L8

ξ (R3ˆR3)

)´1
,

and it is determined by the following series expansion:

(
b(t), f (c)

)
=

8
ÿ

s=0

1

s!

ż

(R3ˆR3)s

dx1 ¨ ¨ ¨ dxs bs(t, x1, . . . , xs)
s
ź

i=1

f01 (xi).

For the limit of additive-type reduced observables (3.6) the following
equality holds [51]:

(
b(1)(t), f (c)

)
=

8
ÿ

s=0

1

s!

ż

(R3ˆR3)s

dx1 ¨ ¨ ¨ dxs b
(1)
s (t, x1, . . . , xs)

s
ź

i=1

f01 (xi) =

=

ż

R3ˆR3

dx1 b
0
1(x1)f1(t, x1),

(3.12)
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where function b(1)s (t) is given by expansion (3.6) and the distribution func-
tion f1(t, x1) is represented by the series

f1(t, x1) =
8
ÿ

n=0

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

tn´1
ż

0

dtn

ż

(R3ˆR3)n

dx2 ¨ ¨ ¨ dxn+1 S
˚
1 (t´ t1, 1)ˆ

ˆ L0,˚
int (1, 2)

2
ź

j1=1

S˚
1 (t1 ´ t2, j1) ¨ ¨ ¨

n
ź

in=1

S˚
1 (tn´1 ´ tn, in)ˆ

ˆ

n
ÿ

kn=1

L0,˚
int (kn, n+ 1)

n+1
ź

jn=1

S˚
1 (tn, jn)

n+1
ź

i=1

f01 (xi),

(3.13)

and the following operator was introduced:
ż

R3ˆR3

dxn+1L0,˚
int (i, n+ 1)fn+1(x1, . . . , xn+1) ”

”

ż

R3ˆS2+

dpn+1dη xη, (pi ´ pn+1)yˆ

ˆ
(
fn+1(x1, . . . , qi, p

˚
i , . . . , xs, qi, p

˚
n+1)´

´fn+1(x1, . . . , xs, qi, pn+1)
)
.

(3.14)

A one-particle distribution function represented as a series (3.13) is a
solution of the Cauchy problem of the Boltzmann kinetic equation:

B

Bt
f1(t, x1) = ´xp1,

B

Bq1
yf1(t, x1)+

+

ż

R3ˆS2+

dp2 dη xη, (p1 ´ p2)yˆ

ˆ
(
f1(t, q1, p

˚
1)f1(t, q1, p

˚
2) ´ f1(t, x1)f1(t, q1, p2)

)
,

(3.15)

f1(t, x1)|t=0 = f01 (x1). (3.16)

Thus, we establish that the dual Boltzmann hierarchy (3.8) for additive-
type reduced observables and initial state (3.11) describe the evolution of
hard sphere systems just as the Boltzmann kinetic equation (3.15).

We remark that in a one-dimensional space, the collision integral of the
Boltzmann equation with elastic hard sphere collisions identically equals
zero. In a one-dimensional space, the Boltzmann–Grad limit is not trivial
in the case of hard sphere dynamics with inelastic collisions. In the pa-
per [43] for one-dimensional granular gas, the process of the creation and
propagation of correlations in the Boltzmann–Grad scaling limit was also
described (see also section 5.1).
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Correspondingly, if the initial state of hard spheres is given by a sequence
of reduced distribution functions (3.10), then in the Boltzmann–Grad limit,
the property of the propagation of initial chaos holds [51]. It is a result of
the validity of the following equality for the limit k-ary reduced observables,
i.e., for the sequences b(k)(0) = (0, . . . , b0k(x1, . . . , xk), 0, . . .),(

b(k)(t), f (c)
)
=

8
ÿ

s=0

1

s!

ż

(R3ˆR3)s

dx1 ¨ ¨ ¨ dxs b
(k)
s (t, x1, . . . , xs)

s
ź

i=1

f01 (xi) =

=
1

k!

ż

(R3ˆR3)k

dx1 ¨ ¨ ¨ dxk b
0
k(x1, . . . , xk)

k
ź

i=1

f1(t, xi), k ě 2,

(3.17)

where the limit one-particle reduced distribution function f1(t) is defined
by expansion (3.13) and therefore it is governed by the Cauchy problem of
the Boltzmann kinetic equation (3.15),(3.16).

Thus, in the Boltzmann–Grad scaling limit, an equivalent approach to
the description of the kinetic evolution of hard spheres in terms of the
Cauchy problem of the Boltzmann kinetic equation (3.15),(3.16) is given
by the Cauchy problem of the dual Boltzmann hierarchy with hard sphere
collisions (3.8),(3.9) for the additive-type reduced observables. In the case
of non-additive-type reduced observables, a solution of the dual Boltzmann
hierarchy with hard sphere collisions (3.8) is equivalent to the property of
the propagation of initial chaos in the sense of equality (3.17).

3.4. The Boltzmann kinetic equation with initial correlations. We
now consider the case of the more general initial state of a hard sphere
system specified by the one-particle reduced distribution function F 0,ϵ

1 P

L8
ξ (R3 ˆ R3) in the presence of correlations, i.e., the initial state that is

specified by the following sequence of reduced distribution functions:

F (cc) =
(
1, F 0,ϵ

1 (x1), g
ϵ
2

2
ź

i=1

F 0,ϵ
1 (xi), . . . , g

ϵ
n

n
ź

i=1

F 0,ϵ
1 (xi), . . .

)
, (3.18)

where the functions gϵn ” gϵn(x1, . . . , xn) P Cn(R3n ˆ (R3nzWn)), n ě 2,
specify the initial correlations. Since many-particle systems in condensed
states are characterized by correlations, sequence (3.18) describes the initial
state of the kinetic evolution of hard sphere fluids.

We assume that the Boltzmann–Grad limit of the initial one-particle
reduced distribution function F 0,ϵ

1 P L8
ξ (R3 ˆ R3) exists in the sense as

above, i.e., in the sense of a weak convergence the equality holds:
lim
ϵÑ0

(ϵ2 F 0,ϵ
1 ´ f01 ) = 0,
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and in the case of correlation functions, suppose that:

lim
ϵÑ0

(gϵn ´ gn) = 0, n ě 2.

Then in the Boltzmann–Grad limit, initial state (3.18) is specified by the
following sequence of the limit reduced distribution functions:

f (cc) =
(
1, f01 (x1), g2

2
ź

i=1

f01 (xi), . . . , gn

n
ź

i=1

f01 (xi), . . .
)
. (3.19)

We now consider relationships between the constructed Boltzmann–Grad
asymptotic behavior of reduced observables and the nonlinear Boltzmann-
type kinetic equation in the case of initial state specified by sequence (3.19).

For the limit additive-type reduced observables (3.6) and initial states
(3.19) the following equality is true:(
b(1)(t), f (cc)

)
=

=
8
ÿ

s=0

1

s!

ż

(R3ˆR3)s

dx1 ¨ ¨ ¨ dxs b
(1)
s (t, x1, . . . , xs)gs(x1, . . . , xs)

s
ź

i=1

f01 (xi) =

=

ż

R3ˆR3

dx1 b
0
1(x1)f1(t, x1),

where the functions b(1)s (t) are represented by expansions (3.6) and the
limit reduced distribution function f1(t) is represented by the following
series expansion:

f1(t, x1) =
8
ÿ

n=0

t
ż

0

dt1 ¨ ¨ ¨

tn´1
ż

0

dtn

ż

(R3ˆR3)n

dx2 ¨ ¨ ¨ dxn+1S
˚
1 (t´ t1, 1)ˆ

ˆ L0,˚
int (1, 2)S

˚
1 (t1 ´ t2, j1) ¨ ¨ ¨

n
ź

in=1

S˚
1 (tn ´ tn, in)ˆ

ˆ

n
ÿ

kn=1

L0,˚
int (kn, n+ 1)

n+1
ź

jn=1

S˚
1 (tn, jn)g1+n(x1, . . . , xn+1)

n+1
ź

i=1

f01 (xi).

(3.20)

Series (3.20) is uniformly convergent for a finite time interval under the
condition as above.
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The function f1(t) represented by series (3.20) is a weak solution of the
Cauchy problem of the Boltzmann kinetic equation with initial correla-
tions [30,55]:

B

Bt
f1(t, x1) = ´xp1,

B

Bq1
yf1(t, x1) +

ż

R3ˆS2+

dp2 dη xη, (p1 ´ p2)yˆ

ˆ
(
g2(q1 ´ p˚

1t, p
˚
1 , q2 ´ p˚

2t, p
˚
2)f1(t, q1, p

˚
1)f1(t, q1, p

˚
2)´

´ g2(q1 ´ p1t, p1, q2 ´ p2t, p2)f1(t, x1)f1(t, q1, p2)
)
,

(3.21)

f1(t, x1)
ˇ

ˇ

t=0
= f01 (x1). (3.22)

This fact is proved similarly to the case of a perturbative solution of the
BBGKY hierarchy for hard spheres represented by the iteration series [14,
58].

Thus, in the case of initial states specified by a one-particle reduced dis-
tribution function (3.19) we establish that the dual Boltzmann hierarchy
with hard sphere collisions (3.8) for additive-type reduced observables de-
scribes the evolution of a hard sphere system just as the Boltzmann kinetic
equation with initial correlations (3.21).

The property of the propagation of initial correlations is a consequence
of the validity of the following equality for the mean value functional of the
limit k-ary reduced observables in the case of k ě 2(
b(k)(t), f (cc)

)
=

=
8
ÿ

s=0

1

s!

ż

(R3ˆR3)s

dx1 ¨ ¨ ¨ dxs b
(k)
s (t, x1, . . . , xs)gs(x1, . . . , xs)

s
ź

j=1

f01 (xj) =

=
1

k!

ż

(R3ˆR3)k

dx1 ¨ ¨ ¨ dxk b
0
k(x1, . . . , xk)ˆ

ˆ

k
ź

i1=1

S˚
1 (t, i1)gk(x1, . . . , xk)

k
ź

i2=1

(S˚
1 )

´1(t, i2)
k
ź

j=1

f1(t, xj),

(3.23)

where the one-particle reduced distribution function f1(t, xj) is solution
(3.20) of the Cauchy problem of the Boltzmann kinetic equation with initial
correlations (3.21), (3.22), and the inverse group to the group of operators
S˚
1 (t) we denote by

(S˚
1 )

´1(t) = S˚
1 (´t) = S1(t).

This fact is proved similarly to the proof of a property on the propagation
of initial chaos (3.17).
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We note that, according to equality (3.23), in the Boltzmann–Grad limit,
the reduced correlation functions are defined as cluster expansions of re-
duced distribution functions, namely,

fs(t, x1, . . . , xs) =
ÿ

P:(x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
g|Xi|(t,Xi), s ě 1,

and they have the explicit form:
g1(t, x1) = f1(t, x1),

gs(t, x1, . . . , xs) =

= g̃s(q1 ´ p1t, p1, . . . , qs ´ pst, ps)
s
ź

j=1

f1(t, xj), s ě 2,
(3.24)

where for initial correlation functions (3.19) it is used the following nota-
tions:

g̃s(x1, . . . , xs) =
ÿ

P:(x1,...,xs)=
Ť

i
Xi

ź

XiĂP
g|Xi|(Xi),

the symbol
ř

P means the sum over possible partitions P of the set of
arguments (x1, . . . , xs) on |P| nonempty subsets Xi, and the one-particle
reduced distribution function f1(t) is a solution of the Cauchy problem of
the Boltzmann kinetic equation with initial correlations (3.21),(3.22).

Thus, in the case of the limit k-ary reduced observables, a solution of the
dual Boltzmann hierarchy with hard sphere collisions (3.8) is equivalent to a
property of the propagation of initial correlations for the k-particle reduced
distribution function in the sense of equality (3.23) or in other words, the
Boltzmann–Grad scaling dynamics does not create new correlations.

4. ORiGiN OF KiNETiC EQUATiONS
One of the challenges of kinetic theory, as mentioned above, is under-

standing the nature of the possibility of describing the evolution of the state
of a system of many hard spheres by means of the state of a typical hard
sphere. More precisely, we further focus on the problem of the origin of the
description of the evolution of the state of hard spheres by the Enskog-type
kinetic equation.

In the circumstances where the initial state is specified by a one-particle
reduced distribution function, for the mean value functional of observables
at an arbitrary instant, the representation is also valid in terms of a one-
particle reduced distribution function, the evolution of which is governed
by a non-Markovian nonlinear evolution equation. In other words, for such
initial data, the Cauchy problem of the BBGKY hierarchy for hard spheres



784

is equivalent to the nonlinear Enskog-type kinetic equation and a sequence
of reduced functionals determined by the solution of this evolution equation.

4.1. The generalised Enskog kinetic equation. In the case of initial
state (3.10) the dual picture of the evolution to the picture described by
employing observables governed by the dual BBGKY hierarchy (2.1) for
hard spheres is the picture of the evolution of a state described by means of
the non-Markovian Enskog kinetic equation and by a sequence of explicitly
defined functionals of the solution of such a kinetic equation that describe
the evolution of all possible correlations in a system of hard spheres [46,47].

In view of the fact that the initial state is completely specified by a one-
particle reduced distribution function on allowed configurations (3.10), for
mean value functional (1.11) the following representation holds [46]:(

B(t), F (c)
)
=

(
B(0), F (t | F1(t))

)
, (4.1)

where F (c) is the sequence of initial reduced distribution functions (3.10),
and the sequence F (t | F1(t))=

(
1, F1(t), F2(t | F1(t)), . . . , Fs(t | F1(t)), . . .

)
is a sequence of the reduced functionals of the state Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)),
s ě 2, represented by the series expansions over the products of the one-
particle distribution function F1(t), namely

Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t))
.
=

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+nˆ

ˆ V1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)
s+n
ź

i=1

F1(t, xi), s ě 2.

(4.2)

where the generating operators of series (4.2) are the (1 + n)th-order oper-
ators V1+n(t), n ě 0, determined by the following expansions [47]:

V1+n

(
t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n

)
=

= n!
n
ÿ

k=0

(´1)k
n
ÿ

n1=1

¨ ¨ ¨

n´n1´¨¨¨´nk´1
ÿ

nk=1

1

(n´ n1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ nk)!
ˆ

ˆ pA1+n´n1´¨¨¨´nk
(t, t1, . . . , su, s+1, . . . , s+n´n1´¨ ¨ ¨´nk)ˆ

ˆ

k
ź

j=1

ÿ

Dj :Zj=
Ť

lj
Xlj

|Dj |ďs+n´n1´¨¨¨´nj

1

|Dj |!
ˆ

ˆ

s+n´n1´...´nj
ÿ

i1‰...‰i|Dj |=1

ź

Xlj
ĂDj

1

|Xlj |!
pA1+|Xlj

|(t, ilj , Xlj ),

(4.3)
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In expansion (4.3) the symbol
ř

Dj :Zj=
Ť

lj
Xlj

means the sum over all pos-
sible dissections of the linearly ordered set

Zj ” (s+ n´ n1 ´ . . .´ nj + 1, . . . , s+ n´ n1 ´ . . .´ nj´1)

on no more than s + n ´ n1 ´ . . . ´ nj linearly ordered subsets, and the
(1 + n)th-order scattering cumulant we denoted by the operator:
pA1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)

.
=

.
= A˚

1+n(t, t1, . . . , su, s+ 1, . . . , s+ n)XR3(s+n)zWs+n

s+n
ź

i=1

A˚
1(t, i)

´1,
(4.4)

where the operator A˚
1+n(t) is the (1 + n)th-order cumulant of the groups

of operators (1.6) of hard spheres.
We provide some examples of expressions for the generating operators of

series (4.2) for reduced functionals of the state:

V1(t, t1, . . . , su) = pA1(t, t1, . . . , su)
.
=

.
= S˚

s (t, 1, . . . , s)XR3(s)zWs

s
ź

i=1

S˚
1 (t, i)

´1,

V2(t, t1, . . . , su, s+ 1) = pA2(t, t1, . . . , su, s+ 1)´

´ pA1(t, t1, . . . , su)
s
ÿ

i1=1

pA2(t, i1, s+ 1).

The method of constructing reduced state functionals (4.2) is based on
the application of the variation of cluster expansions, the so-called kinetic
cluster expansions, to generating operators (2.22) of series representing so-
lutions of hierarchies of evolution equations [47].

The one-particle distribution function F1(t) in dimensionless form, i.e.,
the first element of the sequence F (t | F1(t)), is determined by series (2.20),
namely

F1(t, x1) =
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dx2 ¨ ¨ ¨ dxn+1ˆ

ˆ A˚
1+n(t, 1, . . . , n+ 1)

n+1
ź

i=1

F ϵ,0
1 (xi)XR3(1+n)zW1+n

,

(4.5)

where the generating operator A˚
1+n(t) is the (1 + n)th-order cumulant of

the groups of operators (1.6).
Let us note that in particular case of initial data (2.2) specified by the

additive-type reduced observables, according to solution expansion (2.10),
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equality (4.1) takes the form(
B(1)(t), F (0)

)
=

ż

R3ˆR3

dx1 b
ϵ
1(x1)F1(t, x1), (4.6)

where the one-particle distribution function F1(t) is determined by series
(4.5). In the case of initial data (2.2) specified by the s-ary reduced observ-
able s ě 2, equality (4.1) has the form(

B(s)(t), F (0)
)
=

1

s!

ż

(R3ˆR3)s

dx1 ¨ ¨ ¨ dxs b
ϵ
s(x1, . . . , xs)Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)),

where the reduced functionals of the state Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)) are de-
termined by series (4.2).

Thus, for the initial state specified by a one-particle distribution function,
the evolution of all possible states of a system of many hard spheres can
be described by means of the state of a typical particle without any scaling
approximations. We emphasize that reduced functionals of the state(4.2)
describe all possible correlations created during the evolution of many hard
spheres in terms of the state of a typical hard sphere.

For t ě 0 the one-particle distribution function (4.5) is a solution of the
following Cauchy problem of the non-Markovian generalized Enskog kinetic
equation [47,53]:

B

Bt
F1(t, q1, p1) = ´xp1,

B

Bq1
yF1(t, q1, p1) + ϵ2

ż

R3ˆS2+

dp2dηxη, (p1 ´ p2)yˆ

ˆ
(
F2(t, q1, p

˚
1 , q1´ϵη, p˚

2 | F1(t))´F2(t, q1, p1, q1+ϵη, p2 | F1(t))
)
,

(4.7)

F1(t)
ˇ

ˇ

t=0
= F ϵ,0

1 , (4.8)

where the collision integral is determined by the reduced functional of the
state (4.2) in the case of s = 2 and the expressions p˚

1 and p˚
2 are the pre-

collision momenta of hard spheres (1.4). The series on the right-hand side
of this equation converges under the condition: }F1(t)}L1(RˆR) ă e´8 .

Hence in the case of the additive-type reduced observables the generalized
Enskog kinetic equation (4.7) is dual to the dual BBGKY hierarchy of hard
spheres (2.1) with respect to bilinear form (1.11).

We observe that the structure of the collision integral of the generalized
Enskog equation (4.7) is such that the first term of its expansion is the
collision integral of the Boltzman–Enskog kinetic equation, and the next
terms describe all possible correlations that are created by the dynamics of
hard spheres and by the propagation of initial correlations connected with
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the forbidden configurations, indeed

B

Bt
F1(t, x1) = ´xp1,

B

Bq1
yF1(t, x1) + IGEE ,

where the collision integral is determined by the following series expansion:

IGEE
.
= ϵ2

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

R3ˆS2+

dp2dη

ż

(R3ˆR3)n

dx3 ¨ ¨ ¨ dxn+2xη, (p1 ´ p2)yˆ

ˆ
(
V1+n(t, t1

˚, 2˚
´u, 3, . . . , n+2)F1(t, q1, p

˚
1)F1(t, q1´ϵη, p˚

2)
n+2
ź

i=3

F1(t, xi)´

´ V1+n(t, t1, 2+u, 3, . . . , n+ 2)F1(t, x1)F1(t, q1 + ϵη, p2)
n+2
ź

i=3

F1(t, xi)
)
,

and the notations adopted for the conventional notation of the Enskog col-
lision integral were used: indices (17, 27

˘) denote that the evolution operator
V1+n(t) acts on the corresponding phase points (q1, p

7
1) and (q1 ˘ ϵη, p7

2),
and the (n + 1)th-order evolution operator V1+n(t), n ě 0, is determined
by expansion (4.3) in the case of s = 2.

We note that in the work [47] for the initial-value problem (4.7),(4.8)
the existence theorem was proved in the space of integrable functions. The
accordance of the generalized Enskog equation (4.7) and of the Markovian
Enskog-type kinetic equation was also established there. By the point, we
remark that in the paper [97] the explicit soliton-like solutions of kinetic
equation (4.7) were found.

Thus, if the initial state is specified by a one-particle distribution func-
tion on allowed configurations, then the evolution of many hard spheres
governed by the dual BBGKY hierarchy (2.1) for reduced observables can
be completely described by the generalized Enskog kinetic equation (4.7)
and by a sequence of reduced functionals of the state (4.2).

We remark also that in the case of the initial state that involves corre-
lations (3.18) considered approach permits to take into consideration the
initial correlations in the kinetic equations [30,52].

Further, we sketch out the Boltzmann–Grad scaling behavior of the non-
Markovian Enskog kinetic equation (4.7) and reduced state functional (4.2).

Taking into account the validity of assumption (3.11) for the initial one-
particle distribution function (3.10), in that case for a finite time interval,
the Boltzmann–Grad limit of dimensionless solution (4.5) of the Cauchy
problem of the non-Markovian Enskog kinetic equation (4.7),(4.8) exists in
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the same sense, namely

lim
ϵÑ0

(
ϵ2F1(t, x1) ´ f1(t, x1)

)
= 0,

where the limit one-particle distribution function f1(t) is a weak solution
of the Cauchy problem of the Boltzmann kinetic equation (3.15),(3.16).

Taking into consideration the fact of the existence of the Boltzmann–
Grad scaling limit of a solution of the non-Markovian Enskog kinetic equa-
tion (4.7), for reduced functionals of the state (4.2) the following statement
holds [47]:

lim
ϵÑ0

(
ϵ2sFs

(
t, x1, . . . , xs | F1(t)

)
´

s
ź

j=1

f1(t, xj)
)
= 0,

where the limit one-particle distribution function f1(t) is governed by the
Boltzmann kinetic equation with hard sphere collisions (3.15). Because
all possible correlations of many hard spheres with elastic collisions are
described by reduced functionals of the state (4.2), as noted above, this
property means the propagation of the initial chaos in the Boltzmann–Grad
limit.

The proof of these statements is based on the properties of cumulants of
asymptotically perturbed groups of operators (1.6) and the explicit struc-
ture (4.3) of the generating operators of series expansions (4.2) for reduced
functional of state and of series (4.5).

4.2. Dynamics of correlations governed by kinetic equations. Let
the initial state be specified by a one-particle reduced correlation function,
namely, the initial state specified by a sequence of reduced correlation func-
tions satisfying the chaos property stated above, i.e., by the sequence

G(c) = (G0, G
0
1, 0, . . . , 0, . . .).

We note that such an assumption about initial states is intrinsic to the
contemporary kinetic theory of many-particle systems [14,15].

Since the initial data G(c) is completely specified only by a one-particle
correlation function, the Cauchy problem (2.60),(2.61) of the nonlinear hi-
erarchy for hard spheres is not a completely well-defined Cauchy problem
because the initial data is not independent for every unknown function
determined of the hierarchy of mentioned evolution equations. As a con-
sequence, it becomes possible to reformulate such a Cauchy problem as a
new Cauchy problem for a one-particle correlation function with indepen-
dent initial data and explicitly defined functionals of the solution of this
Cauchy problem for the kinetic equation.
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We formulate such a restated Cauchy problem and the sequence of the
suitable functionals. In the case under consideration, the reduced correla-
tion functionals Gs(t | G1(t)), s ě 2, are represented with respect to the
one-particle correlation function (2.64), i.e.,

G1(t, x1) =
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dx2 ¨ ¨ ¨ dx1+nA
˚
1+n(t, 1, . . . , n+ 1)ˆ

ˆ

n+1
ź

i=1

G0
1(xi)XR3(n+1)zWn+1

,
(4.9)

as the following series expansions:
Gs

(
t, x1, . . . , xs | G1(t)

)
=

=
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

(R3ˆR3)n

dxs+1 ¨ ¨ ¨ dxs+n ˆ

ˆ Vs+n

(
t, 1, . . . , s+ n

) s+n
ź

i=1

G1(t, xi), s ě 2.

(4.10)

The generating operator Vs+n(t), n ě 0, of the (s+n)th-order of this series
is determined by the following expansion:
Vs+n

(
t, 1, . . . , s, s+ 1, . . . , s+ n

)
=

= n!
n
ÿ

k=0

(´1)k
n
ÿ

n1=1

¨ ¨ ¨

n´n1´...´nk´1
ÿ

nk=1

1

(n´ n1 ´ . . .´ nk)!
ˆ

ˆ Âs+n´n1´...´nk
(t, 1, . . . , s+ n´ n1 ´ . . .´ nk)ˆ

ˆ

k
ź

j=1

ÿ

Dj :Zj=
Ť

lj
Xlj

,

|Dj |ďs+n´n1´¨¨¨´nj

1

|Dj |!
ˆ

ˆ

s+n´n1´...´nj
ÿ

i1‰...‰i|Dj |=1

ź

Xlj
ĂDj

1

|Xlj |!
Â1+|Xlj

|(t, ilj , Xlj ),

(4.11)

where
ř

Dj :Zj=
Ť

lj
Xlj

is the sum over all possible dissections of the linearly
ordered set

Zj ” (s+ n´ n1 ´ . . .´ nj + 1, . . . , s+ n´ n1 ´ . . .´ nj´1)

on no more than s+n´n1 ´ . . .´nj linearly ordered subsets, the (s+n)th-
order scattering cumulant is defined by the formula

Âs+n(t, 1, . . . , s+ n)
.
= A˚

s+n(t, 1, . . . , s+ n)XR3(s+n)zWs+n

s+n
ź

i=1

(A˚
1)

´1(t, i),
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and notations accepted above were used.
We adduce simplest examples of generating operators (4.11):

Vs(t, 1, . . . , s) = As(t, 1, . . . , s)XR3szWs

s
ź

i=1

(A˚
1)

´1(t, i),

Vs+1(t, 1, . . . , s, s+1) = As+1(t, 1, . . . , s+1)XR3(s+1)zWs+1

s+1
ź

i=1

(A˚
1)

´1(t, i)´

´ As(t, 1, . . . , s)XR3szWs

s
ź

i=1

(A˚
1)

´1(t, i)ˆ

ˆ
s
ř

j=1
A2(t, j, s+ 1)XR6zW2

(A˚
1)

´1(t, j)(A˚
1)

´1(t, s+ 1).

If }G1(t)}L1(R3ˆR3) ă e´(3s+2), for arbitrary t P R series (4.10) converges
in the norm of the space L1

s [47].
We note that in the case of initial state specified by a one-particle correla-

tion function the reduced correlation functionals (4.10) describe all possible
correlations generated by the dynamics of many hard spheres in terms of a
one-particle correlation function.

Thus, according to the representation (2.64) of reduced correlation func-
tions, the cumulant structure of their generating operators induces a gene-
ralized cumulant structure of the generating operators for series (4.10) of
reduced correlation functionals.

In this case, the method of constructing reduced correlation function-
als (4.10) is based on the application of the variation of cluster expansions,
the so-called kinetic cluster expansions [47], to generating operators (2.36)
of series representing reduced correlation functions (2.64).

Indeed, taking into account relations of kinetic cluster expansions for
scattering cumulants (4.4):

pAs+n(t, 1, . . . , s+ n) =
n
ÿ

n1=0

n!

(n´ n1)!
Vs+n´n1

(
t, 1, . . . , s+ n´ n1

)
ˆ

ˆ
ÿ

D:Z=
Ť

l Xl,
|D|ďs+n´n1

1

|D|!

s+n´n1
ÿ

i1‰...‰i|D|=1

ź

XlĂD

1

|Xl|!
pA1+|Xl|

(t, il, Xl),

where
ř

D:Z=
Ť

l Xl, |D|ďs+n´n1
is the sum over all possible dissections D of

the linearly ordered set

Z ” (s+ n´ n1 + 1, . . . , s+ n)
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on no more than s+n´n1 linearly ordered subsets, we derive the expansions
of the reduced correlation functionals

Gs(t, x1, . . . , xs | G1(t)), s ě 2,

on the basis of solution expansions (2.64) of the hierarchy of nonlinear
evolution equations (2.60).

Note that the structure of kinetic cluster expansions of scattering cu-
mulants of the groups of operators is similar to the structure of virial ex-
pansions of equilibrium distribution functions, i.e., as a power series in the
density.

If initial data G0
1 P L1

1, then for arbitrary t P R one-particle correla-
tion function (4.9) is a weak solution of the Cauchy problem of the non-
Markovian Enskog kinetic equation [53]:

B

Bt
G1(t, x1) = L˚(1)G1(t, x1) +

ż

R3ˆR3

dx2 L˚
int(1, 2)G1(t, x1)G1(t, x2)+

+

ż

R3ˆR3

dx2 L˚
int(1, 2)G2

(
t, x1, x2 | G1(t)

)
,

(4.12)

G1(t, x1)
ˇ

ˇ

t=0
= G0

1(x1), (4.13)

where the first part of the collision integral in equation (4.12) has the
Boltzmann–Enskog structure, and the second part of the collision integral
is determined in terms of the two-particle correlation functional represented
by series expansion (4.10) which describes all possible correlations that are
created by hard-sphere dynamics and by the propagation of initial correla-
tions related to the forbidden configurations.

In the paper [47], similar statements were proved for the state evolution
of a hard-sphere system described in terms of reduced distribution functions
governed by the BBGKY hierarchy. We emphasize that the nth term of
expansions (4.10) of the reduced correlation functionals are determined by
the (s+n)th-order generating operator (4.3) in contradistinction to the ex-
pansions of reduced distribution functionals of the state constructed in [47]
which are determined by the (1 + n)th-order generating operator (4.3).

Thus, for the initial state specified by a one-particle correlation function,
the evolution of all possible states of the system of hard spheres can be de-
scribed without any approximations within the framework of a one-particle
correlation function governed by the non-Markovian Enskog-type kinetic
equation (4.12), and by a sequence of explicitly defined functionals (4.10)
of its solution.
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5. CONCLUSiON
In conclusion, the challenges of the evolution of many hard spheres with

inelastic collisions will be reviewed, as will some applications of the methods
outlined above to complex systems of various natures.
5.1. On the dynamics of inelastic collisions. According to contempo-
rary concept [96, 99] on a microscopic scale, the characteristic properties
of granular media are determined by dissipative collisional dynamics and
can be described as the evolution of a system of many hard spheres with
inelastic collisions.

Since the characteristic features of the collective behavior of inelastically
colliding particles in one-dimensional space reflect the main properties of
granular gases, an approach to the rigorous derivation of the Boltzmann-
type equation for one-dimensional granular gases will be presented below.
We note that, in contrast to the system of hard rods with inelastic collisions,
in one-dimensional space the evolution of hard rods with elastic collisions
is trivial in the Boltzmann–Grad scaling limit; it is known as so-called free
molecular motion or the Knudsen flow [14].

In the case of a one-dimensional granular gas for t ě 0 in dimensionless
form the Cauchy problem of the non-Markovian generalized Enskog kinetic
equation (4.7),(4.8) takes the form [37,42,43]:

B

Bt
F1(t, q1, p1) = ´p1

B

Bq1
F1(t, q1, p1)+

+

8
ż

0

dP P
( 1

(1 ´ 2ε)2
F2(t, q1, p

˛
1(p1, P ), q1 ´ ϵ, p˛

2(p1, P ) | F1(t))´

´F2(t, q1, p1, q1 ´ ϵ, p1 + P | F1(t))
)
+

+

8
ż

0

dP P
( 1

(1 ´ 2ε)2
F2(t, q1, p̃

˛
1(p1, P ), q1 + ϵ, p̃˛

2(p1, P ) | F1(t))´

´F2(t, q1, p1, q1 + ϵ, p1 ´ P | F1(t))
)
,

(5.1)

F1(t)|t=0 = F ϵ,0
1 , (5.2)

where ε = 1´e
2 P [0, 12) and e P (0, 1] is a restitution coefficient, ϵ ą 0 is a

scaling parameter (the ratio of a hard sphere diameter (the length) σ ą 0
to the mean free path), the collision integral is determined by reduced
functional (4.2) of the state F1(t) in the case of s = 2 and the expressions:

p˛
1(p1, P ) = p1 ´ P +

ε

2ε´ 1
P,

p˛
2(p1, P ) = p1 ´

ε

2ε´ 1
P
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and the expressions

p̃ ˛
1 (p1, P ) = p1 + P ´

ε

2ε´ 1
P,

p̃ ˛
2 (p1, P ) = p1 +

ε

2ε´ 1
P,

are transformed pre-collision momenta of inelastically colliding particles in
a one-dimensional space.

The solution of the Cauchy problem (5.1),(5.2) is represented by the
following series:

F ϵ
1(t, x1) =

8
ÿ

n=0

1

n!

ż

RnˆRn

dx2 ¨ ¨ ¨ dxn+1A
˚
1+n(t)

n+1
ź

i=1

F ϵ,0
1 (xi)XR(1+n)zW1+n

, (5.3)

where the generating operator A˚
1+n(t) is the (1+n)th-order cumulant (2.22)

of the semigroups of operators (1.6) of inelastically colliding hard rods in
a one-dimensional space. Let the initial one-particle distribution function
satisfy the following condition: |F ϵ,0

1 (x1)| ď Ce´
β
2 p

2
1 , where β ą 0 is a

parameter and C ă 8 is some constant. Then every term of series (5.3)
exists; for a finite time interval it is the uniformly convergent series with
respect to x1 from an arbitrary compact, and function (5.3) is a weak
solution of the Cauchy problem (5.1),(5.2) of the non-Markovian Enskog-
type equation with inelastic collisions.

We assume that, in the sense of weak convergence, there exists a limit

w´ lim
ϵÑ0

(
F ϵ,0
1 (x1) ´ f01 (x1)

)
= 0.

Then, for a finite time interval, the Boltzmann–Grad limit of solution (5.3)
of the Cauchy problem of the non-Markovian Enskog-type equation for a
one-dimensional granular gas (5.1) exists in the sense of a weak convergence

w´ lim
ϵÑ0

(
F ϵ
1(t, x1) ´ f1(t, x1)

)
= 0, (5.4)

where the limit of one-particle distribution function (5.3) is determined by
the following series uniformly convergent on an arbitrary compact set

f1(t, x1) =
8
ÿ

n=0

1

n!

ż

RnˆRn

dx2 ¨ ¨ ¨ dxn+1A
0
1+n(t)

n+1
ź

i=1

f01 (xi), (5.5)

and the generating operator A0
1+n(t) ” A0

1+n(t, 1, . . . , n+1) is the (n+1)th-
order cumulant of semigroups (1.6) of point particles with inelastic colli-
sions. For t ě 0 an infinitesimal generator of this semigroup of operators is
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determined by the operator:

(L˚,0
n fn)(x1, . . . , xn) = ´

n
ÿ

j=1

pj
B

Bqj
fn(x1, . . . , xn)+

+
n
ÿ

j1ăj2=1

|pj2 ´ pj1 |δ(qj1 ´ qj2)ˆ

ˆ

( 1

(1 ´ 2ε)2
fn(x1, . . . , x

˛
j1 , . . . , x

˛
j2 , . . . , xn) ´ fn(x1, . . . , xn)

)
,

where x˛
j ” (qj , p

˛
j ) and the pre-collision momenta p˛

j1
, p˛

j2
of inelastically

colliding particles are determined by the following expressions:

p˛
j1 = pj2 +

ε

2ε´ 1
(pj1 ´ pj2),

p˛
j2 = pj1 ´

ε

2ε´ 1
(pj1 ´ pj2).

For t ě 0 the limit one-particle distribution function represented by
series (5.5) is a weak solution of the Cauchy problem of the Boltzmann-
type kinetic equation of point particles with inelastic collisions [43]

B

Bt
f1(t, q, p) = ´p

B

Bq
f1(t, q, p) +

+8
ż

´8

dp1 |p´ p1|ˆ

ˆ

( 1

(1´2ε)2
f1(t, q, p

˛)f1(t, q, p
˛
1)´f1(t, q, p) f1(t, q, p1)

)
+

8
ÿ

n=1

I(n)
0 .

(5.6)

In kinetic equation (5.6) the remainder
ř8

n=1 I
(n)
0 of the collision integral

is determined by the following expressions:

I(n)
0 ”

1

n!

8
ż

0

dP P

ż

RnˆRn

dq3dp3 ¨ ¨ ¨ dqn+2dpn+2V1+n(t)ˆ

ˆ

( 1

(1 ´ 2ε)2
f1(t, q, p

˛
1(p, P ))f1(t, q, p

˛
2(p, P )) ´ f1(t, q, p)f1(t, q, p+ P )

)
ˆ

ˆ
n+2
ś

i=3
f1(t, qi, pi)+

+

8
ż

0

dP P

ż

RnˆRn

dq3dp3 ¨ ¨ ¨ dqn+2dpn+2V1+n(t)ˆ

ˆ

( 1

(1 ´ 2ε)2
f1(t, q, p̃

˛
1(p, P ))f1(t, q, p̃

˛
2(p, P )) ´ f1(t, q, p)f1(t, q, p´ P )

)
ˆ

ˆ
n+2
ś

i=3
F1(t, qi, pi),
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where the generating operators
V1+n(t) ” V1+n(t, t1, 2u, 3, . . . , n+ 2), n ě 0,

of the series for a collision integral are represented by expansions (4.3) with
respect to the cumulants of semigroups of scattering operators of point hard
rods with inelastic collisions in a one-dimensional space

pS0
n(t, 1, . . . , n)

.
= S˚,0

n (t, 1, . . . , s)
n
ź

i=1

(S˚,0
1 )´1(t, i).

In fact, series expansions for the collision integral of the non-Markovian
Enskog equation for a granular gas (5.6) or solution (5.3) are represented
as the power series over the density, so that the terms I(n)

0 , n ě 1, of the
collision integral in kinetic equation (5.6) are corrections with respect to
the density to the Boltzmann collision integral of one-dimensional granular
gases formulated in the paper [96].

Since the scattering operator of point hard rods is an identity operator in
the approximation of elastic collisions, namely, in the limit ε Ñ 0, the col-
lision integral of the Boltzmann kinetic equation (5.6) in a one-dimensional
space is identical to zero. In the quasi-elastic approximation [96] the limit
one-particle distribution function (5.5)

lim
εÑ0

εf1(t, q, p) = f0(t, q, p),

satisfies the nonlinear friction kinetic equation for one-dimensional granular
gases [96]:

B

Bt
f0(t, q, p) = ´p

B

Bq
f0(t, q, p)+

+
B

Bp

8
ż

´8

dp1 |p1 ´ p| (p1 ´ p) f0(t, q, p1)f
0(t, q, p).

Taking into consideration the result (5.4) on the Boltzmann–Grad as-
ymptotic behavior of the non-Markovian Enskog equation (5.1), for reduced
functionals of the state (4.2) in a one-dimensional space, the following state-
ment is true [43]:
w´ lim

ϵÑ0

(
Fs

(
t, x1, ..., xs | F ϵ

1(t)
)

´ fs
(
t, x1, ..., xs | f1(t)

))
= 0, s ě 2, (5.7)

where in equality (5.7) the limit reduced functionals of the limit one-particle
distribution function (5.5) are determined by the series expansions with a
structure similar to series (4.2) and the generating operators represented by
expansions (4.3) over the cumulants of semigroups of scattering operators
of point hard rods with inelastic collisions in a one-dimensional space.
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As mentioned above, in the case of a system of hard rods with elastic
collisions, the limit reduced functionals of the state are the product of the
limit one-particle distribution functions, describing the free motion of point
particles.

Thus, the Boltzmann–Grad asymptotic behavior of solution (5.3) of the
non-Markovian Enskog equation (5.1) is governed by the Boltzmann kinetic
equation (5.6) for a one-dimensional granular gas.

We emphasize that the Boltzmann-type equation (5.6) describes the
memory effects in a one-dimensional granular gas. In addition, the limit of
reduced functionals of the state fs

(
t, x1, . . . , xs | f1(t)

)
, s ě 2, which are

defined above, describe the process of the propagation of initial chaos in a
one-dimensional granular gas, or, in other words, the process of creatiing
correlations in a system of hard rods with inelastic collisions.

It should be noted that the Boltzmann–Grad asymptotic behavior of the
non-Markovian Enskog equation with inelastic collisions in a multidimen-
sional space is analogous to the Boltzmann–Grad asymptotic behavior of
a hard sphere system with the elastic collisions [43], i.e., it is governed
by the Boltzmann equation for a granular gas [98, 99], and the asymptotic
behavior of the reduced functionals of the state (4.2) is described by the
product of one-particle distribution functions of its solution, i.e., describes
the propagation of initial chaos.

5.2. Some bibliographic notes on collisional dynamics. Above, it
was studied systems of identical colliding particles, which are described
by means of functions of observables and distribution functions, which are
symmetrical with respect to arbitrary permutations of their arguments. In
papers [32,33,67,70,82], the theory of the hierarchies of evolution equations
for systems of many colliding particles described by non-symmetric func-
tions was developed. An example of such a system is a one-dimensional
system of particles interacting with their nearest neighbors, so-called non-
symmetric systems of particles [32].

As is known, many-entity systems of active soft condensed matter are
dynamic systems exhibiting a collective behavior that differs from the sta-
tistical behavior of ordinary gases. To describe the nature of entities (or self-
propelled particles), in the paper [78], collision dynamics based on Markov
jump processes, which should reflect the internal properties of living crea-
tures, were proposed. In works [36, 45] an approach was developed to de-
scribe the collective behavior of complex systems of mathematical biology
within the framework of the evolution of observables of many colliding sto-
chastic processes, and the dual Vlasov hierarchy was constructed in the
mean field approximation. This representation of the kinetic evolution
seems, in fact, to be the direct mathematically fully consistent formulation
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modeling the kinetic evolution of biological systems, since the notion of
the state is more subtle and is an implicit characteristic of populations of
living creatures. In the paper [36] the processes of creation of correlations
generated by the dynamics of active soft matter and propagation of ini-
tial correlations have also been described by means of the non-Markovian
generalized kinetic equation with initial correlations, and, in particular, in
the mean-field scaling approximation, the Vlasov-type kinetic equation for
many colliding stochastic processes was constructed.

The study of systems of colliding particles in interaction with the envi-
ronment, the so-called open systems, involves a number of unsolved fun-
damental problems. One of them is related to the challenge of the ori-
gin of stochastic behavior in dynamical systems of many particles. In pa-
pers [48–50], based on the approaches to the derivation of kinetic equations
outlined above, a generalization of the Fokker–Planck equation for open
systems of colliding particles was justified.

In previous decades, a lot of work has been performed on discrete-velocity
models of the Boltzmann equation, which are of significant conceptual in-
terest for the kinetic theory of gases and, at the same time, represent a
fascinating mathematical subject [84]. In connection with this topic of re-
search, we note the works [39–41, 54], in which the discrete-velocity model
was studied, related to the problem of deriving a model of the Enskog
discrete-velocity kinetic equation.

An overview of some modern applications of kinetic equations to the de-
scription of non-equilibrium processes in complex systems of various natures
is presented in the monograph [23].

5.3. Outlook. The purpose of this review was to analyze the development
and current advances of the theory of evolution equations for systems of
many colliding particles, in particular, kinetic equations and their relations
to the fundamental equations that describe the laws of nature.

The problem of constructing a solution to the Cauchy problem for hier-
archies of evolution equations of observables (2.1) and the state (2.17) of a
system of hard spheres with elastic collisions for initial data belonging to
some functional spaces is considered. As was established, solutions of hier-
archies of evolution equations are determined by groups of operators, which
are represented by expansions over the groups of particles whose evolution
is described by cumulants of the corresponding order of the groups of oper-
ators of the Liouville equations. Due to the fact that the cumulants of the
groups of operators are determined by cluster expansions of the groups of
operators of the Liouville equations, in the corresponding function spaces
there are different representations for solutions to the hierarchies of evolu-
tion equations. These cluster expansions of the groups of operators underlie
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the classification of possible solution representations to the Cauchy problem
for the hierarchies of evolution equations of many colliding particles.

To describe the evolution of the state of a many-particle system, there is
an alternative approach that is based on the dynamics of correlations. In
this approach, a state of finitely many hard spheres is described with the
employment of functions determined by the cluster expansions of the prob-
ability distribution functions that are governed by the so-called Liouville
hierarchy (2.31). It was above established that the constructed dynamics of
correlation underlie the description of the dynamics of infinitely many hard
spheres governed by the BBGKY hierarchy for reduced distribution func-
tions (2.17) or the hierarchy of nonlinear evolution equations for reduced
correlation functions (2.60), i.e., of the cumulants of reduced distribution
functions. We emphasize the importance of the mathematical description of
the processes of the creation and propagation of correlations, in particular,
for numerous applications [2, 3, 86].

To describe the evolution of many hard spheres within the framework of
the evolution of states for an initial state close to ”kinetic,” i.e., a state de-
scribed in terms of the state of a typical particle, there is another possibility:
by means of the so-called non-Markovian Enskog kinetic equation (4.7). In
other words, the origin of the collective behavior of a hard-sphere system
on a microscopic scale was examined above. As already mentioned, one of
the advantages of such an approach to the derivation of kinetic equations
from underlying collisional dynamics is the opportunity to construct the ki-
netic equations with initial correlations, which makes it possible to describe
the creation of correlations and propagation of initial correlations. Another
advantage of this approach is related to the rigorous derivation of the Boltz-
mann equation (3.15) with higher-order corrections to the canonical term
of the collision integral.

Thus, the concept of cumulants of the groups of operators of Liouville
equations underlies non-perturbative expansions of solutions to hierarchies
of fundamental evolution equations that describe the evolution of observ-
ables and a state of many colliding particles, as well as underlies the ki-
netic description of their collective behavior. We note that for quantum
many-particle systems the concept of cumulants of groups of operators is
considered in review [38].

In the paper, possible approaches to the rigorous derivation [35] and
justification [62, 63] of the kinetic equations for many colliding particles
were considered. One of them is an approach to the description of the
kinetic evolution within the framework of the evolution of the observables
of many colliding particles [51]. The advances of the method based on the
dual Boltzmann hierarchy (3.8) are the opportunity to construct kinetic
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equations (3.21), taking into account the correlations of particles of the
initial state, and the description of the process of propagation of initial
correlations in scaling approximations (3.24).

The paper [69] considered the challenge of deriving hydrodynamic equa-
tions from the dual BBGKY hierarchy for reduced observed microscopic
phase densities. We notice that the rigorous derivation of hydrodynamic
equations from the dynamics of many colliding particles is still an open
problem. Regarding the classical problem of rigorous derivation of the
hydrodynamic equations from the Boltzmann kinetic equation in scaling
limits, we refer to the books [72,93].

Acknowledgements. Glory to Ukraïne!
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Формули типу Кларка-Окона
на просторах регулярних основних

і узагальнених функцій
в аналізі білого шуму Леві

М. О. Качановський

Abstract. In the classical Gaussian analysis the Clark-Ocone formula can
be written in the form

F = EF +

ż

E
(
BtF |Ft

)
dWt,

where a function (a random variable) F is square integrable with respect to
the Gaussian measure and differentiable by Hida; E denotes the expectation;
E
(

˝ |Ft

)
—the conditional expectation with respect to the full σ-algebra Ft

that is generated by the Wiener process W up to the point of time t; B¨F
is the Hida derivative of F ;

ş

˝(t)dWt denotes the Itô stochastic integral
with respect to the Wiener process. This formula has many applications, in
particular, in the stochastic analysis and in the financial mathematics.

In this paper we generalize the Clark-Ocone formula to spaces of regular
test and generalized functions of the Lévy white noise analysis. More ex-
actly, we obtain different Clark-Ocone type formulas on the above-mentioned
spaces, study the properties of the integrands in these formulas, establish the
conditions under which a Clark-Ocone type formula takes a classical form,
etc. In particular, we show that the restrictive condition of differentiability
by Hida for a random variable is not really significant.

Анотація. У класичному гауссівському аналізі формулу Кларка-Окона
можна записати у вигляді

F = EF +

ż

E
(
BtF |Ft

)
dWt,

де функція (випадкова величина) F є квадратично інтегровною за гаус-
сівською мірою та диференційовною за Хідою; E позначає математичне
сподівання; E

(
˝ |Ft

)
– умовне математичне сподівання відносно повної

σ-алгебри Ft, породженої вінерівським процесом W до моменту часу t;
B¨F – похідна Хіди F ;

ş

˝(t)dWt позначає стохастичний інтеграл Іто за
вінерівським процесом. Ця формула має багато застосувань, зокрема, у
стохастичному аналізі та у фінансовій математиці.
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Ключові слова: процес Леві; властивість хаотичного розкладу; розширений стоха-
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В цій статті ми узагальнюємо формулу Кларка-Окона на простори ре-
гулярних основних і узагальнених функцій в аналізі білого шуму Леві.
Точніше, ми отримуємо різні формули типу Кларка-Окона на вищезга-
даних просторах, вивчаємо властивості підінтегральних функцій у цих
формулах, встановлюємо умови, за яких формула типу Кларка-Окона
приймає класичний вигляд, тощо. Зокрема, ми показуємо, що обмежу-
вальна умова диференційовності за Хідою для випадкової величини не є
суттєвою.

ВСТУП
Позначимо через D простір Шварца, що складається з усіх дійсно-

значних нескінченно-диференційовних функцій на R+ := [0,+8) з ком-
пактними носіями. Добре відомо (напр., [33]), що D можна наділити то-
пологією проективної границі, породженою сім’єю соболевських прос-
торів. Нехай D1 – множина лінійних неперервних функціоналів на D.
Відзначимо, що D1 та D є негативним та позитивним просторами лан-
цюжка

D1 Ą L2(R+) Ą D, (0.1)
де L2(R+) – простір (класів) дійснозначних функцій на R+, квадрати-
чно інтегровних за мірою Лебега (напр., [33]).

Позначимо через x¨, ¨y дуальне спарювання між елементами D1 та
D, породжене скалярним добутком у L2(R+); через нижній індекс C
будемо позначати комплексифікації лінійних топологічних просторів
(наприклад, елементами DC є a+bi, a, b P D); через C(D1) – циліндричну
σ-алгебру на D1.

Нехай γ – стандартна гауссівська міра на (D1, C(D1)) (C(D1) вважаємо
поповненою відносно γ), тобто ймовірнісна (γ(D1) = 1) міра з перетво-
ренням Лапласа

lγ(λ) :=

ż

D1

exx,λyγ(dx) = exλ,λy/2, λ P DC.

Як добре відомо (напр., [4, 19, 25]), кожну квадратично інтегровну за
γ та диференційовну за Хідою комплекснозначну функцію (випадкову
величину) F на D1 можна представити у вигляді

F = EF +

ż

E
(
BtF |Ft

)
dWt, (0.2)

де E позначає математичне сподівання; E
(

˝ |Ft

)
– умовне математи-

чне сподівання відносно повної σ-алгебри Ft, породженої вінерівським
процесом W до моменту часу t (тобто Ft – поповнення відносно γ σ-ал-
гебри σ(Wu : u ď t)); B¨F – похідна Хіди F ;

ş

˝(t)dWt позначає стохасти-
чний інтеграл Іто за вінерівським процесом (для інтегралів по R+ ми,
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як правило, не вказуємо границі інтегрування задля спрощення позна-
чень). Формула (0.2) називається формулою Кларка-Окона. Як бачимо,
ця формула, зокрема, дозволяє поновити версію підінтегральної функ-
ції (ця функція не є єдиною, взагалі кажучи), якщо відомий результат
стохастичного інтегрування.

Як відомо (напр., [7, 32]), формула (0.2) залишається справедливою
(з точністю до зрозумілих модифікацій), якщо замість гауссівської міри
розглядається пуассонівська. Відзначимо також, що можна легко уни-
кнути обмежувального припущення, що випадкова величина F має бу-
ти диференційовною за Хідою: достатньо узагальнити формулу Клар-
ка-Окона на певні простори узагальнених функцій (при цьому F може
залишатись квадратично інтегровною), див., напр., [5, 6].

Формула Кларка-Окона та її узагальнення мають численні застосу-
вання, зокрема, у стохастичному аналізі та у фінансовій математиці,
див., напр., [1, 6–8, 10, 22, 26–28, 32] і посилання там. Задля задоволен-
ня потреб застосувань побудовано різноманітні формули типу Кларка-
Окона на різних просторах, з використанням різних стохастичних по-
хідних та зі стохастичними інтегралами за різними випадковими проце-
сами й мірами, див., зокрема, [1,2,5–7,13,14,18–20,22,32,36]. Наприклад,
в [19,20] отримано формулу типу Кларка-Окона, пов’язану з процесами
Леві, яка містить стохастичні інтеграли за вінерівським процесом та за
компенсованою пуассонівською випадковою мірою.

В [6] запропоновано інший підхід до побудови формул типу Кларка-
Окона в аналізі Леві, який базується на так званому розкладі Нуаларта-
Скоутенса квадратично інтегровних випадкових величин [24,30]; зараз
згадані формули містять інтеграли за спеціальними випадковими про-
цесами. Варто відзначити, що автори [6] також узагальнюють свої ре-
зультати на певні простори узагальнених випадкових величин.

В роботах автора [13,14,36] побудовано формули типу Кларка-Окона
на просторах регулярних основних, квадратично інтегровних та регу-
лярних узагальнених функцій майкснерівського аналізу білого шуму.
Цей аналіз пов’язаний з узагальненою мірою Майкснера m [29] та з
відповідним випадковим процесом Майкснера, похідною якого (в сенсі
узагальнених функцій [34]) є майкснерівський білий шум (мірою цього
шуму як узагальненого випадкового процесу [35] є m).

Зауважимо, що підклас процесів Майкснера, який складається зі
стаціонарних випадкових процесів, є доволі широким підкласом про-
цесів Леві. Проте, побудови [13, 14, 36] суттєво відрізняються від по-
будов [19, 20] та [6]: ми намагались зберегти, наскільки це можливо,
класичну форму формул типу Кларка-Окона, і тому використовували
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стохастичну похідну Хіди та стохастичне інтегрування лише за проце-
сом Майкснера.

Дана робота в певному сенсі є продовженням досліджень [13,14,36],
зараз наша мета полягає в отриманні та вивченні формул типу Кларка-
Окона на просторах так званого регулярного параметризованого осна-
щення простору квадратично інтегровних випадкових величин в аналізі
білого шуму Леві [15,37]. Зокрема, ми встановлюємо необхідну і доста-
тню умову, за якої можливо отримати формули типу Кларка-Окона з
використанням інтегрування лише за випадковим процесом Леві; отри-
муємо різні формули типу Кларка-Окона та вивчаємо властивості пі-
дінтегральних функцій у цих формулах; а також з’ясовуємо необхідну
і достатню умову, за якої формула типу Кларка-Окона набуває класи-
чного вигляду (0.2) (з процесом Леві замість вінерівського процесу).

Статтю організовано наступним чином. В першому розділі ми наво-
димо необхідні попередні відомості: розглядаємо процес Леві та буду-
ємо пов’язаний з ним ймовірнісний простір, зручний для подальшого
викладу; описуємо запропоноване Є. В. Литвиновим [21] узагальнення
властивості хаотичного розкладу в аналізі білого шуму Леві, на осно-
ві якого побудоване регулярне параметризоване оснащення простору
квадратично інтегровних випадкових величин [15]; нагадуємо констру-
кцію згаданого оснащення; а також описуємо конструкції розширеного
стохастичного інтеграла та стохастичної похідної Хіди на його просто-
рах [15, 16]. Другий розділ присвячено побудові та вивченню формул
типу Кларка-Окона: розглянуто формулу Кларка-Окона в найпрості-
шому частинному випадку; встановлено необхідну і достатню умову,
за якої можливо отримати формули типу Кларка-Окона з використа-
нням стохастичного інтегрування лише за випадковим процесом Леві;
отримано згадані формули найпростішого та наближеного до класи-
чного вигляду; а також визначено необхідну і достатню умову, за якої
формула Кларка-Окона в аналізі Леві набуває класичного вигляду.

1. ПОПЕРЕДНІ ВІДОМОСТІ
В цій роботі будемо позначати через } ¨ }H або | ¨ |H норму в просторі

H; через (¨, ¨)H дійсний (тобто білінійний) скалярний добуток в просторі
H; через xx¨, ¨yyH або x¨, ¨yH дуальне спарювання, породжене скалярним
добутком в просторі H; через B борелівську σ-алгебру; через 1∆ інди-
катор множини або події ∆; та через pb симетричне тензорне множення.
Також ми використовуємо позначення pr lim (відповідно, ind lim) для
проективної (відповідно, індуктивної) границі сім’ї просторів; це позна-
чення означає, що граничний простір наділено топологією проективної
(відповідно, індуктивної) границі (див., напр., [33]).
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1.1. Процес Леві та його ймовірнісний простір. Нехай
L = (Lt)tPR+

– дійснозначний локально квадратично інтегровний процес Леві (тобто
неперервний за ймовірністю випадковий процес на R+ зі стаціонарни-
ми незалежними приростами і такий, що L0 = 0, див., напр., [3]) без
гауссівської частини та зсуву. Добре відомо (напр., [6]), що характери-
стична функція L має вигляд

E[eiθLt ] = exp
[
t

ż

R
(eiθx ´ 1 ´ iθx)ν(dx)

]
, (1.1)

де ν – міра Леві процесу L, що є мірою на (R,B(R)). Накладемо додат-
ково такі умови: ν є мірою Радона з носієм, що містить нескінченну
кількість точок; ν(t0u) = 0; існує ε ą 0 таке, що

ż

R
x2eε|x|ν(dx) ă 8;

та
ż

R
x2ν(dx) = 1. (1.2)

Визначимо міру білого шуму процесу L.
Означення 1.1.1. Ймовірнісна міра µ на вимірному просторі (D1, C(D1))
з перетворенням Фур’є
ż

D1

eixω,φyµ(dω) = exp
[
ż

R+ˆR
(eiφ(t)x´1´iφ(t)x)dtν(dx)

]
, φ P D, (1.3)

називається мірою білого шуму Леві.
Коректність цього визначення (тобто існування µ) випливає з теоре-

ми Бохнера-Мінлоса (напр., [11]), див. [21]. Нижче будемо вважати, що
циліндрична σ-алгебра C(D1) поповнена відносно µ.

Позначимо через
(L2) := L2(D1, C(D1), µ)

простір (класів) квадратично інтегровних за µ комплекснозначних фун-
кцій на D1. Нехай f P L2(R+) та послідовність (φk P D)kPN збігається
до f у L2(R+), коли k Ñ 8. Можна показати (напр., [16, 21]), що

x˝, fy := (L2) ´ lim
kÑ8

x˝, φky

є коректно визначеним елементом (L2) (зокрема, x˝, fy не залежить від
того, якою саме послідовністю елементів D апроксимовано f).
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Покладемо 1[0,0) ” 0 (формальний напівінтервал [0, 0) природно вва-
жати порожньою множиною). З (1.1) та (1.3) випливає, що(

x˝, 1[0,t)y
)
tPR+

можна ототожнити з процесом Леві на ймовірнісному просторі (ймо-
вірнісній трійці) (D1, C(D1), µ) (див., напр., [6, 7]). Таким чином, для
кожного t P R+ маємо

Lt = x˝, 1[0,t)y P (L2).

Зауважимо, що похідна у сенсі узагальнених функцій процесу Леві
(тобто білий шум Леві)

L̇¨(ω) = xω, δ¨y ” ω(¨),

де δ є дельта-функцією Дірака. Отже, L̇ є узагальненим випадковим
процесом (в сенсі [34]) з траєкторіями з D1, а µ є мірою L̇ у класичному
сенсі [35].

1.2. Литвинівське узагальнення властивості хаотичного роз-
кладу. Як відомо, фундаментальну роль у гауссівському аналізі біло-
го шуму відіграє так звана властивість хаотичного розкладу (ВХР),
яка полягає, грубо кажучи, у наступному: кожну квадратично інте-
гровну випадкову величину можна єдиним чином розкласти в ряд з
повторних стохастичних інтегралів Іто від невипадкових функцій (див.
детальний виклад, напр., у [23]). Використовуючи ВХР, можна будува-
ти різні простори основних і узагальнених функцій, уводити та дослі-
джувати різноманітні оператори і операції на цих просторах (зокрема,
стохастичні інтеграли та похідні, віківське множення), тощо. В аналізі
білого шуму Леві, на жаль, ВХР немає (точніше, серед процесів Ле-
ві тільки вінерівський та пуассонівський мають цю властивість, див.
подробиці у [31]); але побудовано низку її узагальнень (короткий опис
таких узагальнень із відповідними посиланнями міститься у [37]).

В цій роботі ми використовуємо одне з найкорисніших узагальнень
ВХР в аналізі Леві, запропоноване Є. В. Литвиновим [21]. Коротко
опишемо це узагальнення.

Розповсюдимо уведене вище позначення x¨, ¨y на дуальні спарювання
в симетричних тензорних степенях комплексифікації ланцюжка (0.1).
Нехай Z+ := NY t0u. Позначимо через P множину комплекснозначних
поліномів на D1, яка складається з нуля та елементів вигляду

f(ω) =

Nf
ÿ

n=0

xωbn, f (n)y, ω P D1, f (n) P D pbn
C , Nf P Z+, f

(Nf ) = 0,
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тут Nf – степінь поліному f ; xωb0, f (0)y := f (0) P D pb0
C := C. Міра білого

шуму Леві µ має голоморфне в нулі перетворення Лапласа (це випли-
ває з (1.3) та властивостей міри Леві ν, див. [21]), отже P є щільною
множиною у (L2) [38].

Позначимо через Pn, n P Z+, множину поліномів степені не більше
n, через Pn – замикання Pn в (L2). Нехай для n P N

Pn := Pn a Pn´1 (ортогональна різниця в (L2)).
Покладемо також P0 := P0. Зрозуміло, що

(L2) =
8
‘
n=0

Pn. (1.4)

Нехай f (n) P D pbn
C , n P Z+. Позначимо через

:x˝bn, f (n)y : P (L2)

ортогональну проекцію монома x˝bn, f (n)y на Pn. Визначимо дійсні
(білінійні) скалярні добутки (¨, ¨)ext на D pbn

C , n P Z+, поклавши для
f (n), g(n) P D pbn

C

(f (n), g(n))ext :=
1

n!

ż

D1

:xωbn, f (n)y : :xωbn, g(n)y :µ(dω). (1.5)

Коректність цього визначення доведено (з точністю до очевидних мо-
дифікацій) у [21].

Позначимо через | ¨ |ext норми, що відповідають скалярним добу-
ткам (1.5), тобто | ¨ |ext :=

a

(¨, ¨)ext.
Означення 1.2.1. Для кожного n P Z+ визначимо гільбертів простір
H(n)

ext як поповнення D pbn
C за відповідною нормою | ¨ |ext (для скалярних

добутків та норм у просторах H(n)
ext ми збережемо позначення (¨, ¨)ext та

| ¨ |ext відповідно).

Для кожного F (n) P H(n)
ext визначимо віківський моном

:x˝bn, F (n)y :
def
= (L2) ´ lim

kÑ8
:x˝bn, f

(n)
k y :,

де D pbn
C Q f

(n)
k Ñ

kÑ8
F (n) в H(n)

ext (коректність цього визначення можна до-
вести методом «змішаних послідовностей»). Легко бачити що, зокрема,

:x˝b0, F (0)y : = x˝b0, F (0)y = F (0) та :x˝, F (1)y : = x˝, F (1)y,

(пор. з [21]).
Оскільки, як неважко бачити,

Pn =
␣

:x˝bn, F (n)y : | F (n) P H(n)
ext

(
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для кожного n P Z+, то з розкладу (1.4) випливає таке твердження.

Теорема 1.2.2 (литвинівське узагальнення ВХР, пор. з [21]). Випад-
кова величина F P (L2) якщо та лише якщо існує єдина послідовність
ядер F (n) P H(n)

ext, n P Z+, така, що

F =
8
ÿ

n=0

:x˝bn, F (n)y : (1.6)

(ряд збігається у (L2)) та

}F }2(L2) =

ż

D1

|F (ω)|2µ(dω) = E|F |2 =
8
ÿ

n=0

n!|F (n)|2ext ă 8. (1.7)

Наслідок 1.2.3. Для F,G P (L2) дійсний (білінійний) скалярний до-
буток має вигляд

(F,G)(L2) =

ż

D1

F (ω)G(ω)µ(dω) = E[FG] =
8
ÿ

n=0

n!(F (n), G(n))ext,

де F (n), G(n) P H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та G відповідно.

Зокрема, для F (n) P H(n)
ext, G(m) P H(m)

ext , n,m P Z+,(
:x˝bn, F (n)y :, :x˝bm, G(m)y :

)
(L2)

= δnmn!(F
(n), G(n))ext,

де δnm – символ Кронекера.
Зауваження 1.2.4. Розклад (1.6) є аналогом розкладу квадратично
інтегровної випадкової величини за ортогональними поліномами Ермі-
та, який є еквівалентним розкладу за повторними стохастичними ін-
тегралами Іто у гауссівському аналізі. В той же час віківські мономи
з (1.6) є поліномами лише у тому випадку, коли процес Леві є стаціонар-
ним процесом Майкснера. Зацікавлений читач може знайти детальну
інформацію про це у [21].

Для отримання багатьох результатів, пов’язаних з просторами H(n)
ext,

необхідно рахувати скалярні добутки та норми у цих просторах. Наве-
дена вище формула (1.5) практично непридатна для таких підрахунків;
але, на щастя, існує відносно проста явна формула для згаданих ска-
лярних добутків, отримана Є. В. Литвиновим у роботі [21]. Наведемо
цю формулу у трохи модифікованій формі, отриманій у [16]. Нехай

pn(x) := xn + an,n´1x
n´1 + ¨ ¨ ¨ + an,1x,

an,j P R, j P t1, . . . , n´ 1u, n P N,
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є ортогональними поліномами у просторі L2(R, ν) (класів) квадратично
інтегровних за мірою Леві ν (див. (1.1), (1.3)) дійснозначних функцій
на R, тобто для довільних натуральних чисел n,m таких, що n = m,

ż

R
pn(x)pm(x)ν(dx) = 0.

Позначимо через } ¨ }ν норму в L2(R, ν). Зауважимо, що p1(x) = x, а
тому згідно з (1.2), }p1}ν = 1.

Для F (n), G(n) P H(n)
ext, n P N, маємо

(F (n), G(n))ext ” (F (n), G(n))H(n)
ext

=

=
ÿ

k,lj ,sjPN: j=1,...,k,
l1ąl2ą¨¨¨ąlk,

l1s1+¨¨¨+lksk=n

n!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(
}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

( }plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk
+

F (n)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1 , ..., ts1
loooomoooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
loooooooooooooomoooooooooooooon

lk

)ˆ

ˆ G(n)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1 , ..., ts1
loooomoooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
loooooooooooooomoooooooooooooon

lk

) dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+sk .

(1.8)

Зокрема, (F (1), G(1))ext = (F (1), G(1))L2(R+)C ,

(F (2), G(2))ext = (F (2), G(2))L2(R+)b2
C

+
}p2}2ν

2

ż

R+

F (2)(t, t)G(2)(t, t)dt,

і т. д. Зауважимо, що для кожного натурального n ą 1 простір H(n)
ext є

симетричним підпростором простору (класів) квадратично інтегровних
за певною мірою Радона комплекснозначних функцій на Rn

+.
Позначимо H := L2(R+), тоді HC = L2(R+)C. З (1.8) випливає, що

H(1)
ext = HC, і для кожного n P Nzt1u простір Hpbn

C можна ототожни-
ти із власним підпростором простору H(n)

ext, який складається зі «зни-
каючих на діагоналях» елементів (тобто таких F (n), які містять
представника (функцію) f (n) P F (n) таку, що f (n)(t1, . . . , tn) = 0, якщо
існують k, j P t1, . . . , nu: k = j, але tk = tj). У цьому сенсі простір H(n)

ext

є розширенням (англ. extension) простору Hpbn
C , цим пояснюється, чому

ми використовуємо індекси «ext» у наших позначеннях. В подальшо-
му, говорячи про вкладення просторів Hpbn

C в простори H(n)
ext та викори-

стовуючи позначення на кшталт Hpbn
C Ă H(n)

ext, завжди розуміємо такі
вкладення у щойно описаному сенсі.
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1.3. Регулярне оснащення простору квадратично інтегровних
випадкових величин. Позначимо

PW :=
!

f =

Nf
ÿ

n=0

:x˝bn, f (n)y : | f (n) P D pbn
C , Nf P Z+

)

Ă (L2).

Нехай β P [0, 1], q P Z у випадку β = 0, та q P Z+ якщо β = 0. Визначимо
дійсні (білінійні) скалярні добутки (¨, ¨)q,β на PW , поклавши для

f =

Nf
ÿ

n=0

:x˝bn, f (n)y :, g =

Ng
ÿ

n=0

:x˝bn, g(n)y : P PW

(f, g)q,β :=

min(Nf ,Ng)
ÿ

n=0

(n!)1+β2qn(f (n), g(n))ext.

Легко перевірити [9], що (¨, ¨)q,β задовольняє аксіоми скалярного добут-
ку.

Позначимо через (L2)βq гільбертові простори, що є поповненнями PW

за нормами, породженими скалярними добутками (¨, ¨)q,β , та покладемо
(L2)β := pr lim

qÑ+8
(L2)βq .

Легко бачити, що справедливе таке твердження (пор. з Теоремою 1.2.2
та її наслідком).

Твердження 1.3.1. 1. Випадкова величина F P (L2)βq якщо та лише
якщо існує єдина послідовність ядер F (n) P H(n)

ext, n P Z+, така, що F
розкладається в ряд (1.6), який збігається у (L2)βq , тобто

}F }2
(L2)βq

=
8
ÿ

n=0

(n!)1+β2qn|F (n)|2ext ă 8. (1.9)

2. Випадкова величина F P (L2)β якщо та лише якщо її можна
єдиним чином представити у вигляді (1.6), а відповідний ряд (1.9)
збігається для кожного q P Z+.

3. Для F,G P (L2)βq скалярний добуток у (L2)βq має вигляд

(F,G)
(L2)βq

=
8
ÿ

n=0

(n!)1+β2qn(F (n), G(n))ext,

де F (n), G(n) P H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та G відповідно.

Наступне твердження є тривіальною модифікацією відповідного твер-
дження з [15].
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Твердження 1.3.2. Для довільних β P (0, 1] та q P Z, так само як і
для β = 0 та q P Z+, простір (L2)βq щільно та неперервно вкладено у
простір (L2) = (L2)00.

Прийнявши до уваги цей результат, побудуємо ланцюжок

(L2)´β Ą (L2)´β
´q Ě (L2) = (L2)00 Ě (L2)βq Ą (L2)β, (1.10)

де (L2)´β
´q та (L2)´β = ind lim

qÑ+8
(L2)´β

´q – простори, спряжені відповідно

до (L2)βq та (L2)β відносно (L2).
Означення 1.3.3. Ланцюжок (1.10) називається параметризованим
регулярним оснащенням простору (L2) квадратично інтегровних ви-
падкових величин. Простори (L2)βq та (L2)β називаються параметризо-
ваними просторами типу Кондратьєва регулярних основних функцій,
а простори (L2)´β

´q та (L2)´β – параметризованими просторами типу
Кондратьєва регулярних узагальнених функцій.

Наступне твердження випливає безпосередньо із цього означення та
загальної теорії дуальності.

Твердження 1.3.4. (пор. з Теоремою 1.2.2, її наслідком та Твердже-
нням 1.3.1) 1. Регулярна узагальнена функція (узагальнена випадкова
величина) F P (L2)´β

´q якщо та лише якщо існує єдина послідовність
ядер F (n) P H(n)

ext, n P Z+, така, що F розкладається в ряд (1.6), який
збігається у (L2)´β

´q , тобто

}F }2
(L2)´β

´q

=
8
ÿ

n=0

(n!)1´β2´qn|F (n)|2ext ă 8. (1.11)

2. Регулярна узагальнена функція F P (L2)´β якщо та лише якщо
її можна єдиним чином представити у вигляді (1.6), а відповідний
ряд (1.11) збігається для деякого q P Z+.

3. Для F,G P (L2)´β
´q скалярний добуток у (L2)´β

´q має вигляд

(F,G)
(L2)´β

´q
=

8
ÿ

n=0

(n!)1´β2´qn(F (n), G(n))ext,

де F (n), G(n) P H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та G відповідно.
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4. Дуальне спарювання між елементами F P (L2)´β
´q та f P (L2)βq ,

породжене дійсним (білінійним) скалярним добутком у (L2), має ви-
гляд

xxF, fyy(L2) =
8
ÿ

n=0

n!(F (n), f (n))ext,

де F (n), f (n) P H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та f відповідно.

Відзначимо, що термін «регулярні» у назвах ланцюжка (1.10) та
просторів основних і узагальнених функцій пов’язаний із тим фактом,
що ядра з розкладів (1.6) елементів всіх просторів ланцюжка (1.10)
належать одним і тим самим просторам H(n)

ext.
Більше того, простори (L2)βq , (L2) = (L2)00 та (L2)´β

´q мають однакову
структуру (пор. (1.9), (1.7) та (1.11)), тому в подальшому ми абстрагу-
ємось від того, йдеться про регулярні основні, квадратично інтегровні
чи регулярні узагальнені функції, та будемо за умовчанням розгляда-
ти (L2)βq , β P [´1, 1], q P Z, з нормою (1.9).
Зауваження 1.3.5. Використання ваг 2qn саме з числом 2 та з цілим
q у визначенні скалярних добутків (¨, ¨)q,β не є принциповим – можна
використовувати більш загальні ваги Kqn із довільними K ą 1 та q P R.
Але такі узагальнення не є суттєвим для кола питань, які розглядаю-
ться у статті, тому ми обмежимось розглядом випадку K = 2 та q P Z
задля спрощення формул та позначень.
1.4. Розширений стохастичний інтеграл. Розклад (1.6) для еле-
ментів (L2)βq визначає ізометричний ізоморфізм (узагальнений ізомор-
фізм Вінера-Іто-Сігала)

I : (L2)βq Ñ
8
‘
n=0

(n!)1+β2qnH(n)
ext :

для F P (L2)βq вигляду (1.6)

IF = (F (0), F (1), . . . ) P
8
‘
n=0

(n!)1+β 2qnH(n)
ext.

Нехай 1 – одиничний оператор на HC. Тоді оператор

Ib1 : (L2)βq bHC Ñ
( 8

‘
n=0

(n!)1+β2qnH(n)
ext

)
bHC –

8
‘
n=0

(n!)1+β2qn(H(n)
extbHC)

є ізометричним ізоморфізмом між гільбертовими просторами

(L2)βq b HC та
8
‘
n=0

(n!)1+β2qn(H(n)
ext b HC).
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Зрозуміло, що для довільних m P Z+ та F
(m)
¨ P H(m)

ext b HC вектор
(0, . . . , 0
loomoon

m

, F
(m)
¨ , 0, . . . ) належить простору

8
‘
n=0

(n!)1+β2qn(H(n)
ext b HC).

Покладемо

:x˝bm, F
(m)
¨ y :

def
= (Ib 1)´1(0, . . . , 0

loomoon

m

, F
(m)
¨ , 0, . . . ) P (L2)βq b HC.

За побудовою елементи :x˝bn, F
(n)
¨ y :, n P Z+, утворюють ортогональний

базис у просторі (L2)βq b HC у тому сенсі, що F належить (L2)βq b HC
якщо та лише якщо F можна єдиним чином представити у вигляді
ряду

F (¨) =
8
ÿ

n=0

:x˝bn, F
(n)
¨ y :, F

(n)
¨ P H(n)

ext b HC, (1.12)

який збігається у (L2)βq b HC, тобто
}F }2

(L2)βq bHC
= }(Ib 1)F }28

‘
n=0

(n!)1+β2qn(H(n)
extbHC)

=

=
8
ÿ

n=0

(n!)1+β2qn|F
(n)
¨ |2

H(n)
extbHC

ă 8.

(1.13)

Опишемо конструкцію розширеного стохастичного інтеграла за про-
цесом Леві, яка базується на розкладі (1.12) (зацікавлений читач може
знайти більш детальний виклад у [15,16]).

Нехай спочатку F P (L2)βq bHC є таким, що ядра F (n)
¨ належать про-

сторам Hpbn
C bHC Ă H(n)

ext bHC (див. Підрозділ 1.2). Тоді розклад (1.12)
еквівалентний представленню

F (¨) = F
(0
¨ +

8
ÿ

n=1

n!

ż 8

0

ż tn

0
¨ ¨ ¨

ż t2

0
F

(n)
¨ (t1, . . . , tn)dLt1 ¨ ¨ ¨ dLtn (1.14)

[16] (див. також [12]), де ряд складається з повторних стохастичних
інтегралів Іто; а розширений стохастичний інтеграл можна визначити
за класичною схемою як

ż

F (t)pdLt :=

:=
8
ÿ

n=0

(n+ 1)!

ż 8

0

ż tn+1

0
¨ ¨ ¨

ż t2

0

pF (n)(t1, . . . , tn+1)dLt1 ¨ ¨ ¨ dLtn+1 –

–

8
ÿ

n=0

:x˝bn+1, pF (n)y : P (L2)βq´1,

(1.15)
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де pF (n) P Hpbn+1
C Ă H(n+1)

ext , n P Z+, – симетризації ядер F
(n)
¨ за всіма

аргументами (точніше, проекції F (n)
¨ P Hpbn

C b HC на Hpbn+1
C ).

У загальному випадку представлення (1.14) не має місця (адже в
аналізі білого шуму Леві ВХР немає), а ядра pF (n) є невизначеними,
оскільки, взагалі кажучи, неможливо проектувати елементи з просто-
рів H(n)

ext b HC на простори H(n+1)
ext (див. Зауваження 1.5.2 нижче). Тим

не менш, можна зробити наступне природне узагальнення.
Нехай F (n)

¨ P H(n)
ext b HC, n P N. У класі еквівалентності F (n)

¨ оберемо
представника (функцію) ḟ (n)¨ P F

(n)
¨ такого, що

@t, t1, . . . , tn P R+

␣

Dk P t1, . . . , nu : t = tk
(

ñ ḟ
(n)
t (t1, . . . , tn) = 0 (1.16)

(тобто ḟ (n)t (t1, . . . , tn) = 0, якщо аргумент t співпадає хоча б з одним з
аргументів t1, . . . , tn). Нехай pf (n) – симетризація функції ḟ (n)¨ за n + 1
змінною. Визначимо

pF (n) P H(n+1)
ext

як клас еквівалентності в H(n+1)
ext , породжений функцією pf (n) (тобто

pf (n) P pF (n)). Наступне твердження є тривіальною модифікацією відпо-
відного результату з [16].

Лема 1.4.1. Для довільних n P N та F (n)
¨ P H(n)

ext b HC елемент

pF (n) P H(n+1)
ext

визначений коректно (зокрема, pF (n) не залежить від вибору пред-
ставника ḟ (n)¨ P F

(n)
¨ , який задовольняє умову (1.16)), та

| pF (n)|H(n+1)
ext

ď |F
(n)
¨ |H(n)

extbHC
. (1.17)

Зауваження 1.4.2. Легко бачити, що якщо

F
(n)
¨ P Hpbn

C b HC Ă H(n)
ext b HC,

то щойно побудоване ядро pF (n) є згаданою вище проекцією F
(n)
¨ на

Hpbn+1
C Ă H(n+1)

ext .

Означення 1.4.3. Для F P (L2)βq b HC визначимо розширений стоха-
стичний інтеграл за процесом Леві

ş

F (t)pdLt P (L2)βq´1, поклавши
ż

F (t)pdLt :=
8
ÿ

n=0

:x˝bn+1, pF (n)y : (1.18)
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(пор. з (1.15)), де pF (0) := F
(0)
¨ P HC = H(1)

ext та pF (n) P H(n+1)
ext , n P N,

побудовані за ядрами F (n)
¨ P H(n)

ext b HC з розкладу (1.12) для F .
Оскільки (див. (1.18), (1.9), (1.17) та (1.13))
›

›

›

›

ż

F (t)pdLt

›

›

›

›

2

(L2)βq´1

=
8
ÿ

n=0

((n+ 1)!)1+β2(q´1)(n+1)| pF (n)|2
H(n+1)

ext

ď

ď

8
ÿ

n=0

(n!)1+β2qn[(n+ 1)1+β2´n+q´1]|F
(n)
¨ |2

H(n)
extbHC

ď

ď max
nPZ+

[(n+ 1)1+β2´n+q´1]}F }2
(L2)βq bHC

,

(1.19)

це визначення є коректним, а інтеграл
ż

˝(t)pdLt : (L
2)βq b HC Ñ (L2)βq´1 (1.20)

є лінійним обмеженим, а тому і неперервним оператором.
Відзначимо, що стохастичний інтеграл (1.20) називається розшире-

ним, оскільки у випадках, коли (L2)βq b HC є простором регулярних
узагальнених або квадратично інтегровних функцій (тобто коли β ă 0
або β = 0 і q ď 0), він є узагальненням стохастичного інтеграла Іто [16].

Легко бачити, що розширений стохастичний інтеграл можна визна-
чити формулою (1.18) як лінійний неперервний оператор, що діє з про-
стору

(L2)β b HC := pr lim
qÑ+8

(L2)βq b HC

в простір (L2)β , або з простору

(L2)´β b HC := ind lim
qÑ+8

(L2)´β
´q b HC

в простір (L2)´β , тут β P [0, 1]. До того ж за аналогією з (1.19) можна
показати, що у випадку β = ´1 розширений стохастичний інтеграл є
лінійним неперервним оператором, що діє з простору (L2)´1

q b HC в
простір (L2)´1

q ; а у випадку β P (´1, 1], як випливає з результатів [15],
цей інтеграл можна інтерпретувати як лінійний необмежений замкне-
ний оператор, що діє з простору (L2)βq b HC в простір (L2)βq .
Зауваження 1.4.4. В цій роботи нам не знадобляться стохастичні ін-
теграли за вимірними множинами, що відрізняються від R+, але такі
інтеграли часто виникають у застосуваннях. Визначення згаданих ін-
тегралів можна дати у класичний спосіб: для довільного ∆ P B(R+)
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покладемо
ż

∆
˝(t)pdLt :=

ż

˝(t)1∆(t)pdLt.

Зацікавлений читач може знайти детальну інформацію про такі інте-
грали, зокрема, у [15,16,37].
1.5. Стохастична похідна Хіди. Опишемо конструкцію стохасти-
чної похідної Хіди на просторах (L2)βq , яка базується на розкладі (1.6)
(детальніше цей матеріал викладено у [15,16]).

Нехай G(n) P H(n)
ext, n P N, і ġ(n) P G(n) – представник G(n). Розглянемо

ġ(n)(¨), тобто відділимо один аргумент ġ(n), та визначимо елемент

G(n)(¨) P H(n´1)
ext b HC

як клас еквівалентності у H(n´1)
ext b HC, породжений функцією ġ(n)(¨)

(тобто ġ(n)(¨) P G(n)(¨)).

Лема 1.5.1. Для довільних n P N та G(n) P H(n)
ext елемент

G(n)(¨) P H(n´1)
ext b HC

визначений коректно (зокрема, G(n)(¨) не залежить від вибору пред-
ставника ġ(n) P G(n)) та

|G(n)(¨)|H(n´1)
ext bHC

ď |G(n)|H(n)
ext
. (1.21)

Доведення цього твердження співпадає з точністю до очевидних мо-
дифікацій із доведенням відповідного результату у [16].
Зауваження 1.5.2. Варто відзначити, що, не зважаючи на оцінку (1.21),
простірH(n)

ext, n P Nzt1u, не є підпростором просторуH(n´1)
ext bHC, оскіль-

ки різні елементи H(n)
ext можуть співпадати у H(n´1)

ext b HC, тобто пред-
ставники різних класів еквівалентності у H(n)

ext можуть потрапляти у
один і той самий клас еквівалентності у H(n´1)

ext b HC (а тому, зокре-
ма, неможливо проектувати елементи H(n´1)

ext bHC на H(n)
ext та будувати

ядра розкладу (1.18) розширеного стохастичного інтеграла за класи-
чною схемою).

Означення 1.5.3. Для G P (L2)βq+1 визначимо стохастичну похідну
Хіди B¨G P (L2)βq b HC, поклавши

B¨G :=
8
ÿ

n=1

n:x˝bn´1, G(n)(¨)y :, (1.22)
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де G(n) P H(n)
ext – ядра з розкладу (1.6) для G, які розуміються як еле-

менти H(n´1)
ext b HC (в описаному вище сенсі).

Оскільки (див. (1.22), (1.13), (1.21) та (1.9))

}B¨G}2
(L2)βq bHC

=
8
ÿ

n=1

((n´ 1)!)1+βn22q(n´1)|G(n)(¨)|2
H(n´1)

ext bHC
ď

ď

8
ÿ

n=1

(n!)1+β2(q+1)n[n1´β2´(n+q)]|G(n)|2
H(n)

ext

ď

ď max
nPN

[n1´β2´(n+q)]}G}2
(L2)βq+1

,

(1.23)

це визначення є коректним, а похідна

B¨ : (L
2)βq+1 Ñ (L2)βq b HC (1.24)

є лінійним обмеженим, а тому і неперервним оператором.
Зрозуміло, що, як і розширений стохастичний інтеграл, стохастичну

похідну Хіди можна визначити формулою (1.22) як лінійний неперерв-
ний оператор, що діє з простору (L2)β в простір (L2)β bHC (β P [´1, 1]).
До того ж за аналогією з (1.23) можна показати, що у випадку β = 1
стохастична похідна Хіди є лінійним неперервним оператором, що діє з
простору (L2)1q в простір (L2)1q b HC; а у випадку β P [´1, 1), як випли-
ває з результатів [15], цю похідну можна інтерпретувати як лінійний
необмежений замкнений оператор, що діє з простору (L2)βq в простір
(L2)βq b HC.

В наступному твердженні описано зв’язок між розширеним стоха-
стичним інтегралом та стохастичною похідною Хіди.

Теорема 1.5.4. Розширений стохастичний інтеграл
ż

˝pdL : (L2)´β
´q b HC Ñ (L2)´β

´q´1

та стохастична похідна Хіди (1.24) є взаємно спряженими операто-
рами:

ż

˝pdL =
(
B¨

)˚
, B¨ =

(
ż

˝pdL

)˚

, (1.25)

тобто для довільних F P (L2)´β
´q b HC та G P (L2)βq+1

xx

ż

F (t)pdLt, Gyy(L2) = xxF (¨), B¨Gyy(L2)bHC . (1.26)
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Доведення зводиться до встановлення рівності (1.26), яке проводи-
ться так само, як і для інтеграла та похідної на просторах (L2) b HC
та (L2) відповідно, див. [16].

Відзначимо, що результат Теореми 1.5.4 тривіальним чином розпо-
всюджується на випадок граничних просторів, тобто коли стохасти-
чні інтеграл та похідна визначені відповідно на (L2)´β b HC та (L2)β

(β P [´1, 1]). Ясно також, що рівності (1.25) можуть використовуватись
як альтернативні визначення розширеного стохастичного інтеграла та
стохастичної похідної Хіди.
Зауваження 1.5.5. Результат Теореми 1.5.4 залишається справедли-
вим для розширеного стохастичного інтеграла

ż

˝(t)pdLt : (L
2)´β

´q b HC Ñ (L2)´β
´q

та стохастичної похідної Хіди
B¨ : (L

2)βq Ñ (L2)βq b HC,

[15] (див. також [16]). З цього результату випливає, зокрема, замкне-
ність згаданих операторів.

Насамкінець зауважимо, що у випадках, коли замість розширеного
стохастичного інтеграла

ş

˝(t)pdLt розглядається інтеграл
ż

∆
˝(t)pdLt =

ż

˝(t)1∆(t)pdLt, ∆ P B(R+)

(див. Зауваження 1.4.4), відповідним спряженим оператором є стоха-
стична похідна Хіди 1∆(¨)B¨, це тривіальним чином випливає з рівно-
сті (1.26).

2. ФОРМУЛИ ТИПУ КЛАРКА-ОКОНА ТА СУМІЖНІ ПИТАННЯ
Нехай Ft, t P R+, – поповнення відносно міри білого шуму Леві σ-

алгебри σ(Lu : u ď t), породженої процесом Леві L до моменту часу t.
Для F P (L2)βq , β P [´1, 0) та q P Z, або β = 0 та ´q P N (тобто для уза-
гальнених випадкових величин), визначимо математичне сподівання E
та умовне математичне сподівання E

(
˝ |Ft

)
, поклавши

EF := xxF, 1yy(L2) = F (0) P C,

E
(
F |Ft

)
:= F (0) +

8
ÿ

n=1

:x˝bn, F (n)1[0,t)ny : P (L2)βq ,

де F (n) P H(n)
ext – ядра з розкладу (1.6) для F . Якщо F P (L2) Ă (L2)βq ,

то, як легко бачити, EF є звичайним математичним сподіванням F ; і
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цілком аналогічно доведенню Теореми 4.2 в [17] можна показати, що
E
(
F |Ft

)
є умовним математичним сподіванням F відносно Ft. Спира-

ючись на це визначення, для G P (L2)βq b HC природно покласти

E
(
G(¨)|F¨

)
:= G

(0)
¨ +

8
ÿ

n=1

:x˝bn, G
(n)
¨ 1[0,¨)ny : P (L2)βq b HC, (2.1)

де G(n)
¨ P H(n)

ext b HC – ядра з розкладу (1.12) для G. Зрозуміло, що

G
(n)
¨ 1[0,¨)n P H(n)

ext b HC, |G
(n)
¨ 1[0,¨)n |H(n)

extbHC
ď |G

(n)
¨ |H(n)

extbHC
,

а тому E
(

˝ (¨)|F¨

)
є лінійним неперервним оператором в (L2)βq b HC.

2.1. Формула Кларка-Окона в найпростішому частинному ви-
падку. Як і при описі конструкції розширеного стохастичного інте-
грала, розглянемо спочатку найпростіший частинний випадок, в якому
формула Кларка-Окона приймає класичний вигляд.

Твердження 2.1.1. Нехай F P (L2)βq є таким, що ядра F (n), n P Z+, з
розкладу (1.6) належать просторам Hpbn

C Ă H(n)
ext (див. Підрозділ 1.2).

Тоді
F = EF +

ż

E
(
BtF |Ft

)
pdLt (2.2)

(пор. з (0.2)).
Доведення. Використовуючи (1.22), (2.1) та (1.15), нескладно прийти
до висновку, що представлення (2.2) справедливе, якщо для кожного
n P Nzt1u і для кожного F (n) P Hpbn

C

nPr
(
F (n)(¨1, . . . , ¨n´1, ¨n)1[0,¨n)n´1(¨1, . . . , ¨n´1)

)
= F (n)

у просторіHpbn
C , тут і нижче Pr – оператор симетризації за всіма змінни-

ми. Але ця рівність виконується у вказаному просторі, оскільки F (n) є
симетричною функцією (точніше, клас еквівалентності F (n) у просторі
Hpbn

C містить симетричну функцію-представника), для різних t1, . . . , tn
Pr1[0,tn)n´1(t1, . . . , tn´1) = 1

n , а іншими випадками можна знехтувати
через неатомарність міри Лебега. □

Зауваження 2.1.2. Нехай F P (L2)βq задовольняє умову Тверджен-
ня 2.1.1, а також є регулярною основною (β ą 0 або β = 0 та q P N), або
квадратично інтегровною (β = q = 0, F P (L2)) та диференційовною
за Хідою (B¨F P (L2) b HC) функцією. Тоді E

(
B¨F |F¨

)
є інтегровним за
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Іто випадковим процесом, а тому у представленні (2.2) можна вико-
ристовувати стохастичний інтеграл Іто (який співпадає в зазначених
випадках з розширеним стохастичним інтегралом).

У загальному випадку представлення (2.2) не може бути справедли-
вим хоча б тому, що не кожне F P (L2)βq можна представити у вигляді

F = EF +

ż

G(t)pdLt, (2.3)

де G – бодай формальний ряд вигляду (1.12) (див. Теорему 2.2.1 ниж-
че). Але навіть якщо F є таким, що його можна подати у вигляді (2.3),
рівність (2.2) однаково може не виконуватись. Нехай, наприклад,

F = :x˝b3, F (3)y :, F (3) P H(3)
ext.

Тоді EF = 0 та, як неважко підрахувати за допомогою (1.22), (2.1)
та (1.18),

ż

E
(
BtF |Ft

)
pdLt =

= :x˝b3, F (3)(¨1, ¨2, ¨3)
(
1[0,¨3)2(¨1, ¨2)+1[0,¨2)2(¨3, ¨1)+1[0,¨1)2(¨2, ¨3)

)
y :,

а тому, використовуючи (1.9) та (1.8), отримуємо
›

›F ´

ż

E
(
BtF |Ft

)
pdLt

›

›

2

(L2)βq
= 61+β ¨ 8qˆ

ˆ
ˇ

ˇF (3)(¨1, ¨2, ¨3)
(
1 ´ [1[0,¨3)2(¨1, ¨2)+1[0,¨2)2(¨3, ¨1)+1[0,¨1)2(¨2, ¨3)]

)ˇ
ˇ

2

ext
=

= 9 ¨ 6β ¨ 8q}p2}2ν

ż

R2
+

|F (3)(t1, t1, t2)|
21tt1ět2udt1dt2+

+ 6β ¨ 8q}p3}2ν

ż

R+

|F (3)(t1, t1, t1)|
2dt1.

Якщо F (3) є таким, що
ş

R+
|F (3)(t1, t1, t1)|

2dt1 = 0, то :x˝b3, F (3)y : можна
представити у вигляді (2.3) (див. Теорему 2.2.1 нижче); але якщо при
цьому

ż

R2
+

|F (3)(t1, t1, t2)|
21tt1ět2udt1dt2 = 0,

то F =
ş

E
(
BtF |Ft

)
pdLt, тобто :x˝b3, F (3)y : не можна представити у виг-

ляді (2.2).
У наступних підрозділах ми встановимо необхідну і достатню умову,

за якої F P (L2)βq можна представити у вигляді (2.3); отримаємо фор-
мули типу Кларка-Окона для F ; а також з’ясуємо необхідну і достатню
умову, за якої F допускає представлення у вигляді (2.2).
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2.2. Належність випадкових величин області значень розши-
реного стохастичного інтеграла. Розглянемо простий приклад. Не-
хай

F = :x˝b2, F (2)y :, F (2) P H(2)
ext.

Зрозуміло, що якщо таке F можна представити у вигляді (2.3), то

G(¨) = :x˝, G
(1)
¨ y :, G

(1)
¨ P H(1)

ext b HC, F (2) = pG(1),

(див. Підрозділ 1.4). Оскільки за побудовою pG(1) містить представника
pg(1) такого, що для кожного t P R+pg

(1)(t, t) = 0, маємо необхідну умову,
за якої :x˝b2, F (2)y : можна представити у вигляді (2.3):
‚ F (2) має містити представника f (2) такого, що для кожного t P R+

f (2)(t, t) = 0.
Більше того, легко бачити, що ця умова є й достатньою: покладемо

G
(1)
¨ := F (2)(¨) P H(1)

ext b HC

(іншими словами, G(1)
¨ – це ядро F (2), яке розуміється як елемент про-

стору H(1)
ext bHC, див. Підрозділ 1.5), тоді за виконання згаданої умови

маємо pG(1) = F (2) (в якості представника G
(1)
¨ , що задовольніє умо-

ву (1.16), можна взяти згадану вище функцію f (2)), а тому згідно з (1.18)
ż

:x˝, G
(1)
t y :pdLt = :x˝b2, F (2)y : = F.

У загальному випадку ситуація, звісно, подібна: F P (L2)βq можна
представити у вигляді (2.3) (таке представлення, взагалі кажучи, не є
єдиним) якщо та лише якщо ядра з розкладу (1.6) для F мають вла-
стивості, притаманні ядрам з розкладу (1.18) для розширених стоха-
стичних інтегралів. Точніше, справедливе таке твердження.

Теорема 2.2.1. Нехай F P (L2)βq . Тоді наступні твердження еквіва-
лентні:
(1) F можна представити у вигляді (2.3), де G P (L2)βq bHC у випадку

β ě 0, та G P (L2)βq´1 b HC, якщо β ă 0;
(2) для кожного n P Nzt1u ядро F (n) P H(n)

ext з розкладу (1.6) для F

містить представника f (n) такого, що f (n)(t1, . . . , tn) = 0, якщо
для кожного i P t1, . . . , nu існує j P t1, . . . , nuztiu таке, що ti = tj.

Доведення. Спочатку доведемо теорему для

F = :x˝bn, F (n)y :, F (n) P H(n)
ext, n P Nzt1u

(випадки n = 0 та n = 1 є тривіальними).
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(1)ñ(2) Нехай :x˝bn, F (n)y : =
ş

G(t)pdLt. Зрозуміло, що зараз

G(¨) = :x˝bn´1, G
(n´1)
¨ y :, G

(n´1)
¨ P H(n´1)

ext b HC, F (n) = pG(n´1)

(див. (1.18)). Але за побудовою pG(n´1) P H(n)
ext задовольняє умову твер-

дження (2) (в якості f (n) можна обрати функцію pg(n´1) P pG(n´1), що
є симетризацією представника ġ(n´1)

¨ P G
(n´1)
¨ , який задовольняє умо-

ву (1.16), див. Підрозділ 1.4).
(2)ñ(1) Нехай f (n) P F (n) – описаний у твердженні (2) представник

F (n). Не втрачаючи загальності можна вважати, що f (n) є симетричною
функцією. Покладемо

hn(t1, . . . , tn) := Pr1tt1 =tn,t2 =tn,...,tn´1 =tnu =

=
1

n

[
1tt1 =tn,t2 =tn,...,tn´1 =tnu + 1ttn =tn´1,t1 =tn´1,...,tn´2 =tn´1u+

+ ¨ ¨ ¨ + 1tt2 =t1,t3 =t1,...,tn =t1u

]
,

(2.4)

g
(n´1)
t (t1, . . . , tn´1) :=

#

f (n)(t1,...,tn´1,t)
hn(t1,...,tn´1,t)

, hn(t1, . . . , tn´1, t) = 0

0, hn(t1, . . . , tn´1, t) = 0
(2.5)

(зауважимо, що якщо hn(t1, . . . , tn´1, t) = 0, то

f (n)(t1, . . . , tn´1, t) = 0

за умовою твердження (2), а тому можна сказати, що g(n´1)
¨ «зберігає

всю інформацію» про функцію f (n)). Використовуючи (1.8), неатомар-
ність міри Лебега, та рівність

hn(t1, . . . , t1
looomooon

l1

, . . . , ts1+¨¨¨+sk , . . . , ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

, t) =

=
1

n
1tlką1u +

sk + 1

n
1tlk=1u

(2.6)

для різних t1, . . . , ts1+¨¨¨+sk , t, яка випливає безпосередньо з (2.4), де

k, l¨, s¨ P N, l1 ą ¨ ¨ ¨ ą lk, l1s1 + ¨ ¨ ¨ + lksk = n´ 1,
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отримаємо

|g
(n´1)
¨ |2

H(n´1)
ext bHC

=

=
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlk,
l1s1+¨¨¨+lksk=n´1

(n´ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇg
(n´1)
t (t1, ..., t1

looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt =

= n
ÿ

k,lj ,sjPN: j=1,...,k,
l1ą¨¨¨ąlką1,

l1s1+¨¨¨+lksk+1=n

n!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇf (n)(t1, . . . , t1
looomooon

l1

, . . . , ts1+¨¨¨+sk , . . . , ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

, t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt+

+ n
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlk=1,

l1s1+¨¨¨+lk´1sk´1+sk+1=n

n!

s1! ¨ ¨ ¨ (sk + 1)!(sk + 1)
ˆ

ˆ

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk´1
}ν

lk´1!

)2sk´1

ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇf (n)(t1, . . . , t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk´1+1, ..., ts1+¨¨¨+sk , t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt ď n|F (n)|2
H(n)

ext

ă 8.

(2.7)

Отже, функція g(n´1)
¨ породжує елемент (клас еквівалентності)

G
(n´1)
¨ P H(n´1)

ext b HC.

Покладемо

ġ
(n´1)
¨n (¨1, . . . , ¨n´1) := g

(n´1)
¨n (¨1, . . . , ¨n´1)1t¨1 =¨n,¨2 =¨n,...,¨n´1 =¨nu P G

(n´1)
¨ .

Зрозуміло, що ця функція задовольняє умову (1.16). Враховуючи (2.4)
та (2.5), отримуємо
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pg(n´1)(¨1, . . . , ¨n) = Prġ
(n´1)
¨n (¨1, . . . , ¨n´1) =

= g
(n´1)
¨n (¨1, . . . , ¨n´1)hn(¨1, . . . , ¨n) = f (n)(¨1, . . . , ¨n) P F (n),

оскільки f (n) – симетрична функція, що задовольняє умову тверджен-
ня (2) (зауважимо, що якби функція f (n) не задовольняла б умову твер-
дження (2), остання рівність не мала б місця). З іншого боку, функція
pg(n´1) породжує ядро pG(n´1) P H(n)

ext, яке використовується при визна-
ченні розширеного стохастичного інтеграла:

ż

:x˝bn´1, G
(n´1)
t y :pdLt = :x˝bn, pG(n´1)y :

(див. Підрозділ 1.4). Отже, pG(n´1) = F (n) в H(n)
ext, а тому, поклавши

G(¨) := :x˝bn´1, G
(n´1)
¨ y :, маємо F =

ş

G(t)pdLt, тобто умова тверджен-
ня (1) виконана.

У загальному випадку імплікація (1)ñ(2) тривіальним чином випли-
ває з (1.18) та відповідної імплікації у щойно розглянутому частинному
випадку.

Доведемо імплікацію (2)ñ(1). Нехай

G(¨) :=
8
ÿ

n=1

:x˝bn´1, G
(n´1)
¨ y :,

де G(n´1)
¨ P H(n´1)

ext bHC – ядра, побудовані вище для кожного n P Nzt1u,
G

(0)
¨ := F (1)(¨) P H(1)

ext = HC. Достатньо довести, що G P (L2)βq b HC у
випадку β ě 0, та G P (L2)βq´1 b HC, якщо β ă 0, тоді рівність (2.3)
випливатиме з (1.18) та відповідної імплікації у щойно розглянутому
частинному випадку. Використовуючи (1.13), оцінку

|G
(n´1)
¨ |2

H(n´1)
ext bHC

ď n|F (n)|2
H(n)

ext

(див. (2.7); випадок n = 1 є тривіальним), та (1.9), отримуємо для β ě 0

}G}2
(L2)βq bHC

=
8
ÿ

n=1

((n´ 1)!)1+β2q(n´1)|G
(n´1)
¨ |2

H(n´1)
ext bHC

ď

ď 2´q
8
ÿ

n=1

(n!)1+β2qnn´β|F (n)|2
H(n)

ext

ď 2´q}F }2
(L2)βq

ă 8,

та для β ă 0

}G}2
(L2)βq´1bHC

=
8
ÿ

n=1

((n´ 1)!)1+β2(q´1)(n´1)|G
(n´1)
¨ |2

H(n´1)
ext bHC

ď
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ď 21´q
8
ÿ

n=1

(n!)1+β2qn[2´nn´β]|F (n)|2
H(n)

ext

ď

ď 21´q max
nPN

[2´nn´β]}F }2
(L2)βq

ă 8,

звідки й випливає потрібне. □

Зауваження 2.2.2. Нехай випадкову величину F P (L2)βq можна фор-
мально представити у вигляді F = EF +

ş

G(t)pdLt (пор. з (2.3)), де

G(¨) :=
8
ÿ

n=1

:x˝bn´1,G(n´1)
¨ y :,

G(n´1)
¨ P H(n´1)

ext b HC, – формальний ряд, та
ż

G(t)pdLt :=
8
ÿ

n=1

:x˝bn, pG(n´1)y :

(пор. з (1.18)) – формальний стохастичний інтеграл. Тоді для кожного
ядра F (n) P H(n)

ext (n P N) з розкладу (1.6) для F маємо F (n) = pG(n´1),
а тому F задовольняє умову твердження (2) Теореми 2.2.1, відтак F

можна представити у вигляді (2.3) з G P (L2)βq b HC (β ě 0) або G P

(L2)βq´1 b HC (β ă 0).

Насамкінець відзначимо, що якщо F = :x˝bn, F (n)y :, F (n) P H(n)
ext,

n P Nzt1u, неможливо представити у вигляді (2.3), однаково можна по-
будувати ядра G(n´1)

¨ P H(n´1)
ext b HC за функціями (2.5). Але в цьому

випадку pG(n´1) = F (n) в H(n)
ext (зараз | pG(n´1) ´F (n)|ext містить інтеграли

за сім’ями аргументів, для яких функція hn, визначена у (2.4), дорів-
нює нулю) та | pG(n´1)|ext ă |F (n)|ext (доведення цього факту залишимо
зацікавленому читачу).

2.3. Найпростіша формула типу Кларка-Окона в загальному
випадку. Почнемо з певної підготовки. Для n P Nzt1u та t1, . . . , tn P

R+ визначимо
h̄n(t1, . . . , tn) := nhn(t1, . . . , tn), (2.8)

де функції hn визначені формулою (2.4); покладемо також h̄1 ” 1. Далі,
для G(n)

¨ P H(n)
ext b HC, n P Z+, покладемо

rG
(n)
¨ (¨1, . . . , ¨n) :=

#

G
(n)
¨ (¨1,...,¨n)

h̄n+1(¨1,...,¨n,¨)
, якщо h̄n+1(¨1, . . . , ¨n, ¨) = 0

0, якщо h̄n+1(¨1, . . . , ¨n, ¨) = 0.
(2.9)
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Легко бачити, що rG
(n)
¨ P H(n)

ext b HC та

| rG
(n)
¨ |H(n)

extbHC
ď |G

(n)
¨ |H(n)

extbHC
. (2.10)

Для G P (L2)βq b HC визначимо

(AG)(¨) :=
8
ÿ

n=0

:x˝bn, rG
(n)
¨ y :, (2.11)

де ядра rG
(n)
¨ побудовані по ядрам G

(n)
¨ з розкладу (1.12) для G. З

оцінки (2.10) випливає, що A є лінійним неперервним оператором в
(L2)βq b HC.

Твердження 2.3.1. Нехай F P (L2)βq . Тоді
AB¨F P (L2)βq b HC для β ě 0,

та
AB¨F P (L2)βq´1 b HC для β ă 0,

де B¨ – похідна Хіди (1.24).
Доведення. У випадку β ă 0 результат твердження випливає безпосе-
редньо з властивостей операторів B¨ та A. Розглянемо випадок β ě 0.
З (1.22) та (2.11) випливає, що

AB¨F =
8
ÿ

n=1

n:x˝bn´1, rF (n)(¨)y :,

де ядра rF (n)(¨) P H(n´1)
ext bHC побудовані по ядрам F (n) з розкладу (1.6)

для F , які розуміються як елементи просторів H(n´1)
ext b HC (див. Під-

розділ 1.5). Використовуючи (1.8), неатомарність міри Лебега, (2.6)
та (2.8), подібно до викладки (2.7) можна встановити, що

|n rF (n)(¨)|2
H(n´1)

ext bHC
ď n|F (n)|2

H(n)
ext

. (2.12)

Скориставшись (1.13), цією оцінкою та (1.9), отримуємо

}AB¨F }2
(L2)βq bHC

=
8
ÿ

n=1

((n´ 1)!)1+β2q(n´1)|n rF (n)(¨)|2
H(n´1)

ext bHC
ď

ď 2´q
8
ÿ

n=1

(n!)1+β2qnn´β|F (n)|2
H(n)

ext

ď 2´q}F }2
(L2)βq

ă 8,

звідки й випливає потрібне. □

Сформулюємо й доведемо основний результат підрозділу.
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Теорема 2.3.2. Нехай випадкова величина F P (L2)βq може бути пред-
ставлена у вигляді (2.3) (див. Теорему 2.2.1). Тоді має місце представ-
лення (формула типу Кларка-Окона)

F = EF +

ż

ABtF pdLt (2.13)

(пор. з (2.2)).
Доведення. Спочатку доведемо теорему для F = :x˝bn, F (n)y :, F (n) P

H(n)
ext, n P Nzt1u (випадки n = 0 та n = 1 є тривіальними). Задля

спрощення позначень приймемо за визначенням 0
0 := 0. Використо-

вуючи (1.22), (2.11), (2.9) та (2.8), отримуємо

AB¨:x˝bn, F (n)y : = n:x˝bn´1, rF (n)(¨)y : =

= n:x˝bn´1,
f (n)(¨1, . . . , ¨n´1, ¨)

h̄n(¨1, . . . , ¨n´1, ¨)
y : = :x˝bn´1,

f (n)(¨1, . . . , ¨n´1, ¨)

hn(¨1, . . . , ¨n´1, ¨)
y :,

де f (n) P F (n) P H(n)
ext – симетрична функція, описана у тверджен-

ні (2) Теореми 2.2.1 (нагадаємо, що якщо для деякого набору аргументів
t1, . . . , tn´1, t P R+ виконана умова

hn(t1, . . . , tn´1, t) = h̄n(t1, . . . , tn´1, t) = 0,

то f (n)(t1, . . . , tn´1, t) = 0). Але за побудовою ядер розширеного стоха-
стичного інтеграла (див. Підрозділ 1.4) yf (n)

hn
= f (n) P F (n), звідки маємо,

що
ż

(AB¨:x˝bn, F (n)y :)(t)pdLt ”

ż

ABt:x˝bn, F (n)y :pdLt = :x˝bn, F (n)y :,

що і треба було довести.
Твердження теореми в загальному випадку випливає з Тверджен-

ня 2.3.1, (1.18) та щойно доведеного результату. □

Зауваження 2.3.3. Нехай F P (L2)βq можна представити у вигля-
ді (2.3). З Зауваження 2.2.2, Твердження 2.3.1 та представлення (2.13)
випливає, що в якості підінтегральної функції G(¨) можна обрати AB¨F
(насправді саме у вигляді AB¨F , хоч і в інших позначеннях, G(¨) було
побудовано при доведенні Теореми 2.2.1).
2.4. Прямий аналог формули Кларка-Окона в загальному ви-
падку. Конструкція підінтегральної функції у формулі типу Клар-
ка-Окона (2.13) є відносно простою, але ця формула не є безпосере-
днім узагальненням класичної формули Кларка-Окона (2.2). Справді,



832 М. Качановський

нехай F P (L2)βq задовольняє умову Твердження 2.1.1. Використовую-
чи (1.22), (2.11), (2.9), (2.8), (2.4) та (2.1), неважко показати, що в цьому
випадку

AB¨F =
8
ÿ

n=1

:x˝bn´1, F (n)(¨)y :,

в той час як

E
(
B¨F |F¨

)
=

8
ÿ

n=1

n:x˝bn´1, F (n)(¨)1[0,¨)n´1y : = AB¨F,

взагалі кажучи (тут F (n), n P N, – ядра з розкладу (1.6) для F , які
розуміються як елементи просторів H(n´1)

ext b HC, див. Підрозділ 1.5).
Подібна ситуація має місце і в гауссівському аналізі, див. [13].

Отримаємо прямий аналог, тобто безпосереднє узагальнення форму-
ли Кларка-Окона (2.2) на випадок, коли випадкову величину F можна
представити у вигляді (2.3), але умова Твердження 2.1.1 не виконана.
Для n P N та t1, . . . , tn, t P R+ покладемо

χn,t(t1, . . . , tn) :=

$

’

&

’

%

0, якщо Di P t1, . . . , nu : ti ě t

та @j P t1, . . . , nuztiu ti = tj

1, в інших випадках
(2.14)

тобто χn,t(t1, . . . , tn) = 0, якщо існує ti кратності 1 (себто ti не дорівнює
жодному іншому tj , j = i), більше за t або рівне t. Наприклад,

‚ χ3,4(7, 7, 2) = 1 (2 ă 4, 7 має кратність 2),
‚ χ3,4(5, 5, 5) = χ3,4(2, 2, 2) = 1 (відсутні аргументи кратності 1),
‚ χ3,4(7, 2, 2) = 0 (7 ą 4, 7 має кратність 1),
‚ χ3,4(4, 2, 2) = 0 (є однократний аргумент, що дорівнює 4).

Покладемо також χ0,¨ ” 1. Для G P (L2)βq b HC визначимо

(E¨G)(¨) :=
8
ÿ

n=0

:x˝bn, G
(n)
¨ χn,¨y :

” G
(0)
¨ +

8
ÿ

n=1

:x˝bn, G
(n)
¨ χn,¨y : P (L2)βq b HC

(2.15)

(пор. з (2.1)), де G(n)
¨ P H(n)

ext b HC – ядра з розкладу (1.12) для G.
Зрозуміло, що

G
(n)
¨ χn,¨ P H(n)

ext b HC, |G
(n)
¨ χn,¨|H(n)

extbHC
ď |G

(n)
¨ |H(n)

extbHC
,

а отже E¨ є лінійним неперервним оператором в (L2)βq b HC.
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Твердження 2.4.1. (пор. з Твердженням 2.3.1) Нехай F P (L2)βq . Тоді

E¨B¨F P (L2)βq b HC для β ě 0

та
E¨B¨F P (L2)βq´1 b HC для β ă 0,

де B¨ – похідна Хіди (1.24).
Доведення. У випадку β ă 0 результат твердження випливає безпосе-
редньо з властивостей операторів B¨ та E¨. Розглянемо випадок β ě 0.
З (1.22) та (2.15) випливає, що

E¨B¨F =
8
ÿ

n=0

(n+ 1):x˝bn, F (n+1)(¨)χn,¨y :, (2.16)

де F (n+1) – ядра з розкладу (1.6) для F , які розуміються як елементи
просторів H(n)

ext bHC (див. Підрозділ 1.5). Для того, щоб оцінити норму
E¨B¨F в просторі (L2)βq b HC, потрібен такий технічний результат.

Лема 2.4.2. Для довільних n P Z+ та F (n+1) P H(n+1)
ext

(n+ 1)|F (n+1)(¨)χn,¨|
2

H(n)
extbHC

ď |F (n+1)|2
H(n+1)

ext

(2.17)

(пор. з (2.12)).
Доведення. Використовуючи (1.8), (2.14), неатомарність міри Лебега та
той добре відомий факт, що для симетричної інтегровної за Лебегом
функції f : Rm

+ Ñ R+, m P N,
ż

Rm
+

f(t1, . . . , tm)dt1 . . . dtm = m

ż

R+

dt1

ż

[0,t1)m´1

f(t1, . . . , tm)dt2 . . . dtm,

отримуємо
(n+ 1)|F (n+1)(¨)χn,¨|

2

H(n)
extbHC

=

=
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlk,
l1s1+¨¨¨+lksk=n

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

|F (n+1)(t1, . . . , t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , . . . , ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

, t)ˆ

ˆ χn,t(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

)|2dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt =
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=
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlką1,

l1s1+¨¨¨+lksk=n

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇF (n+1)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

, t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt+

+
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlk=1,

l1s1+¨¨¨+lk´1sk´1+sk=n

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk´1
}ν

lk´1!

)2sk´1

ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇF (n+1)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk´1+1, ..., ts1+¨¨¨+sk , t)ˆ

ˆ χn,t(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk´1+1, ..., ts1+¨¨¨+sk)
ˇ

ˇ

2
dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt =

=
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlką1,

l1s1+¨¨¨+lksk=n

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇF (n+1)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

, t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt+

+
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlk=1,

l1s1+¨¨¨+lk´1sk´1+sk=n

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk´1
}ν

lk´1!

)2sk´1

ˆ

ˆ

ż

R
s1+¨¨¨+sk´1+1

+

dtdt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+sk´1
ˆ

ˆ

ż

[0,t)sk

ˇ

ˇF (n+1)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk´1+1, ..., ts1+¨¨¨+sk , t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dts1+¨¨¨+sk´1+1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+sk =



Формули типу Кларка-Окона 835

=
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlką1,
l1s1+¨¨¨+lksk+1=n+1

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk}ν

lk!

)2sk
ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇF (n+1)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk , ..., ts1+¨¨¨+sk
looooooooooooomooooooooooooon

lk

, t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt+

+
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ą1,

l1s1+¨¨¨+lk´1sk´1+sk+1=n+1

(n+ 1)!

s1! ¨ ¨ ¨ (sk + 1)!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk´1
}ν

lk´1!

)2sk´1

ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk+1
+

ˇ

ˇF (n+1)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk´1+1, ..., ts1+¨¨¨+sk , t)
ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+skdt ď |F (n+1)|2
H(n+1)

ext

.

(Зауважимо, що якщо F (n+1) задовольняє умову, накладену на ядра у
твердженні (2) Теореми 2.2.1, то на останньому кроці маємо рівність,
тобто в такому випадку

(n+ 1)|F
(n+1)
¨ χn,¨|

2

H(n)
extbHC

= |F (n+1)|2
H(n)

ext

,

довести це пропонується зацікавленому читачу.) □

Повернемось до доведення твердження. Скориставшись формула-
ми (2.16), (1.13), (2.17) та (1.9), отримуємо

}E¨B¨F }2
(L2)βq bHC

=
8
ÿ

n=0

(n!)1+β2qn(n+ 1)2|F (n)(¨)χn,¨|
2

H(n)
extbHC

ď

ď 2´q
8
ÿ

n=0

((n+ 1)!)1+β2q(n+1)(n+ 1)´β|F (n+1)|2
H(n+1)

ext

ď

ď 2´q}F }2
(L2)βq

ă 8,

звідки й випливає потрібне. □

Сформулюємо й доведемо основний результат підрозділу.

Теорема 2.4.3 (пор. з Теоремою 2.3.2). Нехай випадкова величина F P

(L2)βq може бути представлена у вигляді (2.3) (див. Теорему 2.2.1).
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Тоді має місце представлення (формула типу Кларка-Окона)

F = EF +

ż

EtBtF pdLt (2.18)

(пор. з (2.2), (2.13)).
Доведення. Спочатку доведемо теорему для

F = :x˝bn, F (n)y :, F (n) P H(n)
ext, n P Nzt1u

(випадки n = 0 та n = 1 є тривіальними). Використовуючи (1.22), (2.15)
та (1.18), отримуємо

ż

EtBt:x˝bn, F (n)y :pdLt = n:x˝bn, {F (n)(¨)χn´1,¨y :,

отже, треба довести, що n {F (n)(¨)χn´1,¨ = F (n) в H(n)
ext. Нехай f (n) P F (n)

– симетрична функція, описана у твердженні (2) Теореми 2.2.1. Нага-
даємо, що ядро {F (n)(¨)χn´1,¨ породжене симетризацією функції

f (n)(¨1, . . . , ¨n´1, ¨)χn´1,¨(¨1, . . . , ¨n´1)1t¨1 =¨,...,¨n´1 =¨u

за всіма змінними, див. Підрозділ 1.4. Використовуючи (1.8), власти-
вості функції f (n), щойно згадану конструкцію ядра {F (n)(¨)χn´1,¨ та
неатомарність міри Лебега, отримуємо

|F (n) ´ n {F (n)(¨)χn´1,¨|
2
ext = |f (n) ´ n {f (n)(¨)χn´1,¨|

2
ext =

=
ÿ

k,lj ,sjPN:
j=1,...,k, l1ą¨¨¨ąlk=1,

l1s1+¨¨¨+lk´1sk´1+sk=n

n!

s1! . . . sk!

(}pl1}ν

l1!

)2s1
¨ ¨ ¨

(}plk´1
}ν

lk´1!

)2sk´1

ˆ

ˆ

ż

Rs1+¨¨¨+sk
+

ˇ

ˇf (n)(t1, ..., t1
looomooon

l1

, ..., ts1+¨¨¨+sk´1+1, ..., ts1+¨¨¨+sk)[1´

´ 1tts1+¨¨¨+sk´1+1ăts1+¨¨¨+sk
,ts1+¨¨¨+sk´1+2ăts1+¨¨¨+sk

,...,ts1+¨¨¨+sk´1ăts1+¨¨¨+sk
u´

´ 1tts1+¨¨¨+sk
ăts1+¨¨¨+sk´1,ts1+¨¨¨+sk´1+1ăts1+¨¨¨+sk´1,...,ts1+¨¨¨+sk´2ăts1+¨¨¨+sk´1u´

´ ¨ ¨ ¨ ´ 1tts1+¨¨¨+sk´1+2ăts1+¨¨¨+sk´1+1,...,ts1+¨¨¨+sk
ăts1+¨¨¨+sk´1+1u]

ˇ

ˇ

2
ˆ

ˆ dt1 ¨ ¨ ¨ dts1+¨¨¨+sk = 0

(для різних ts1+¨¨¨+sk´1+1, . . . , ts1+¨¨¨+sk один і тільки один індикатор в
цій викладці дорівнює одиниці; інші випадки можна ігнорувати через
неатомарність міри Лебега).

Твердження теореми в загальному випадку випливає з Тверджен-
ня 2.4.1, (1.18) та щойно доведеного результату. □



Формули типу Кларка-Окона 837

Відзначимо, що якщо F P (L2)βq задовольняє умову Твердження 2.1.1
(тобто якщо ядра F (n), n P Z+, з розкладу (1.6) для F належать про-
сторам Hpbn

C Ă H(n)
ext), формула (2.18) редукується до (2.2) (довести це

пропонується зацікавленому читачу).

Зауваження 2.4.4. (пор. з Зауваженням 2.3.3) Нехай F P (L2)βq мо-
жна представити у вигляді (2.3). З Зауваження 2.2.2, Твердження 2.4.1
та представлення (2.18) випливає, що в якості підінтегральної функції
G(¨) можна обрати E¨B¨F .
2.5. Класична формула Кларка-Окона. У Підрозділі 2.1 ми вста-
новили доволі обтяжливу достатню умову на випадкову величину F ,
за якої формула Кларка-Окона для F приймає класичний вигляд (2.2)
(див. Твердження 2.1.1). На щастя, ця умова не є необхідною, і клас ви-
падкових величин, для яких справедливе представлення (2.2), є доволі
широким. Розглянемо це питання докладно.

Нехай F = :x˝b3, F (3)y :, F (3) P H(3)
ext. Умовою, за якої це F можна

представити у вигляді (2.3), є рівність
ş

R+
|F (3)(t, t, t)|2dt = 0, див. Під-

розділ 2.1. Але, як ми бачили у згаданому підрозділі, для представле-
ння F у вигляді (2.2) цього недостатньо: потрібна ще рівність

ż

R2
+

|F (3)(t1, t1, t2)|
21tt1ět2udt1dt2 = 0,

яка виконується, якщо F (3) містить представника, який дорівнює ну-
лю, коли кратність найбільшого аргументу більша за одиницю (грубо
кажучи, якщо F (3)(t1, t1, t2) = 0, коли t1 ě t2). Виявляється, що для
F P (L2)βq подібна умова на ядра з розкладу (1.6) і є необхідною та
достатньою для представлення F у вигляді (2.2). Сформулюємо та до-
ведемо відповідне твердження; але спочатку пояснимо, чому виникає
саме така умова.

Нехай F P (L2)βq можна представити у вигляді (2.3) (насправді за
виконання згаданої вище умови ця вимога виконана автоматично, див.
Зауваження 2.5.2 нижче). Представлення (2.18), яке є однією з конкре-
тизацій представлення (2.3) (див. Зауваження 2.4.4), відрізняється від
представлення (2.2) використанням функцій χn,¨ (див. (2.14)) замість
індикаторів 1[0,¨)n у підінтегральному виразі (пор. (2.15) та (2.1)). Але,
на відміну від індикаторів, функції χn,¨ «не реагують» на «поведінку»
тих аргументів, кратність яких є більшою за одиницю; отже, для то-
го, щоб вирази у правих частинах (2.18) та (2.2) співпали, «реагувати»
мають ядра з розкладу (1.6) для F .
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Теорема 2.5.1 (пор. з Теоремою 2.2.1). Нехай F P (L2)βq . Наступні
твердження еквівалентні:
(1) F можна представити у вигляді (2.2), де E

(
B¨F |F¨

)
P (L2)βq b HC

у випадку β ě 0, та E
(
B¨F |F¨

)
P (L2)βq´1 b HC, якщо β ă 0;

(2) для кожного n P Nzt1u ядро F (n) P H(n)
ext з розкладу (1.6) для F

містить представника f (n) такого, що f (n)(t1, . . . , tn) = 0, якщо
існують i, j P t1, . . . , nu, i = j, такі, що

maxtt1, . . . , tnu = ti = tj

(тобто якщо кратність найбільшого t¨ P tt1, . . . , tnu більша за оди-
ницю).

Доведення. Спочатку доведемо теорему для

F = :x˝bn, F (n)y :, F (n) P H(n)
ext, n P Nzt1u,

(випадки n = 0 та n = 1 є тривіальними). Нехай f (n) P F (n) – симетри-
чний представник класу еквівалентності F (n) в просторі H(n)

ext. Викори-
стовуючи (1.22), (2.1) та конструкцію ядер розширеного стохастичного
інтеграла (див. Підрозділ 1.4), отримуємо

ż

E
(
BtF |Ft

)
pdLt =

ż

E
(
Bt:x˝bn, F (n)y :|Ft

)
pdLt =

=

ż

n:x˝bn´1, f (n)(t)1[0,t)n´1y :pdLt =

= :x˝bn, f (n)nPr1[0,¨n)n´1(¨1, . . . , ¨n´1)y :,

де, як і раніше, Pr – оператор симетризації за всіма змінними. Отже, ви-
падкову величину F = :x˝bn, F (n)y : можна представити у вигляді (2.2)
якщо та лише якщо функції f (n) та f (n)nPr1[0,¨n)n´1(¨1, . . . , ¨n´1) нале-
жать одному і тому самому класу еквівалентності F (n) в H(n)

ext.
(1)ñ(2) Якщо F можна представити у вигляді (2.2), то, як щойно

встановлено, f (n)nPr1[0,¨n)n´1(¨1, . . . , ¨n´1) P F (n). Легко перевірити, що
ця функція задовольняє умову твердження (2) теореми.

(2)ñ(1) Нехай f (n) P F (n) – описаний у твердженні (2) представ-
ник F (n). Не втрачаючи загальності можна вважати, що f (n) є си-
метричною функцією. Легко показати, що зараз справедлива рівність
f (n) = f (n)nPr1[0,¨n)n´1(¨1, . . . , ¨n´1), а тому F можна представити у виг-
ляді (2.2).

У загальному випадку імплікація (1)ñ(2) тривіальним чином випли-
ває з (1.18) та відповідної імплікації у щойно розглянутому частинному
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випадку; імплікація (2)ñ(1) – з того факту, що за виконання умови
твердження (2)

E
(
B¨F |F¨

)
= E¨B¨F

(див. доведення Твердження 2.5.3 нижче), Твердження 2.4.1, (1.18) та
щойно доведеної відповідної імплікації у частинному випадку. □

Зауваження 2.5.2. Відзначимо, що якщо деяке F P (L2)βq задоволь-
няє умову твердження (2) Теореми 2.5.1, то це F задовольняє й умову
твердження (2) Теореми 2.2.1, оскільки представлення (2.2) для F є
однією з конкретизацій представлення (2.3). Довести це можна й без-
посередньо, що пропонується зробити в якості вправи зацікавленому
читачу.

Як вже відзначалось, формула типу Кларка-Окона (2.18) є безпосе-
реднім узагальненням класичної формули Кларка-Окона (2.2). Точні-
ше, справедливе таке твердження.

Твердження 2.5.3. Якщо F P (L2)βq можна представити у вигля-
ді (2.2), то

E
(
B¨F |F¨

)
= E¨B¨F (2.19)

в (L2)βq b HC у випадку β ě 0 та в (L2)βq´1 b HC у випадку β ă 0.
Доведення. Спочатку доведемо твердження для

F = :x˝bn, F (n)y :, F (n) P H(n)
ext, n P Nzt1u

(випадки n = 0 та n = 1 є тривіальними). Нехай f (n) P F (n) – опи-
саний в умові твердження (2) Теореми 2.5.1 представник F (n). Згідно
з (1.22), (2.1) та (2.15) достатньо показати, що

f (n)(¨)1[0,¨)n´1 = f (n)(¨)χn´1,¨

в H(n´1)
ext b HC. Легко перевірити, що якщо для деяких t1, . . . , tn´1, t

1[0,t)n´1(t1, . . . , tn´1) = χn´1,t(t1, . . . , tn´1),

то кратність maxtt1, . . . , tn´1, tu є більшою за одиницю; а у такому ви-
падку f (n)(t1, . . . , tn´1, t) = 0. Отже, для будь-якого набору аргументів

f (n)(t1, . . . , tn´1, t)[1[0,t)n´1(t1, . . . , tn´1) ´ χn´1,t(t1, . . . , tn´1)] = 0

і тому
|f (n)(¨)[1[0,¨)n´1 ´ χn´1,¨]|H(n´1)

ext bHC
= 0,

що і треба було довести.
У загальному випадку рівність (2.19) в просторі (L2)βq´1 b HC є на-

слідком щойно доведеного результату та неперервності операторів B¨,
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E
(

˝ (¨)|F¨

)
і E¨; а якщо β ě 0, то згідно з твердженням 2.4.1 ця рівність

є справедливою в просторі (L2)βq b HC Ă (L2)βq´1 b HC. □

Відзначимо, що результати цієї статті залишаються справедливими
для випадкових величин F P (L2)β , β P [´1, 1], в цьому випадку підін-
тегральні функції належать відповідним просторам (L2)β b HC.

Насамкінець зауважимо, що крім просторів з регулярного оснащен-
ня простору (L2) (1.10), в аналізі білого шуму Леві уводяться та ви-
вчаються так звані простори нерегулярних основних і узагальнених
функцій [15,37], а також визначаються та досліджуються різноманітні
оператори й операції на таких просторах. Варто зазначити, що деякі
властивості згаданих просторів суттєво відрізняються від властивостей
просторів (L2)βq . Побудові й дослідженню формул типу Кларка-Окона
на просторах нерегулярних основних і узагальнених функцій будуть
присвячені інші роботи автора.

Я щиро вдячний професору В. І. Герасименку за пропозицію напи-
сати цю статтю та всебічну підтримку.
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The theory of dynamical systems
of conflict in the framework

of functional analysis
Volodymyr Koshmanenko

Abstract. In this article, we give an introduction to the mathematical set-
ting of problems related to the phenomenon of conflict in terms of construc-
tions in Hilbert spaces. The struggle (conflict, game) between opponents
(adversaries, players) will be represented by operator transformations of vec-
tors in Hilbert spaces and probabilistic distributions on the territory of life
resources. The phenomenon of conflict as a contradiction between opponents
appears in mathematical terms as an intersection the domains of definition
for operators and overlapping of corresponding measures.

Conflict interaction between opponents in the physical sense is described
by the specific transformation of states in a Hilbert space. In turn, this is a
mapping that changes the spectral measurements. Thus, a complex dynam-
ical system arises, which we call a dynamical system of conflict. Then the
following main problems arise as fundamental questions. What reasonable
law of engagement (game or war) should be adopted to resolve the initial
intersections? What is a fair limiting distribution of the resource territory?

In a more general formulation, solving conflict problems means the de-
tailed describing of all possible outcomes on opponents states of the type:
victories, defeats, states of equilibrium, compromises as fixed points together
with their basins of attraction.

Анотація. Стаття присвячена введенню математичної постановки за-
дач, пов’язаних із феномен конфлікту, в термінах конструкцій у гіль-
бертових просторах. Боротьба (конфлікт, гра) між опонентами (супро-
тивниками, гравцями) буде представлена операторними перетвореннями
векторів у гільбертових просторах та ймовірнісними розподілами на про-
сторі життєвих ресурсів. Феномен конфлікту, як суперечність між опо-
нентами, в математичних термінах означає перетин областей визначення
для операторів та перекриття носіїв відповідних мір.

Конфліктна, у фізичному сенсі, взаємодія між опонентами описується
специфічним перетворенням станів у гільбертовому просторі. У свою
чергу, ці відображення змінюють спектральні вимірювання. Таким чи-
ном, виникає складна динамічна система, яку ми називаємо динамічною
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системою конфлікту. Як основні проблеми постають наступні фунда-
ментальні питання. Який розумний закон конфліктної взаємодії (гри чи
війни) треба прийняти для розв’язання початкових перетинів? Яким має
бути справедливий граничний розподіл території життєвого ресурсу?

У більш загальному формулюванні, розв’язання конфліктних про-
блем означає детальний опис усіх можливих результатів про стани опо-
нентів типу: перемоги, поразки, рівноваги, компроміси, як нерухомі то-
чки, разом з басейнами їх притягання.

Having created the world,
God has appointed for everyone

a place at paradise, but
Devil invented a conflict

1. INTRODUCTiON
1.1. A bit of history. The classical approaches to the conflict phenome-
non and its applications have been discussed in many publications (see, for
example, [5–8], [11], [14–17], [20], [10, 21–23], [27]). Here we shortly recall
only some of well-known relating equations, models and versions:
´ the Malthus-Verhulst population equation describing the dynamics of

internal competition,
dP

dt
= (b´ d)P ´ cP 2,

´ the logistic equation
xn+1 = rxn (1 ´ xn)

which has been used to explain many population phenomena and exis-
tence of different evolution cycles,

´ the Lotka-Volterra equations
Ṅ = aN ´ bNP, Ṗ = ´cP + dNP

with wide spectrum of applications to behavior of hostile essences (for
example, the predator-prey model).

Besides, there are many problems with collision situations reflected in the
game theory (see, for example, [39] “Theory of Games and Economic Be-
havior”, by John von Neumann and Oskar Morgenstern).

1.2. Transition to a new vision. However, it is impossible to understand
the global picture of conflict phenomena on a universal scale, without mov-
ing from classical approaches to posing problems in terms of the modern
theory of dynamic systems, using of Hilbert or Banach spaces, theory of
self-adjoint operators and methods of functional analysis.
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Today, it is obvious that a wide range of phenomena in the natural
environment, such as, for example, biological populations or the dramatic
evolution of society, can be understood at least partially only with the help
of complex systems theory.

So, in world there are several powerful scientific centers to study of com-
plex systems (of type Santa Fe Institute in Mexico). In this direction the
main mathematical instruments are the non-linear analysis, the theory of
dynamical systems, and the computer modelling. According to the theory
developing in [19, 40] well constructed non-linear dynamical system has
always enough equilibrium states, both repulsive and attractive which sep-
arate the phase space into zones with different regimes of behavior for
trajectories. The equilibrium states here play the same role as eigenvectors
for operator in the linear analysis.

Moreover, we have to use all powerful instruments already developed in
mathematical physics and functional analysis. This transition to using of
contemporary methods is similar to going from classical physics to quantum
mechanics and quantum field theory.

One of the important feature of a new approach to description of results
(instead of construction of deterministic trajectories) is the going to sta-
tistical (probabilistic) interpretation of results. It means that in general
that it is impossible to predict, who will be a winner and how many he
obtains in each single case of the game. Thus, all prediction results of con-
flict interactions will be presented in a form of probabilistic distributions
on infinitely dimensional space. So, we need to use the methods of Hilbert
or Banach spaces.

Further, a notion of the conflict transformation as a some mapping in
the states space may be adequately represented by a specific linear operator
in a Hilbert space. It should correspond to the physical process of conflict
interaction between large (in a real, infinity) amount of alternative sides
(opponents, players, agents).

We start with obvious remark that only two forms of rough interaction
are observed in our living environment, namely, repulsive and attractive.
It follows that the construction of a universal conflict transformation in
the dynamical equations can be based on two operations corresponding to
simple mathematical signs: minus and plus. This is similar to the creation
and annihilation operators in quantum field theory. This is why we have
to look for construction of equations with two basic transformations that
represent the attraction and repulsion in each dynamical conflict model and
that are analogous to the creation and annihilation operators in quantum
field theory. It is important that these equations are necessarily non-linear,
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since the value of the terms corresponding to each opponent changes non-
additively at each moment of the conflict game.

Finally, we note that despite the important impact of abstract outcomes
on our understanding of various processes, especially in multi-component
and multi-agent models represented by mean-field games with total payoffs,
from the point of view of concrete applications, the results of an abstract
theory are of little use. In fact, we need to develop a more advanced
universal conflict theory of the type of axiomatic approach in quantum
field theory.

In the next sections, we will consider only the simplest versions of conflict
transformations without taking into account external influences. For more
discussion and results see the constructions in [2], [4], [24]-[25], [28]-[37], [35].

2. THE UNiVERSAL LAW OF CONFLiCT iNTERACTiON
Who should be here,
me or my enemy, that is the question

Here we discuss the mathematical writing of a heuristic version of the
universal law of interaction between alternative opponents. In other words,
we are trying to build a simple mapping that describes the elementary act
of physical collision between abstract adversaries. In the following con-
structions of complex conflict systems, this map will be transformed into a
more convenient and perfect form.

Consider a standard situation. Let A and B be two alternative opponents
living in the common resource space Ω. Alternativeness means that any
interaction between A and B occurs according to the law of mutual repulsion
in the sense probable presence. Therefore, we will use the probabilistic
approach.

Let PA = PA(∆) (PB = PB(∆)) denote probability of presence A (B)
in some disputed region ∆ Ă Ω at the initial moment of discrete time.
It is then natural to expect that any single act of conflict between these
opponents will change these initial probabilities to new ones determined by
simple formulas:

PA
new(∆) = PA(1 ´PB), PB

new(∆) = PB(1 ´PA). (2.1)

The right-hand sides of these equalities contain the products of two val-
ues: the probability of being in the ∆ region for one of the rivals and the
probability of not being in the same region for the second.

We call the law (2.1) a generalized formula of William Shakespeare, con-
sidering PC

new(∆) = PC(1´PC), C = A, B as its usual variant, which was
implemented in the logistic equation.
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We take this universal law as the basic part of all formulas describing the
conflict struggle. So, in specific models of dynamical systems of conflict,
this law of struggle is consistently repeated until the moment of victory
or defeat, or to a certain kind of balance (compromise), or, finally, to the
achievement of cyclic orbits.

In particular, if continuous time is used, then the above heuristic law of
conflict transformation can be written in the form of a system of nonlinear
differential equations:

d

dt
PA = PA(1 ´PB),

d

dt
PB = PB(1 ´PA).

To clarify this law, we are taking another important step: regionalization
of the resource space of the conflict. Formally, this means the decomposition
Ω to a set of partitioned regions:

Ω =
m
ď

i=1

Ωi, 2 ď m ď 8. (2.2)

In fact, all real conflict processes take place in some space or territory that
is always there is naturally divided into separate ones parts (we call them
regions) that are separated from each other and in each of which there
are purely local relations between the presence of conflicting parties (oppo-
nents). The structure of such partitions can be significantly different in the
mathematical sense, from Ωi as ideal subsets to manifolds with complex
even fractal supports. In what follows we assume that some decompo-
sition (2.2) are fixed. However, it may change in the course of conflict
resolution similar as it happened when one state intervenes on another.
Next, we assume that some separation (2.2) is fixed. However, this can
change during conflict resolution, such as when one state intervenes in an-
other. Moreover, in models describing the infinite repetition of biological
populations that compete with each other, it is necessary to carry out a
self-similar division of each region Ωi at all moments of time t = 1, 2, . . .:

Ωi = Ωi1 =
m
ď

i2=1

Ωi1i2 , . . . , Ωi1¨¨¨ik´1
=

m
ď

ik=1

Ωi1¨¨¨ik , k = t.

Here we will make only one step. Let PA
i ” PA(Ωi, t) and PB

i ”

PB(Ωi, t) denote the independent probabilities of capturing region Ωi by
opponents A and B, respectively, at time t. Then, if we assume the uni-
formity of such distributions into regions Ωi, then the above law takes the
form of a system of 2m differential equations:

d

dt
PA

i = λPA
i (1 ´PB

i ),
d

dt
PB

i = λPB
i (1 ´PA

i ), i P 1,m,
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where λ is a normalization factor.
In what follows we use discrete time, so instead of the above differential

equations let’s move on to the differences:
pt+1
i = λpti(1 ´ rti), rt+1

i = λrti(1 ´ pti), t = 0, 1, . . . , (2.3)
where the notation is entered, pti := PA(Ωi, t), rti = PB(Ωi, t). Since we
use a statistical approach, vectors pt = (pt1, . . . , p

t
m), rt = (rt1, . . . , r

t
m) are

stochastic for each t:
m
ÿ

i=1

pti = 1 =
m
ÿ

i=1

rti .

It is not difficult to notice that the normalization coefficient λ in (2.3)
depends on time and has the form

λ = 1/zt, zt = 1 ´ θt, θt := (pt, rt) =
m
ÿ

i=1

ptir
t
i .

Difference equations (2.3) establishes the simplest probabilistic law for
conflict transformation which we will denote as ‹. Models of dynamical
conflict systems

tp0, r0u
‹, t
ÝÝÑ tpt, rtu, t = 1, 2, . . .

generated by the difference system equations of the type (2.3), has already
been studied in a number of publications (see [28–34, 36, 37]). One of our
main ones results confirm the convergence of all trajectories of the dy-
namic systems described above to equilibrium states. We call this result
the conflict theorem. It can be formulated as follows (see [32] and references
therein).

Theorem 2.1. Each trajectory tpt, rtu of CDS generated by the system of
equations (2.3) starting with of an arbitrary point tp0, r0u given by a pair of
stochastic vectors p0, r0 which are different, (p0, r0) ‰ 1, converges to the
limit state (fixed point),

tpt, rtu ÝÑ tp8, r8u, t ÝÑ 8,

which consists with two orthogonal vectors, p8 K r8. That is,
´ if at the initial moment of time the inequality p0i ą r0i was fulfilled for

some coordinates, then
p8
i ą 0, r8

i = 0,

´ if p0k ă r0k, then
p8
k = 0, r8

k ą 0,

´ and if p0j = r0j , then
p8
j = r8

j = 0.
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Values of non-zero boundary coordinates p8
i ą 0, r8

k ą 0 are proportional
to the initial differences di = p0i ´ r0i , dk = r0k ´ p0k, i.e.

p8
i = di/D, r8

k = dk/D,

where the proportionality coefficient D is independent of indices of non-zero
coordinates.

Thus, the struggle of opponents for possession of regions in space (2.2)
is only able to redistribute the initial values probabilities of their presence
in different regions in accordance with the law alternative conflict of the
form (2.3). That is, the dominance of one of the players in some Ωi leads to
the disappearance of another in the same region. Presence is redistributed
in such a way that opponents are located in different regions that do not
overlap. Therefore, all trajectories of the dynamic system (2.3) converge
to the equilibrium states given by orthogonal vectors in the sense of Rm if
m ă 8 or in the Hilbert space l2 if m = 8. Any compromise states in pure
alternative dynamics are impossible.

3. CONNECTiON WiTH PERTURBATiON THEORY
Perturbation theory in mathematical physics provides a powerful tool for

its use in conflict theory. First, let’s briefly recall the background.

3.1. Perturbed operators and their scattering. Let a Hilbert space
H be the state space of some physical system and H be its free Hamil-
tonian. For example, H = L2(R3), and H = ´∆ – the Laplace operator.
Then, according to quantum mechanics, the dynamics is described by the
Schrödinger equation. Its solutions are written by vector functions of the
form Ψ(t) = exp´itH Ψ(0), which describe the time evolution of the trajec-
tories, starting from states Ψ(0) P H.

Let us now consider two perturbations V1 and V2 of H, which can be con-
sidered as the influence of alternative opponents on free evolution. Suppose
both sums, Hk = H + Vk, k = 1, 2, are well-defined self-adjoint operators
of H. Then, again according to the abstract Schrödinger equation

i
d

dt
Ψ(t) = HkΨ(t),

there appear two different time evolutions:
Ψ1(t) = e´itH1Ψ(0), Ψ2(t) = e´itH2Ψ(0).

The physical collision between such different behaviors is described in
perturbation theory by the so-called scattering operator

S =W+(W´)˚,
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where
W˘ = lim

tÑ˘8
eitH2e´itH1

is defined as the wave operators [26]. The existence problem of the wave
and scattering operators are non-trivial and has long history. Especially in
the case of singular perturbations (see, for example, [33]).

Here we want to look at Hk as operator strategies that correspond to
the alternative behavior of a certain entity (population, political ideolo-
gies, opinions, etc.). Then Ψk(t) represent its independent time evolutions
with the initial state Ψ(0). But instead of the collision in the above form
of the scattering operator, we propose to find a new description of the con-
frontation between opposite sides in the form of a discrete-time sequence
of acts of redistribution for the initial positions in the life space according
to the universal nonlinear rule.
3.2. Infinite-dimensional space of living resources. Thus, we need to
define the conflict composition ‹ in terms of vector-states of Hilbert space,

Ψ1(t) ‹ Ψ2(t) =?, t = 0, 1, 2, . . .

The transformation ‹ will correspond to interaction between alternative
sides for presence in the living (resources) space H.

One of the way is to engage an observation the position operator Q. Its
spectrum, Ω := σ(Q), we will treat as the living (or resources) space for
alternative opponents. Then the independent time evolutions in such space
may be described in terms of probability measures

µtk(∆) := (EQ(∆)Ψt
k,Ψ

t
k), ∆ P B,

where B is the Borel algebra of subsets on Ω, and EQ(∆) denotes the
operator spectral measure (the identity resolution of operator Q).

It is worth recalling the physical interpretation. According to the princi-
ples of quantum physics (see, for example, J. von Neumann “Mathematis-
che Fundamentals of Quantum Mechanics”) the values µt1(∆), µt2(∆) can be
considered as the independent probabilities of finding opposite sides repre-
sented by states Ψi in the subset ∆ Ď Ω. In other words, its are the math-
ematical expectations to observe (to measure) the presence of opponents
with strategies H1, H2 in states Ψt

1,Ψ
t
2 restricted to subspace EQ(∆)H.

The conflict interaction causes a certain deformation of these indepen-
dent expectations.

Now we will explain the idea for construction of the mathematical trans-
formation ‹ corresponding to a conflict interaction in a Hilbert space.

We suppose that each conflict dynamics has its own time, continuous or
discrete, in general different from the independent (free) time evolutions of
physical systems. Here we develop an abstract approach to definition of the
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conflict transformation. Let µti, νti denote a couple of probability measures
of above type on the measurable space (Ω = σ(Q),B). Putting

Pt
µ1
(∆) := µt1(∆), Pt

µ2
(∆) := µt2(∆), ∆ P B,

we define conflict transformation in terms of these measures:
"

µt1
µt2

*

‹, t
ÝÝÝÑ

#

µt+1
1

µt+1
2

+

(µ01 = µ1, µ
0
2 = µ2),

where we use discrete time t = 0, 1, . . .. At each step, the measures are
modified using a generated William Shakespeare type formula (2.1):

µt+1
1 (∆) = Pt+1

µ1
(∆) » Pt

µ1
(∆) ¨ (1 ´Pt

µ2
(∆)),

µt+1
2 (∆) = Pt+1

µ2
(∆) » Pt

µ2
(∆) ¨ (1 ´Pt

µ1
(∆)).

The inverse problem, i.e., the reconstruction of vectors Ψt
1, Ψt

2 on the mea-
sures µt1, µt2 will be considered in further sections.

3.3. Singular perturbation as a cause of conflict.

Conflict is caused
by the singular structure of matter

Here we show that alternative behavior strategies corresponding to the
above operators Hk arise naturally under a singular perturbation of the
free Hamiltonian.

Briefly, the splitting of unity (free Hamiltonian) into contradiction sides
(Hk operators) can be described within the framework of singular pertur-
bation theory.

In our approach, the phenomenon of conflict between alternative parties
looks like a kind of explosion of free evolution, ”exit from paradise”. Math-
ematically, this means splitting the free Hamiltonian H on two or more
branches of conflicting evolution. We associate this path with the singular
perturbation H. But first we mention the usual approach again.

Let us consider a free energy operator H with domain D(H) in a Hilbert
space H. Let

D = tΨ P D(H), }Ψ} = 1u

denote some initial set of states for the physical system associated with
operatorH. We note that in general in real situation, each concrete physical
system involves in the “life” not all vectors from D(H). So, D is only a part
of D(H), but it is assumed that D is a dense subset in H. Each vector Ψ P S
has a pure deterministic free time evolution described by the Schrödinger
equation, Ψ(t) = exp´itH Ψ.
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If the physical influence on the system is described as a “rough” pertur-
bation written in the form H1 = H+V1, where V1 is a fairly good operator
that has an interpretation of the external field, then the problem is to de-
scribe the perturbed picture of the new evolution, including the spectral
analysis of H1. Moving on to another perturbation V2, we get some new
evolution picture, Ψ(t) = exp´itH2 Ψ evolution. There is no conflicting
phenomenon on this way.

Further we need in the following

Definition 3.3.1 ([33]). A self-adjoint operator rH is called (purely) sin-
gularly perturbed with respect to H if the linear set

DΓ =
␣

f P Dom(H) X Dom( rH) | Hf = rHf
(

is dense in the Hilbert space H.
Here, Γ is associated with some extremely small set in physical space

that is responsible for the singular perturbation.
For more detailed facts connected with definition of singular perturbation

see [33]
Formally every singular perturbed operator may appear in the following

way. At first one consider a restriction of H into some dense linear subset
DΓ = D Ď D(H) with consequent extension to any a new self-adjoint
operators Hi such that:

HiæDΓ = HæDΓ, i ě 2.

We will always assume that Di = DΓ X D(Hi) are dense in H.
Now, the evolution of the physical system associated with different oper-

ators Hi will have a certain kind of uncertainty because these operators are
quite close (they are identical on a dense set) but still different (due to a sin-
gular perturbation on a very small set Γ). Hence, opposite and conflicting
paths may arise for the evolutions started from the vectors Ψ P XiDi. The
theory of the dynamic system of conflict is designed to give a description
of this kind of evolution and to solve the problem of “fair” redistribution of
the conflict territory Ω = σ(Q) which the spectrum of Q.

To this aim, we need to select and use an explicit law of conflict interac-
tions that will govern the time dependence of the trajectories of the conflict
dynamical system.

3.4. The law of conflict interaction in terms of states. Here we will
describe one of the possible variants of conflict dynamics in terms pairs of
non-orthogonal states Ψ P D1, Φ P D2 which correspond to two conditional
opponents. It will be performed by a composition marked ‹ and operating
in the Hilbert space H.
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Let Q denote the self-adjoint operator in H corresponding to the obser-
vation, which is called a position. Its spectrum represents the resource area
for all other observations.

Put in correspondence to a couple Ψ, Φ their spectral representations
with respect the operator Q:

Ψ Ñ µ(∆) := (EQ(∆)Ψ,Ψ),

Φ Ñ ν(∆) := (EQ(∆)Φ,Φ), ∆ P B,

where EQ(∆) stands for the operator spectral measure of Q and B denotes
the Borel σ-algebra. In what follows we denote this map by symbol K.

These probability measures µ, ν we interpret as two starting indepen-
dent distributions for a couple of some opponents (individuals) along the
territory Ω = σ(Q) where σ(Q) denotes the spectrum of Q. If the states of
the opponents are orthogonal, Ψ K Φ, then the measure carriers µ, ν have
a zero intersection and there is no conflict between the opponents. But if

supp(µ) X supp(ν) ‰ ∅,

then the opponents start to struggle (conflict interaction) with the aim of
displacing each other from the territory of joint coexistence.

The simplest version for the evolution law ‹ of opponent sides,
"

µ0

ν0

*

‹, t
ÝÝÝÑ

"

µt

νt

*

, (µ0 = µ, ν0 = ν), t ě 0,

may be described by the nonlinear equations of a view:
d

dt
µt » Θtµt ´ ηt,

d

dt
νt » Θtνt ´ ηt, (3.1)

where Θt = Θ(µt, νt) := (HΦt,Ψt) stands for the multiplicative Hamilton-
ian of the system and ηt = ηt(µ, ν) denotes the so-called conflict occupation
measure. Here we used an isometric correspondence

K : H Q Ψt ÐÑ µtΨ ÐÑ ψ(t) P L2(Ω, dEQ(x)), x P Ω (3.2)
(ψ(t) is the density of µtΨ with respect to the spectral measure of Q) which
is constructed on the basis of the spectral theorem for the operator Q
(see [9] for details). In fact formulas (3.1) are analogies of the products
Pt

µ(∆) ¨ (1 ´Pt
ν(∆)) from the above Shakespeare’s formula.

Now we need to give some explanation about the concept of the conflict
occupation measure in the abstract situation. Let µ, ν be a pair of positive
measures on (Ω,B). Of course, we can assume that as above

µ(∆) = (EQ(∆)Ψ,Ψ)H, ν(∆) = (EQ(∆)Φ,Φ)H

with the assumption that supp(µ) X supp(ν) ‰ ∅.
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Suppose that the conflict territory Ω is separated into a finite amount of
regions: Ω =

Ť

Ωi. Then we define the conflict occupation (intervention)
measure for the starting couple tµ, νu as η := ην + ηµ, where

ην(∆) := Varµ(ν) = sup
∆=Y∆i

ÿ

i

χω(∆i)ν(∆i), ∆,∆i P B,

χω(∆i) =

#

1, if ω(∆i) ě 0,

0, otherwise

and

ηµ(∆) := Varν(µ) = sup
∆iĎ∆

Ş

Ωi

ÿ

i

χ´ω(∆i)µ(∆i),

χ´ω(∆i) =

#

1, if ´ω(∆i) ě 0,

0, otherwise

where ω := µ´ ν is the signed measure associated with µ, ν. In particular,
if ∆ is a set of absolute domination for µ:

µ(∆1) ě ν(∆1), @∆1 Ď ∆,

then ην(∆) = ν(∆). And similarly for ηµ, if ν absolute dominates on some
∆, i.e.,

ν(∆1) ě µ(∆1), @∆1 Ď ∆,

then ηµ(∆) = µ(∆). Thus, the value ην(∆) estimates the “intervention
strength” of opponent for µ on a set where it has absolute dominance,
and vice versa, ηµ(∆) has a similar but opposite meaning, it evaluates the
strength of occupation of another opponent which is represented by µ on a
set ∆, where now ν has absolute dominance.

It should be noted that in general the conflict occupation measure is
not probabilistic, i.e., η(Ω) ă 1. In addition, we can say that conflict
confrontation is very weak whenever η(Ω) „ 0 and extremely strong if η(Ω)
is close to 1.

We propose some illustrative example: ην(∆) may estimate how many
English-speaking persons lives in Ukraine, while ηµ(∆) gives values of
Ukrainian-speaking persons there are in some fixed region ∆ in the USA.
These values refer to the initial time t = 0 and will change according to the
conflict dynamics in a form (3.1).

Theorem 3.5 (Theorem of conflict in terms of states in a Hilbert space).
Let states of a couple opponents at a time moment t = 0 are given by two
unite non-orthogonal vectors Ψ,Φ P H. Using the mapping (3.2) put in



Theory of dynamical systems of conflict 855

correspondence to Ψ,Φ measures µΨ, νΦ. Assume that the set

supp(µΨ)
č

supp(νΦ) ‰ ∅.

Then the trajectory of the conflict dynamical system
"

Ψ0

Φ0

*

‹, t
ÝÝÝÑ

"

Ψt

Φt

*

, (Ψ0 = Ψ, Φ0 = Φ), t ě 0,

with the conflict composition ‹ generated by equations of type (3.1) in terms
of measures µΨ(¨) = (EQ(¨)Ψ,Ψ), νΦ(¨) = (EQ(¨)Φ,Φ), converges to a fixed
point tΨ8,Φ8u. Thus, there exist the limits in the strong sense in H

Ψ8 = lim
tÑ8

Ψt, Φ8 = lim
tÑ8

Φt.

That is
Ψ8 K Φ8

and
supp(µΨ8)

č

supp(νΦ8) = 0.

Proof. Here we give only some sketch of our arguments.
At first, we come from equations (3.1) to its difference variants, i.e., to

the conflict dynamics at the discrete time
"

Ψ0

Φ0

*

‹, t
ÝÝÝÑ

"

Ψt

Φt

*

, t = 0, 1, . . .

where each couple Ψt,Φt is defined by the iteration procedure in accordance
with dynamics of the associated measures:

µt+1
Ψ (∆) =

µtΨ(∆)(1 + Θt) ´ ηt(∆)

1 + Θt +W t
,

νt+1
Φ (∆) =

νtΦ(∆)(1 + Θt) ´ ηt(∆)

1 + Θt +W t
,

(3.3)

where ∆ P B, Θt = (HΨt,Φt), and W t = ηt(Ω).
Further, for proving of the limiting measures

µ8
Ψ = ω+/zµ, ν8

Φ = ω´/zν ,

we use a suitable version of arguments (see, for instance [32]), where ω+/zµ,
ω´/zν denote the normalized components of the Hahn-Jordan decomposi-
tion for signed measure ω = µΨ´νΦ = ω++ω´. And finally, we come back
from L2(Ω, dEQ(x)) to the Hilbert space using the inverse transformation
K´1:

Ψ8 = K´1µ8
Ψ , Φ8 = K´1ν8

Φ . □
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A more general theorem is also true if we modify the conflict interaction
law (3.3). Namely, instead of Θt = (HΨt,Φt), we take Θt

1 = (H1Ψ
t,Φt) and

Θt
2 = (H2Ψ

t,Φt), where H1, H2 is a pair of singularly perturbed operators.
They arise as a pair of self-adjoint extensions of the symmetric restriction
H to the domain DΓ, where Γ Ă Ω is the zero set with respect to the
spectral measure of the operator Q:

ż

Γ
}ϕ(x)}2dEQ(x) = 0, @ϕ P L2(Ω, dEQ(x)).

3.6. The method of rigged spaces. Quite often, the conflict struggle
arises between rather close, almost identical living conceptions. This kind
of proximity can be accurately described in terms of singular perturbations
of the general free Hamiltonian. Then, as in the real situation, each ad-
versary will have its own Hamiltonian, which determines the strategy of its
evolution in time.

Let us describe this approach in more details.
Let H be a strongly positive self-adjoint operator in a Hilbert space H

and
H´ Ą H Ą H+ = DomH

denotes the associated rigged (equipped) space (for details see [9]). Here Ą

stands for the dense inclusion. This rigged space is only some part of the
so-called H-scale of Hilbert spaces,

H´k Ą H = H0 Ą H+k = DomHk/2, k ą 0.

The concept of a singular perturbation first appears in physical consid-
erations (see [3]) related to the problem of the expression

´∆+ λδ, λ P R1,

where ´∆ is the Laplace operator, and δ stands for the Dirac delta func-
tion treated as a singular one-point potential. The corresponding linear
functional

lδ(φ) = xφ, δy :=

ż

R3

δx0(x)φ(x)dx = φ(x0), φ P C(R3)

is singular in L2(R3, dx) since its null set ker(lδ) creates a dense domain
in L2. In an abstract approach, the singularity property was extended to
quadratic forms in the rigged spaces.
Definition 3.6.1 ([33]). A positive quadratic form γ(¨, ¨) on H+ is called
singular in H if for each Ψ P H there exists a sequence φn P H+ such that
φn Ñ Ψ and γ[φn] = γ(φn, φn) Ñ 0 as n Ñ 8.



Theory of dynamical systems of conflict 857

It is clear that a quadratic form γ is singular if its null set
ker(γ) = tφ P H+| γ[φ] = 0u =: D0

creates a dense domain in H, i.e. Dcl
0 = H (cl = closure). Thus, γ contains

practically unobservable physical information.
Despite this “almost zero information”, singular quadratic forms can exert

a strong physical influence on the H Hamiltonian. In particular, singular
quadratic forms can carry singular perturbations H, which significantly
change the behavior of evolutions in time.

Let γ be fixed and its null set ker(γ) = D0 be dense in H. Then the
restrictions

H := H|D0

defines some symmetric operator in H. We assume that its deficiency in-
dices are equal and nonzero:

n+(H) = n´(H) ‰ 0.

The family of its self-adjoint extensions
t rH = rH˚ | rH|D0 = HD0u

represents all possible candidates for a singular perturbed operator. The
resolvent of each operator rH allows an explicit construction according to
the so-called Krein’s formula. We will give only the most famous sample of
Krein’s formula:

rH´1 = H´1
F + rBPN0 ,

where PN0 denotes the orthogonal projector onto the defect subspace N0

of H, and rB represents the extension parameter. It is some self-adjoint
operator in N0. Above HF denotes the Friedrichs extension of H which
often coincides with H. Depending on the operator rB, the corresponding
singular perturbed extension rH can have many new spectral properties in
comparison with the original H.

We note that each operator rB is closely connected with singular quadratic
form γ. Since it is usually assumed that γ is continuous on H+ there exists
the associated bounded operator Bγ : H+ Ñ H´. And all rB in fact is
also obtained using some singular quadratic form γB in the rigged Hilbert
space.

It is important that all operators rH are the same on the dense in H
domain D0. So, one able to consider the conflict dynamical system with
many, m ě 2, opponents. Every of them will have its own strategy of
behavior in a form of the operator Hi. Thus, for any family of self-adjoint
extensions tHiu

m
i=1 defined by the above formula,

H´1
i = H´1

F + rBiPN0 , (3.4)
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we have
HiΨ = HΨ, Ψ P D0.

This fact causes a certain uncertainty of the evolution in time of arbi-
trary vectors Ψ P H, if they are interpreted as the states of some biological
system. Since the singular perturbation is located on a very small, in the
physical sense, set, we denote it Γ (for example, at a single point, as a delta
potential, or on a fractal that has zero Lebesgue measure), it is difficult
to take into account, it is not visible. From the point of view of biological
essence, this kind of violation does not exist. But nevertheless, different
elements of the biological population under the influence of a singular influ-
ence choose different strategies of behavior corresponding to Hamiltonian
among the set t rHu. Thus, any singular perturbation can be interpreted as
the cause of the splitting of the behavior of the biological population into
different branches of evolution over time with subsequent confrontational
struggle between them.

So, if we fix some family of self-adjoint extensions tHiu
m
i=1, m ě 2 and

associate to each Hi some kind of “society” (as a linear set of vectors Di

from H), then its evolution admits description similar to the previous ones
for a couple of players. Thus, we have the Theorem of conflict for a complex
system with many opponents fighting each one against all others.

Theorem 3.7. For Ψi P H, i P 1,m, put µi(¨) = (EQ(¨)Ψi,Ψi) and de-
fine the “mean field” measures νi(¨) = 1

m´1

ř

k‰i µk. Consider the conflict
dynamical system with trajectories

tµ01, . . . , µ
0
mu

‹, t
ÝÝÝÑ tµt1, . . . , µ

t
mu, t ě 0

produced by formulas
d

dt
µti = Θt

iµ
t
i ´ ηti , µ0i = µi, (3.5)

where Θt
i := (H´1

i Ψt
i, 1/(m ´ 1)

ř

k‰iΨk) with Hi defined by the Krein
formula (3.4) and ηi = ηµi + ην̃i is the occupation measure for a couple
µi, νi. Assume that all differences

Dii1 = rBi ´ rBi1 , i, i1 P 1,m

are compact operators. Then, under some pure technical additional as-
sumptions on the family µi, for each ∆ P B there exist limits

µ8
i (∆) = lim

tÑ8
µti(∆), µ8

i K µ8
i1 , i ‰ i1.

That is,
µ8
i = ω+

i /zωi ,
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where ω+
i /zωi denotes the normalized positive component of the Hahn-

Jordan decomposition for family of signed measures ωi = µi ´ νi.
In particular, for the vectors Ψt

i := K´1µti we have convergence in the
strong sense:

lim
tÑ8

Ψt
i = Ψ8

i ,

where all vectors Ψ8
i := K´1µ8

i are orthogonal in H.
One may consider the family of the limiting vectors tΨ8

i umi=1 as the
equilibrium state for the starting conflict system.

The proof of this theorem faces new difficulties due to the fact that
in (3.5) the functional Θt

i is not the same for all components, but depends
on Hi. Besides, it is necessary to coordinate the procedure of the Hahn-
Jordan decomposition for family of signed measures ωi. In application this
decomposition means the separation of the common living territory between
alternative players.

We recall that according to the well-known Hahn-Jordan theorem [13],
there exist two kinds of decomposition connected with a signed measure
of a view ωi = µi ´ νi. Namely, for the set, Ωωi = supp(ωi) and for
ωi, ωi = ω+

i ´ ω´
i , where measures ω+

i and ω´
i are orthogonal. The first

decomposition has a form

Ωωi = Ωω+
i

ď

Ωω´
i
,

where Ωω˘
i
= supp(ω˘

i ). That is

Ωω+
i

č

Ωω´
i
= ∅,

and where the positive and negative components ω+
i , ω

´
i are uniquely defi-

nition as follows,

ω+
i (∆) = V ar+(ωi,∆) := sup

∆1Ď∆
ωi(∆

1),

ω´
i (∆) = V ar´(ωi,∆) := ´ inf

∆1Ď∆
ωi(∆

1), ∆1,∆ P B.

This theorem states that

µti(∆) Ñ µ8
i (∆) ě 0, if ∆ Ď Ωω+

i
,

µti(∆) Ñ 0, if ∆ Ď Ωω´
i
.

The set
ΩΨ1,...,Ψm =

ď

i

supp(ωm
i=1)
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naturally to treat as the common living territory for m players associated
with vectors Ψ1, . . . ,Ψm. Due to conflict transformation,

Ωω+
i
= supp(ω+

i ) = supp(µ8
i ),

and therefore the set ΩΨ1,...,Ψm was separated into new family of regions
without intersections:

ΩΨ1,...,Ψm =
m
ď

i=1

Ωω+
i
=
ď

i

supp(µ8
i ).

Thus, the conflict is resolved since there appears the equilibrium state
Ψ8

1 , . . . ,Ψ
8
m described in terms of the associate limiting measures:
$

’

&

’

%

µt1
...
µtm

,

/

.

/

-

‹, t
ÝÝÝÑ

$

’

&

’

%

µ8
1 = ω+

1 /zµ1

...
µ8
m = ω+

m/zµm

,

/

.

/

-

, µ8
i K µ8

i1 , i ‰ i1

where
supp(µ8

i ) = Ωω+
i
.

The last equality shows that every measure µi8 is concentrated in region
of the initial absolute domination of µi over all µi1 , i1 ‰ i.

On this way we may consider a model of an abstract society represented
by two conflict clusters of vectors S = S1

Ť

S2. Each subsystem S1, S2
contains a finite number, m1,m2, of players represented by unite vectors

Ψi P S1 Ă D1 Ă D(H), Φk P S2 Ă D2 Ă D(H).

Then there appear two clusters of the associated probability measures:
µi(¨) = (EQ(¨)Ψi,Ψi),Ψi P D1, νk(¨) = (EQ(¨)Φk,Φk),Φk P D2

and their “mean field” alternative variants
µ̃i = 1/m2

ÿ

k

νk, ν̃k = 1/m1

ÿ

i

µi.

Theorem 3.8 (Conflict between two clusters of opponents). All trajecto-
ries of the conflict dynamical system

tµ01, . . . , µ
0
m1
, ν01 , . . . , ν

0
m2

u
‹, t

ÝÝÝÑ tµt1, . . . , µ
t
m1
, νt1, . . . , ν

t
m2

u, t ě 0,

generated by formulas of type
d

dt
µti = Θtµti ´ ηtν ,

d

dt
νtk = Θtνtk ´ ηtµ,

converges to a fixed point (an equilibrium state):
tµ8

1 , . . . , µ
8
m1
, ν8

1 , . . . , ν
8
m2

u, µ8
i K ν8

k , @i, k.
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3.9. Towards physical examples. LetH denote the Hamiltonian of some
physical system of some elements (particles) with +/´ charge or +1/ ´ 1
sign of spines.

Then subspaces Di Ă D(H), i = 1, 2 differ due to chosen priority with
respect to positive-negative charges or right-left sign of spins.

At starting time moment there are many vectors Ψi,Φk with the mixed
distribution along an above physical property. The conflict interaction bet-
ween possessing to one of them produces the separation all mixed states
into two orthogonal subspaces:

H = H1 ‘ H2.

The close pictures appear in the Ising model describing the behavior of
nuts in a lattice of magnetic dipoles with +1 or ´1 spins, as well as in po-
tential theory which deals with the existence problem of minimizing signed
measures supported on a condenser A = A+

Ť

A´.
Else one example gives a model of quantum harmonic oscillator. Let
H = L2(R1, dx), H = 1/2m(Q2 + P 2), Q » x, P » id/dx.

The operator H has the discrete spectrum:
Hei = λiei, λi = (i+ 1/2)hω, ω is the oscillation phase,

where
ei(x) » exp(´x2/2)Hi(x), Hi(x) are Hermite polynomials.

In the simplest case we consider the system tΨ,Φu with two unit vectors,
Ψ,Φ P D(H):

Ψ =
8
ÿ

i=0

aiei, Φ =
8
ÿ

i=0

biei, ai, bi P C,

}Ψ} =
ÿ

i

pi = 1 =
ÿ

i

ri = }Φ}, pi = |ai|
2, ri = |bi|

2

The conflict interaction between Ψ,Φ deforms their free dynamics given by
the Schrödinger equation. The problem of “right” redistribution of starting
priorities along the spectrum we write in a symbolic form asΨt‹Φt? In other
words we regard Ψ,Φ as opponents whose projection weights (amplitudes)
pi, ri on ei show their priority relations with respect to eigenvalues λi.

Let us separate all basic oscillators ei into two subsets DΨ,DΦ using the
priority domination produced by Ψ and Φ:

ei P DΨ, if i P NΨ = ti | pi ě riu,

ek P DΦ, if k P NΦ = tk | rk ą pku,
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where recall, pi (rk) is a probability to find Ψ (Φ) in a pure state ei, (ek).
Now we are able to define the occupation discrete measure η(Ψ,Φ) = η:

η = (ηi)
8
i=0, ηi =

#

pi, if pi ď ri

ri, if ri ă pi

We assert the existence of an equilibrium limiting state for such conflict
dynamics at discrete time. Namely, by the Theorem of conflict there exist
the limits

lim
tÑ8

pti = p8
i , lim

tÑ8
rtk = r8

k ,

such that p8
i = 0, i P NΦ, r8

k = 0, k P NΨ. The system tΨ8,Φ8u with the
limit vectors

Ψ8 =
ÿ

iPNΨ

a8
i ei, Φ8 =

ÿ

kPNΦ

b8
k ek

creates a fixed point, Ψ8 K Φ8. It is easy to see that this equilibrium state
is extremely unstable.

4. CONNECTiONS WiTH POTENTiAL THEORY
In this section, we are going to substantiate our idea about the connection

between the well-known Gaussian minimization problem in potential theory
and the existence of a limit state of equilibrium in conflict theory. In other
words, we want to show that the minimizing measure in the potential theory
as the equilibrium charge on the capacitor essentially coincides with state
of compromise redistribution in dynamical system of conflict (DSC). To
formulate our goal in more detail, we need additional preparations.

But at first we recall shortly some facts from the classical theory of
capacities of compact sets [12,38] following the papers [41–45]. This theory
was initiated by Wiener and developed by many scientists, we remind only
Frostman, Riesz, de la Vallee-Poussin. The modern notion of inner and
outer capacities was originated by Cartan. He observed that the cone of all
positive measures on R3 with finite Newtonian energy is complete in the
energy norm. The using of the strong and the so-called vague topologies
enabled Fuglede to extend a theory of capacities for measures on a locally
compact space X for positive definite kernels κ on X. Ohtsuka developed
this approach for vector-valued Radon measures µi, i P I on X, where
dim I ď 8.

The last fact is important for application in theory of dynamical systems
of conflict when we want to study the models with an arbitrary amount of
opponents associated with vectors Ψi, i P I in a Hilbert space H of type
L2(Ω, dEQ(x)) with Ω = X Ď Rn where Q is so-called the position operator.
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In [45] was developed and investigated the theory of inner capacities and
inner capacitary measures and proved a series of theorem on convergence
of above measures and their potentials for monotone families of sets. We
used some results from [45] to prove Theorem 4.1 (see below).

Let M,M+ denote the sets of all signed and positive measures on X,
and M+

1 (X) denotes the set of all probability measures on X.
Let G(x, y), x, y P X be a positive definite kernel on a locally compact

Hausdorff space X. For a given kernel G the function

Uµ
G(x) ” G(x, µ) :=

ż

G(x, y)dµ(y), µ P M

is called the potential of a measure µ and the value

EG[µ] ” G(µ, µ) :=

żż

G(x, y)dµ(x)dµ(y)

is its energy.
Consider a compact set K Ă X. Given G and a compact set K Ă X,

the value
c(K) ” capG(K) :=

[
inf tEG[µ] : µ P M+

1 (X), µ(K) = 1u
]´1

is called [1, 12,38] the interior capacity of a set K with respect to G.
The capacity of the set can be defined in another way [1] in terms of

smooth functions,
c(K) := inf

␣

}φ}2H+
: φ P C8

0 , φ(x) ě 1 on K
(

,

where H+ means a positive Hilbert space built on a given kernel G (in fact,
it is some Sobolev space).

One of main results of the potential theory asserts that under rather
wide assumptions on a set K there exists the so-called equilibrium measure
γ P M+ supported on K such that

c(K) = EG[γ] = }γ}2H+

and
Uγ
G(x) = 1, @x P K,

where } ¨ }H+ denotes the norm in the Hilbert space associated with G.
Further we assume that X Ď Rn and that a kernel G is perfect in the B.

Fuglede’s sense [18]. In particular, G(x, y) is a symmetric and lower semi-
continuous. So, using the notation from [45], we may put G(x, y) = κ(x, y),
where κ(x, y) denotes one of the perfect kernels of type:

´ Newton
κ(x, y) = |x´ y|2´n, n ě 3,

´ Riesz
κ(x, y) = |x´ y|α´n, 0 ă α ă n,
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´ or general Green ones
κ(x, y) = gΓ(x, y), Γ Ă Rn.

For given strictly positive definite kernel κ on X we define the Hilbert
space Hκ ” H+ by the standard procedure of compactification and fac-
torization of the linear space from signed measures M(X) with the inner
product

(ω1, ω2)Hκ := κ(ω1, ω2)

and the norm }ω} =
a

κ[ω].
According to [45] there are various ways for solution for “the problem

of minimizing energy integrals over various unite charge distributions” on
a set K with a presence of an extreme field. This problem is frequently
referred to as the Gauss variational ones.

In particular, for arbitrary K Ă Rn and the kernel κ denote by M+(K)
the cone of all positive measures µ concentrated on K and which have finite
energy Eκ[µ]. It is known that this cone is strongly complete in the norm of
Hκ. Then for any K Ă Rn with finite inner capacity c(K), there exists the
equilibrium measure γK which is uniquely determined by the two relations

κ[γK ] = }γK}2Hκ
= c(K),

κ(x, γK) = 1 on K.
It is remarkable that similar kind of the result is true for a set K which

is replaced by the condenser of a view Ω = Ω´

Ť

Ω+ and instead of positive
measures µ need to take signed measures ω. In the simplest reading, the
solution of the minimizing problem meant that for wide kind of sets of type
a condenser with finite κ-capacity there exists the signed measure

γ = γ+ ´ γ´ P M(Ω), (4.1)
γ+ P M+(Ω+), γ´ P M+(Ω´), such that

Eκ[γ] = κ(γ, γ) = cκ(Ω), κ(x, γ) = 1 γ ´ almost everywhere.
Here cκ(Ω) denotes a capacity of the condenser Ω with respect a given
kernel κ(x, y).

Our hypothesis is that the minimizing measure γ may be constructed as
the limiting distribution in the DSC. In a symbol we are going to write (see
below Theorem 4.1)

µ8
+ = γ+, µ8

´ = γ´,

with γ+ and γ´ defined as follows:
lim
tÑ8

tµtA ‹ µtBu = tµ8
+ , µ

8
´ u,



Theory of dynamical systems of conflict 865

where ‹ denotes the conflict interaction in the space of probability measures
on Ω. In other worlds it means that the measures µtA, µtB corresponds to
two alternative opponents A,B after the conflict interaction at the time
moment t creates a sequence of signed measures ωt which converges to the
minimizing measure γ under a fixed condenser Ω. That is, the conflict
interaction mapping ‹ have to be constructed with using the kernel κ, and
we extend our considerations to construction of the DSC in the Hilbert
space Hκ with the inner product

(ω1, ω2)Hκ :=

ż

κ(x, y)d(ω1 b ω2)(x, y)

and the norm
}ω}Hκ =

a

κ(ω, ω).

So we formulate our intentions in the form of a theorem, although we do
not have a complete proof of it today.

Theorem 4.1. Let H,Q be a self-adjoint operators in Hilbert space H.
Assume the spectrum Q is absolutely continuous, σ(Q) = σac = X Ď Rn,
n ě 1, H is strongly positive, and its inverse has an integral representation
in L2(σ(Q), dEQ(x)) given by a kernel:

(H´1Ψ,Φ) = (µΨ, µΦ)L2(σ(Q),dEQ(x)) =

ż

σ(Q)
κ(x, y)dµΨ(x)dµΦ(y),

where
µΨ(¨) = (EQ(¨)Ψ,Ψ), µΦ(¨) = (EQ(¨)Φ,Φ)

and the associated with H´1 integral kernel κ(x, y) is perfect in sense Fu-
glede (see [18]).

Let HA,HB denote a couple self-adjoint extension of the symmetric ope-
rator

H := HD0 , D0 Ă D(H)

which has a nontrivial deficiency indices n+(H) = n´(H) ‰ 0. These
operators, HA,HB, are corresponded to the Hamiltonians of two opponent
sides, A and B. They admit interpretations as the strategies of the dynam-
ical behavior.

Let the DSC associated with HA,HB is fixed by a number of components
mA +mB = m ă 8 and a decomposition of σ(Q) ” Ω into some kind of
condenser:

Ω = Ω´

ď

Ω+, Ω´ =
ď

jPN´

Ωj , Ω+ =
ď

iPN+

Ωi,

N´ = t1, . . . ,mBu, N+ = t1, . . . ,mAu,

(4.2)
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such that
Ωcl
i

č

∆cl
j = H, i ‰ j.

The states of this DSC are consisted from a set of m vectors
tΨt

i P D(HA)uiPN+ , tΦt
j P D(HB)ujPN´

which change
#

Ψt
i

Φt
j

+

‹
ÝÑ

#

Ψt+1
i

Φt+1
j

+

,

in the discrete time t = 0, 1, . . . in accordance with the law of conflict
interaction ‹ given in the terms of associated measures:

µt+1
Ψi

(∆) =
µtΨi

(∆)(1 + Θt) ´ ηti(∆))

1 + Θt +W t
A

,

µt+1
Φj

(∆) =
µtΦj

(∆)(1 + Θt) ´ ηtj(∆))

1 + Θt +W t
B

,

(4.3)

where ∆ P B,
Θt =

ÿ

iPIA,jPIB

(HΨt
i,Φ

t
j), W t

A =
ÿ

i

ηti(X), W t
B =

ÿ

j

ηtj(X), (4.4)

and where the occupation measures ηti(¨) and ηtj(¨) are defined under as-
sumption that every Ωi is a set of absolute domination for µΨi in the sense
that:

µΨi(∆
1) ě νi(∆

1), @∆1 Ď Ωi, (4.5)
and similarly every Ωj, j P IB is a set of absolute domination for µΦj :

µΦj (∆
1) ě νj(∆

1), @∆1 Ď Ωj , (4.6)
where measures νi, νj are defined as the “mean fields” created by the opponent
sides:

νi(∆) = 1/mB

ÿ

jPIB

µΦj (∆) + 1/(mA ´ 1)
ÿ

k‰i

µΨk
(∆),

νj(∆) = 1/mA

ÿ

iPIA

µΨi(∆) + 1/(mB ´ 1)
ÿ

k‰j

µΦk
(∆).

That is, ηti(¨), ηtj(¨) are defined as it was described in Subsection 3.4 starting
with signed measures ωi := µΨi ´ νi and ωj := µΦj ´ νj.

Then the minimizing problem for above fixed condenser Ω = σ(Q) of
view (4.2) with above assumptions (4.5) and (4.6), admits unique solution
γΩ in the following space of probability measures

M1
+(Ω) ˆ M1

+(Ω) :=
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:=
␣

µΨi , µΦj ,Ψi P D(HA),Φj P D(HB), }Ψi} = }Φj} = 1
(

.

In particular, it means that there exists the trajectory of DSC that converges
to the equilibrium signed measure γΩ = γΩ´ + γΩ+ where

γΩ+ = lim
tÑ8

ÿ

iPIA

µtΨi
, γΩ+ = lim

tÑ8

ÿ

jPIB

µtΦj
.

Here we represent only some arguments for proving of the above theorem.
At first, we remark that in according Theorems 3.5 and 3.7, there exist
limiting measures

µ8
Ψi

= lim
tÑ8

µtΨi
, µ8

Φj
= lim

tÑ8
µtΦj

, i P IA, j P IB,

which are supported on the corresponded subsets Ωi or Ωj , respectively.
The last fact follows from assumption that for every starting measure µΨi

or µΦj the set Ωi or respectively Ωj is a set of absolute domination:
µΨi(∆

1) ě νi(∆
1), @∆1 Ă Ω,

µΦj (∆
1) ě νj(∆

1), @∆1 Ă Ω.

By this, the values of occupation measures ηti(∆1), ηtj(∆1), which, we re-
call, estimate the “intervention strength” of opponents and the “strength of
competition” with µtΨk

, k ‰ i and µtΦk
, k ‰ j, respectively, on sets Ωi, Ωj

converges to zero with t Ñ 8 for any ∆1 Ď Ωi and ∆1 Ď Ωj . And vice
versa, by the same reason of absolute dominance, values of all measures
µtΨi

(∆1) and µtΦj
(∆1) goes to zero when ∆1 did not belong to Ωi and Ωj ,

respectively.
Note that ηµ(∆) has a similar but opposite meaning, it evaluates the

strength of occupation of another opponent which is represented by µ on a
set ∆, where now ν has absolute dominance.

Here it is worth recalling the property of absolute dominance in the
abstract case. Consider a couple of probability measures µ, ν P M+(X),
µ ‰ ν. Assume that for some ∆ one of the measures µ or ν has a local
priority with respect other. It means that for any Borel ∆1 P ∆ following
inequality is fulfilled:

µ(∆1) ě ν(∆1) or µ(∆1) ď ν(∆1).

Using this tool we introduce on of the main characteristic of an opponent,
its dominant territory as the maximal subset where one of above inequalities
are fulfilled. In the case of two measures, this problem has a solution in
terms of the classical Hahn decomposition for the charge ω = µ´ ν.

In the theory for conflict dynamical systems with many alternative op-
ponents associated with an arbitrary family of probability measures tµiu
on the measurable space (Ω,B) there appears a similar task as a part of the
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equilibrium states problem. Importantly that supports of limiting measures
corresponding to the equilibrium state just coincide with subsets from de-
composition of Ω into the maximal regions of dominance for each measure
µi over all others in the sense, µi(F ) ě µk(F ), @k ‰ i.

We assert that under fixed integral kernel κ constructed by a suitable
operator H, the minimizing measures γi for each subset Ωi admits construc-
tion among a family of the limiting measures µ8

i which appear in DSC with
arbitrary sets of starting opponent components m = mA +mB ă 8.

It should be noted that above the decomposition (4.2) was originally
fixed, while in theory the complex systems composed with a family ofm ě 2
advisories, say A,B,C, . . . which are associated with probabilities measures
µi, i ě 3 on a space (Ω,B) the analogous decomposition

Ω =
m
ď

i=1

Ω+
i

appears as result of long fighting. Here Ω+
i is not unique and dependents

on the starting relations between measures µi. Therefore, it coincides with
the union of all subsets of absolute dominance for one of the opponents.
Equivalently, this means that every µi exceeds all other measures in the
sense that

µi(F ) ě µk(F ), @k ‰ i, @F Ď Ω+
i

č

B.
Although the same set also appears as support of the limit measure µ8

i .
In fact, it is a nontrivial problem to generalize the above kind of decom-

position for a case of several opponents. From the one hand side it may be
performed using the classic Hahn-Jordan decomposition for each couple of
measures µi, νi which define a signed measure ωi = µi ´ νi, where

νi := 1/(m´ 1)
ÿ

k‰i

µk.

The difficulties connected with a fact that µi(F ) ě νi(F ) does not imply
that µi(F ) ě µk(F ) for k ‰ i and therefore the set of absolute domination
for µi in general is less than a positive subset of ωi. So we need to extend the
classic Hahn-Jordan decomposition into positive and negative components,
ω = ω´ + ω+, on the case of multipolar expansions for a family of signed
measures: ωi,k = µi ´ µk, i, k P [1,m],m ě 3. On the other hand in the
theory of DSC with many opponents, this problem is closely related to
the problem of finding equilibrium states and the limiting redistribution of
resource space as a result of the conflict interaction.
4.2. A case of conflict interaction between a finite number of ab-
stract societies. Let Ai, i P 1,m denote m ą 1 abstract societies living
in the resource territory Ω Ă X, which is a compact set in Rn. Match each
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Ai with a set of some individuals. Mathematically, this means a family of
vectors Ψαi , αi P Ii ă 8 in the Hilbert space H or probability measures
µαi P M+

1 (Ω) associated with the vectors Ψαi in the spectral representation
of the position operator Q with o(Q) = Ω. We assume that each Ai has
priority in some region Ωi Ă Ω of the resource area. In other words, Ωi

denotes the domain of absolute dominance for the family of measures µαi :

Ωi = YF

␣

µ P M+
1 (X) | µαi(E) ě µαk

(E), @E Ď F, @k ‰ i
(

.

Let tAi,Ω =
Ť

iΩi, ‹u denote the dynamical system of conflict between
abstract societies Ai. Here ‹ and corresponds to the law of conflict inter-
action and controls the behavior of trajectories in terms of vectors Ψt

αi
or

measures µtαi
, t = 0, 1, . . . The mathematical definition of ‹ depends on the

specific real model. In general, in what form this mapping is implemented,
the question is open. It can be constructed similarly to formulas (4.3) with
additional terms corresponding to the division of the entire system into clus-
ters. The question about the form of the energy functional Θt, see (4.4),
is especially important since it is defined by some Hamiltonian H whose
inverse H´1 and its quadratic form (H´1¨, ¨)H is used for construction of
the integral kernel κH(¨, ¨) ” κ(¨, ¨). The question of the form of the energy
functional Θt, see (4.4), is particularly important, since it is determined
by some Hamiltonian H, the inverse of which H´1 and its quadratic form
(H´1¨, ¨)H is used to construct the integral kernel κH(¨, ¨) ” κ(¨, ¨).

Thus, under all technical assumptions about the structure of the resource
space Ω =

Ť

iΩi, as a generalized condenser, the kernel κH , and the prop-
erties of the potential function κ(x, µ), where the measures of µ we take
from M+

1 (Ω) (for details see [41–45]), we can formulate our hypothesis in
the form of a theorem as follows.

Theorem 4.3. The minimizing measure γΩ =
ř

i γi for which

κ(γΩ, γΩ) = }γΩ}2 and κ(γi, γi) = cκ(Ωi),

where cκ(¨) is the capacity of the set Ωi can be defined among the family
of limit measures µ8

i that arise in the above-described dynamical system of
conflict with arbitrary sets of starting combinations µi P Mi(Ω).

It is important that the minimizing measure γΩ as an equilibrium state
of the conflict system allows approximate construction using iterative se-
quences according to formulas of the type (4.3).

Finally, we note that an essential technical trick in the proof of the above
theorem is based on the notion of inner balayage for measures in the sense
of the following definition [45].
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For the set Ωi Ă Ω, the inner balayage µΩi µ P M+(Ω) is defined as the
measure with minimum energy κ(ν, ν) in the class

Γ+
Ωi,µ

:=
␣

ν P M+(Ω) | κ(¨, ν) ě κ(¨, µ) on Ωi

(

,

i.e.
}µΩi}2 = min

νPΓ+
Ωi,µ

}ν}2.
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Розширені можливості аналітичної
механіки суцільного середовища

О. С. Лимарченко

Abstract. Advanced potentials of analytical mechanics of continuum me-
dium and sources promoted the appearance, development and high achieve-
ments of this direction of research namely in Ukraine are under discussion.
We traced connections of this direction with D. O. Grave and his follower
M. O. Kilchevsky. We shortly state and show by examples new elements
of this approach and its advantages. It is shown that similar research are
developed now in Ukraine.

Анотація. Обговорюються розширені можливості аналітичної механіки
суцільного середовища і джерела, які сприяли виникненню, розвитку і
високим досягненням такого напрямку досліджень саме в Україні. Від-
стежуються зв’язки цього напрямку досліджень з Д. О. Ґраве і його
учнем М. О. Кільчевським. Скорочено викладено і проілюстровано на
ряді прикладів нові елементи такого підходу і його переваги. Показано,
що подібні дослідження і дотепер розвиваються саме в Україні.

ВСТУП
При викладенні теоретичної механіки та деяких розділів фізики пе-

реважно аналітичній механіці відводиться роль деякого апарата, який
по аналогії з другим законом Ньютона дозволяє одержати математичну
модель системи у вигляді диференціальних рівнянь. Специфічною осо-
бливістю методів аналітичної механіки є те, що на простих прикладах
усі переваги такого підходу не розкриваються, проте надмірна громі-
здкість і складність мають місце. Оскільки у звичайних вишівських
курсах обмежуються саме такими прикладами, то загальне враження
від методів аналітичної механіки залишається таке, що цей підхід не є
конструктивним, а є лише методичним. В більшості вишів методи ана-
літичної механіки суцільних середовищ взагалі не вивчаються. Коли
М. О. Кільчевському в різних обговореннях щодо методів аналітичної
механіки казали про подібну обмеженість аналітичної механіки, то він
часто вживав відомий афоризм Д. І. Менделєєва «Нафта не паливо,
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опалювати можна й асигнаціями». В роботі буде дано опис розшире-
них можливостей методів аналітичної механіки суцільних середовищ в
теоретичному і конструктивному напрямках.

1. МИКОЛА ОЛЕКСАНДРОВИЧ КІЛЬЧЕВСЬКИЙ, 1909–1979
Мені пощастило бути аспірантом академіка АН УРСР Миколи Оле-

ксандровича Кільчевського. Під час навчання в Київському універси-
теті він мені не читав лекції, але за підказкою досвідчених доцентів ка-
федри теоретичної механіки, на якій я проходив спеціалізацію, я позна-
йомився з М. О. Кільчевським і після коротких обговорень і уточнень
теми дипломної роботи саме під його керівництвом я провів досліджен-
ня задачі про імпульсне збурення руху стисливого газу в циліндричній
камері. В ході двох зустрічей з ним я одержав пропозицію вступити
до нього в аспірантуру. Для мене було дивним, але щонайменше п’ять
осіб з університету і з Інституту механіки АН УРСР застерігало мене
від вступу в аспірантуру саме до М. О. Кільчевського. Але я пообі-
цяв, перейшов на роботу в Інститут механіки АН УРСР, вступив до
аспірантури, достроково захистив кандидатську дисертацію і ніколи не
шкодував що пішов працювати саме з М. О. Кільчевським. Спочатку
М. О. Кільчевський прохолодно до мене відносився, проте «проекза-
менувавши» мене по ряду питань (наукових і загальних) став відноси-
тися більш приязно. На моє прохання визначити мені тему дисертації
він відповів, що дурням визначає теми сам, а розумні це мають робити
самостійно. Через тиждень я запропонував тему, яку він схвалив, хоча
відмітив, що очікував інший напрямок. Так я став займатися задача-
ми динаміки конструкцій з рідиною з вільною поверхнею, причому з
перших кроків в сумісній і в нелінійній постановці. Нашим бесідам не
лише за темою моєї роботи сприяло те, що Б. Є. Патон, який сам слу-
хав лекції М. О. Кільчевського, направляв Миколі Олександровичу на
експертизу проєкти всіх «вічних двигунів» і «безінерційних рушіїв», які
надходили до Президії АН УРСР. Зазвичай М. О. Кільчевский давав
по черзі такі проєкти своїм аспірантам, а потім уважно слухав підготов-
лені версії відгуків аспірантів, уточнював їх і за підписами академіка
та аспіранта цей відгук повертався до Президії АН УРСР. Поступово
я «набив руку» і майже всі відгуки писав сам. При обговоренні таких
проєктів дрібниць не було. Я підлягав жорсткій критиці як за мане-
ри побудови речень на наукові теми, так і за стиль написання. За що
я безмежно вдячний М. О. Кільчевському: стиль викладення матеріа-
лу він мені прищепив. Часто також М. О. Кільчевський доручав мені
готувати відгуки на автореферати дисертацій.
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М. О. Кільчевський не був би собою якби під час різних обговорень
таких проєктів і моїх досліджень він би не робив посилання на свій
попередній досвід, своїх колег і свою наукову школу. З величезною
вдячністю він згадував Д. О. Ґраве, якого вважав своїм керівником.
Згадуючи про Д. О. Ґраве Микола Олександрович завжди відзначав
його наукову і культурну енциклопедичність. Він був науковим експер-
том по широкому колу питань, завжди звертав увагу на культурний
рівень співробітників. Учениця Д. О. Ґраве Т. В. Путята розповідала
що на квартирі Д. О. Ґраве відбувалися зустрічі аспірантів і співро-
бітників, на яких обов’язковою складовою було виконання музичних
партій на фортеп’яно. Більш того, Д. О. Ґраве міг сказати приблизно
наступне: «Ваше виконання цього твору свідчить, що сьогодні ви не го-
тові до наукової консультації». Тобто він через музику бачив духовний
стан і схильність до творчості. Він вчив всіх добрим манерам, новинкам
культури та новим поглядам в науці. М. О. Кільчевський розповідав,
що Д. О. Ґраве все життя відточував свою лекційну майстерність. З
посмішкою він розповідав про один методичний винахід Д. О. Ґраве.
Щоб наголосити, що деякі величини в математиці й механіці не є ма-
лими, він малював диференціал і деякі вектори ледь не на всю дошку,
при цьому він сильно вдаряв крейдою в точці початку вектора, а по-
тім через декілька кроків вздовж дошки завершував новим ударом по
дошці кінець вектора. Тому, коли інколи було чутно значний шум, то
всі з посмішкою казали, що турбуватися не треба, просто Д. О. Ґраве
дійшов до зображення диференціала. Д. О. Ґраве казав, що на лекції
викладач має бути й знавцем, і педагогом, і актором одночасно.

На початку минулого століття в механіці було два потужних «стриб-
ка»: первинне формування асимптотичних методів нелінійної механіки
та перегляд деяких положень плідної на той час теорії оболонок. Ще
А. Айнштайн вказав на певну суперечність теорії оболонок, яке було
пов’язане з тим, що класичні методи теорії оболонок приводили до елі-
птичних крайових задач з нескінченими швидкостями поширення збу-
рень, а фізично вірогідними мали б бути гіперболічні постановки за-
дач, яким притаманні скінчені швидкості поширення збурень. Відомо
про контакти Д. О. Ґраве з А. Aйнштейном з питань теорії відносності
(я не бачив офіційного підтвердження цього, проте були згадки про
це) і не виключено, що й ширше коло питань обговорювалося ними.
В Київському політехнічному інституті в ті часи працював С. П. Ти-
мошенко, який в контакті з П. С. Еренфестом створив теорію балок і
оболонок, яка вже призводила до систем рівнянь гіперболічного типу.
Проте ця теорія, яка включала інерцію зсувних рухів перерізів пру-
жних тіл, не виглядала строго математично обґрунтованою. З точки
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зору М. О. Кільчевського це була теорія, що включала додаткову ме-
ханічну гіпотезу, яка не виглядала бездоганно обґрунтованою. Тому на
початку 30-х років минулого століття М. О. Кільчевський і незалежно
І. М. Векуа почали створення нових математично обґрунтованих тео-
рій оболонок. Як підсумок такої успішної роботи М. О. Кільчевський в
1939 році захистив докторську дисертацію. Через смерть Д. О. Ґраве
науковим консультантом цієї роботи виступив І. Я. Штаєрман. Пізні-
ше М. О. Кільчевський був залучений до виконання різних оборонних
замовлень, а потім зосередив свою увагу на задачі про динамічне конта-
ктне стискання твердих тіл, за що був нагороджений Державною пре-
мією УРСР, а потім послідовно був обраний членом-кореспондентом
АН УРСР і академіком АН УРСР. Крім того М. О. Кільчевський був
обраний до складу бюро Національного Комітету СРСР з теоретичної
та прикладної механіки, що автоматично включало його до складу за-
прошених гостей на засідання Академії наук СРСР, тому він був у
курсі всіх основних новин наукового життя і мав численні контакти з
колегами не лише з України.

М. О. Кільчевському належить видатний двотомний підручник з те-
оретичної механіки. Ця книга є не лише книгою з теоретичної меха-
ніки, а є ще й видатною роботою з філософії природничих наук. В
90-ті роки я познайомився з академіком НАН України М. В. Попови-
чем, відомим філософом, політиком. Він розповідав, що у свої молоді
роки читав лекції з філософії природознавства студентам, інженерам.
Одного разу після лекції він одержав від досвідченого слухача значну
порцію критики та настанову, що йому слід прочитати підручник з тео-
ретичної механіки М. О. Кільчевського, щоб впорядкувати свої знання.
М. В. Попович розповідав мені, що він був в захваті від цього підру-
чника і навіть не очікував що одержить таке джерело для подальшого
розуміння проблем. Що вже казати про значення цього підручника для
фахівців-механіків. Характерною рисою цього підручника є викладен-
ня механіки як складової частини природознавства в цілому і матема-
тики, а не просто інженерії, що безумовно було зроблено під впливом
робіт Д. О. Ґраве [9, 15].

Надалі М. О. Кільчевський приділив основну увагу розвиненню ме-
тодів аналітичної механіки континуальних систем. Він зі співавторами
випустив три монографії «Основы аналитической механики оболочек»,
«Лекции по аналитической механике оболочек», «Аналитическая ме-
ханика континуальных систем». Роки, стан здоров’я брали своє і свою
публікаційну активність він знизив. Проте мені пощастило під час чи-
сельних зустрічей з М. О. Кільчевським обговорити багато наукових і
науково-методичних проблем аналітичної механіки та, я думаю, вірно
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зрозуміти його ставлення до багатьох етапів цієї теорії, основні етапи
якої я надалі спробую донести до читачів. Звичайно ці положення зна-
чною мірою переломлені через мій досвід і моє засвоєння (сподіваюся
не хибне) цих проблем.

2. ОСНОВНІ ПЕРЕВАГИ МЕТОДІВ АНАЛІТИЧНОЇ МЕХАНІКИ В ЗАДАЧАХ
РУХУ СУЦІЛЬНИХ СЕРЕДОВИЩ

Викладення матеріалу в цьому розділі проводиться на основі ідей і
формулювань М. О. Кільчевського, але в моїй інтерпретації й з моїми
осучасненими уточненнями та доповненнями й переважно не на основі
статей, книжок, а на основі бесід під час консультацій в період мого
навчання в аспірантурі. Тому за всі неточності та недоліки беру відпо-
відальність на себе.

Варіаційні принципи механіки бувають різними. В основному їх по-
діляють на дві групи: диференціальні та інтегральні принципи. Між
собою ці принципи поділяються як формою функціоналів, так і ви-
бором рухів порівняння. Традиційно випадки, коли не існує функці-
оналів, а є лише варіаційні співвідношення, називають варіаційними
принципами умовно. М. О. Кільчевський особливу глибину змісту ба-
чив саме у виборі рухів порівняння. Багаторічні дослідження в галузі
варіаційних принципів свідчать про те, що найчастіше використовує-
ться варіаційний принцип Гамільтона – Остроградського, який до то-
го ж є найбільш універсальним і конструктивним в плані одержання
прикладних результатів. Тому надалі в цій роботі будемо орієнтувати-
ся на цей варіант варіаційного принципу. Насамперед слід визначити
співвідношення між системою законів Ньютона і варіаційними прин-
ципами механіки. Значна частина дослідників відводять варіаційному
принципу Гамільтона – Остроградського підпорядкований статус, став-
лячи на перше місце закони Ньютона. В більшості підручників з ме-
ханіки доведенням коректності варіаційного принципу вважається те,
що варіаційний принцип Гамільтона – Остроградського можна виве-
сти з рівнянь Ньютона (коректніше з диференціального варіаційного
принципу Даламбера – Лагранжа). Проте ще з часів П. Мопертюі має
право на життя й інша думка, що в побудові основних законів механіки
варіаційні принципи та закони Ньютона є еквівалентними [14].

Найбільш повно основні переваги варіаційних принципів механіки
були викладені в [14]. В основному вони зводяться до таких властиво-
стей.

1. Інваріантність формулювань варіаційних принципів відносно гео-
метрії вивчаємих областей, що створює значні переваги при досліджен-
ні задач з неканонічними формами областей.
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2. Використання варіаційних принципів в механіці суцільних сере-
довищ забезпечує коректність постановки крайових задач. При цьому
кінематичні граничні умови є неодмінною складовою частиною реа-
лізації варіаційних принципів і мають бути задовільнені заздалегідь, а
динамічні граничні умови є природними для варіаційних формулювань
задач. Тому форма і кількість граничних умов є невіддільною складо-
вою реалізації варіаційного апарату. Більш того, цей апарат не буде
працювати для некоректно поставлених задач, що відразу викликає
потребу в ревізії вихідної постановки проблеми і, більш того, вказує на
місце, де ця ревізія потрібна.

3. Варіаційні принципи природним чином описують рух всіх компо-
нент системи та її взаємодію на основі властивості адитивності енерге-
тичних характеристик. Варіювання призводить до одержання в аналі-
тичному вигляді сил взаємодії між компонентами. Адитивність енер-
гетичних характеристик дозволяє поєднувати механічні системи з під-
системами немеханічної природи, наприклад, з тепловими явищами,
електромагнітними тощо.

4. Основні складності методичного типу, які потребують значної ува-
ги при застосуванні методів розв’язання заснованих на постановках
задач в диференціальному вигляді, стають схованими при формальній
реалізації алгоритмів варіаційних методів і долаються на етапі фор-
мального виконання техніки варіювання.

Існує також розширення варіаційного принципу на релятивістські
системи, проте тут ми не будемо аналізувати цю тему. Зазвичай вва-
жалося що саме цим вичерпувалися можливості варіаційних принципів.
М. О. Кільчевський наголошував, що головним у варіаційних принци-
пах механіки є не саме екстремальне співвідношення, а вибір варіацій
змінних, рухів порівняння. Нагадаємо, що в варіаційному принципі Га-
мільтона – Остроградського варіації змінних визначають рухи порів-
няння та обираються як можливі переміщення додатково наділені ви-
могою ізохронності. Отже, в підсумку рухи порівняння визначаються
як

1) малі переміщення точок системи,
2) які в заданий момент часу (час зупинено)
3) задовольняють кінематичним обмеженням задачі (в’язям, а у ви-

падку суцільного середовища ще і іншим обмеженням) і є
4) ізохронними.
Отже, пункт 1) визначає техніку варіювання функціонала, пункти 2)

і 3) визначають характер задовільнення в’язей, а пункт 4) дозволяє спе-
цифікувати екстремалі. Головною проблемою є звичайно задовільнення
в’язей. М. О. Кільчевський взагалі вважав, що «аналітична механіка
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є наукою про в’язі». На основі аналізу в’язей і їх порівняння згідно з
його підходом можна зробити багато корисних висновків про поведінку
системи.

Новим елементом, який був відзначений у бесідах із М. О. Кільчев-
ським було визначення міри обмеження руху системи, яке накладає-
ться в’язями. Передумовою є відома теорема [8] про збільшення частот
коливань при накладанні в’язей. Покажемо хід такого аналізу на при-
кладі руху резервуара з рідиною. Відомо, що сумісний рух резервуара
з рідиною з вільною поверхнею описується достатньо складною модел-
лю [13], проте у випадку задачі про визначення частот задача значно
спрощується. Система резервуар – рідина при поступальному і куто-
вому рухах тіла–носія в режимі сумісного руху складових системи в
рамках лінійної моделі з утриманням в рівняннях лише першої анти-
симетричної форми коливань рідини описується такою математичною
моделлю:
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Тут a1 амплітуда збудження коливань рідини за першою антисиме-
тричною формою, εx і α2 – параметри поступального і кутового ру-
ху резервуара. Ці параметри є незалежною сукупністю параметрів, які
повністю характеризують рух системи. В рівняннях також використано
такі позначення ρ – густина рідини, g – прискорення вільного падіння,
H – рівень заповнення,Mr іMl – маса резервуара і рідини, hl і hr – змі-
щення центрів ваги рідини і резервуара відносно площини незбуреної
вільної поверхні, Iijres – тензор інерції резервуара, визначений відносно
полюса, стосовно якого описується обертання резервуара. Індексні кое-
фіцієнти є мірами зв’язаності руху рідини в резервуарі із поступальним
і кутовим рухом (вони докладно проаналізовані в [13]).

Розглянемо дві задачі. Нехай резервуар не рухається. В цьому ви-
падку друге і третє рівняння системи (2.1) виключаються, а з першого
рівняння визначається частота коливань рідини:
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R
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Розглянемо другу задачу. Нехай тепер резервуар може здійснювати
рух в горизонтальному напрямку. Що відбулося з точки зору аналі-
зу в’язей? Фактично в’язь, яка обмежувала поступальний рух, знята.
Виходить, що частота має зменшитися. Проте, визначення частоти су-
місних коливань системи на основі рівнянь сумісного руху призводить
до такої залежності

ω2 =
ω2
0

1 ´
ρ(B1

1x)
2

αx
1(Ml +Mr)

.

Вираз у знаменнику менший за одиницю, оскільки всі змінні додатні
та, беручи до уваги що знаменник більше за нуль, виходить, що часто-
та неочікувано збільшилася. На основі підходу аналітичної механіки
та властивостей в’язей це могло відбутися лише внаслідок накладан-
ня нових в’язей. Дійсно, після зняття обмеження на поступальний рух
резервуара, друге рівняння системи можна проінтегрувати та з нього
одержується фактично закон збереження положення центру мас систе-
ми (це випливає також з теореми про рух центру мас системи).

Таким чином ми з’ясували що з’явилася нова в’язь, яка до того ж
призвела до збільшення частоти (цю в’язь можна одержати просто без-
посереднім інтегруванням другого рівняння за часом).

І тут висновок, який в літературі відсутній: обмеження на рух, об-
умовленому в’язями при закріпленні резервуара, є меншими, ніж обме-
ження, які накладає в’язь, що визначає незмінність положення цен-
тру мас системи. Фактично в цьому алгоритмі схований метод по-
будови рейтингу в’язей за мірою їхнього впливу на обмеження рухів
точок системи.

В ході таких обговорень М. О. Кільчеський ще відзначав, що наслід-
ки багатьох гіпотез, які додатково приймаються для спрощення поста-
новок задач, можна проаналізувати до розв’язання задачі з позицій
аналізу в’язі. Треба відзначити, що кінематичні обмеження в задачах
механіки суцільного середовища можуть приймати незвичні форми в
порівнянні із задачами механіки дискретних систем.

Наприклад, умова нерозривності (вимога суцільності руху рідини)
для випадку потенціального руху ідеальної нестисливої рідини набу-
ває вигляду ∆φ = 0 і стає для задачі течії рідини старшим диференці-
альним оператором. До кінематичних обмежень слід також відносити
умови збереження об’єму рідини та умови розв’язуваності крайових за-
дач, які теж набувають незвичних форм. Проте надалі такі умови не
випливають з варіаційного принципу Гамільтона – Остроградського (не
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є природними) і тому мають бути задовільнені на рівні кінематичних
в’язей до розв’язання варіаційної задачі.

Другий принциповий момент полягає в оцінюванні потенціальних
можливостей варіаційних принципів в конструктивному напрямку. За
часів М. О. Кільчевського варіаційні принципи використовувалися ли-
ше для доведення їхньої еквівалентності постановкам задач виведених
на основі законів Ньютона або для виведення математичної моделі си-
стеми. Найчастіше після одержання математичної моделі задачі по-
чиналося застосування різних спрощувальних гіпотез і різних методів
побудови розв’язку. Однією з проблем було і те, що в складних зада-
чах механіки, які описували сумісний рух декількох компонент систе-
ми, одержувалася математична модель неоднорідної структури, напри-
клад, зв’язані системи диференціальних рівнянь в частинних і повних
похідних, рівняння руху рідини та пружного тіла в ейлерових і лагран-
жевих змінних (для яких по-різному задаються граничні умови).

Принциповою пропозицією, яка випливала зі спілкування з М. О. Кіль-
чевським, було безпосереднє застосування різних методів розв’язання
і гіпотез спрощення до варіаційного формулювання задачі. В більшо-
сті задач це приводило до одержання математичної моделі однорідної
структури у вигляді системи звичайних диференціальних рівнянь від-
носно амплітудних параметрів руху складових механічної системи. Ма-
ло того, як правило значно спрощувалося виділення незалежних варі-
ацій, а в більшості випадків вдавалося побудувати функцію Лагранжа
відносно амплітудних параметрів і потім одержати математичну мо-
дель на основі диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду. І тут
в нагоді був метод Канторовича [11], згідно з яким для задач механі-
ки математично обґрунтовано вдається ввести представлення розв’язку
задачі з відокремленими амплітудними параметрами. Цікаво що в дру-
гій половині 90-х років з’явився метод Курхенена – Леві, в якому були
використані подібні ідеї, хоча ми з М. О. Кільчевським обговорювали
такі способи в другій половині 70-х, а в 1979 я захистив кандидатську
дисертацію з використанням цього методу.

Для більш глибокого розуміння нововведень представимо дві схеми
використання варіаційних принципів механіки. Умовно їх назвемо кла-
сична схема і модифікована схема.

Класична схема. При задовільненні всіх кінематичних обмежень за-
дачі будується функція Лагранжа для механічної системи. При про-
веденні процедури виділення незалежних варіацій на виході одержую-
ться рівняння руху системи, динамічні граничні умови, сили взаємодії
між складовими компонентами системи в аналітичному вигляді. В за-
лежності від складу компонент системи, що досліджується, одержана
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математична модель може мати неоднорідну математичну структуру.
Звернемо увагу, що конструктивна складова в плані наближення до
розв’язання системи рівнянь в принципі відсутня.

Модифікована схема. При задовільненні всіх кінематичних обмежень
задачі будується функція Лагранжа для механічної системи. Форма
шуканого розв’язку спрощується на основі різних ідей розділення ру-
хів, до яких входять частотне і амплітудне розділення рухів (асимпто-
тичні методи нелінійної механіки), просторове розділення рухів (метод
Канторовича, інші варіаційні методи математичної фізики в тому числі
і методи поточкової дискретизації, наприклад, метод скінчених елемен-
тів, масштабне розділення рухів на основі методу вейвлетів), викори-
стання гіпотез, емпіричних і експериментальних співвідношень. Важли-
вою рисою використання методів розв’язання на етапі до вживання те-
хніки варіювання є властивість вперше відмічена Л. А. Коздобою [12],
яка полягає в тому, що всі наближення, що використовуються в рамках
реалізації варіаційного принципу Гамільтона – Остроградського набу-
вають властивостей ізоенергетичності. Тобто на цьому етапі викори-
стання наближень не порушує законів збереження енергії. Вживання
таких методів у відриві від варіаційного принципу вже не має таких
властивостей. При проведенні процедури виділення незалежних варіа-
цій або при одержанні рівнянь на основі перетвореної функції Лагран-
жа на виході одержуються рівняння руху системи, які задовільняють
динамічним граничним умовам, сили взаємодії між складовими ком-
понентами системи в аналітичному вигляді, виражені в амплітудних
параметрах. Одержана модель є системою звичайних диференціальних
рівнянь (має однорідну математичну структуру). Кількість рівнянь мо-
делі дорівнює кількості ступенів вільності механічної системи, тобто з
точки зору розмірності така модель є мінімальною. Одержана система
рівнянь просто зводиться до форми Коші, що створює передумови для
подальшого використання якісних методів диференціальних рівнянь і
методів чисельного інтегрування.

Саме такий підхід був основою для дослідження нелінійних коли-
вань рідини з вільною поверхнею в сумісній постановці задачі, що до-
зволило вперше розв’язати задачі про рух систем при кутовому русі
конструкції-носія, рух рідини в резервуарах різної геометричної фор-
ми, параметричні коливання резервуарів з рідиною, задачі керування
рухом конструкцій з рідиною, динаміку трубопроводів з рідиною, що
тече [1, 2, 4, 13].

Зараз варіаційні методи механіки активно використовуються в рі-
зних розділах механіки. Тенденція така, що чим складніша задача і
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чим більше в цій задачі складових (часто навіть немеханічної приро-
ди), тим частіше використовуються варіаційні принципи. Слід відзна-
чити також, що традиційно українські вчені частіше використовують
варіаційні принципи механіки в порівнянні з вченими інших країн. На-
приклад, в Інституті математики НАН України М. О. Луковський і
О. М. Тимоха активно розвивають варіаційні методи дослідження за-
дач механіки рідини з вільною поверхнею на основі варіаційного прин-
ципу Бейтмена, а раніше співробітники цієї школи активно використо-
вували варіаційні методи для дослідження задач про визначення частот
і форм коливань рідини, включаючи задачі про гідропружні коливан-
ня. Ризикну стверджувати, що ніде у світі так плідно і конструктивно
варіаційні принципи механіки не вживаються. Найбільш ймовірно що
саме вплив Д. О. Ґраве і М. О. Кільчевського і їх численних учнів-
викладачів обумовив своєрідне сприйняття українськими вченими ва-
ріаційних принципів механіки.

3. КОЛИВАННЯ РІДИНИ З ВІЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ В РЕЗЕРВУАРАХ
НЕЦИЛІНДРИЧНОЇ ФОРМИ

Одним із яскравих прикладів застосування варіаційного принципу
Гамільтона – Остроградського з поглибленим аналізом кінематичних
обмежень задачі є задача про нелінійні коливання ідеальної однорідної
рідини в резервуарі у формі тіла обертання.

Ця задача є актуальною в теоретичному і практичному сенсі й, попри
давнє обговорення способів її розв’язання, існує мало практичних алго-
ритмів реалізації таких підходів. Звичайно це пов’язане із нециліндри-
чністю області, яку займає рідина, і тою властивістю, що математична
задача для рідини ставиться для області, яка знаходиться нижче рівня
вільної поверхні, а розв’язок задачі має задовільняти умові неперетіка-
ння на тій частині стінки, яка заходиться вище рівня вільної поверхні
(де спочатку рідини немає), оскільки туди підіймаються гребні хвиль.
Проте ця частина стінки в традиційну математичну постановку взагалі
не входить.

Вважаємо, що резервуар здійснює поступальний рух, стінки резерву-
ара є абсолютно твердими, рух рідини є безвихровим. За основу побу-
дови розв’язувальної системи рівнянь взято метод [13], який оснований
на використанні варіаційного принципу Гамільтона – Остроградського,
і використовувався для випадку порожнин циліндричної форми.

Ставимо задачу побудувати математичну модель системи в ампліту-
дних параметрах коливань вільної поверхні рідини за власними форма-
ми та параметрах руху резервуара. Варіаційний принцип Гамільтона –
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Остроградського для такої системи має вигляд

δI = 0, де L =

t2
ż

t1

Ldt, L = T ´ Π. (3.1)

Тут функція Лагранжа має вигляд

L =
1

2
ρ

ż

τ

(∇⃗φ+ ˙⃗ε)2dτ +
1

2
Mr( ˙⃗ε)

2 + ρ

ż

τ

g⃗ ¨ r⃗dτ ´ (Mr +Ml)εzg. (3.2)

У цих рівняннях T і Π відповідно кінетична і потенціальна енергія си-
стеми, φ є потенціалом хвильового руху рідини, ˙⃗ε – поступальна швид-
кість руху резервуара, r⃗ – радіус-вектор довільної точки рідини віднос-
но центру незбуреної вільної поверхні рідини, яка обрана за початок
системи координат незмінно зв’язаної з резервуаром, n⃗ – одиничний
вектор нормаль до поверхні, ρ – густина рідини, Mr і Ml маса рідини
та резервуара, g⃗ = t0, 0,´gu, де g – прискорення вільного падіння.

Надалі будемо також використовувати позначення τ – область, яку
займає рідина, S – збурена вільна поверхня рідини, Σ – змочувана по-
верхня контакту рідини з резервуаром у збуреному русі. Ці ж величини
з індексом «0» є відповідними параметрами у незбуреному стані. По-
значимо також ∆Σ = Σ ´ Σ0 – зміна змочуваної поверхні контакту
рідини з резервуаром, яка обумовлена збуреним рухом системи. 

Для ефективного розв’язання задачі з використанням методу збу-
рень треба, щоб незбурена вільна поверхня і поверхня контакту ріди-
ни з резервуаром були координатними поверхнями. Для цього замість
циліндричної системи координат введемо недекартову параметризацію
області, яку займає рідина

α =
r

f(z)
, β =

z

H
.

В цих співвідношеннях r = f(z) є рівнянням твірної тіла обертання, яке
утворює резервуар, H – глибина заповнення резервуара рідиною. Тепер
площина β = 0 співпадає із незбуреною вільною поверхнею рідини S0, а
поверхня α = 1 співпадає з незбуреною бічною поверхнею контакту рі-
дини з резервуаром Σ0. В параметрах α, θ, β, які введені замість цилін-
дричної системи координат (θ – кутова координата циліндричної систе-
ми) область рідини τ набуває циліндричної форми (α P [0, 1], θ P [0, 2π]
і в незбуреному стані β P [´1, 0]).
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Виходячи з циліндричності області у новій параметризації рівняння
вільної поверхні рідини в збуреному русі можна представити у розв’яза-
ному вигляді відносно координати β

β =
1

H
ξ(α, θ, t). (3.3)

Така форма представлення вільної поверхні (3.3) дозволяє ефективно
застосувати метод збурень і метод Канторовича для побудови неліній-
ної скінченновимірної моделі динаміки резервуара з рідиною з вільною
поверхнею у випадку резервуара у вигляді тіла обертання.

Згідно з варіаційним принципом Гамільтона – Остроградського (3.1),
(3.2) варіації змінних мають задовільняти всім кінематичним обмеже-
нням задачі, до яких відносяться
а) ∆φ = 0 в області τ , яке є рівнянням нерозривності для руху рідини

в збуреній області τ ;
б) Bφ

Bn = 0 на поверхні Σ або в розгорнутій формі Bφ
Br ´ f 1 Bφ

Bz = 0 при
r = f(z);

в) Bξ
Bt +

1
f2

Bξ
Bα

Bφ
Bα + 1

α2f2
Bξ
Bθ

Bφ
Bθ ´

αf 1

f
Bξ
Bα

Bφ
Bz = Bφ

Bz на збуреній вільній поверхні
S, що є вимогою збігу руху в напрямку нормалі частинок рідини та
руху точок вільної поверхні рідини;

г) до кінематичних обмежень слід віднести умову розв’язуваності кра-
йової задачі Неймана для рівняння Лапласа для збуреного об’єму
рідини τ . Представимо цю умову у такому вигляді

ż

Σ0

Bφ

Bn
ds+

ż

∆Σ0

Bφ

Bn
ds+

ż

S

Bφ

Bn
ds = 0. (3.4)

Згідно з ідеями аналітичної механіки через те, що ці три інтеграли
являють собою обмеження на різних поверхнях, кожен з цих доданків
має бути нульовим. За своїм змістом ці умови відповідають вимогам
збереження об’єму рідини в її збуреному русі. Рівність нулю першого
інтеграла дублює умову неперетікання на бічній поверхні резервуара.
Третя умова може бути перетворена до вигляду

ż

S

Bφ

Bn
ds =

ż

S0

Bξ

Bt
ds,

що фактично є вимогою збереження об’єму рідини при збуреному русі її
вільної поверхні. Другий член обумовлений нелінійністю формулюван-
ня задачі і відповідає вимозі задовільнення умові неперетікання рідини
на гребенях хвиль, тобто цей член відповідає за рух рідини вище рівня
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незбуреної вільної поверхні та фактично є вимогою, щоб рідина «від-
стежувала» стінку резервуара при підйомах над незбуреною вільною
поверхнею.

Проведений аналіз кінематичних обмежень задачі містить певні ори-
гінальні моменти. Умова а), попри те, що вона описується диференці-
альним оператором старшого порядку, по суті є кінематичним обме-
женням, проте воно задається не на якійсь границі, а у всьому об’ємі.
Умова г), яка є наслідком умови розв’язуваності крайової задачі, роз-
падається на три умови, з яких одна є залежна, друга є умовою збере-
ження об’єму рідини, а третя відповідає вимозі, щоб рідина над вільною
поверхнею «відстежувала» тверду стінку. Зауважимо, що в традицій-
ній постановці задачі та при використанні методів збурень інформація
про стінку резервуара над вільною поверхнею рідини в постановку за-
дачі взагалі не входить. Тому в більшості методів розв’язання задач
коливань рідини в резервуарах нециліндричної форми цією умовою не-
хтують.

Всім цим кінематичним обмеженням а)-г) треба задовільнити до роз-
в’язання варіаційної задачі. При виведенні математичного формулю-
вання цих обмежень ми скористалися підходами аналітичної механіки.
Всі ці обмеження за своєю природою є кінематичними (вони не зале-
жать від законів руху), проте частина з них не збігається з граничними
умовами, які в багатьох роботах вважають єдиним джерелом виникне-
ння кінематичних обмежень. Зокрема, обмеження а) і третя частина
умови розв’язуваності крайової задачі не є наслідком граничних умов.

Перейдемо тепер до виконання всіх кінематичних обмежень задачі.
Відомо, що задача про визначення частот і форм коливань рідини при-
водиться до такого вигляду

∆φ = 0 в τ, Bφ

Bn
= 0 на Σ0,

Bφ

Bn
= λφ на S0. (3.5)

Згідно з цією постановкою задачі розв’язки будуть задовільняти кіне-
матичному обмеженню а), кінематичній граничній умові на поверхні
контакту резервуар-рідина Σ0, але без виконання умови на ∆Σ і лі-
нійній частині кінематичної граничної умови на вільній поверхні S0.
Така задача успішно розв’язується на основі методу Рітца з використа-
нням частинних розв’язків рівняння Лапласа у формі гармонічних по-
ліномів [13], які одержуються шляхом приведення частинних розв’язків
рівняння Лапласа у сферичних координатах до циліндричної системи
координат.

Проілюструємо цю задачу на рис. 3.1. Формулювання задачі роби-
ться для τ з бічною границею Σ і вільною поверхнею S. Згідно з не-
лінійного формулювання задачі рідина має відстежувати стінку над
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вільною поверхнею, тобто вона має задовільняти умові неперетікання
над вільною поверхнею рідини на поверхні ∆Σ (на малюнку на дузі
AA0).

РИС. 3.1. Загальний вигляд області, яку займає рідина

Для довільної точки A ця вимога може бути записана у вигляді роз-
кладу у ряд Тейлора

Bφ

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A

=
Bφ

Bn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A0

+ ξ
B2φ

BnBτ1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A0

+
1

2
ξ2

B3φ

BnBτ21

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A0

+ . . . = 0.

Тут через τ1 позначено вектор дотичного напрямку. Через довільність
збурень вільної поверхні ξ в точці A0 має виконуватися вимога

Bkφ

BnBτk´1
1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

A0

= 0 для k = 1, 2, . . .

Дослідження показують, що нормальні похідні в точці A0 у випадку
нециліндричних резервуарів взагалі не існують через те, що точка A0 є
сингулярною. З другого боку не можна накладати на розв’язки крайо-
вої задачі другого порядку додаткові умови порядку вищого або рівного
за порядок основного рівняння, тобто умови порядку вище одиниці є
некоректними. В підсумку це свідчить про те, що не можна викори-
стовувати розв’язки задачі про власні частоти та форми коливань як
координатних функцій при розв’язанні нелінійної задачі, а також не
можна накладати якісь додаткові обмеження на задачу про вільні ко-
ливання рідини з метою виконання граничної умови неперетікання на
продовженні бічної поверхні резервуара, куди можуть досягати гребні
хвиль.

В роботах Н. Є. Жуковського було показано [10], якщо рідина з рів-
нем заповнення до точки A виконує коливання, то область рідини до
рівня A0 виконує такі ж самі рухи (в кінематичному сенсі) як і рідина
в резервуарі з об’ємом заповнення до рівня A0. Тобто додана частина
рідини на кінематику руху вихідної рідини (характер течії) не чинить
вплив за виключенням частот коливань. Тому було запропоновано ме-
тод допоміжної області [3] для визначення координатних функцій для
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розв’язання нелінійної задачі про коливання рідини з вільною поверх-
нею, які задовільняють граничній умові неперетікання на стінках ре-
зервуара вище рівня незбуреної вільної поверхні, куди можуть досягати
гребні хвиль.

Ідея методу полягає в тому, що розв’язується задача про вільні ко-
ливання рідини для області рідини із заповненням до точки A, далі
за координатні функції для області τ беруться визначені координатні
функції, які задовільняють умові неперетікання на поверхні Σ0 +∆Σ,
а за координатні функції на вільній поверхні рідини S0 беруться функ-
ції, які одержуються на горизонтальному перерізі, що проходить через
точку A0. За своїм характером метод є наближеним, проте він враховує
аналітичну природу розв’язку задачі про вільні коливання рідини і її
сингулярні властивості. Успішність подальшого використання методу
в основному визначається тим, що контур із сингулярними властиво-
стями фактично переноситься від рівня, який відповідає положенню
точки A0 на рівень точки A, куди рідина вже взагалі не досягає. Та-
ке винесення сингулярних точок за межі області рідини τ є типовим в
інших задачах механіки ідеальної рідини.

Практичне використання такого підходу для побудови координатних
функцій для представлення розв’язків нелінійної задачі динаміки ріди-
ни в різних резервуарах нециліндричної форми (конус, сфера, гіпербо-
лоїд, еліпсоїд, параболоїд [1,3]) дозволило досягнути відносної точності
задовільнення граничної умови на Σ0 порядку 10´5 і 10´3 на поверхні
∆Σ, що більше ніж в 100 разів краще ніж для функцій, визначених
за класичним методом. В підсумку це дозволяє з високою точністю за-
довільнити умовам розв’язуваності нелінійної задачі про рух рідини з
вільною поверхнею (3.3) і підвищує точність задовільнення законів збе-
реження енергії та маси, а також стійкість обчислювальних процедур.

Після використання розв’язків задачі на власні коливання рідини в
резервуарі доповненої методом допоміжної області лишаються не задо-
вільненими кінематична гранична умова на вільній поверхні та вимога
збереження об’єму рідини у збуреному русі. Згідно з [3] приймемо такі
представлення шуканих розв’язків, які для цієї задачі є фактично фор-
мою пошуку розв’язку за методом Канторовича. Крім того, через те,
що резервуар є тілом обертання надалі можливе відокремлення кутової
координати у представленні форми пошуку розв’язку.

ξ = ξ̄(t) +
ÿ

i

ai(t)ψ̄i(α)Ti(θ), φ =
ÿ

i

bi(t)ψi(α, β)Ti(θ), (3.6)

де

ψ̄i(α) =
Bψ

Bz

ˇ

ˇ

ˇ
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Також введено позначення ξ̄(t) – функція, яка забезпечує виконання
закону збереження об’єму рідини у її збуреному русі і обумовлена не-
циліндричністю області τ , ψ̄i(α)Ti(θ) – форма коливань вільної поверхні
рідини, ψi(α, β)Ti(θ) – потенціал швидкості, що відповідає руху рідини
за цією формою. В представленні розв’язку (3.6) ai(t) і bi(t) є відповідно
амплітудними параметрами збудження коливань вільної поверхні ріди-
ни та потенціалу швидкостей, що відповідають i-й формі коливань.

Згідно з теоремою, що безвихровий рух ідеальної однорідної нести-
сливої рідини повністю визначається рухом її границь, змінні ai разом
з параметрами руху резервуара ε⃗ є незалежними параметрами, які ви-
значають рух границь області, а змінні bi і ξ̄ є залежними. Покаже-
мо як виконується виключення цих залежних змінних з кінематичних
обмежень, а саме з вимоги збереження об’єму рідини та кінематичної
граничної умови на вільній поверхні рідини. Зауважимо також, що са-
ме ці дві вимоги формулюються через нелінійні співвідношення і для
їхнього виконання будуть застосовані асимптотичні методи нелінійної
механіки з припущенням про малість збурень вільної поверхні рідини
ξ.

Величина ξ̄ визначається з вимоги збереження об’єму рідини у її збу-
реному русі. З використанням розкладу значення інтеграла зі змінною
верхньою границею в ряд по ξ в околі ξ = 0 одержимо з точністю до
величин третього порядку малості (праворуч всі функції f і їх похідні
беруться для β = 0).

∆V =

2π
ż

0

1
ż

0

 ξ/H
ż

0

[f(Hβ)]2dβ

αHdαθ =
=

2π
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0

1
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0

[
f2

ξ

H
+ ff 1 ξ

2

H2
+ (f 12 + ff ”) ξ3

3H3
+ . . .

]
αHdαθ.

Якщо представити ξ̄ у вигляді розкладу за ступенями малості збу-
рення вільної поверхні рідини ξ, ξ̄ = ξ̄1 + ξ̄2 + ξ̄3 + ξ̄4 (нижній індекс
відповідає порядку малості величини відносно значення ξ), то одержи-
мо (величини з верхнім індексом «v» є інтегралами від форм коливань,
вираз для яких тут не приводяться)

ξ̄1 = 0, ξ̄2 = ´
f 1

πf

ÿ

i,j

aiajβ
v
ij ,

ξ̄3 = ´
f 12 + ff ”
3πf2

ÿ

i,j,k

aiajakγ
v
ijk, . . .

(3.7)
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Тепер після знаходження залежності ξ̄ від ai представлення розв’язку
задачі (3.6) задовільняє вимозі збереження об’єму рідини з точністю до
величин третього порядку малості відносно ξ.

Для визначення залежності bi від ai скористаємося методом Гальор-
кіна. Введемо до розгляду диференціальний оператор

L˚(ξ, φ) =
Bξ

Bt
+

1

f2
Bξ

Bα

Bφ

Bα
+

1

α2f2
Bξ

Bθ

Bφ

Bθ
´
αf 1

f

Bξ

Bα

Bφ

Bz
´

Bφ

Bz
= 0.

Виходячи з того, що система функцій ψ̄k є формами коливань вільної
поверхні, а значить вони є повною системою функцій, скалярні добутки
нев’язок визначимо за схемою

ż

S0

L˚(ξ, φ)
ˇ

ˇ

S
ψ̄kdS = 0, k = 1, 2, . . . ,

при цьому диференціальний оператор L˚ розкладається в ряд за сте-
пенями ξ, що еквівалентно його проєктуванню на незбурену вільну по-
верхню S0. Після підставлення розкладів шуканих невідомих (3.6) одер-
жимо наступні вирази для залежності величин bi від ai

b(1)p =
ÿ

i

ȧiβ
0
ip, b(2)p =

ÿ

i.j

ȧiajγ
0
ijp,

b(3)p =
ÿ

i.j,k

ȧiajakδ
0
ijkp, b(4)p =

ÿ

i.j,k,l

ȧiajakalh
0
ijklp.

(3.8)

У співвідношення (3.8) входять коефіцієнти, що визначаються через
квадратури від функцій ψ̄k і ψk по незбуреній вільній поверхні. Після
визначення залежностей (3.7) і (3.8) параметри ak можна вважати пов-
ною незалежною системою змінних, що характеризують рух обмежено-
го об’єму рідини (у випадку рухомого резервуара треба до цих параме-
трів ще додати параметри руху тіла-носія). Ці залежності встановлені
аналітично (у квадратурах) для довільної кількості форм коливань до
розв’язання варіаційної задачі. Тепер розклади шуканих змінних (3.6),
доповнені співвідношеннями (3.7) і (3.8), відповідають вільній механі-
чній системі, рух якої визначається незалежними параметрами ak, що
характеризують рух вільної поверхні рідини та параметрам ε⃗, що ха-
рактеризують рух тіла-носія.

Оскільки основною метою цієї роботи є викладення розширених мо-
жливостей варіаційних методів механіки, які ефективно працюють пі-
сля належного аналізу всіх кінематичних обмежень задачі та виклю-
ченні цих обмежень до реалізації варіаційного принципу, викладення
аналізу кінематичних обмежень задачі виконано докладно, а безпосере-
дню реалізацію варіаційного принципу Гамільтона – Остроградського
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ми не будемо викладати детально. Це викликано тим, що після побу-
дови розкладів змінних (7), які через вибір координатних функцій і
виключення залежних параметрів на основі співвідношень (3.7) і (3.8),
система, що досліджується, вже стає вільною і багато технічних про-
блем зникають.

Побудовані розклади (3.6) можна безпосередньо підставляти у фун-
кцію Лагранжа і при цьому система параметрів ak і εi відповідає кіль-
кості ступенів вільності системи в рамках прийнятої моделі та за кіль-
кістю змінних є мінімальною. Схема побудови дискретної моделі скла-
дається з двох етапів перетворення функції Лагранжа

L(ξ, φ, ˙⃗ε) Ñ L(ai, bj , ξ̄, ˙⃗ε) Ñ L(ai, ȧj , ˙⃗ε).

Така схема ілюструє перехід спочатку від зв’язаної континуальної си-
стеми до зв’язаної дискретної системи, а потім, виключаючи кінема-
тичні граничні умови на вільній поверхні та умову збереження об’єму
рідини у її збуреному русі, здійснюється перехід до функції Лагранжа,
що відповідає вільній системі з числом параметрів, яке дорівнює числу
ступенів вільності системи.

Для переходу від континуальної структури моделі тіло – рідина до
дискретної моделі можна застосувати метод Канторовича до варіацій-
ного формулювання задачі, отриманого на основі принципу Гамільто-
на – Остроградського. Просторове і поверхневе інтегрування у функції
Лагранжа проводиться в змінних α, θ, β. В підінтегральному виразі від-
бувається диференціювання по β членів, що містять потенціал швид-
костей φ, і добутків цих членів на якобіан переходу від декартової гео-
метрії до недекартової параметризації області τ0, яку займає рідина в
незбуреному стані. Для порожнини обертання в цілому відмінності від
випадку резервуарів циліндричної форми полягають в тому, що,
´ по-перше, функції, за якими відбувається розклад потенціалу швид-

костей, задовільняють умови неперетікання на змочуваних границях
наближено,

´ по-друге, додається умова збереження об’єму рідини у її збуреному
русі, і,

´ по-третє, при виконанні знесення на незбурену вільну поверхню рі-
дини за допомогою ряду Тейлора окремих членів функції Лагранжа,
кінематичної граничної умови на вільній поверхні і умови збереже-
ння об’єму рідини у її збуреному русі у порівнянні з випадком ци-
ліндричної області додаються геометричні нелінійності обумовлені
переходом до недекартової параметризації області, яку займає ріди-
на;
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´ вчетверте, слід забезпечити, щоб координатні функції задовільняли
умові неперетікання на бічній поверхні рідини не лише для поверх-
ні контакту у незбуреному стані Σ0, а і на її певному продовженні
над рівнем незбуреної вільної поверхні куди можуть досягати гребні
хвиль ∆Σ.

В результаті застосування даної методики можна отримати рівняння
Лагранжа другого роду – рівняння сумісного руху системи «резервуар-
рідина» в амплітудних параметрах руху рідини з вільною поверхнею
ak та параметрах руху тіла-носія ε⃗

N
ÿ

k=1

pkr(ai, ȧj)äk +
N+3
ÿ

k=N+1

pkr(ai, ȧj)ε̈k´N = qr(ai, ȧj , εl, ε̇m). (3.9)

Через те, що другі похідні в ці рівняння входять лінійно, система зви-
чайних диференціальних рівнянь легко приводиться до форми Коші,
що сприяє подальшому аналітичному і чисельному дослідженню за-
дачі. Легко показується, що породжувальна система диференціальних
рівнянь є невиродженою, розподіл частот є відомим і діапазон розташу-
вання частот є компактним, що практично виключає проблеми прояву
ефекту жорсткості при чисельному інтегруванні системи (3.9).

4. ВІБРАЦІЙНЕ ЗБУДЖЕННЯ РУХУ СИСТЕМИ РЕЗЕРВУАР-РІДИНА В
РЕЖИМІ СУМІСНОГО РУХУ

Як приклад ефективної побудови моделі про сумісний рух резерву-
ара і рідини з вільною поверхнею на основі методів аналітичної ме-
ханіки континуальних систем розглянемо випадок резервуара у формі
еліпсоїду обертання, маса якого Mr = 0.2Ml (прояв рухомості рідини
на рух резервуара буде суттєвим). Розглянуто випадок еліпсоїдального
резервуара з півосями a = 1 і b = 2. Випадок відповідає розтягнено-
му по вертикалі еліпсоїда з глибиною заповнення H = 0.75. Резервуар
здійснює рух в горизонтальній площині зі стану спокою під дією сили
Fx = A(Mr +Ml) cosωt (A – множник, який для різних режимів підби-
рався так, щоб система виходила на режим нелінійних коливань, коли
збурення на вільній поверхні мають порядок 0,2 від радіуса вільної по-
верхні рідини).

Аналізувалися такі випадки зміни частот ω = kωωc, де
kω = 0.9, 0.98, 1.0, 1.02, 1.1, 1.5,

а ωc – частота сумісних коливань системи резервуар-рідина за першою
формою. На рис. 4.1 представлені результати розрахунків зміни в часі
збурень вільної поверхні рідини на бічній поверхні резервуара в пло-
щині zOx, в якій відбуваються коливання.
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На рисунку зліва вгорі приведено глибину заповнення, згори в цен-
ті – значення відносної частоти та амплітудного параметра збудження
коливань системи. Звернемо увагу на те, що для частот суттєво мен-
ших за резонансні коливання вільної поверхні значно відрізняються від
синусоїдального закону і спостерігається дрейф середнього значення.
При наближенні до резонансної частоти спостерігається висока чутли-
вість системи до амплітуди збудження і навіть до зміни частоти на
декілька процентів. В характері розвинення коливань суттєво проявля-
ється модуляція, при цьому частота зміни кривої модуляції спочатку
зменшується і є найменшою для відносної частоти 0.98, а потім знову
наростає. Це свідчить про те, що нелінійності в такій системі є м’якого
типу.

РИС. 4.1. Збурення вільної поверхні рідини в різних ча-
стотних діапазонах

Вихід системи на режим усталених коливань не спостерігався, про-
те для відносної частоти 0.98 період модуляційної кривої є достатньо
великим і в окремих роботах це помилково сприймалося як вихід на
усталений режим коливань. Відмітимо також, що для відносної частоти
1 суттєво проявляється відмічений в експериментах режим антирезо-
нанса, коли протягом декількох періодів коливання на вільній поверхні
фактично зникають (їх амплітуда коливань є незначною), що помітно
в околі часу приблизно 60 с і 120 с. Лінійна теорія прогнозує подібність
поведінки системи через наближений збіг частот модуляції для значень
відносних частот симетричних відносно власної частоти [7]. Але в на-
шому випадку для частот 0.9 і 1.1 це не спостерігається, що пов’язане
із виходом на режим, коли при формуванні модуляції беруть участь не
дві форми коливань, а більше. Додаткові нелінійні властивості пове-
дінки системи визначаються через трансцендентну залежність частот
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від номера форми, відміченого в [5] і відповідного ущільнення спектра
коливань. Це обумовлює відсутність усталених режимів коливань.

Було розв’язано групу задач для різних варіантів еліпсоїдів і рів-
нів їх заповнення. Аналізуючи в комплексі одержані результати слід
зазначити, що, по-перше, система резервуар-рідина демонструє високу
чутливість до зміни частот особливо в безпосередньому околі резонан-
су.

По-друге, значною мірою при однакових відносних амплітудах збу-
рень вільної поверхні рідини прояв нелінійності визначається нахилом
стінок в околі незбуреної вільної поверхні. Так для малих глибин і для
випадків стисненої форми еліпсоїда нахил стінки резервуара в околі
вільної поверхні значно відрізняється від вертикальних стінок. Це спри-
яє підсиленню прояву нелінійного характеру коливань, оскільки набли-
ження нахилу стінок резервуара до вертикального положення призво-
дить до зростання обмежень на рух рідини, і, до того ж до зростання
частот і відстаней між ними. Це зменшує взаємовплив форм коливань,
а значить спрощує характер розвинення коливань.

По-третє, вагомо проявляється комплекс нелінійних ефектів розви-
нення коливань, а саме дрейф середнього значення коливань на низь-
ких частотах, модуляція коливань, втрата регулярності коливань на
високих частотах, антирезонанс, перевершення висоти горба хвилі над
її впадиною.

В-четверте, на всіх режимах вихід системи резервуар-рідина на ре-
жим усталених коливань не спостерігався. Одержані результати узго-
джуються з відомими теоретичними та експериментальними даними [6].

5. ВИСНОВКИ
У роботі викладено оригінальні ідеї використання розширених мо-

жливостей аналітичної механіки суцільного середовища, зародження
яких, судячи з усього, відбулося в рамках наукової школи Д. О. Ґра-
ве і пізніше наукової школи М. О. Кільчевського. Ці ідеї є основою
поглибленого аналізу постановки задач механіки суцільних середовищ
і сприяють розвиненню конструктивних методів, створених на основі
аналітичної механіки. Відмічені переваги і оригінальність цих підходів
проілюстровано на задачі про нелінійні коливання рідини з вільною по-
верхнею, яку розглянуто в рамках нелінійної задачі динаміки сумісного
руху системи, включаючи випадок резервуара нециліндричної форми.
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Diffeomorphism groups of Morse-Bott
foliation on the solid Klein bottle by
Klein bottles parallel to the boundary

Sergiy Maksymenko

Abstract. Let G be a Morse-Bott foliation on the solid Klein bottle K
into 2-dimensional Klein bottles parallel to the boundary and one singular
circle S1. Let also S1

rˆS2 be the twisted bundle over S1 which is a union
of two solid Klein bottles K0 and K1 with common boundary K. Then
the above foliation G on both K0 and K1 gives a foliation G1 on S1

rˆS2

into parallel Klein bottles and two singluar circles. The paper computes
the homotopy types of groups of foliated (sending leaves to leaves) and leaf
preserving diffeomorphisms for foliations G and G1.

Анотація. Нехай G – шарування Морса-Ботта на заповненій пляшці
Кляйна K на двовимірні пляшки Кляйна паралельні до межі BK та
центральне коло S1. Нехай також S1

rˆS2 – тотальний простір єдиного
нетривіального S2-розшарування над колом S1, яке є об’єднанням двох
копій K0 та K1 заповненої пляшки Кляйна зі спільною межею K. Тоді
шарування G на кожній копіїK0 таK1 визначає шарування G1 на S1

rˆS2

на паралельні пляшки Кляйна та два сингулярні кола. В роботі обчисле-
но гомотопічні типи груп дифеоморфізмів шарувань G та G1.

1. INTRODUCTiON
Let D2 = t|w| ď 1u be the unit disk in the complex plane, S1 = BD2 be

its boundary, and T = S1 ˆD2 be the solid torus. Define the following C8

function
f : T Ñ [0; 1], f(z, w) = |w|2,

and for every r P [0; 1] let Tr := f´1(r) be the inverse image of r. Evidently,
Tr is a 2-torus for r P (0; 1] and T0 is a circle. Let also

F = tTr | r P [0; 1]u

be the partition on T into the inverse images of f .
Notice that f is a Morse-Bott function (in some sense the most simplest

one), and the corresponding partition F is aMorse-Bott foliation, see e.g. [1,
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6,17]. Such foliations play and important role in Hamiltonian and Poisson
geometries, however in the present paper we will not use this interpretation.

Given a partition F on a manifold M we will say that a diffeomorphism
h : M Ñ M is F-leaf preserving if it leaves invaraint each leaf of F , i.e.
h(ω) = ω for all ω P F . Also, h is F-foliated whenever the image h(ω)
of each leaf ω P F is again a (perhaps some other) leaf of F . Then for a
subset X Ă M we will denote by Dlp(F , X) and Dfol(F , X) respectively
the groups of F-leaf preserving and F-foliated diffeomorphisms of M . If
X = ∅, we will omit it from notations. Evidently, Dlp(F , X) is a normal
subgroup of Dfol(F , X).

In a series of previous papers by the author and O. Khokhliuk [9–12,
16] there were computed homotopy types of groups of foliated and leaf
preserving diffeomorphisms of the above foliation F on T. Namely, the
following results are obtained:

Theorem 1.1 ([12, Theorem 1.1.1]). The group Dlp(F , BT) is weakly con-
tractible.

Theorem 1.2 ([16]). The pair
(
Dlp(F),Dlp(F , BT)

)
is a strong deforma-

tion retract of the pair
(
Dfol(F),Dfol(F , BT)

)
.

It is also known that the group D(T, BT) of diffeomorphisms of T fixed
on its boundary is contractible (N. Ivanov [8, Theorem 2]), while the group
of all diffeomorphisms D(T), contains as a deformation retract a certain
semidirect product A := (S1 ˆ S1) ¸ U , where

U = t(ε n
0 δ) | ε, δ P t˘1u, n P Zu Ă SL(2,Z)

(this is a classical result). In particular, π0D(T) – U . In fact, A is con-
tained even in Dlp(F , BT), and Theorems 1.1 and 1.2 imply that the fol-
lowing inclusions are weak homotopy equivalences:

tidTu
� � // Dlp(F , BT) � � // Dfol(F , BT) � � // D(T, BT),

A � � // Dlp(F) � � // Dfol(F) � � // D(T).

Furthermore, gluing two copies T0 and T1 of the solid torus by some dif-
feomorphisms between their boundaries, one gets a lens space Lp,q. Then
the foliation F on each of those tori gives a foliation Fp,q on Lp,q into two
singluar circles and parallel 2-tori. In [12,16] there were also computed the
homotopy types of the groups Dlp(Fp,q) and Dfol(Fp,q).

In the present paper we will make similar computations for the non-
orientable counterpatrs of T and lens spaces: the solid Klein bottle K and
the twisted S2-bundle over the circle S1

rˆS2.
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More precisely, consider the following orientation reversing diffeomor-
phism ξ : T Ñ T of order 2 given by ξ(w, z) = (w̄,´z). Then the quotient
space K := T/ξ is called the solid Klein bottle. It is a non-orientable 3-
manifold and the corresponding quotient map p : T Ñ K is its orientable
double covering. Moreover, it is evident that f ˝ξ = f , whence there exists a
C8 function g : K Ñ [0; 1] such that f = g ˝p. For t P [0; 1] let Kt = g´1(t)
be the corresponding level set of g, so K0 is a circle, while for t P (0; 1] the
set Kt is a (2-dimensional) Klein bottle. In particular, K1 = BK.

Note also that Tr = p´1(Kt) and the restriction maps p : Tr Ñ Kt

(oriented for r ą 0) double coverings.
Let G = tKtutP[0;1] be the partition of K into level sets of g. Then g is

a Morse-Bott function for which K0 is a non-degenerate critical manifold,
and all other points of K are regular for g. Therefore one can regard G as
a Morse-Bott foliation with the singluar leaf K0.

Our aim is to compute the homotopy types of the groups Dfol(G) and
Dlp(G) of G-foliated and G-leaf preserving diffeomorphism ofK respectively,
and their respective subgroups fixed on BK. In fact most of the preliminary
work is done in the mentioned above papers, and here we will just use
their results for explicit computations. We are also aimed here to illustrate
usefulness of the developed methods.

First we recall the following statement:

Lemma 1.3. D(K, BK) is contractible, while D(K) is homotopy equivalent
to S1 ˆ Z2 ˆ Z2, i.e. to the disjoint union of 4 circles.
History of proof. W. B. R. Likorish [14] shown that π0D(K) – Z2 ‘Z2 and
that each diffeomorphism of BK extends to some diffeomorphism ofK. The
latter can be rephrased so that the restriction map ρ : D(K) Ñ D(BK),
ρ(h) = h|BK, (being also a continuous homomorphism) is surjective. Evi-
dently, its kernel is the group D(K, BK) of diffeomorphisms of K fixed on
the boundary. Notice that the map ρ is known to be a locally trivial fibra-
tion which is a particular case of “local triviality for embeddings” statement
independently proved by J.Cerf [2], R. Palais [18], and E. Lima [15].

Also, N. Ivanov [8] obtianed a general result on Waldhausen manifold
which includes the statement that D(K, BK) is contractible.

This implies that ρ is a homotopy equivalence. Moreover, it is also proved
by C. Earle and J. Eeels [5] and A. Gramain [7] that the path components
of D(BK) are homotopy equivalent to the circle. Hence D(K) is homotopy
equivalent to S1 ˆ Z2 ˆ Z2, i.e. to the disjoint union of 4 circles. □
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Our first result shows that the corresponding G-foliated and G-leaf pre-
serving counterparts of the groups from Lemma 1.3 have the same homo-
topy types. So the situation here is literally the same as in Theorems 1.1
and 1.2.

Theorem 1.4. The following statements hold.
(1) The group Dlp(G, BK) is weakly contractible.
(2) The pair

(
Dlp(G),Dlp(G, BK)

)
is a strong deformation retract of the

pair
(
Dfol(G),Dlp(G, BK)

)
.

They imply that the following maps denoted by (w.)h.e. are (weak) homo-
topy equivalences:

tidKu
� � w.h.e //

h.e

++
Dlp(G, BK)

� � h.e // Dfol(G, BK)
� � w.h.e // D(K, BK),

Dlp(G) � � h.e // Dfol(G) � � w.h.e. // D(K)
ρ

h.e.
// // D(BK) » \

4
S1,

where the notations in bold denote new results and implications.
This theorem will be proved in Section 3.
As mentioned above a lens space is a 3-manifold obtianed by gluing two

solid tori T0 and T1 by some diffeomorphism between their boundaries,
and there are infinitely many mutually non-diffeomorphic lens spaces. On
the other hand, since every diffeomorphism of the Klein bottle K extends
to a diffeomorphism of the solid Klein bottle K, it follows that gluing two
copies of K by some diffeomorphism of their boundaries gives always rise
to the same manifold S1

rˆS2 being a total space of a unique non-trivial
S2-bundle over S1 called the twisted S2-bundle over S1.

Therefore one can regard S1
rˆS2 as the union of two Solid klein bot-

tles G0 and G1 glued by the indentity diffeomorphism of their boundaries.
On each Ki, i = 0, 1, we have defined above the foliation G into paralled
2-dimensional Klein bottles and one singluar circle. These foliations con-
stitute together a foliation on S1

rˆS2 into parallel Klein bottles and two
singluar circles S1

i Ă Ki. We will denote that foliation by pG, and it will be
convenient to call it polar.

As a consequence of Theorem 1.4 we get the following description of
the homotopy types of pG-foliated and pG-leaf preserving diffeomorphisms of
S1

rˆS2. Notice that each h P Dlp(pG) leaves invariant the common boun-
dary BK0 = BK1 which we will denote by K. Hence we have a well-defined
continuous restriction homomorphism ρ : Dlp(pG) Ñ D(K), ρ(h) = h|K .
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Its kernel is eveidently the group Dlp(pG,K) of pG-leaf preserving diffeomor-
phisms fixed on K.

Denote by Dfol
+ (pG) the (index 2) subgroup of Dfol(pG) consisting of diffe-

omorphisms leaving invaraint each singular circle S1
0 and S1

1 . Our second
result if the following Theorem 1.5 which will be proved in Section 4:

Theorem 1.5. The following statements hold.
(1) The group Dlp(pG) is a strong deformation retract of Dfol

+ (pG).
(2) The “restriction to K := BK0 = BK1 homomorphism”

ρ : Dlp(pG) Ñ D(K)

is a weak homotopy equivalence.
In particular, Dlp(pG) and Dfol

+ (pG) are weakly homotopy equivalent to the
disoint union of 4 circles, while Dfol(pG) is homotopy equivalent to the
disjoint union of 8 circles.

Note that M. Kim and F. Raymond [13], shown that
π0D(S1

rˆS2) » Z2 ‘ Z2,

and the generators of that group can be chosen to be also the generators of
π0Dlp(pG). This gives the following

Corollary 1.6. The inclusions Dlp(pG) Ă Dfol
+ (pG) Ă D(S1

rˆS2) induce
bijections on π0 groups:

π0Dlp(pG) = π0Dfol
+ (pG) = π0D(S1

rˆS2) = Z2 ‘ Z2.

On the other hand, the homotopy type of D(S1
rˆS2) is more compli-

cated. It was described in E. César and C. Rourke [4, Theorem 2], which
in turn extended the technnique from PhD theses by E. César [3].

2. TWiSTED BUNDLES OVER THE CiRCLE
In this sections we present an explicit model for the solid Klein bottle K

and the universal covers of K and KzK0. These notations will be used in
the proof of Theorem 1.4.

2.1. Universal cover of the solid Klein bottle K. Let
κ : R ˆ C Ñ R, κ(s, w) = s,

be the trivial vector bundle (of real dimension 2), and g1 : R ˆ C Ñ R be
a C8 function given by g1(s, w) = |w|2. It determines a norm (or scalar
product) on the fibers of κ.
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Consider the following C8 vector bundle isomorphism (ξ, η) reversing
orientation and having no fixed points:

R ˆ C
ξ: (s, w) ÞÑ (s+1, w̄) //

κ
��

R ˆ C
κ
��

R
η: s ÞÑ s+1 // R

(2.1)

It defines a free and properly discontinuous action of Z on R ˆ C. Denote
by S1

rˆC = (RˆC)/Z the quotient space. Then R/η – S1 and the corres-
ponding quotient maps β : R ˆ C Ñ S1

rˆC and σ : R Ñ S1, σ(s) = e2πis,
are universal coverings maps. Moreover, we get the well-defined quotient
vector bundle γ : S1

rˆC ” (R ˆ C)/ξ Ñ R/η ” S1 such that the following
diagram is commutative:

R ˆ C
β //

κ

��

S1
rˆC
γ

��
R σ // S1

Evidently, g1 ˝ ξ = g1, whence there exists a unique C8 function
g : S1

rˆC Ñ R,
such that g1 = g ˝ β. Then K := g´1

(
[0; 1]

)
is the solid Klein bottle,

β : R ˆD2 Ñ K is the universal cover of K, and
G = tKr := g´1(r)urP[0;1]

consists of level sets of g. Note that we also have a norm on the fibers
| ¨ | : S1

rˆC Ñ [0;+8], |x| =
a

g(x),

for x P S1
rˆC, so Kr consists of elements of S1

rˆC of norm ?
r.

For r P [0; 1] denote:
Kr := g´1

(
[0; r]

)
= tx P S1

rˆC | |x| ď
?
ru, Cr := g´1

(
[r; 1]

)
.

Thus Kr is a “thinner” solid Klein bottle with boundary Kr, while Cr is a
collar of the boundary Klein bottle BK. In particular, K0 is a circle being
also the zero section of γ.

2.2. Universal cover of KzK0. Consider also another universal covering
map

α : R2 ˆ (0;+8) Ñ R ˆ (Czt0u), α(s, ϕ, r) = (s, re2πiϕ).

Then the composition:

ζ : R2 ˆ (0; 1]
α

ÝÝÑ R ˆ (D2zt0u)
β

ÝÝÑ KzK0
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is the universal covering map for KzK0. Evidently, for each leaf Kr, r ą 0,
its inverse ζ´1(Kr) is the horizontal plane R2 ˆ r. In other words, the
composition

g2 := g1 ˝ α : R2 ˆ (0;+8) Ñ (0;+8)

is just the coordinate projection, g2(s, ϕ, r) = r.
One easily checks that the group of covering translations of ζ is generated

by the following diffeomorphisms
a,b : R2 ˆ (0 + 8) Ñ R2 ˆ (0 + 8),

a(s, ϕ, r) = (s, ϕ+ 1, r), b(s, ϕ, r) = (s+ 1,´ϕ, r),
(2.2)

and that the following identities holds:
α ˝ a = α, α ˝ b = ξ ˝ α, b ˝ a = a´1 ˝ b.

Let us collect all those spaces and maps into the following commutative
diagram:

R2 ˆ (0; 1]

α

��

� � //

ζ

&&

R2 ˆ (0;+8)

α

�� g2

��

R ˆ (D2zt0u) � � //

β

��

R ˆD2 � � //

β

��

R ˆ C

β

��

g1

&&LL
LLL

LLL
LLL

L

KzK0

γ

--

� � // K = g´1([0; 1])

γ

��

� � // S1
rˆC

γ

qq

g // R

S1

(2.3)

FiGURE 2.1. Universal coverings of K and KzK0
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2.3. Liftings of diffemorphisms. We will also use the following simple
statement concerning covering maps:

Lemma 2.4. Let β : X Ñ Y be a covering map between path connected
topological spaces, and ξ : X Ñ X be any covering transformation, i.e. a
homeomorphism satisfying β ˝ ξ = β. Let also h : Y Ñ Y be a continuous
map having a lifting h1 : X Ñ X, so β ˝ h1 = h ˝ β. Then each of the
following conditions implies that h1 commutes with ξ, i.e. ξ ˝ h1 = h1 ˝ ξ.

(1) There exists a point x P X such that ξ ˝ h1(x) = h1 ˝ ξ(x).
(2) There exists a subset A Ă Y being invariant under ξ, i.e. ξ(A) = A,

and such that h1 is fixed on A.
Proof. (1) Notice that ξ ˝ h1 and h1 ˝ ξ are also liftings of h, since

ξ ˝ h1 ˝ β = ξ ˝ β ˝ h = β ˝ h, h1 ˝ ξ ˝ β = h1 ˝ β = β ˝ h.

Moreover, by assumption, they coincide at x. Then by uniqueness of liftings
with one prescribed value, they should identically coincide on all of X.

(2) Let x P A be any point. Then, by assumption, ξ(x) P A. As h1 is fixed
on A we have that h1 ˝ ξ(x) = ξ(x) = ξ ˝ h1(x). Hence by (1), h1 ˝ ξ ” ξ ˝ h1

on all of X. □

Notice that each h P D(K, BK) lifts to a unique diffeomorphism

h1 : R ˆD2 Ñ R ˆD2

fixed on R ˆ S1, so β ˝ h1 = h ˝ β. Since R ˆ S1 is invariant under ξ, it
follows from Lemma 2.4 that h1 commutes with ξ.

Moreover, suppose in addition that h(K0) = K0, h1(Rˆ0) = Rˆ0, then
the restriction h1|Rˆ(D2zt0u) lifts in turn to a unique diffeomorphism

h2 : R2 ˆ (0; 1] Ñ R2 ˆ (0; 1]

fixed on R2 ˆ 1, so

α ˝ h2 = h1 ˝ α : R2 ˆ (0; 1] Ñ R ˆ (D2zt0u).

Again, since R2 ˆ 1 is invariant under a and b, we get from Lemma 2.4
that h2 commutes with a and b. These liftings h1 and h2 of h will play an
important role for our proofs.

Let us also mention that the group Dlp(G, BK) can be defined as the
subgroup of D(K, BK) consisting of diffeomorphisms preserving the func-
tion g, i.e. satisfying the identity: g ˝ h = g. Moreover, if h P Dlp(G, BK),
both liftings h1 and h2 are defined and they satisfy the following idenitities:
g1 ˝ h1 = g1 and g2 ˝ h2 = g2.
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3. PROOF OF THEOREM 1.4
The second statement (2) that the pair

(
Dlp(G),Dlp(G, BK)

)
is a strong

deformation retract of
(
Dfol(G),Dlp(G, BK)

)
is a particular case of results

from [16].
For the proof of (1) we need to define an explicit model for the solid

Klein bottle K and the universal covers of K and KzK0.
(1) The proof of contractibility of the group Dlp(G, BK) almost literally

follows the proof of main result from [12] for similar foliation on the solid
torus, since the results of that paper are proved in a greater generality and
are applicable in the current situation. For the convenience of the reader
we will repeat certain arguments. Namely, we will define four subgroups of
Dlp(G, BK):

B4 Ă B3 Ă B2 Ă B1 Ă B0 = Dlp(G, BK),

and show1 that all the inclusions are homotopy equivalences, while the
smallest group B4 is weakly contractible.

To proceed with the proof it will be convenient to fix some C8 function
µ : [0; 1] Ñ [0; 1] such that µ = 0 on [0; 0.2] and µ = 1 on [0; 0.8].

1) Inclusion B1 Ă B0.
Let us define the group B1. Let h P B0 = Dlp(G, BK) be any element

and h1 : R ˆ D2 Ñ R ˆ D2 be its unique lifting fixed on R ˆ S1. Since
h(K0) = K0, it follows that h1(Rˆ0) = Rˆ0, so there exists an orientation
preserving diffeomorphism σ(h) : R Ñ R commuting with ξ and such that

h1(s, 0) =
(
σ(h)(s), 0

)
, s P R.

is R ˆ 0 is also invariant under ξ. In particular,
h1 ˝ ξ(s, 0) = h1(s+ 1, 0) =

(
σ(h)(s+ 1), 0

)
,

ξ ˝ h1(s, 0) = ξ(σ(h)(s), 0) =
(
σ(h)(s) + 1, 0

)
,

so σ(h)(s + 1) = σ(h)(s) + 1 for all s P R. Let D+
η (R) be the group of

all orientation preserving diffeomorphisms q of R satisfying the identity
q(s + 1) = q(s) + 1 for all s P R. Then the correspondence h ÞÑ σ(h) is a
well-defined map σ : B0 Ñ D+

η (R). One easily check that σ is a continuous
homomorphism.

Let B1 := ker(σ) be the kernel of σ. Thus B1 consists of G-leaf preserving
diffeomorphisms h such that their unique lifting h1 to the universal cover
R ˆD2 fixed on R ˆ S1 is also fixed on R ˆ 0.

1We also “reorder” here the groups Bi in comparison with their counterparts from [12].
Namely, we will make our diffeomorphisms fixed on the collar of BK at the fourth step,
while in [12] that was done from the beginning. This will slightly simplify the exposition.
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We claim that B1 is a strong deformation retract of B0. The proof it
easy and consists of two statements. Let us recall the arguments from [12].

a) σ admits a continuous section s : D+
η (R) Ñ Dlp(G, BK) = B0 satisfy-

ing s(idR) = idK. Thus s is a continuous map (not necessarily a homomor-
phism) such that σ ˝ s(g) = g for all g P D+

η (R).
Indeed, note that each q P D+

η (R) extends to a diffeomorphism

q̂ : R ˆD2 Ñ R ˆD2, q̂(w, s) =
(
w, µ(|w|)q(s) + (1 ´ µ(|w|)s)

)
fixed even on the set p´1(C0.8) = t(w, s) | |w| P [0.8; 1]u. One easily checks
that q̂ also commutes with ξ, and preserves the sets p´1(Kr), r P [0; 1], being
the inverses of the leaves of G. Hence q̂ yields a unique diffeomorphism
s(q) of K preserving the leaves of G and fixed on C0.8. In other words,
s(q) P Dlp(G, BK) = B0. Moreover, q̂ is in turn a unique lifting of s(q) fixed
on RˆS1, whence the correspondence q ÞÑ s(q) is the desired section of σ.

b) The group D+
η (R) is convex, and therefore contractible into the point

idR via the “stantard” homotopy:
H : D+

η (R) ˆ [0; 1] Ñ D+
η (R), H(q, t) = (1 ´ t)q + t idR.

Then a) allows to construct the following homeomorphism

η : B1 ˆ D+
η (R) ” ker(σ) ˆ D+

η (R) Ñ Dlp(G,C0.8),

η(h, q) = h ˝ s(q).

which is “fixed on B1” in the sense that η(h, idR) = h for all h P B1. As
D+

η (R) is contractible into the point idR, it now follows that B1 is a strong
deformation retract of B0 = Dlp(G,C0.8). We refer the reader to [12] for
the details.

2) Inclusion B2 Ă B1.
Define B2 to be the subgroup of B1 consisting of diffeomorphisms h co-

inciding with some vector bundle morphism q : S1
rˆC Ñ S1

rˆC on K0.2.
To see what this means consider the standard disk bundle γ : K Ñ S1

from (2.3), and for every y P S1 and r P (0; 1] denote by
Dr(y) = γ´1(y) XKr

the closed 2-disk of radius r in the fibre over y. Notice that the intersec-
tions of Dr(y) with the leaves of G constitute the partition of Dr(y) into
concentric circles. The following lemma is easy and directly follows from
definitions of the above covering maps.

Lemma 3.1. Let h P B1 then the following conditions are equivalent:
(1) h P B2;
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(2) h(D0.2(y)) = D0.2(y) for each y P S1 and the restriction
h : Dr(y) Ñ Dr(y)

is a rotation (i.e. a linear isomorphism preserving concentric circles);
(3) there exists a C8 function λh : R Ñ R such that

h1(w, s) = (we2πiλh(s), s), λh(s+ 1) = ´λh(s),

for all s P R and w P D2 with |w| ď 0.2;
(4) there exists a C8 function λh : R Ñ R such that

h2(s, ϕ, r) = (s, ϕ+ λh(s), r), λh(s+ 1) = ´λh(s),

for all s P R and r P (0; 0.2];
In this case such a function λh in (3) and (4) is the same, and it is also
unique. □
Proof. Equivalence of conditions (1)-(4) is easy. It also follows from (4)
that λh is uniquely determined by h2. □

Now, by “linearization theorem” [11], the inclusion B2 Ă B1 is a homo-
topy equivalence. Notice that in our situation G consists of level sets of a
positive definite 2-homogeneous on fibers function g. In this case the proof
of that “linearization theorem” can be simplified as it was shown in [12, The-
orem 3.1.2].

More precisely, the deformation of B1 into B2 can be defined as follows.
Let U be a neighborhood of the central circle K0 (i.e. the zero section of
p : S1

rˆC Ñ S1) and h : U Ñ S1
rˆC a smooth embedding such that

h(K0) = K0, but it is not necessarily fixed on K0. Then one can define the
following vector bundle isomorphism

Tfib(h) : S
1
rˆC Ñ S1

rˆC, Tfib(h)(x) = lim
tÑ0

1
th(tx),

which can be regarded as a “partial derivative” of h at points of K0 in
the direction of fibers of the vector bundle p : S1

rˆC Ñ S1, see [11]. In
particular, Tfib(h) is well defined for all h P B1. It is easy to see that if
h P B2, so it coincides with some vector bundle morphism q on K0.2, then
Tfib(h) ” q on all of S1

rˆC.
Define also the following function

ϕ : [0; 1] ˆ (S1
rˆC) Ñ R, ϕ(t, x) = t+ (1 ´ t)µ(|x|).

Evidently, ϕ(t, x) = 0 exactly on the set 0 ˆ K0.2. Now a deformation
H : B1 ˆ [0; 1] Ñ B1 of B1 into B2 can be given by the following formula:

H(h, t)(x) =

#

h(ϕ(t,x)x)
ϕ(t,x) , (t, x) P

(
[0; 1] ˆK

)
z
(
0 ˆK0.2

)
,

Tfib(h)(x), (t, x) P 0 ˆK0.2.
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Inbdeed, one can show (using Hadamard lemma) that H(h, t) is a diffeo-
morphism of K belonging to B1 for all (h, t) P B1 ˆ [0; 1], and the map H
is continuous with respect to the corrresponding C8 Whitney topologies,
see [12, Theorem 3.1.2]. Moreover, it is evident, that

H1(h) = h, H0(h)|K0.2 = Tfib(h)|K0.2 .

The latter means that H0(h) coincides with the vector bundle morphism
Tfib(h) on K0.2, and thus H0(h) belongs to B2. Finally, if h is already in B2,
then it easily follows from the formulas for H, that Ht(h) = h = Tfib(h) on
K0.2. Thus H is a homotopy of B1 which deforms B1 into B2 and leaves B2

invariant. This means that H is a deformation of B1 into B2, and therefore
the inclusion B2 Ă B1 is a homotopy equivalence whose homotopy inverse
is the map H0 : B1 Ñ B2.

3) Inclusion B3 Ă B2.
Denote by C8

˚ (R,R) the subset of the space C8(R,R) consisting of func-
tions δ : R Ñ R satisfying the identity δ(s+ 1) + δ(s) ” 0 for all s P R.

Recall that, by Lemma 3.1, to each h P B2 one associates a unique
C8 function λh : R Ñ R satisfying conditions of Lemma 3.1. In particular,
λh P C8

˚ (R,R), and thus we get a well-defined map λ : B2 Ñ C8
˚ (R,R). One

easily checks λh1˝h2 = λh1 + λh2 for all h1, h2 P B2, so the correspondence
h ÞÑ λh is a continuous homomorphism of topological groups.

Let B3 := ker(λ) be the kernel of λ, so it consists of elements h P B2 for
which λh ” 0, i.e. h2 is fixed on R2 ˆ (0; 0.2]. One easily checks that the
following two statements hold.
a) C8

˚ (R,R) is convex and therefore contractible.
b) The homomorphism λ : B2 Ñ C8

˚ (R,R) admits a continuous section
s : C8

˚ (R,R) Ñ B2. Actually, for each δ P C8
˚ (R,R) we have the

following diffeomorphism
h1
δ : R ˆD2 Ñ R ˆD2, h1

δ(s, w) =
(
s, we2πi(1´µ(r))δ(s)

)
.

Evidently, it is fixed near R ˆ S1, fixed on R ˆ 0, commutes with the
covering translation ξ : R ˆ D2 Ñ R ˆ D2 and preserves the function
g1. Hence h1

δ yields a unique diffeomorphism hδ : K Ñ K, which is
fixed near BK and preserves g. In turn, h1

δ is lifting of hδ and is of the
form (3) of Lemma 3.1. Hence hδ P B2.

Now, similarly to the proof for the inclusion B1 Ă B0, these conditions
imply that B3 is a strong deformation retract of B2.

4) Inclusion B4 Ă B3.
Let B4 be the subgroup of B3 consisting of G-leaf preserving diffeomor-

phisms fixed on the collar C0.8. Then the inclusion B4 Ă B3 is a homotopy
equivalence. Indeed, the deformation H : B3 ˆ [0; 1] Ñ B3 of B3 into B4 can
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be given by:

H(h, t)(x) =

#

h
(
(t|x| + (1 ´ t)µ(|x|)) x

|x|

)
, |x| ą 0,

h(x), |x| ď 0.2.
(3.1)

Thus H1(h) = h, H0 is fixed on C0.8.
5) Weak contractibility of B4.
Similarly to the last step of the proof of [12, Theorem 1.1.1] the group

B4 can be embedded into the loop space of the group of diffeomorphisms
of K, and that inclusion is a weak homotopy equivalence.

Namely, for each h P B4 define the following path γh : [0; 1] Ñ D(K)
given by

γh(t)(x) =

#

x, t = 0,
1
th(tx), t P (0; 1].

Since h is fixed near K0 and preserves “parallel” Klein bottles Kt, t P (0; 1],
it follows that γh is a well-defined continuous loop such that γ(t) = idK for
t P [0; 0.2] Y [0.8; 1].

Moreover, the additional assumptions that for each h P B4

´ its lifting h1 is fixed near R ˆ 0

´ while the lifting h2 of h|KzK0
is fixed on R2 ˆ (0; 0.2],

imply that h actually represents a null-homotopic loops in Ω(Did(K)). Thus
the correspondence h ÞÑ γh is an embedded of B4 into the path component
Ω0(Did(K), idK) of Ω(Did(K), idK) consisting of null-homotopic loops.

It is shown in [10, Corollary 1.10] that the latter inclusion
B4 Ă Ω0(Did(K), idK)

is a weak homotopy equivalence. In particular, for i ě 1 we have the
following isomorphisms:

πiB4 = πiΩ0(Did(K), idK) = πi+1Did(K) = πi+1S
1 = 0.

Hence all homotopy groups of B4 vanish.
This completes the proof of Theorem 3. □
Remark 3.2. Formula (3.1) for the homotopy in the case 4) is also appli-
cable for all h P Dlp(G) not only belonging to B3, and it gives a deformation
of Dlp(G) into Dlp(G,C0.8). In particular, Dlp(G,C0.8) is also weakly con-
tractible.

4. PROOF OF THEOREM 1.5
Let S1

rˆS2 be the twisted S2-bundle over S1 glued from two copies ofK0

and K1 by some diffeomorphism of their boundaries, and K := BK0 = BK1
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be their common boundary. Let also pG be the foliation into two circles and
Klein bottles parallel ot K.

Statement (1) that the group Dlp(pG) is a strong deformation retract of
Dfol

+ (pG) is a direct consequence of results from [16].
(2) We should prove that the “restriction to K homomorphism”

ρ : Dlp(pG) Ñ D(K)

is a weak homotopy equivalence.
As noted above, due to [2,15,18], this homomorphism is a locally trivial

fibration whose fiber, Dlp(pG,K), is the group of diffeomorphisms fixed on
K. Since ρ is surjective, it suffices to show weak contractibility of Dlp(pG,K).

Let C be a neighborhood of K being a union of collars C0.8 of K in
K0 and K1. Then the inclusion Dlp(pG, C) Ă Dlp(pG,K) is a homotopy
equivalence. The proof is similar to the formula (3.1) in the proof of the
case 4) of Theorem 1.4.

On the other hand, Dlp(pG, C) is homeomorphic to the product

Dlp(pG,C0.8) ˆ Dlp(pG,C0.8)

of two copies of Dlp(pG,C0.8) being weakly contractible by Remark 3.2.
Hence Dlp(pG, C) is weakly contractible as well. Therefore Dlp(pG,K) is also
weakly contractible. Theorem 1.5 is completed.
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Інтегральні теореми в
скінченновимірній комутативній

алгебрі

С. А. Плакса, В. С. Шпаківський

Abstract. For monogenic (continuous and differentiable in the sense of
Gâteaux) functions given in special real subspaces of an arbitrary finite-
dimensional commutative associative algebra over the complex field and tak-
ing values in this algebra, we establish basic properties analogous to prop-
erties of holomorphic functions of a complex variable. Methods for proving
results are based on a representation of monogenic functions via holomorphic
functions of complex variables that allows to establish analogues of Cauchy-
Riemann conditions and the continuity of Gâteaux derivatives of all orders
for monogenic functions. In such a way, analogues of a number of classical
theorems of complex analysis (the Cauchy integral theorem for a curvilin-
ear integral, the Cauchy integral formula, the Morera theorem, the Taylor
theorem) are proved and different equivalent definitions for the mentioned
monogenic functions are established. An analogue of the Cauchy theorem for
an integral over non piecewise smooth surfaces is proved.

Анотація. Для моногенних (неперервних і диференційовних за Гато)
функцій, що визначені у спеціальних дійсних підпросторах довільної
скінченновимірної комутативної асоціативної алгебри над комплексним
полем і примають значення в цій алгебрі, встановлено основні властиво-
сті, аналогічні властивостям голоморфних функцій комплексної змінної.
Методи дослідження базуються на представленні моногенних функцій
через голоморфні функції комплексних змінних, що дає змогу встано-
вити аналоги умов Коші-Рімана та неперервність похідних Гато всіх по-
рядків для моногенних функцій. У такий спосіб доведено аналоги ряду
класичних теорем комплексного аналізу (інтегральна теорема Коші для
криволінійного інтеграла, інтегральна формула Коші, теорема Морери,
теорема Тейлора) та встановлено різні еквівалентні означення моноген-
них функцій. Доведено аналог теореми Коші для поверзневого інтеграла
по не кусково гладких поверхнях.
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1. ВСТУП
З середини 70-х років минулого століття в Інституті математики

НАН України, починаючи з роботи І. П. Мельниченка [55], система-
тично і послідовно розробляється алгебраїчно-аналітичний підхід до
основних еліптичних рівнянь математичної фізики, який пов’язаний з
використанням комутативних алгебр.

Ідея такого підходу полягає у знаходженні комутативних банахових
алгебр таких, щоб диференційовні за Гато функції зі значеннями в цих
алгебрах мали компоненти, які є розв’язками заданих рівнянь з частин-
ними похідними.

Такі алгебри були знайдені І. П. Мельниченком для тривимірного
рівняння Лапласа (див. [55, 58, 59]) і еліптичних рівнянь з вироджен-
ням на осі, що описують осесиметричні потенціальні поля (див. [56,59]),
В. Ф. Ковальовим і І. П. Мельниченком для двовимірного бігармоні-
чного рівняння (див. [51, 57]) і узагальненого бігармонічного рівняння
(див. [52]). Згодом, в роботах [27, 31] показано, що для опису всіх про-
сторових гармонічних функцій у формі компонент диференційовних
за Гато гіперкомплексних функцій відповідні нескінченновимірні ко-
мутативні банахові алгебри необхідно включити у топологiчнi векторнi
простори з тим же базисом і топологією покоординатної збіжності.

Інтерес до дослідження функцій в комутативних алгебрах гіперком-
плексних чисел останнім часом зростає у зв’язку з поєднанням зручно-
стей властивості комутативності з широкими можливостями застосу-
вань (див., наприклад, монографії Г.Б, Прайса [35], Д. Бокалетті та
ін. [9], М.Е. Луна-Елізаррарас та ін. [24] і роботи В.В. Кісіля [20, 21],
А. Погоруя, М.Н. Родрігеса-Даніно і М. Шапіро [34], в яких вивчаю-
ться різноманітні алгебраїчні, геометричні і аналітичні аспекти теорії
гіперкомплексних чисел).

Зрозуміло, що для успішної реалізації вказаного вище підходу до
основних еліптичних рівнянь математичної фізики, необхідно розпо-
всюдити класичні методи теорії голоморфних функцій комплексної змін-
ної на диференційовні за Гато функції, задані в банахових алгебрах,
асоційованих з рівняннями математичної фізики. Ускладненість ситуа-
ції при цьому полягає в обмеженості можливостей переносу класичних
теорем комплексного аналізу в аналіз на банахових алгебрах.

У роботі Е. Р. Лорха [23] доведено інтегральну теорему Коші та ін-
тегральну формулу Коші, теореми Тейлора та Морера для функцій,
диференційовних у сенсі Лорха в довільній опуклій області комутатив-
ної банахової алгебри. Умову опуклості області в цих результатах було
знято Е.К. Блюмом [5].
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У той же час, застосування диференціовних функцій зі значення-
ми в комутативних банахових алгебрах до побудови розв’язків рів-
нянь математичної фізики вимагає дослідження таких функцій у спе-
ціальних дійсних підпросторах вказаних алгебр (див. цитовані робо-
ти [27, 31, 51, 52, 55, 57–59] та роботи П. В. Кетчума [18, 19], Л. Собре-
ро [45]) і М. Н. Рошкулеця [39].

У цій роботі розглядаються моногенні (тобто неперервні та диферен-
ційовні за Гато) функції Φ : Ω Ñ A, що визначені в області Ω певного
дійсного підпростору E3 скінченновимірної комутативної асоціативної
алгебри A з одиницею над полем комплексних чисел і приймають зна-
чення в цій алгебрі.

Як буде показано, основні властивості таких моногенних функцій
аналогічні властивостям голоморфних функцій комплексної змінної.
Методи дослідження базуються на представленні моногенних функцій
через голоморфні функції комплексних змінних, що дає змогу встано-
вити аналоги умов Коші-Рімана та неперервність похідних Гато всіх
порядків для моногенних функцій. У такий спосіб доведено аналоги
ряду класичних теорем комплексного аналізу (інтегральна теорема Ко-
ші для криволінійного інтеграла, інтегральна формула Коші, теорема
Морери, теорема Тейлора) та встановлено різні еквівалентні означення
моногенних функцій.

Встановлені результати узагальнюють відповідні результати робіт [26,
28–30,33] для моногенних функцій в конкретних скінченновимірних ко-
мутативних асоціативних алгебрах. Згадаємо також роботи П.В. Кетчу-
ма [18, 19], В. Гончарова [14] і М.Н. Рошкулеця [38,40], в яких аналоги
теореми Коші та інтегральної формули Коші для криволінійного інте-
грала встановлено в інших конкретних комутативних алгебрах.

Вкажемо роботи, в яких деякі інтегральні теореми доведено в неко-
мутативних алгебрах. Так, ряд гіперкомплексних аналогів інтеграль-
ної теореми Коші для криволінійного інтеграла встановлено в роботах
А. Садбері [48], Ф. Коломбо, І. Сабадіні і Д. Струппи [11]. В роботах
А. Садбері [48], Ф. Брекса, Р. Деланга і Ф. Соммена [7], В. В. Крав-
ченка і М. В. Шапіро [22], С. Бернштейн [4], О. Ф. Геруса [49] подібні
теореми доведено для поверхневого інтеграла.

2. МОНОГЕННІ ФУНКЦІЇ В СКІНЧЕННОВИМІРНІЙ КОМУТАТИВНІЙ
АСОЦІАТИВНІЙ АЛГЕБРІ

Нехай A – n-вимірна комутативна асоціативна банахова алгебра з
одиницею 1 над полем дійсних чисел R або над полем комплексних
чисел C, 3 ď n ď 8.
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Розглянемо в алгебрі A вектори e1 = 1, e2, e3, лінійно незалежні над
полем R. Це означає, що рівність

α1e1 + α2e2 + α3e3 = 0, α1, α2, α3 P R,

виконується тоді і тільки тоді, коли α1 = α2 = α3 = 0.
Нехай E3 := tζ := xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z P Ru – лінійна оболонка

векторів e1, e2, e3 над полем R.
Будемо використовувати однакове позначення Ω для області Ω Ă R3

і для області в E3, яка є конгруентною до області Ω.

2.1. Диференційовність за Лорхом і за Гато. Моногенні і аналі-
тичні функції. Розглянемо функцію Φ: Ω Ñ A, визначену в області
Ω Ă E3, і поняття диференційовності цієї функції за Лорхом і за Гато.

Функція Φ: Ω Ñ A називається диференційовною за Лорхом (див. [23])
в області Ω Ă E3, якщо для кожної точки ζ P Ω існує елемент Φ1

L(ζ) P A
такий, що для кожного ε ą 0 існує δ ą 0 таке, що для всіх h P E3, для
яких }h} ă δ, виконується нерівність

›

›Φ(ζ + h) ´ Φ(ζ) ´ hΦ1
L(ζ)

›

› ď }h} ε. (2.1)
Очевидно, що в нерівності (2.1) похідна Лорха Φ1

L(ζ) є функцією змінної
ζ, тобто Φ1

L : Ω Ñ A.
Зазначимо, що динференційовними за Лорхом функціями в комута-

тивних асоціативних банахових алгебрах над полем C є, зокрема, го-
ловні продовження (див., наприклад, монографію Е. Хілле і Р. Філ-
ліпса [63, с. 182]) голоморфних функцій комплексної змінної. Якщо
комплексна функція F є голоморфною в області D Ă C, то для усіх
ζ P A, спектр яких міститься в D, головне продовження функції F
виражається рівністю

1

2πi

ż

Γ

F (t) (t´ ζ)´1 dt, (2.2)

де Γ – довільна замкнена спрямлювана жорданова крива в D, яка охо-
плює спектр елемента ζ.

Використовуючи диференціал Гато, І. П. Мельниченко [55] розглянув
похідну Гато функції Φ: Ω Ñ A також як функцію точки ζ P Ω.

Ми кажемо, що функція Φ: Ω Ñ A є диференційовною за Гато в
області Ω Ă E3, якщо для кожної точки ζ P Ω існує елемент Φ1

G(ζ) P A
такий, що

lim
δÑ0+0

(Φ(ζ + δh) ´ Φ(ζ)) δ´1 = hΦ1
G(ζ) @h P E3. (2.3)

Очевидно, що похідна Гато Φ1
G(ζ) для кожного вектора h P E3 є уза-

гальненням класичної похідної за напрямком.
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Зауважимо, що обидва означення: похідної Лорха (2.1) і похідної Га-
то (2.3), – враховують існування необоротних елементів h в алгебрі A,
оскільки в цих означеннях не використовується ділення на елементи
алгебри на відміну від класичного означення похідної функції компле-
ксної змінної.

Очевидно, що функція Φ, диференційовна за Лорхом в області Ω, є
також диференційовною за Гато і Φ1

L(ζ) = Φ1
G(ζ) для всіх ζ P Ω. Обер-

нене твердження не є істинним подібно до того, як існування класичних
похідних у точці за усіма напрямками не гарантує сильної диференці-
йовності (і навіть неперервності) функції у цій точці.

Для функції Φ: Ω Ñ A розглянемо поняття моногенності та аналіти-
чності.

Ми говоримо, що функція Φ: Ω Ñ A моногенна в області Ω Ă E3,
якщо Φ неперервна і диференційовна за Гато в кожній точці області Ω.

Ми використовуємо поняття моногенної функції у сенсі існування
для неї похідних чисел (див. монографії Е. Гурса [15] і Ю. Ю. Трохим-
чука [62]) у поєднанні з неперервністю цієї функції.

У науковій літературі назва моногенна функція використовується та-
кож для функцій, які задані у некомутативних алгебрах і задовольня-
ють деякі умови, подібні до класичних умов Коші-Рімана (див., напри-
клад, роботу Дж. Райана [41]). Такі функції називають також регуляр-
ними (див., наприклад, роботу А. Садбері [48]) або гіперголоморфними
(див., наприклад, монографію В. В. Кравченка і М. В. Шапіро [22]).

Функцію Φ : Ω Ñ A називають аналітичною в області Ω Ă E3, якщо
в деякому околі кожної точки ζ0 P Ω вона може бути представлена у
вигляді суми збіжного степеневого ряду з коефіцієнтами, що належать
алгебрі A.

Очевидно, що кожна аналітична функція Φ : Ω Ñ A є моногенною в
області Ω Ă E3 і її похідна Гато Φ1

G(ζ) також є моногенною в цій області.
Далі будуть вказані достатні умови, за яких моногенна функція

Φ : Ω Ñ A
є аналітичною в області Ω Ă E3.

2.2. Представлення моногенних функцій за допомогою голо-
морфних функцій комплексних змінних. Нехай тепер A – довіль-
на n-вимірна комутативна асоціативна алгебра з одиницею над полем
комплексних чисел. Е. Картан у роботі [8] довів, що в алгебрі A існує
базис tIkunk=1 і існують структурні константи Υs

r,k такі, що виконуються
наступні правила множення:

1) @r, s P [1,m] X N : IrIs =

"

0 при r ‰ s,

Ir при r = s;
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2) @r, s P [m+ 1, n] X N : IrIs =
n
ř

k=maxtr,su+1

Υs
r,kIk ;

3) @s P [m+ 1, n] X N D ! us P [1,m] X N @ r P [1,m] X N :

IrIs =

"

0 при r ‰ us,

Is при r = us,

де N – множина натуральних чисел. Очевидно, що перші m базисних
векторів tIuumu=1 є ідемпотентами і породжують напівпросту підалгебру
S алгебри A, а вектори tIrunr=m+1 породжують нільпотентну підалгебру
N цієї алгебри. Надалі алгебру A з базисом Картана позначатимемо
Am
n . Одиницею алгебри Am

n є елемент 1 =
m
ř

u=1
Iu.

Норма елемента v =
n
ř

r=1
vrIr алгебри Am

n визначається рівністю

}v} :=

g

f

f

e

n
ÿ

r=1

|vr|2.

Алгебра Am
n містить m максимальних ідеалів

Iu :=

#

n
ÿ

k=1, k‰u

λkIk | λk P C

+

, u = 1, 2, . . . ,m.

Визначимо m лінійних неперервних мультиплікативних функціона-
лів fu : Am

n Ñ C рівностями
fu(Iu) = 1, fu(ω) = 0,

для всіх ω P Iu, u = 1, 2, . . . ,m. Нехай

e1 = 1, e2 =
n
ÿ

r=1

arIr, e3 =
n
ÿ

r=1

brIr (2.4)

при ar, br P C – трійка векторів в алгебрі Am
n , які лінійно незалежні над

полем R.
Нехай ζ := xe1 + ye2 + ze3, де x, y, z P R.
Очевидно, що ξu := fu(ζ) = x+ yau + zbu, u = 1, 2, . . . ,m.
Накладемо наступне обмеження на вибір лінійної оболонки E3:

fu(E3) := tfu(ζ) : ζ P E3u = C, u = 1, 2, . . . ,m, (2.5)
тобто образом fu(E3) множини E3 при кожному відображенні fu має
бути вся комплексна площина (див. [28]). Очевидно, що це має місце
тоді і тільки тоді, коли при кожному фіксованому u = 1, 2, . . . ,m хоча
б одне з чисел au чи bu належить CzR.
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Для області Ω Ă E3 через Du позначимо область комплексної пло-
щини, на яку Ω відображається функціоналом fu.

У роботі [43] доведено наступне представлення резольвенти:

(te1 ´ ζ)´1 =
m
ÿ

u=1

1

t´ ξu
Iu +

n
ÿ

s=m+1

s´m+1
ÿ

k=2

Qk,s

(t´ ξus)
k
Is (2.6)

@ t P C : t ‰ ξu, u = 1, 2, . . . ,m,

де Qk,s визначені такими рекурентними співвідношеннями:

Q2,s := Ts, Qk,s =
s´1
ÿ

r=k+m´2

Qk´1,r Br, s, k = 3, 4, . . . , s´m+ 1,

при Ts := yas + zbs, Br,s :=
s´1
ř

k=m+1

TkC
k
r,s, s = m+ 2, . . . , n, а натуральні

числа us визначені у правилі множення 3) алгебри Am
n .

Із співвідношень (2.6) випливає, що точки (x, y, z) P R3, які відпові-
дають необоротним елементам ζ P Am

n , лежать на прямих

Lu :

"

x+ yRe au + zRe bu = 0,

y Im au + z Im bu = 0.
(2.7)

Наступна теорема містить представлення моногенних функцій, що
приймають значення в алгебрі Am

n , через голоморфні функції компле-
ксних змінних.

Теорема 2.3 ([43]). Нехай виконується умова (2.5) і область Ω Ă E3

є опуклою в напрямку прямих Lu при всіх u = 1, 2, . . . ,m. Тоді кожна
моногенна функція Φ : Ω Ñ Am

n подається у вигляді

Φ(ζ) =
m
ÿ

u=1

Iu
1

2πi

ż

Γu

Fu(t)(t´ ζ)´1 dt+

+
n
ÿ

s=m+1

Is
1

2πi

ż

Γus

Gs(t)(t´ ζ)´1 dt,

(2.8)

де Fu – деяка голоморфна функція в області Du і Gs – деяка голоморфна
функція в області Dus, а Γq – замкнена жорданова спрямлювана крива,
яка лежить в області Dq, охоплює точку ξq і не містить точок ξℓ,
ℓ = 1, 2, . . . ,m, ℓ ‰ q.
Зауваження 2.4. Основна відмінність між інтегральним оператором
(2.8) і головним продовженням (2.2) голоморфних функцій у комута-
тивну банахову алгебру полягає в тому, що крива Γu не зобов’язана
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охоплювати всі точки спектра елемента ζ. Тому інтегральний опера-
тор (2.8) застосовний також у випадку, коли деякі точки згаданого
спектра не належать області D.

Зазначимо, що Теорему 2.3 узагальнено в роботі [44] на випадок мо-
ногенних функцій Φ : Ω Ñ Am

n , заданних в області Ω Ă Ek, де

Ek := tζ =
k
ÿ

j=1

xjej : xj P Ru

– лінійна оболонка векторів e1 = 1, e2, . . . , ek, 2 ď k ď 2n, лінійно не-
залежних над полем R. Отримані представлення моногенних функцій
узагальнюють відповідні результати робіт [28, 33, 50, 60, 61] та ряд ін-
ших результатів про представлення аналітичних функцій в конкретних
скінченновимірних комутативних алгебрах, що беруть свій початок від
роботи Ф. Рінглеба [37], який отримав аналогічне представлення ана-
літичних функцій бікомплексної змінної.

Принциповими наслідками рівності (2.8) є твердження, сформульо-
вані в наступній теоремі, яка справедлива для довільної області Ω Ă E3.

Теорема 2.5. Нехай виконується умова (2.5) і функція Φ : Ω Ñ Am
n є

моногенною в довільній області Ω Ă E3. Тоді:
1) функція Φ є диференціовною за Лорхом в області Ω ;
2) похідні Гато Φ

(r)
G є моногенними функціями в Ω для всіх r.

Доведення. Розглянемо довільну точку ζ0 P Ω і кулю ℧ Ă Ω з центром
у точці ζ0.

Оскільки ℧ – опукла множина, то функція Φ подається у вигля-
ді (2.8) в ℧. Звідси випливає, що компоненти Uk розкладу

Φ(ζ) =
n
ÿ

k=1

Uk(x, y, z) Ik. (2.9)

є R-диференційовними функціями в області ℧, тобто співвідношення

Uk(x+∆x, y +∆y, z +∆z) ´ Uk(x, y, z) =

=
BUk(x, y, z)

Bx
∆x+

BUk(x, y, z)

By
∆y +

BUk(x, y, z)

Bz
∆z+

+ o
(
a

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)
, (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 Ñ 0,

виконуються для всіх (x, y, z) P ℧.
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Тепер диференційовність функції Φ за Лорхом в області ℧ встанов-
люється повністю аналогічно до диференційовності функції компле-
ксної змінної за умови, що її дійсна і уявна частини є диференційовними
функціями двох дійсних змінних (див., наприклад, М.О. Лаврентьєв і
Б.В. Шабат [53, с. 21]).

Використовуючи представлення (2.8) функції Φ в області ℧, отриму-
ємо наступний вираз для похідної Гато порядку r:

Φ
(r)
G (ζ) =

m
ÿ

u=1

Iu
r!

2πi

ż

Γu

Fu(t)
(
(te1 ´ ζ)´1

)r+1
dt+

+
n
ÿ

s=m+1

Is
r!

2πi

ż

Γus

Gs(t)
(
(te1 ´ ζ)´1

)r+1
dt, @ ζ P ℧.

Більш того, ця похідна є неперервною функцією в області ℧. Отже,
похідна Гато Φ

(r)
G є моногенною функцією в ℧ для будь-якого r.

В силу довільності вибору точки ζ0 і кулі ℧ всі твердження теореми
справделиві в області Ω. □

Розглянемо питання про аналоги умов Коші-Рімана як необхідних і
достатніх умов моногенності функцій Φ : Ω Ñ Am

n .

Теорема 2.6. Нехай виконується умова (2.5). Для того, щоб функція
Φ : Ω Ñ Am

n була моногенною в області Ω Ă E3, необхідно і достатньо,
щоб усі функції Uk : Ω Ñ C в розкладі (2.9) були R-диференціовними в
області Ω і в цій області виконувалися умови

BΦ

By
=

BΦ

Bx
e2,

BΦ

Bz
=

BΦ

Bx
e3. (2.10)

Доведення. Необхідність. R-диференційовність функцій Uk : Ω Ñ C
в розкладі (2.9) випливає з представлення (2.8) моногенної функції Φ
(див. доведення теореми 2.5).

Вибираючи в рівності (2.3) послідовно елементи e1 = 1, e2, e3 у якості
вектора h, отримуємо рівності

BΦ

Bx
= Φ1

G(ζ),
BΦ

By
= e2Φ

1
G(ζ),

BΦ

Bz
= e3Φ

1
G(ζ),

наслідком яких є рівності (2.10).
Достатність доводиться повністю аналогічно до того, як це роби-

ться при доведенні відповідної теореми про диференційовність функцій
комплексної змінної (див., наприклад, М. О. Лаврентьєв і Б. В. Ша-
бат [53, с. 21]). □
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Отже, умови (2.10) за своєю природою аналогічні до класичних умов
Коші-Рімана для голоморфних функцій комплексної змінної.

3. КОНТУРНІ ІНТЕГРАЛЬНІ ТЕОРЕМИ ДЛЯ МОНОГЕННИХ ФУНКЦІЙ В
СКІНЧЕННОВИМІРНІЙ КОМУТАТИВНІЙ АСОЦІАТИВНІЙ АЛГЕБРІ

Розглянемо лініну оболонку
E3 := tζ = xe1 + ye2 + ze3 | x, y, z P Ru,

породжену векторами (2.4).
Визначимо криволінійний інтеграл в просторі E3. Будемо використо-

вувати те саме позначення γ для кривої в R3 і для конгруентної кривої
в E3.

Для спрямлюваної жорданової кривої γ в R3 і неперервної функції
Ψ : γ Ñ Am

n , розкладеної за базисом tIkunk=1 у вигляді

Ψ(ζ) =
n
ÿ

k=1

Uk(x, y, z) Ik + i
n
ÿ

k=1

Vk(x, y, z) Ik, (3.1)

де (x, y, z) P γ і Uk : γ Ñ R, Vk : γ Ñ R, визначимо інтеграл вздовж
кривої γ Ă E3 рівністю

ż

γ

Ψ(ζ) dζ :=
n
ÿ

k=1

Ik

ż

γ

Uk(x, y, z) dx+
n
ÿ

k=1

e2Ik

ż

γ

Uk(x, y, z) dy+

+
n
ÿ

k=1

e3Ik

ż

γ

Uk(x, y, z) dz + i
n
ÿ

k=1

Ik

ż

γ

Vk(x, y, z) dx+

+ i
n
ÿ

k=1

e2Ik

ż

γ

Vk(x, y, z) dy + i
n
ÿ

k=1

e3Ik

ż

γ

Vk(x, y, z) dz,

де dζ := e1 dx+ e2 dy + e3 dz.
Визначимо також поверхневий інтеграл в просторі E3. Ми викори-

стовуємо те саме позначення Σ для поверхні в R3 і для конгруентної
поверхні в E3.

Нехай Σ – поверхня в R3 з вимірними за Жорданом проекціями на
координатні площини. Для неперервної функції Ψ : Σ Ñ Am

n , розкла-
деної за базисом tIkunk=1 у вигляді (3.1), де (x, y, z) P Σ і Uk : Σ Ñ R,
Vk : Σ Ñ R, визначимо інтеграл по поверхні Σ з диференціальною фор-
мою dx dy рівністю

ż

Σ

Ψ(ζ) dx dy :=
n
ÿ

k=1

Ik

ż

Σ

Uk(x, y, z) dx dy + i
n
ÿ

k=1

Ik

ż

Σ

Vk(x, y, z) dx dy.
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Аналогічно визначаються інтеграли з диференціальними формами dydz
та dzdx.

Означення криволінійного і поверхневого інтегралів від функції гі-
перкомплексної змінної коректні в тому сенсі, що їх значення не за-
лежать від вибору допустимих параметризацій відповідно кривої чи
поверхні, оскільки гіперкомплексні інтеграли визначаються через від-
повідні дійсні інтеграли.

3.1. Формула Стокса і теорема Коші для криволінійного інте-
грала. Наступне твердження містить аналог формули Стокса в алге-
брі Am

n .

Теорема 3.2. Якщо функція Φ : Ω Ñ Am
n неперервна разом з частин-

ними похідними першого порядку в області Ω Ă E3 і Σ – кусково-гладка
поверхня в Ω, край якої γ є кусково-гладкою жордановою кривою, то
справедливий наступний аналог формули Стокса:

ż

γ

Φ(ζ) dζ =

ż

Σ

(
BΦ

Bx
e2 ´

BΦ

By
e1

)
dx dy+

+

(
BΦ

By
e3 ´

BΦ

Bz
e2

)
dy dz +

(
BΦ

Bz
e1 ´

BΦ

Bx
e3

)
dz dx.

Тепер перший крок в доведенні теореми Коші для гіперкомплексно-
го криволінійного інтеграла полягає у використанні неперервності по-
хідної Гато моногенної функції, яку встановлено в теоремі 2.5 за умо-
ви (2.5), аналогів умов Коші-Рімана (2.10) і теореми 3.2. В результаті
отримуємо наступне твердження.

Теорема 3.3. Нехай виконується умова (2.5). Нехай Φ : Ω Ñ Am
n –

моногенна функція в області Ω Ă E3 і Σ – кусково-гладка поверхня в
Ω, край якої γ є кусково-гладкою жордановою кривою. Тоді

ż

γ

Φ(ζ) dζ = 0. (3.2)

Зауваження 3.4. Зокрема, рівність (3.2) виконується у випадку, коли
γ – межа B△ будь-якого трикутника △, що міститься в Ω. Пояснимо,
що під трикутником △ ми розуміємо плоску фігуру, обмежену трьома
відрізками, що з’єднують три його вершини, а межа B△ розглядається
у відносній топології площини трикутника.

Другий крок в доведенні теореми Коші для гіперкомплексного кри-
волінійного інтеграла здійснюється у випадку, коли область Ω Ă E3 є
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опуклою і γ – довільна замкнена спрямлювана жорданова крива в обла-
сті Ω. У цьому випадку рівність (3.2) для кожної моногенної функції
Φ : Ω Ñ Am

n може бути доведена класичним способом так, як це зробив
Е. Р. Лорх [23] в опуклій області усієї алгебри.

Через γ[ζ1, ζ2] будемо позначати дугу орієнтованої жорданової кривої
γ, де ζ1 – початок цієї дуги і ζ2 – її кінець.

Нарешті, доведемо наступний гіперкомплексний аналог інтегральної
теореми Коші.

Теорема 3.5. Нехай виконується умова (2.5) і функція Φ : Ω Ñ Am
n

є моногенною в області Ω Ă E3. Тоді для довільної замкненої жорда-
нової спрямлюваної кривої γ, яка гомотопна точці в Ω, справедлива
рівніcть (3.2).
Доведення. Застосуємо схему доведення теореми 3.2 з роботи Е. Блю-
ма [5]. Нехай крива γ має параметризацію ζ = ϕ(t), 0 ď t ď 1, при
цьому ϕ(0) = ϕ(1) = ζ0, і нехай γ – гомотопна точці ζ0. Тоді існує
функція H(s, t) двох дійсних змінних s і t, яка неперервна на квадраті
Q := [0, 1] ˆ [0, 1] і приймає значення в області Ω, така, що

H(0, t) = ϕ(t), H(1, t) ” ζ0 @ t P [0, 1],

H(s, 0) = H(s, 1) = ζ0 @ s P [0, 1].

Оскільки функція H – неперервна на компактній множині Q, то образ
K := tH(s, t) : (s, t) P Qu є компактною множиною в Ω. Позначимо

ρ := min
ζ1PK, ζ2PBΩ

}ζ 1 ´ ζ2}.

Оскільки функція H – рівномірно неперервна на множині Q, то існує
δ ą 0 таке, що

}H(s1, t1) ´H(s, t)} ă ρ/2 (3.3)
для всіх (s, t), (s1, t1) : |s1 ´ s| ă δ, |t1 ´ t| ă δ.

Виберемо числа 0 = t0 ă t1 ă . . . ă tn = 1, що задовольняють
нерівності tj ´ tj´1 ă δ, j = 1, 2, . . . , n, і покладемо s1 = t1. Позначимо
ζ0,j := H(0, tj), ζ1,j := H(s1, tj) при j = 1, 2, . . . , n ´ 1. Також через Lj

позначимо відрізок з початком у точці ζ0,j і кінцем у точці ζ1,j .
Введемо в розгляд криву γ1 := tH(s1, t) : 0 ď t ď 1u. Не змен-

шуючи загальності, можемо вважати, що крива γ1 є спрямлюваною,
оскільки, якщо це необхідно, γ1 може бути замінена гомотопною їй ла-
маною, яка складається з відрізків, що послідовно сполучають точки
ζ0, ζ1,1, ζ1,2, . . . , ζ1,n.

В силу нерівності (3.3) дуги γ[ζ0, ζ01], γ1[ζ0, ζ11] і відрізок L1 містяться
в кулі

B(ζ0) := tζ P E3 : }ζ ´ ζ0} ă ρu.
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Оскільки B(ζ0) – опукла множина, що міститься в Ω, то
ż

γ[ζ0,ζ01]

Φ(ζ)dζ +

ż

L1

Φ(ζ)dζ =

ż

γ1[ζ0,ζ11]

Φ(ζ)dζ. (3.4)

При j = 1, 2, . . . , n´ 2 з (3.3) випливають наступні нерівності:

}ζ ´ ζ0,j} ă ρ/2, @ ζ P γ[ζ0,j , ζ0,j+1],

}ζ ´ ζ1,j} ă ρ/2, @ ζ P γ1[ζ1,j , ζ1,j+1],

}ζ1,j ´ ζ0,j} ă ρ/2,

в силу яких дуги γ[ζ0,j , ζ0,j+1], γ1[ζ1,j , ζ1, j + 1] і відрізки Lj , Lj+1 мі-
стяться в кулі B(ζ0,j) := tζ P E3 : }ζ ´ ζ0,j} ă ρu. Оскільки B(ζ0,j) –
опукла множина, що міститься в Ω, то

´

ż

Lj

Φ(ζ)dζ +

ż

γ[ζ0,j ,ζ0,j+1]

Φ(ζ)dζ +

ż

Lj+1

Φ(ζ)dζ =

ż

γ1[ζ1,j ,ζ1,j+1]

Φ(ζ)dζ, (3.5)

j = 1, 2, . . . , n´ 2.
Нарешті, подібно до рівності (3.4) отримуємо рівність

´

ż

Ln´1

Φ(ζ)dζ +

ż

γ[ζ0,n´1,ζ0]

Φ(ζ)dζ =

ż

γ1[ζ1,n´1,ζ0]

Φ(ζ)dζ. (3.6)

Додаючи всі рівності (3.4), (3.5) і (3.6), бачимо, що знищуються всі
інтеграли вздовж відрізків і залишається рівність

ż

γ

Φ(ζ)dζ =

ż

γ1

Φ(ζ)dζ. (3.7)

Далі покладаємо sj = tj і вводимо в розгляд криву γj := tH(sj , t) :
0 ď t ď 1u при j = 2, 3, . . . , n. Подібно до γ1, не зменшуючи загальності,
можемо вважати, що всі криві γj є спрямлюваними.

Тепер подібно до рівності (3.7) отримуємо рівності
ż

γ1

Φ(ζ)dζ =

ż

γ2

Φ(ζ)dζ = . . . =

ż

γn

Φ(ζ)dζ.

Таким чином, ми отримали рівність
ż

γ

Φ(ζ)dζ =

ż

γn

Φ(ζ)dζ,
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в якій крива γn вироджується в точку, оскільки H(1, t) ” ζ0. Отже,
ż

γn

Φ(ζ)dζ = 0,

і рівність (3.2) доведено. □

3.6. Теорема Морери. Через s[ζ1, ζ2] позначимо відрізок з початком
ζ1 і кінцем ζ2.

Справедливий наступний аналог теореми Морера для функцій зі зна-
ченнями в алгебрі Am

n .

Теорема 3.7. Якщо функція Φ : Ω Ñ Am
n неперервна в області Ω Ă E3

і задовольняє рівність
ż

B△

Φ(ζ) dζ = 0 (3.8)

для кожного трикутника △, що міститься в області Ω, то функція
Φ є моногенною в області Ω.
Доведення. Нехай a – довільна фіксована точка в Ω. Розглянемо фун-
кцію

Ψ(ζ) :=

ż

s[a,ζ]

Φ(τ) dτ.

Покажемо, що функція Ψ є моногенною в області Ω і

Ψ1
G(ζ) = Φ(ζ). (3.9)

Візьмемо h P E3 і δ ą 0 такі, що трикутник △ з вершинами a, ζ і
ζ + δh міститься в Ω.

Використовуючи рівність (3.8), перетворюємо різницю

Ψ(ζ + δh) ´ Ψ(ζ) =

ż

s[a,ζ+δh]

Φ(τ) dτ ´

ż

s[a,ζ]

Φ(τ) dτ =

=

ż

s[a,ζ+δh]

Φ(τ) dτ +

ż

s[ζ,a]

Φ(τ) dτ +

ż

s[ζ+δh,ζ]

Φ(τ) dτ ´

ż

s[ζ+δh,ζ]

Φ(τ) dτ =

=

ż

△

Φ(τ) dτ +

ż

s[ζ,ζ+δh]

Φ(τ) dτ =

ż

s[ζ,ζ+δh]

Φ(τ) dτ.

(3.10)
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Використовуючи рівність (3.10), і неперервність функції Φ в точці ζ,
отримуємо співвідношення
›

›

›

›

›

Ψ(ζ + δh) ´ Ψ(ζ)

δ
´ Φ(ζ)h

›

›

›

›

›

=
1

δ

›

›

›

›

›

ż

s[ζ,ζ+δh]

Φ(τ) dτ ´ Φ(ζ)δh

›

›

›

›

›

=

=
1

δ

›

›

›

›

›

ż

s[ζ,ζ+δh]

(
Φ(τ) ´ Φ(ζ)

)
dτ

›

›

›

›

›

ď
M

δ

ż

s[ζ,ζ+δh]

}Φ(τ) ´ Φ(ζ)} }dτ} ď

ď
M

δ
sup

τPs[ζ,ζ+δh]
}Φ(τ) ´ Φ(ζ)} ¨

ż

s[ζ,ζ+δh]

}dτ} ď

ď M }h} sup
τPs[ζ,ζ+δh]

}Φ(τ) ´ Φ(ζ)} Ñ 0, δ Ñ 0,

(3.11)

де M – деяка абсолютна стала.
Зі співвідношення (3.11) випливає рівність

lim
δÑ0+0

Ψ(ζ + δh) ´ Ψ(ζ)

δ
= Φ(ζ)h,

наслідком якої є рівність (3.9).
Оскільки в довільному околі точки ζ функція Φ є похідною Гато

моногенної функції Ψ : Ω Ñ A3, то в силу теореми 2.5 Φ є моногенною
функцією в області Ω. □

3.8. Інтегральна формула Коші. Ми використовуємо те саме по-
значення Lu для множини в E3, що є конгруентною до прямої (2.7) в
R3. Нехай

ζ0 := x0e1 + y0e2 + z0e3

– довільна точка області Ω Ă E3. В околі точки ζ0, який міститься в
Ω, візьмемо коло C(ζ0) з центром в точці ζ0. Через Cu позначимо образ
кола C(ζ0) при відображенні fu, u = 1, 2, . . . ,m. Припустимо, що коло
C(ζ0) охоплює множину (див. [28])

!

ζ0 + ζ : ζ P

m
ď

u=1

Lu

)

. (3.12)

Це означає, що крива Cu обмежує область D1
u таку, що fu(ζ0) P D1

u при
u = 1, 2, . . . ,m.

Скажемо, що крива γ Ă Ω один раз охоплює множину (3.12) (див. [28]),
якщо існує коло C(ζ0), яке охоплює вказану множину і гомотопне кри-
вій γ в області Ω z

!

ζ0 + ζ : ζ P
m
Ť

u=1
Lu

)

.
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Візьмемо коло C(0) з центром в точці 0, яке міститься в E3 і охоплює
множину

m
Ť

u=1
Lu. Оскільки функція ζ´1 – неперервна на кривій C(0),

то існує інтеграл
λ :=

ż

C(0)

τ´1 dτ. (3.13)

В силу теореми 3.5, значення інтеграла (3.13) не залежить від вибору
кола C(0), яке охоплює множину

m
Ť

u=1
Lu.

Наступне твердження містить аналог інтегральної формули Коші
для моногенних функцій Φ : Ω Ñ Am

n , заданних в області Ω Ă E3.

Теорема 3.9. Нехай виконується умова (2.5) і функція Φ : Ω Ñ Am
n є

моногенною в області Ω Ă E3. Тоді для кожної точки ζ0 P Ω виконує-
ться наступна рівність:

λΦ(ζ0) =

ż

γ

Φ(ζ) (ζ ´ ζ0)
´1 dζ, (3.14)

де γ – довільна замкнена жорданова спрямлювана крива в Ω, яка охо-
плює один раз множину (3.12).
Доведення. Для довільного ε P (0, 1) розглянемо коло

C(ζ0, ε) := tζ0 + ε(ζ ´ ζ0) : ζ P C(ζ0)u,

де C(ζ0) – коло, існування якого випливає з того, що крива γ охоплює
один раз множину (3.12).

Оскільки γ гомотопна колу C(ζ0, ε) в області Ωz
␣

ζ0 + ζ : ζ P
m
Ť

u=1
Lu

(

,
то з використанням теореми 3.5 отримуємо рівність

ż

γ

Φ(ζ) (ζ ´ ζ0)
´1 dζ =

ż

C(ζ0,ε)

Φ(ζ) (ζ ´ ζ0)
´1 dζ. (3.15)

Далі, представляючи інтеграл в правій частині рівності (3.15) у виг-
ляді суми двох інтегралів, отримуємо

ż

γ

Φ(ζ) (ζ ´ ζ0)
´1 dζ =

ż

C(ζ0,ε)

(Φ(ζ) ´ Φ(ζ0)) (ζ ´ ζ0)
´1 dζ +

+ Φ(ζ0)

ż

C(ζ0,ε)

(ζ ´ ζ0)
´1 dζ =: J1 + J2.

(3.16)

Тут J2 = λΦ(ζ0) в силу рівності (3.13) при τ = ζ ´ ζ0.
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Підінтегральна функція в інтегралі J1 обмежена константою, яка не
залежить від ε. Дійсно, в силу теореми 2.5 функція Φ диференційовна
за Лорхом в області Ω і похідна Φ1

L = Φ1
G неперервна в Ω. Тому зі

співвідношення (2.1) випливає нерівність

}Φ(ζ) ´ Φ(ζ0)} ď cε @ ζ P C(ζ0, ε),

де стала c не залежить від ε. Крім того, функція (ζ ´ ζ0)
´1, яка є

неперервною на C(ζ0), є також обмеженою на C(ζ0). В результаті ми
отримуємо оцінку

}(ζ ´ ζ0)
´1} ď ε´1 max

τPC(ζ0)
}(τ ´ ζ0)

´1} ď cε´1, @ ζ P C(ζ0, ε),

де стала c не залежить від ε. З отриманих оцінок випливає, що функція
(Φ(ζ) ´ Φ(ζ0))(ζ ´ ζ0)

´1 обмежена на колі C(ζ0, ε) константою, яка не
залежить від ε. Отже, інтеграл J1 прямує до нуля, коли ε Ñ 0.

Нарешті, переходячи до границі в рівності (3.16) при ε Ñ 0, отриму-
ємо рівність (3.14). □

На відміну від подібних результатів Е. Лорха [23] і Е. Блюма [5],
функція Φ : Ω Ñ Am

n в теоремі 3.9 задана тільки в області Ω підпро-
стору E3, а не в області з усієї алгебри. Більш того, зауважимо, що
інтегральна формула Коші, встановлена у роботах [5, 23], не застосов-
на до моногенної функції Φ : Ω Ñ Am

n , оскільки в ній інтегрування
здійснюється вздовж кривої, на якій функція Φ, взагалі кажучи, не
визначена.

Теорема 3.10. Стала λ, визначена рівністю (3.13), є оборотним еле-
ментом в алгебрі Am

n .
Доведення. З розкладу (2.6) випливає рівність

ζ´1 =
n
ÿ

k=1

rAk Ik (3.17)

з коефіцієнтами rAk, що визначаються рівностями

rAu =
1

ξu
, u = 1, 2, . . . ,m,

rAs =
s´m+1
ÿ

k=2

rQk,s

ξkus

, s = m+ 1,m+ 2, . . . , n,

(3.18)
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в яких rQk,s визначаються рекурентними співвідношеннями:

rQ2,s = ´Ts,

rQk,s = ´

s´1
ÿ

r=k+m´2

rQk´1,r Br, s, k = 3, 4, . . . , s´m+ 1,
(3.19)

де

Ts := yas + zbs, s = m+ 1,m+ 2, . . . , n, (3.20)

Br,s :=
s´1
ÿ

p=m+1

TpΥ
p
r,s, s = m+ 2,m+ 3, . . . , n, (3.21)

а структурні сталі Υp
r,s і натуральні числа us визначені відповідно в

правилах множення 2) і 3) алгебри Am
n .

Враховуючи рівність (3.17) і співвідношення

dζ = dx e1 + dy e2 + dz e3 =
m
ÿ

u=1

(
dx+ au dy + bu dz

)
Iu+

+
n
ÿ

r=m+1

(
ar dy + br dz

)
Ir =

m
ÿ

u=1

dξu Iu +
n
ÿ

r=m+1

dTr Ir,

отримуємо наступну рівність:

ζ´1 dζ =
m
ÿ

u=1

rAu dξu Iu +
n
ÿ

r=m+1

rAur dTr Ir+

+
n
ÿ

s=m+1

rAs dξus Is +
n
ÿ

s=m+1

n
ÿ

r=m+1

rAs dTr IsIr =:
n
ÿ

k=1

σk Ik.

(3.22)

Тепер, враховуючи рівності (3.22) і (3.18), обчислюємо
ż

C(0)

m
ÿ

u=1

σu Iu =
m
ÿ

u=1

Iu

ż

Cu(0)

dξu
ξu

= 2πi
m
ÿ

u=1

Iu = 2πi,

де Cu(0) – образ кола C(0) при відображенні fu. Тому

λ = 2πi+
n
ÿ

k=m+1

Ik

ż

C(0)

σk,

і λ є оборотним елементом. □
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Отже, інтегальна формула Коші (3.14) може бути переписана у виг-
ляді

Φ(ζ0) = λ´1

ż

γζ

Φ(ζ) (ζ ´ ζ0)
´1 dζ. (3.23)

В деяких спеціальних випадках (див. [28, 29,33]) встановлено, що
λ = 2πi, (3.24)

як і в комплексній площині.
Очевидно, що рівність (3.24) виконується тоді і тільки тоді, коли

ż

C(0)

σk = 0 @ k = m+ 1, . . . , n, (3.25)

але умови (3.25) важко перевірити в загальному випадку.
Вкажемо один спеціальний випадок, коли умови (3.25) легко переві-

ряются і рівність (3.24) виконується. Використаємо представлення ал-
гебри Am

n у вигляді напівпрямої суми Am
n = S ‘s N , де S – m-вимірна

напівпроста підалгебра і N – (n´m)-вимірна нільпотентна підалгебра.

Теорема 3.11. Нехай Am
n = S ‘s N і E3 Ă S. Тоді виконується рів-

ність (3.24).
Доведення. З умови E3 Ă S випливає, що

ak = bk = 0

для всіх k = m+ 1, . . . , n в розкладі (2.4). Тому для довільного ζ P E3,
усі функції Ts і Br,s у співвідношеннях (3.20) і (3.21) рівні нулю.

Тепер, враховуючи співвідношення (3.19), робимо висновок про те,
що в рівностях (3.18), rAs = 0 при s = m + 1, . . . , n. Звідси миттєво
випливають рівності σk = 0 при k = m + 1, . . . , n і усіх ζ P E3. Отже,
умови (3.25) задовольняються і рівність (3.24) виконується. □

Зазначимо, що у випадку тривимірної лінійної оболонки E3 теоре-
ма 3.11 узагальнює [28, теорема 6], доведену для напівпростих алгебр,
на алгебри Am

n , які, взагалі кажучи, не є напівпростими.
Якщо крива інтерування в рівності (3.13) не охоплює множину

m
Ť

u=1
Lu,

то інтеграл в (3.13) може бути необоротним елементом алгебри Am
n . Це

підтверджує наступний приклад.
Приклад 3.12. Розглянемо алгебру A2 (див. [60]) з базисом tI1, I2, ρu

і таблицею множення:
I2
1 = I1, I2

2 = I2, I1I2 = 0, ρ2 = 0, I1ρ = 0, I2ρ = ρ.
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Тут базис складається з двох ідемпотентних елементів I1 = I1, I2 = I2
і нільпотентного елемента I3 = ρ, тобто n = 3 і m = 2.

Розглянемо інший базис в алгебрі A2:
e1 = 1 = I1 + I2, e2 = iI1 + ρ, e3 = iI2.

Для ζ = xe1 + ye2 + ze3 маємо
ξ1 = x+ iy , ξ2 = ξu3 = x+ iz.

Обернений елемент (3.17) має вигляд

ζ´1 =
1

ξ1
I1 +

1

ξ2
I2 ´

y

ξ22
ρ,

так що всі необоротні елементи ζ P E3 розміщуються на двох коорди-
натних прямих L1 = tze3 : z P Ru і L2 = tye2 : y P Ru.

Візьмемо коло
Cy,R := tτ = xe1 + e2 + ze3 : x

2 + z2 = R2u,

яке охоплює пряму L2, але не охоплює пряму L1. Тоді для ζ P Cy,R

маємо
dζ = dx e1 + dz e3 = dx I1 + dξ2 I2,

ζ´1 dζ =

(
1

x+ i
I1 +

1

ξ2
I2 ´

1

ξ22
ρ

)
(dx I1 + dξ2 I2) =

=
dx

x+ i
I1 +

dξ2
ξ2

I2 ´
dξ2
ξ22

ρ.

Легко обчислюється інтеграл
ż

Cy,R

ζ´1 dζ = 2πi I2,

тобто цей інтеграл є необоротним елементом алгебри Am
n .

3.13. Теорема Тейлора. Виконуючи розклад функції (3.23) у степе-
невий ряд подібно до розкладу голоморфних функцій, що базується на
розкладі в степеневий ряд ядра Коші (див., наприклад, О. І. Маркуше-
вич [54, с. 298]), отримуємо наступне твердження.

Теорема 3.14. Нехай виконується умова (2.5) і функція Φ : Ω Ñ Am
n

є моногенною в області Ω Ă E3. Тоді Φ є аналітичною в області
Ω, тобто в деякому околі кожної точки ζ0 P Ω вона може бути
представлена у вигляді суми збіжного степеневого ряду

Φ(ζ) =
8
ÿ

k=0

ck (ζ ´ ζ0)
k, (3.26)
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де

cn =
Φ
(n)
G (ζ0)

n!
= λ´1

ż

γ

Φ(τ)
(
(τ ´ ζ0)

´1
)n+1

dτ, n = 0, 1, . . . ,

і γ – довільна замкнена жорданова спрямлювана крива в Ω, яка охо-
плює один раз множину (3.12).
3.15. Еквівалентні означення моногенних функцій. Наступна те-
орема, що містить різні еквівалентні означення моногенної функції, є
аналогом класичної теореми комплексного аналізу про різні еквівален-
тні означення голоморфних функцій.

Теорема 3.16. Нехай виконується умова (2.5). Функція Φ : Ω Ñ Am
n

є моногенною в довільній області Ω Ă E3 тоді і тільки тоді, коли
виконується одна з наступних умов:

(I) усі компоненти Uk : Ω Ñ C розкладу (2.9) є R-диференційовними
функціями в області Ω і в цій області виконуються умови (2.10);

(II) функція Φ є аналітичною в області Ω, тобто для кожної точки
ζ0 P Ω існує окіл, в якому функція Φ представляється у вигляді
суми збіжного степеневого ряду (3.26) з коефіцієнтами ck, що
належать алгебрі Am

n ;
(III) функція Φ неперервна в області Ω і виконується рівність (3.8)

для кожного трикутника △, що міститься в області Ω;
(IV) функція Φ є диференційовною за Лорхом в області Ω;
(V) в кожній кулі ℧ Ă Ω існують m голоморфних функцій Fu в обла-

стях Du := tfu(ζ) : ζ P ℧u, u = 1, 2, . . . ,m, і n ´ m голоморфних
функцій Gs в областях Dus, s = m + 1,m + 2, . . . , n, таких, що
функція Φ представляється у вигляді (2.8), де Γu – замкнена жор-
данова спрямлювана крива, яка лежить в області Du, охоплює
точку fu(ζ) і не містить точок fq(ζ), q = 1, 2, . . . ,m, q ‰ u.

Доведення. Еквівалентність умови (I) і моногенності функції Φ дове-
дено в теоремі 2.6. Еквівалентність умови (II) і моногенності функ-
ції Φ є наслідком теореми 3.14 і властивості збіжного степеневого ря-
ду (3.26) визначати моногенну функцію в області збіжності. Еквіва-
лентність умови (III) і моногенності функції Φ випливає з теорем 3.5
і 3.7. Еквівалентність умови (IV) і моногенності функції Φ випливає з
першого твердження теореми 2.5. Нарешті, еквівалентність умови (V)
і моногенності функції Φ випливає з теореми 2.3. □
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Теорема 3.16 узагальнює результати робіт [26, 28–30, 33, 60, 61], вста-
новлені для моногенних функцій в конкретних скінченновимірних ал-
гебрах.

4. ТЕОРЕМА КОШІ ДЛЯ ПОВЕРХНЕВОГО ІНТЕГРАЛА В
СКІНЧЕННОВИМІРНІЙ КОМУТАТИВНІЙ АСОЦІАТИВНІЙ АЛГЕБРІ

Інтегральна теорема Коші є фундаментальним результатом класи-
чного комплексного аналізу в комплексній площині C: якщо межа BD
областіD Ă C є замкненою спрямлюваною жордановою кривою і функ-
ція F : D ÝÑ C – неперервна в замиканні D області D і голоморфна в
D, то

ż

BD

F (z)dz = 0.

Розвиток гіперкомплексного аналізу як в комутативних, так і не-
комутативних алгебрах потребує аналогічних загальних аналогів інте-
гральної теореми Коші для багатовимірних просторів.

Добре відомо, що у випадку, коли однозв’язна область має замкнену
кусково-гладку межу, просторові аналоги інтегральної теореми Коші
можна отримати за допомогою класичної формули Гаусса-Остроград-
ського за умови, що задана функція має неперервні частинні похідні
першого порядку, які неперервно продовжуються на межу області. У
такий спосіб аналоги інтегральної теореми Коші доведено в алгебрі ква-
терніонів (див., наприклад, монографію В. В. Кравченка і М. В. Ша-
піро [22, с. 66]) і в алгебрах Кліффорда (див., наприклад, монографію
Ф. Брекса, Р. Деланга і Ф. Соммена [7, с. 52]).

Узагальнення інтегральної теореми Коші полягають у послабленні
вимог до межі або до заданої функції. Як правило, такі узагальне-
ння базуються на узагальненій Гаусса-Остроградського-Гріна-Стокса
формулі (див., наприклад, Г. Федерер [12] або Дж. Харрісон і А. Нор-
тон [16]) за умови неперервності частинних похідних заданої функції,
але для розширених класів поверхонь інтегрування; див., наприклад„
Р. Абреу Блайя і Х. Борі Рейєс [1], а також Р. Абреу Блайя, Д. Пена
Пена і Х. Борі Рейєс [3], де розглядаються спрямлювані або регуляр-
ні поверхні. В роботах А. Садбері [48] і О. Ф. Геруса [49], неперерв-
ність частинних похідних замінено диференційовністю компонент зада-
ної функції, що приймає значення в алгебрі кватерніонів. Зазначимо,
що в роботі [49] межа області залишається кусково-гладкою.

Далі ми доведемо аналог інтегральної теореми Коші для поверхне-
вого інтеграла від гіперголоморфної функції, що задана в області три-
вимірного простору і приймає значення в довільній n-вимірній кому-
тативній асоціативній алгебрі, де 3 ď n ă 8. Зазначимо, що моногенні
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функції в гармонічних алгебрах утворюють підмножину гіперголомор-
фних функцій, які, крім того, можуть бути заданими в областях, межі
яких не є кусково-гладкими.

Аналогічний результат опубліковано в роботі [32] для гіперголомор-
фних функцій за умови, що задана комутативна алгебра розглядається
над полем комплексних чисел. Проте, як випливає з наведеного далі
доведення, така умова є неістотною. Зазначимо також, що подібний
аналог інтегральної теореми Коші доведено О. Ф. Герусом [17] для гі-
перголоморфних функцій, що приймають значення в некомутативній
алгебрі кватерніонів.

4.1. Поверхневі інтеграли по квадровних поверхнях. Розгляне-
мо поняття квадровної поверхні в R3. Множина Σ називається по-
верхнею у просторі R3, якщо Σ є гомеоморфним образом квадрата
G := [0, 1] ˆ [0, 1] (див., наприклад, [36, c. 24]).

Через Σε позначимо ε-окіл поверхні Σ, тобто множину

Σε :=
!

(x, y, z) P R3 :
a

(x´ x1)2 + (y ´ y1)2 + (z ´ z1)2 ď ε,

(x1, y1, z1) P Σ
)

.

Відстанню Фреше d(Σ,Λ) між поверхнями Σ і Λ називається інфімум
дійсних чисел ε, для яких виконуються співвідношення Σ Ă Λε, Λ Ă Σε

(див., наприклад, [13]). Послідовність багатогранників Λn називається
рівномірно збіжною до поверхні Σ, якщо d(Λn,Σ) Ñ 0 при n Ñ 8 (див.,
наприклад, [36, c. 121]).

Площею Лебега поверхні Σ називається величина
L(Σ) := inf lim inf

nÑ8
L(Λn),

де інфімум береться по усіх послідовностях Λn, рівномірно збіжних до
Σ (див., наприклад, [36, c. 468]), а L(Λn) – площа багатогранника Λn.

Нехай поверхня Σ має скінченну площу Лебега. Тоді за теоремою
Л. Чезарі [10, с. 7] існує параметризація поверхні

Σ =
␣

f(u, v) :=
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
: (u, v) P G

(

така, що якобіани

A :=
By

Bu

Bz

Bv
´

By

Bv

Bz

Bu
, B :=

Bz

Bu

Bx

Bv
´

Bz

Bv

Bx

Bu
, C :=

Bx

Bu

By

Bv
´

Bx

Bv

By

Bu
(4.1)

існують майже всюди на квадраті G := [0; 1] ˆ [0; 1] і

L(Σ) =

ż

G

a

A2 +B2 + C2 du dv. (4.2)
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У випадку, коли L(Σ) ă 8 і рівність (4.2) виконується для заданої
параметризації Σ, поверхню Σ будемо називати квадровною.

Сформулюємо деякі достатні умови квадровності поверхні Σ.
‚ Якщо Σ – спрямлювана поверхня (тобто, ліпшицевий образ квадра-

та), то з результатів Т. Радо [36, IV.4.28, IV.4.1 (e)] випливає, що
поверхня Σ квадровна.

‚ Нехай компоненти x(u, v), y(u, v), z(u, v) відображення f – абсолютно
неперервні за Тонеллі (див., наприклад, [42, с. 169]). Нехай, крім того,
в якобіанах A,B,C відображення f в кожному з добутків

By

Bu

Bz

Bv
,

By

Bv

Bz

Bu
,

Bz

Bu

Bx

Bv
,

Bz

Bv

Bx

Bu
,

Bx

Bu

By

Bv
,

Bx

Bv

By

Bu

одна частинна похідна належить класу інтегровних функцій Lp(G)
на G, а інша частинна похідна належить Lq(G), де 1

p + 1
q = 1. То-

ді поверхня Σ квадровна (див. Т. Радо [36, V.2.26]). Відзначимо, що
для спрямлюваної поверхні Σ компоненти x(u, v), y(u, v), z(u, v) від-
ображення f абсолютно неперервні за Тонеллі (див., наприклад, [42,
с. 169]).

‚ Якщо дві компоненти відображення f(u, v) є функціями Ліпшиця, а
третя компонента – абсолютно неперервна за Тонеллі, то поверхня Σ
квадровна (див. Т. Радо [36, V.2.28]).

Тепер визначимо поверхневі інтеграли по квадровних поверхнях. За-
мкнену поверхню Γ Ă R3 розуміємо як образ сфери при гомеоморфно-
му відображенні, яке відображає хоча б одне коло на спрялювану криву.

Отже, замкнена поверхня Γ подається як об’єднання двох поверхонь
Γ1, Γ2, для яких Γ1 X Γ2 =: γ є замкненою жордановою спрямлюваною
кривою.

Нехай поверхні Γ1, Γ2 задані параметрично:
Γ1 =

␣

f1(u, v) :=
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
: (u, v) P G

(

,

Γ2 =
␣

f2(u, v) :=
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
: (u, v) P G

(

.

Замкнена поверхня Γ називається квадровною, якщо поверхні Γ1 і Γ2

квадровні.
Для замкненої квадровної поверхні Γ і неперервної функції F : Γ Ñ R

визначимо інтеграли по Γ рівностями
ż

Γ

F (x, y, z) dydz :=

ż

G

F
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
A1 du dv´

´

ż

G

F
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
A2 du dv,

(4.3)
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ż

Γ

F (x, y, z) dzdx :=

ż

G

F
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
B1 du dv´

´

ż

G

F
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
B2 du dv,

(4.4)

ż

Γ

F (x, y, z) dxdy :=

ż

G

F
(
x1(u, v), y1(u, v), z1(u, v)

)
C1 du dv´

´

ż

G

F
(
x2(u, v), y2(u, v), z2(u, v)

)
C2 du dv,

(4.5)

з якобіанами Ak, Bk, Ck відображення fk вигляду (4.1) при k = 1, 2.
Легко переконатися у коректності означень (4.3)-(4.5). Справді, зна-

чення правих частин інтегралів в рівностях (4.3)-(4.5) однакові для усіх
параметризацій f1, f2, для яких площі L(Γ1), L(Γ2) подаються рівностя-
ми вигляду (4.2), і значення правих частин інтегралів в рівностях (4.3)-
(4.5) не залежать від вибору спрямлюваної кривої γ, яка розбиває Γ на
дві частини.

Лема 4.2. Якщо Γ замкнена квадровна поверхня, то
ż

Γ

dydz =

ż

Γ

dzdx =

ż

Γ

dxdy = 0. (4.6)

Доведення. За означенням
ż

Γ

dydz =

ż

G

A1 du dv ´

ż

G

A2 du dv. (4.7)

З результатів Т. Радо [36, V.2.64 (iii), IV.4.21 (iii3)] випливає, що для
поверхонь Γ1, Γ2 справедливі наступні рівності:

ż

G

Ak du dv =

ż

BG

ydz, k = 1, 2, (4.8)

де інтеграл в правій частині розуміємо як інтеграл Лебега-Стілтьєса,
який беремо по межі BG квадрата G в додатному напрямку. Тепер
з рівностей (4.7), (4.8) плививає, що перший інтеграл в рівності (4.6)
дорівнює нулю. Інші рівності (4.6) доводяться аналогічно. □
4.3. Гіперголоморфні функції. Допоміжні твердження. Нехай
тепер A – комутативна асоціативна алгебра над полем дійсних чисел R
з базисом tekunk=1, 3 ď n ă 8. Виділимо лінійний підпростір

E3 := tζ = xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z P Ru,
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породжений векторами e1, e2, e3. Будемо використовати однакове по-
значення Ω для множини в R3 і для конгруентної множини в E3.

Розглянемо функцію Ψ : Ω Ñ A, розкладену за базисом tekunk=1 у
вигляді

Ψ(ζ) =
n
ÿ

k=1

Uk(x, y, z)ek, (4.9)

де (x, y, z) P Ω і Uk : Ω Ñ R.
Будемо казати, що функція Ψ : Ω Ñ A є гіперголоморфною в області

Ω Ă E3, якщо її дійснозначні компоненти розкладу (4.9) є диференці-
йовними функціями в Ω і виконується наступна умова в кожній точці
області Ω:

BΨ

Bx
e1 +

BΨ

By
e2 +

BΨ

Bz
e3 = 0. (4.10)

В науковій літературі використовуються різні назви для функцій, які
задовольняють рівняння вигляду (4.10). Наприклад, в роботах А. Са-
дбері [48], Ф. Коломбо, І. Сабадіні і Д. Струппи [11], В. Шпрьоссіга [46]
такі функції називаються регулярними, а в роботах Ф. Брекса, Р. Де-
ланга і Ф. Соммена [7], С. Бернштейн [4], Дж. Райана [41] – моно-
генними функціями. Ми будемо використовувати термінологію робіт
В. В. Кравченка і М. В. Шапіро [22] В. Шпрьоссіга [47], О. Ф. Геру-
са [49].

Нехай Ω – обмежена замкнена множина в R3. Для неперервної функ-
ції Ψ : Ωζ Ñ A, розкладеної за базисом tekunk=1 у вигляді (4.9), означимо
об’ємний інтеграл рівністю

ż

Ω

Ψ(ζ) dx dy dz :=
n
ÿ

k=1

ek

ż

Ω

Uk(x, y, z) dx dy dz.

Нехай Γ – замкнена квадровна поверхня в R3. Для неперервної функ-
ції Ψ : Γζ Ñ A, розкладеної за базисом tekunk=1 у вигляді (4.9), де
(x, y, z) P Γ і Uk : Γ Ñ R, означимо поверхневий інтеграл по Γ з дифе-
ренціальною формою σ := dy dz e1 + dz dx e2 + dx dy e3 рівністю

ż

Γ

Ψ(ζ)σ :=
n
ÿ

k=1

e1ek

ż

Γ

Uk(x, y, z) dy dz+

+
n
ÿ

k=1

e2ek

ż

Γ

Uk(x, y, z) dz dx+
n
ÿ

k=1

e3ek

ż

Γ

Uk(x, y, z) dx dy,

де інтеграли в правій частині рівності визначені рівностями (4.3)-(4.5).
Наступна лема є наслідком леми 4.2 і означення диференціальної

форми σ.
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Лема 4.4. Якщо Γ – замкнена квадровна поверхня, то
ż

Γ

σ = 0. (4.11)

Введемо евклідову норму

}a} :=

( n
ÿ

k=1

|ak|2
)1/2

в алгебрі A, де a =
n
ř

k=1

akek і ak P R при k = 1, n.

Нехай Γ – замкнена квадровна поверхня в R3. Для неперервної функ-
ції U : Γ Ñ R, означимо поверхневий інтеграл по Γ з диференціальною
формою }σ} рівністю
ż

Γ

U(xe1 + ye2 + ze3)}σ} :=

:=

ż

G

U
(
x1(u, v)e1 + y1(u, v)e2 + z1(u, v)e3

)b
A2

1 +B2
1 + C2

1 du dv´

´

ż

G

U
(
x2(u, v)e1 + y2(u, v)e2 + z2(u, v)e3

)b
A2

2 +B2
2 + C2

2 du dv.

Наступне твердження містить аналог формули Гаусса-Остроград-
ського в алгебрі A, який випливає з класичної формули Гаусса-Остро-
градського:

Теорема 4.5. Нехай Ω – однозв’язна область в E3 з кусково-гладкою
межею BΩ. Нехай Ψ : Ω Ñ A – неперервна функція, що має неперервні
частинні похідні першого порядку в області Ω, які неперервно продов-
жуються на межу BΩ. Тоді справедливий наступний аналог формули
Гаусса-Остроградського:

ż

BΩ

Ψ(ζ)σ =

ż

Ω

(
BΨ

Bx
e1 +

BΨ

By
e2 +

BΨ

Bz
e3

)
dx dy dz. (4.12)

Доведення наступної теореми подібне до доведень А. Садбері [48,
теорема 9] і О. Ф. Геруса [49, теорема 1], де розглядалися функції, що
приймають значення в алгебрі кватерніонів.

Теорема 4.6. Нехай BP – межа замкненого куба P , який міститься
в області Ω Ă E3, і функція Ψ : Ω Ñ A – гіперголоморфна в області Ω.
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Тоді виконується наступна рівність:
ż

BP

Ψ(ζ)σ = 0.

Доведення. Позначимо

K :=

›

›

›

›

ż

BP

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

.

Нехай тако, S позначає площу поверхні BP . Розділимо P на 8 рівних
кубів і позначимо через P 1 такий куб, для якого

›

›

›

›

ż

BP 1

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

ě K/8.

Очевидно, що поверхня BP 1 має площу S/4.
Продовжуючи цей процес, отримаємо послідовність вкладених кубів

Pm з площами S/4m поверхонь BPm, які задовольняють нерівності
›

›

›

›

ż

BPm

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

ě K/8m. (4.13)

За принципом Кантора існує єдина точка ζ0 := x0e1 + y0e2 + z0e3,
спільна для всіх кубів Pm. Оскільки функція Ψ має вигляд (4.9) і дій-
снозначні компоненти Uk диференційовні в Ω, то в околі точки ζ0 маємо
розклад

Ψ(ζ) = Ψ(ζ0) + ∆x
BΨ(ζ0)

Bx
+∆y

BΨ(ζ0)

By
+∆z

BΨ(ζ0)

Bz
+ δ(ζ, ζ0)ρ,

де ∆x := x´x0, ∆y := y´ y0, ∆z := z´ z0, і δ(ζ, ζ0) – нескінченно мала
функція при ρ := }ζ ´ ζ0} Ñ 0.

Тому для всіх достатньо малих кубів маємо
ż

BPm

Ψ(ζ)σ = Ψ(ζ0)

ż

BPm

σ +
BΨ(ζ0)

Bx

ż

BPm

∆xσ +
BΨ(ζ0)

By

ż

BPm

∆y σ+

+
BΨ(ζ0)

Bz

ż

BPm

∆z σ +

ż

BPm

δ(ζ, ζ0)ρ σ =
5
ÿ

r=1

Jr.

Згідно з формулою (4.12), J1 = 0. Використовуючи цю формулу і
враховуючи рівність (4.10), отримуємо

J2 + J3 + J4 =
BΨ(ζ0)

Bx
e1Vm +

BΨ(ζ0)

By
e2Vm +

BΨ(ζ0)

Bz
e3Vm = 0,

де через Vm позначено об’єм куба Pm.
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Відзначимо, що для довільного ε ą 0 існує число m0 таке, що нерів-
ність }δ(ζ, ζ0)} ă ε виконується для всіх кубів Pm при m ą m0. Відзна-
чимо також, що ρ не більше, ніж діагональ куба Pm, тобто, ρ ď

?
S

2m
?
2
.

Тому, використовуючи згадані вище нерівності для δ(ζ, ζ0) і ρ, отриму-
ємо
›

›

›

›

ż

BPm

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

= }J5} ď nM

ż

BPm

ρ }δ(ζ, ζ0)} }σ} ď nM

?
S

2m
?
2

S

4m
ε, (4.14)

де M – деяка абсолютна стала.
Зі співвідношень (4.13) і (4.14) випливає нерівність K ď c ε, де стала

c не залежить від ε. Перейшовши до границі в останній нерівності при
ε Ñ 0, отримаємо рівність K = 0. □

4.7. Аналог теореми Коші для поверхневого інтеграла. Вста-
новимо аналог теореми Коші для поверхневого інтеграла по межі BΩ
у випадку, коли функція Ψ : Ω Ñ A гіперголоморфна в області Ω і
неперервна в замиканні Ω цієї області.

Для функції Ψ : Ω Ñ A, гіперголоморфної в області Ω Ă E3 і непе-
рервної в замиканні цієї області, розглянемо модуль неперервності

ωΨ,Ω(δ) := sup
ζ1,ζ2PΩ,

}ζ1´ζ2}ďδ

}Ψ(ζ1) ´ Ψ(ζ2)}.

Верхньою площею Мінковського множини BΩ називається величина

M˚(BΩ) := lim sup
εÑ0

V (BΩε)

2ε

(див., наприклад, П. Маттіла [25, с. 79]), де через V (BΩε) позначено
об’єм множини

BΩε :=
␣

(x, y, z) P R3 :
a

(x´ x1)2 + (y ´ y1)2 + (z ´ z1)2 ď ε,

(x1, y1, z1) P BΩ
(

.

Теорема 4.8. Нехай межею BΩ однозв’язної області Ω Ă E3 є за-
мкнена квадровна поверхня, для якої M˚(BΩ) ă 8, і Ω має вимірні
за Жорданом перетини з усіма площинами, перпендикулярними до
координатних осей. Крім того, нехай функція Ψ : Ω Ñ A є гіперголо-
морфною в області Ω і неперервною в замиканні Ω цієї області. Тоді
справедлива рівність

ż

BΩ

Ψ(ζ)σ = 0.
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Доведення. Оскільки M˚(BΩ) ă 8, то існує ε0 ą 0 таке, що для всіх
ε P (0, ε0) виконується нерівність

V (BΩε) ď cε, (4.15)
де стала c не залежить від ε.

Візьмемо ε ă ε0/
?
3. Розіб’ємо простір R3 на куби площинами, пер-

пендикулярними до координатних осей, з ребром, довжина якого мен-
ша ε. Тоді маємо рівність

ż

BΩ

Ψ(ζ)σ =
ÿ

j

ż

B(ΩXKj)

Ψ(ζ)σ +
ÿ

k

ż

BKk

Ψ(ζ)σ, (4.16)

де перша сума застосовується до кубів Kj , для яких Kj X BΩ ‰ ∅, а
друга сума застосовується до кубів Kk, для яких Kk Ă Ω. За теоре-
мою 4.6, друга сума дорівнює нулю.

Для оцінки інтеграла першої суми візьмемо точку ζj P Ω X Kj . За-
значимо, що діаметр множини Ω X Kj не перевищує ε

?
3. Оскільки Ω

має вимірні за Жорданом перетини з площинами, перпендикулярними
до осей координат, то міра Лебега меж згаданих вище перетинів дорів-
нює 0, і тому множина B(ΩXKj) складається з квадровних поверхонь.
Отже, беручи до уваги рівність (4.11), отримуємо
›

›

›

›

ż

B(ΩXKj)

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

=

›

›

›

›

ż

B(ΩXKj)

(Ψ(ζ) ´ Ψ(ζj))σ

›

›

›

›

ď

ď nM

ż

B(ΩXKj)

}Ψ(ζ) ´ Ψ(ζj)} }σ} ď nMωΨ,Ω(ε
?
3)

ż

B(ΩXKj)

}σ}, (4.17)

де M – деяка абсолютна стала.
Таким чином, наступна оцінка є результатом рівності (4.16) і нерів-

ності (4.17):
›

›

›

›

ż

BΩ

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

ď nM ωΨ,Ω(ε
?
3)

ÿ

j

ż

B(ΩXKj)

}σ} ď

ď nM ωΨ,Ω(ε
?
3)

(
ż

BΩ

}σ} + 6
ÿ

j

ε2
)
.

(4.18)

Оскільки
Ť

j K
j Ă BΩε

?
3, то, враховуючи нерівність (4.15), отримуємо

оцінку
ÿ

j

ε3 ď V
(

BΩε
?
3
)

ď cε
?
3,
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з якої випливає нерівність
ÿ

j

ε2 ď c
?
3. (4.19)

Нарешті, наступна нерівність є результатом оцінок (4.18) і (4.19):
›

›

›

›

ż

BΩζ

Ψ(ζ)σ

›

›

›

›

ď c1 ωΨ,Ω(ε
?
3)

де стала c1 не залежить від ε.
Для завершення доведення зазначимо, що ωΨ,Ω(ε

?
3) Ñ 0 при ε Ñ 0

в силу рівномірної неперервності функції Ψ на Ω. □

Теорема 4.8 узагальнює [29, теорема 1] доведену для трьохвимір-
ної комутативної алгебри при додаткових припущеннях про межу BΩ
і задану функцію. Подібний аналог теореми 4.8 доведений О. Ф. Ге-
русом [17] для гіперголоморфних функцій в некомутативній алгебрі
кватерніонів.

Розглянемо деякі умови, за яких виконується нерівність (4.15), що є
еквівалентною умові M˚(BΩ) ă 8.
‚ Зазначимо, що для поверхні Σ в R3 існують додатні сталі c1 і c2 такі,

що
c1ε

3NΣ(ε) ď V (Σε) ď c2ε
3NΣ(ε), (4.20)

деNΣ(ε) – найменша кількість ε-куль, що покривають Σ (див. Ф. M. Бо-
родіч і А. Ю. Воловіков [6]).

Зі співвідношення (4.20) випливає, що нерівність (4.15) еквівален-
тна нерівності вигляду

NΣ(ε) ε
2 ď c, (4.21)

де стала c не залежить від ε.
‚ Враховуючи, що спрямлювана поверхня Σ є ліпшицевим образом ква-

драта G і нерівність вигляду (4.21) виконується для G, легко довести
нерівність (4.21) для такої поверхні Σ.

‚ Якщо для поверхні Σ в R3, яка має скінченну двовимірну міру Хаус-
дорфа H2(Σ), існує додатна стала c така, що

cε2 ď H2
(
Σ XB(x, ε)

)
(4.22)

для всіх x P Σ і ε P (0; diamΣ], де diamΣ – діаметр поверхні Σ, а
через B(x, ε) позначено відкриту кулю з центром x і радіусом ε, то
виконуються нерівності

PΣ(ε)ε
2 ď c1H2(Σ) ă 8,
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де PΣ(ε) – найбільша кількість неперетинних ε-куль з центрами в Σ
і стала c1 не залежить від ε (див. Р. Абреу Блайя, Х. Борі Рейєс і
Т. Морено-Гарсіа [2, с. 309]). Тому, враховуючи нерівність

NΣ(2ε) ď PΣ(ε)

(див. П. Маттіла [25, с. 78]), отримуємо нерівність (4.21) для поверхні
Σ, яка задовольняє умову (4.22).

Зауваження 4.9. Має інтерес розгляд комутативних асоціативних ал-
гебр Am

n , в яких існують лінійно незалежні над полем R елементи e1,
e2, e3, що задовольняють умову

e21 + e22 + e23 = 0. (4.23)
Такі алгебри називаються гармонічними, оскільки в них кожна моно-
генна функція Φ(ζ) змінної ζ = xe1+ ye2+ ze3 задовольняє тривимірне
рівняння Лапласа в силу співвідношень(

B2

Bx2
+

B2

By2
+

B2

Bz2

)
Φ(ζ) ” Φ2

G(ζ)(e
2
1 + e22 + e23) = 0

(див., наприклад, [18, 26, 55, 59, 61]) подібно до того, як кожна голо-
морфна функція комплексної змінної задовольняє двовимірне рівняння
Лапласа.

Зазначимо, що у випадку лінійної оболонки E3, для якої виконую-
ться умови (2.5), (4.23) і e1 = 1, моногенні функції вказаної змінної
ζ утворюють підмножину гіперголоморфних функцій. Дійсно, кожна
моногенна функція Φ: Ω Ñ Am

n має R-диференційовні компоненти Uk

в розкладі (2.9) в області Ω, і в цій області виконуються умови (2.10),
наслідком яких є рівності

BΦ

Bx
e1 +

BΦ

By
e2 +

BΦ

Bz
e3 =

BΦ

Bx
(e21 + e22 + e23) = 0.

У той же час існують гіперголоморфні функції які не є моногенними.
Наприклад, функція Ψ(x + ye2 + ze3) = ze2 ´ ye3 задовольняє умо-
ву (4.10), але не задовольняє необхідні умови моногенності, а саме рів-
ності вигляду (2.10).

Аналогічно, існують гіперголомофні функції, які не задовольняють
тривимірне рівняння Лапласа. Наприклад, функція

Ψ(xe1 + ye2 + ze3) = x2e1 + i

(
x2 +

z2

2

)
e2 + (xz + x+ iy)e3

задовольняє рівняння (4.10), але компоненти x2 і x2+ z2/2 не є просто-
ровими гармонічними функціями.
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