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Праці Інституту математики НАН
України

В. І. Герасименко, Ю. А. Дрозд, С. І. Максименко

Abstract. This foreword contains a list of monographs that were published
thanks to the aspirations and creativity of mathematicians of the Institute
for 30 years of independent Ukraine. These works show the development of
mathematical thought over the past three decades of the 100-year history of
the Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine.

Анотація. У цьому передньому слові наводиться список монографій, які
вийшли у світ завдяки устремлінням й творчості математиків Інституту
за 30 років незалежної України. Ці праці показують напрями розвитку
математичної думки за останні три десятиліття 100-річної історії Інсти-
туту математики НАН України.

Друга частина колективної монографії «Сучасні проблеми матема-
тики та її застосувань», яка склала черговий том Праць Інституту мате-
матики НАН України, періодичного видання, заснованого в 1938 р. про-
фесором Д. О. Ґраве, містить огляди, пов’язані з напрямами прогресу
в сучасній математиці та науковими вподобаннями провідних Вчених
Інституту математики НАН України через 100 років з часу заснування
математичної інституції Української Академії наук.

У передньому слові до першої частини книги було наведено деякі
факти зі 100-річної історії Інституту математики та набутків його за-
сновника академіка Д. О. Ґраве. Варто підкреслити, що новітнє поколі-
ння вчених Інституту формувалося в атмосфері традицій закладеними
науковими школами, які беруть свої джерела із часів зародження ма-
тематичної інституції Академії наук України.

У цьому передньому слові наводиться список монографій, які ви-
йшли у світ завдяки прагненням й творчості математиків Інституту
за 30 років незалежної України. Ці праці показують напрями розви-
тку математичної думки за останні три десятиліття 100-річної історії
Інституту математики1. З огляду на емоційну прихильність вчених до

1Перелік праць ІМ в XX ст. наведено у В. В. Строк. Біографічний словник науковців:
Матеріали з історії Інституту математики. К.: Ін-т математики НАНУ. 2004.
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освіти за цей період також була створена низка підручників із сучасних
розділів математики.

Без сумніву, наведені нижче натхненні праці створені за часи неза-
лежної України слугуватимуть своєрідним оберегом подальшого роз-
витку математики в Україні та Світі.
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Stochastic flows and measure-valued
processes

A. A. Dorogovtsev

Abstract. This article presents results about one-dimensional Brownian
stochastic flows obtained in the department of the random processes during
the last 15 years. One-dimensional stochastic flows describe the mutual mo-
tion of diffusion particles on the real line. As a good example of such flows,
the flows of solutions to SDE can serve. But there exists a large set of flows
that can not be obtained from SDE because of the possibility for particles
to coalesce. The survey is concentrated mainly on such flows. Here we dis-
cuss questions of two types. The first group is devoted to traditional SDE
problems like large deviations, discrete approximations, Krylov–Veretennikov
expansion, Girsanov theorem. We present corresponding results which have
new features due to coalescence phenomena. Another question is related to
point structure, which arises in a coalescing set of Brownian motions. Here
are the properties of corresponding point measures are discussed.

Анотація. У цій статті представлено результати щодо одновимірних
броунівських стохастичних потоків, які було отримано у відділі випад-
кових процесів упродовж останніх п’ятнадцяти років. Одновимірні сто-
хастичні потоки описують взаємний рух частинок, які дифундують на
дійсній прямій. Одним із прикладів таких потоків є потік розв’язків сто-
хастичного диференціального рівняння. Але є багато інших прикладів
потоків, які не можуть бути отримані зі стохастичного диференціального
рівняння через можливість злиття частинок. Огляд переважно присвяче-
но таким потокам. Питання, які розглядаються, можна розділити на дві
групи. Перша містить твердження, традиційні для теорії стохастичних
рівнянь, такі як принцип великих відхилень, різницева апроксимація,
розклад Крилова – Веретеннікова, теорема Гірсанова. Відповідні теоре-
ми містять нові умови, які пов’язані з можливістю склеювання части-
нок. Інша група питань пов’язана зі структурою множини склеювання.
В огляді також наведено відповідні властивості точкових мір, які при
цьому виникають.

2010 Mathematics Subject Classification: 60H10, 60H40, 60G57
Keywords: Stochastic flow, stochastic differential equation, random point measure, sto-

chastic semi-group, random dynamical system
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INTRODUCTION
This article contains results devoted to stochastic flows on the real line

and related point processes. This subject is actively studied in the depart-
ment of random processes from 2005 to 2021 years. Here some statements
are collected in order to describe the problems which arise in this field and
present approaches developed in the department. So the paper is organized
as follows. The first four sections are based on the previous survey [8],
which was written for COSA. Other sections contain material, obtained
after [8] was written.

1. SOME PROPERTIES OF STOCHASTIC FLOWS
Let (X, ρ) be a complete separable metric space and (Ω,F , P ) a complete

probability space.

Definition 1.1. A measurable map ϕ : X × Ω → X is called a random
map in X.

Definition 1.2. A family {ϕs,t; 0 ≤ s ≤ t < +} of random maps in X is
referred to as a stochastic flow if the following conditions hold:
1) for arbitrary 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sn, maps ϕs1,s2 , . . . , ϕsn−1,sn are
independent;

2) for any s, t, r ≥ 0, maps ϕs,t and ϕs+r,t+r are equidistributed;
3) for any 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ s3 and u ∈ X holds:

ϕs1,s3(u) = ϕs2,s3ϕs1,s2(u);

4) for any s ≥ 0 and u ∈ X, ϕs,s(u) = u.

Remark 1.3. Note that due to the separability of X the superposition of
random maps is defined correctly. Furthermore, a superposition of inde-
pendent random maps does not depend on the choice of their modifications
(up to a modification).

Below we consider point motions or trajectories of individual particles in
a stochastic flow, i.e., random processes of the form

x(u, t) = ϕ0,t(u), u ∈ X, t ≥ 0.

If this does not lead to confusion, sometimes x will also be called a
stochastic flow. One of the most famous examples of a stochastic flow
is the flow of diffeomorphisms corresponding to a stochastic differential
equation (SDE) with smooth coefficients. Let X = Rn with the usual
metric. Consider the equation

dz(t) = a(z(t))dt+ b(z(t))dw(t), (1.1)
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where w is a standard Rn-valued Wiener process, a : Rn → Rn, b : Rn →
Rn×n are continuously differentiable functions with bounded derivatives. It
is well known [29], that this equation generates the stochastic flow {ϕs,t; 0 ≤
s ≤ t < +∞} in Rn, consisting of random diffeomorphisms, such that for
any u ∈ Rn, s ≥ 0, ϕs,t(u) is the solution of the Cauchy problem for (1.1),
which started at the point u at time s. In addition to the smoothness of its
component maps, the flow corresponding to Equation (1.1) has a number
of “good” properties. For example, for the solutions of Equation (1.1) are
known large deviations, Girsanov’s theorem and the presentation of Krylov-
Veretennikov or related Chen-Shrishart’s formula [1]. All of these properties
are due to the fact that the flow is obtained from the Wiener process via
Itô’s map, generated by the vector fields corresponding to the coefficients
a and b. Thus, random maps forming the flow inherit properties of the
Wiener process. In general, it is not the case. The stochastic flow can be
organized in a more complicated way. As an example of the flow with more
rich structure, one can consider the Harris flows.

Let ψ : R → R be a continuous positive definite function.

Definition 1.4 ([24, 33]). The Harris flow with ψ being its local charac-
teristic is a family {x(u, t);u ∈ R} of Wiener martingales with respect to
the joint filtration such that

1) for every u ∈ R, x(u, 0) = u;
2) for any u ≤ v and t ≥ 0, x(u, t) ≤ x(v, t);
3) the joint characteristic of x(u, ·) and x(v, ·) has the form

d
〈
x(u, ·), x(v, ·)

〉
(t) = ψ(x(u, t)− x(v, t))dt.

Here we do not consider the family {ϕs,t; 0 ≤ s ≤ t}, but a set of the
one-point motions {x(u, t);u ∈ R,≥ 0}. Roughly speaking, the Harris flow
describes the joint evolution of an ordered family of Brownian particles
interacting with each other.
Remark 1.5. For a smooth function ψ the Harris flow can be constructed
as a solution to SDE. Let W be a Wiener sheet on R×R+ (random Gauss-
ian measure with mean zero, independent values on disjoint sets and struc-
tural measure equal to the Lebesgue measure). For a function f from the
Schwartz space of rapidly decreasing infinitely differentiable functions, con-
sider the following equation

dx(u, t) =

∫
R
f(x(u, t)− p)W (dp, dt). (1.2)

This equation generates a flow of random diffeomorphisms in R [29]. In
addition, for fixed u, x(u, ·) is a continuous square-integrable martingale
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with respect to the filtration generated by W, and

d
〈
x(u, ·), x(v, ·)

〉
(t) =

∫
R
f
(
x(u, t)− p

)
f
(
x(v, t)− p

)
dp dt =

=

∫
R
f
(
x(u, t)− x(v, t)− q

)
f(−q) dq dt = ψ

(
x(u, t)− x(v, t)

)
dt.

If ψ(0) = 1, then for every u, x(u, ·) is a Wiener process due to Levy’s
theorem [26]. The ordering of x with respect to the spatial variable follows
from the smoothness of x. Thus x is a Harris flow. Note that the function
ψ is smooth now.

One can, however, establish the existence of the Harris flow for a broader
class of functions ψ. For example, it is known [24, 33], that the Harris flow
exists for a function ψ, which is continuous on R and satisfies the Lipschitz
condition outside any neighborhood of 0. The resulting flow may already
have novel properties. In particular, it is known that under the condition∫ ε

0

(
1− ψ(u)

)−1
udu < +∞

particles started from different points of the line, coalesce with each other.
In this case, the maps x(·, t) are not smooth in the space variable. The
noted property is shown most clearly in the Arratia flow.

The Arratia flow is a Harris flow corresponding to the discontinuous
function

ψ = 1{0}.

Roughly speaking, the Arratia flow consists of independent Wiener pro-
cesses, coalescing at the time of the meeting. It is known [5, 31, 33] that in
every positive moment of time, any interval in the Arratia flow turns into
a finite number of points. Thus, the maps x(·, t) are step functions with a
finite number of jumps on each interval.

From the above examples, we can draw the following conclusions. First,
under the same distributions of one-point motions (they can all be Wiener
processes) flows can have completely different properties with respect to
the spatial variable. Secondly, in some cases, the flow is arranged by an
external Gaussian noise and almost automatically inherits its properties,
and in other cases only one-point motions are diffusion processes and the
entire flow no longer generates a Gaussian noise. Since the Arratia flow
delivers one of the most striking examples of the latter situation, the next
question is interesting. How the properties of the Gaussian white noise
and, therefore, solutions of stochastic differential equations with smooth
coefficients are inherent in the Arratia flow? The second paragraph of the
article is devoted to answering this question.
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2. GAUSSIAN PROPERTIES OF THE ARRATIA FLOW
Let {x(u, t);u ∈ R, t ≥ 0} be an Arratia flow. As mentioned in the pre-

vious paragraph, this flow is composed of independent Wiener processes,
coalescing at the time of the meeting. The construction of the stochastic in-
tegral with respect to the Arratia flow is based on the fact that the processes
started from a certain interval, coalesce during a finite time. Formally, this
property can be described as follows. Let

λ = {0 = u0 < . . . < un = 1}
be a partition of [0; 1]. Denote

τ0 = 1, τk = min
{
1, s : x(uk, s) = x(uk−1, s)

}
, k = 1, . . . , n.

Then the sum
Sλ =

n∑
k=0

τk

can be regarded as a total time of a free motion of particles that started
from the points of the partition λ.

The following statement is true.

Theorem 2.1 ([2]). With probability one
sup
λ
Sλ = lim

|λ|→0
Sλ < +∞.

Here |λ| = max
k=0,n−1

(uk+1 − uk).

Thus, in the Arratia flow the total time of free motion of particles that
started from the interval [0; 1] (or any other interval) is finite. This allows
us to build a stochastic integral by pieces of free trajectories in the flow.
Let a : R → R be a bounded measurable function.

Theorem 2.2 ([2]). There exist the following limits:∫ 1

0

∫ τu

0
a
(
x(u, s)

)
ds := P - lim

|λ|→0

n∑
k=0

∫ τk

0
a
(
x(uk, s)

)
ds,

∫ 1

0

∫ τu

0
a
(
x(u, s)

)
dx(u, s) := L2- lim

|λ|→0

n∑
k=0

∫ τk

0
a
(
x(uk, s)

)
dx(uk, s).

In the left-hand side of these equalities, we use two signs of integral and
only one differential because the role of the second differential are played by
the moments τu – times of free motions of the particles.

Built integrals allow us to formulate an analogue of Girsanov’s theorem
for the Arratia flow. Let a be a bounded measurable function.
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Definition 2.3 ([5]). An Arratia’s flow with a drift a is a stochastic
process {xa(u, t);u ∈ R, t ≥ 0} such that
1) for fixed u, xa(u, ·) is a diffusion process with a drift a and diffusion 1;
2) for any u ≤ v and t ≥ 0

xa(u, t) ≤ xa(v, t);

3) for any u1 < u2 < . . . < un and t ≥ 0 the restriction of the distribution
of the stochastic processes xa(u1, ·), . . . , xa(un, ·) on the set

{f ∈ C
(
[0; t],Rn

)
: fi(0) = ui, f1(s) < . . . < fn(s), s ∈ [0; t]}

coincides with the restriction to this set of a distribution of a n-dimensional
diffusion process with the standard Wiener process with the drift (a, . . . , a);

4) for any u1, u2 xa(u1, t) = xa(u2, t) when t ≥ τu1u2, where
τu1u2 = min{s : xa(u1, s) = xa(u2, s)}.

The existence of such a flow is proved in [2, 3, 5].
Note that for a fixed t > 0 there exists a modification of xa in the space

D
(
[0; 1], C

(
[0; t]

))
. Denote by µa the distribution of xa in this space (µ0

is the distribution of the Arratia flow).

Theorem 2.4 ([2]). The measure µa is absolutely continuous with respect
to the measure µ0 and the density has the form
dµa
dµ0

(x) = exp
{∫ 1

0

∫ τu

0
a(x(u, s))dx(u, s)− 1

2

∫ 1

0

∫ τu

0
a(x(u, s))2ds

}
.

This result shows that under smooth perturbations of the motion of
individual particles, the Arratia flow behaves like a Wiener process. This is
because the flow is composed of “independent pieces” of Wiener processes,
and the total time of free motion is finite. In view of the same reason, the
Arratia flow satisfies the large deviation’s principle in an appropriate space.
Let us denote by M the space of functions acting from [0; 1]2 to [0; 1] and
having the following properties:

1) for every u ∈ [0; 1], y(u, ·) ∈ C
(
[0; 1]

)
;

2) for all u1 ≤ u2, t ∈ [0; 1] :

y(u1, t) ≤ y(u2, t);

3) for any t ∈ [0; 1], y(·, t) is right-continuous;
4) for all u1, u2 ∈ [0; 1]

y(u1, t) = y(u2, t), t ≥ τu1u2 ,

τu1u2 = inf{s : y(u1, s) = y(u2, s)};
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5) for any u ∈ [0; 1]

y(u, 0) = u.

Each element of M can be called a continual forest [9]. Let us introduce
the metric in M

ρ(y1, y2) = max
[0;1]

σ(y1(·, t), y2(·, t)),

where σ is the Lévy-Prokhorov distance. For an Arratia flow{
x(u, t);u ∈ [0; 1], t ∈ [0; 1]

}
let us define new random fields xε via time change

xε(u, t) = x(u, εt), ε ∈ (0; 1).

The following theorem holds true.

Theorem 2.5 ([9]). The family xε under ε→ 0+ satisfies the LDP in the
space M with the speed function

I(x) = inf
i(h)=x

I0(h),

where h runs over the set of real-valued functions defined on Q∩ [0; 1]× [0; 1]
and with the above properties 1)-5), and

I0(h) =
1

2

∑
r∈Q∩[0;1]

∫ τr

0
h′(r, t)2dt,

i(h)(u, t) = inf
r>u

h(r, t).

Like the previous theorem, this result shows that in the study of the
asymptotic behavior of large deviations of the Arratia flow a major role is
played by the fact that it is made up of Wiener trajectories.

Emerging as the Radon-Nikodym densities, the stochastic exponents are
known [38] to form the total set in the space of all square-integrable func-
tionals from the Wiener process. It turns out that a similar property holds
true for the Arratia flow. The following statement holds.

Theorem 2.6 ([3]). The linear combinations of random variables of the
form

exp
{∫ 1

0

∫ τu

0
f(u, s)dx(u, s)− 1

2

∫ 1

0

∫ τu

0
f(u, s)2ds

}
, f ∈ C

(
[0; 1]2

)
,

are dense in the space of square-integrable functionals of the Arratia flow{
x(u, t);u, t ∈ [0; 1]

}
.
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3. STOCHASTIC SEMI-GROUPS AND WIDTHS
In this part of the paper we make an attempt to find a common approach

to the study of the geometry of stochastic flows both for smooth and non-
smooth cases. It is well-known [1] that the shift of functions or differential
forms by solutions to SDE with smooth coefficients is described in terms of
the Lie algebra generated by vector fields, which are the coefficients of the
equation. If, however, a flow is composed of discontinuous maps, then such
flow may not preserve the continuity. Instead, we propose to consider how
the flow transforms finite-dimensional subspaces of functions, and calculate
the widths of functional compacts with respect to these subspaces. We con-
sider in detail here a model example of a stochastic semi-group consisting
of finite-dimensional projections.

We start with a definition of a strong random operator. Let H be a real
separable Hilbert space.

Definition 3.1 ([40]). A strong random operator in H is a continuous
in probability linear map from H to the set of all random elements in H.

Below, there is an appropriate example of a strong random operator.
Example 3.2. Let {x(u, t), u ∈ R, t ≥ 0} be the Harris flow, H = L2(R).
Define a strong random operator in H by the equality

Af(u) = f(x(u, t)).

Since

E

∫
R
f(x(u, t))2du =

∫
R

∫
R
f(v)2p1(u− v)dudv =

=

∫
R
f(v)2

∫
R
p1(u− v)dudv =

∫
R
f(v)2dv,

where p1 is the density of the standard Gaussian distribution, A is conti-
nuous in the square mean.

It can be checked that in the case of the Arratia flow, the strong random
operator constructed in the example has the following property. For this
flow does not exist a set of bounded operators {Ãω, ω ∈ Ω} in H such that

∀ f ∈ H : Af = Ãωf a.s.
Indeed, suppose that there exists such a set, that is, that A is a bounded

random operator in terms of Skorokhod [40]. Let {f̃n;n ≥ 1} be the
Rademacher system of functions on [0; 1]. For n ≥ 1 denote

fn(u) = f̃n(u), u ∈ [0; 1], fn(u) = 0, u /∈ [0; 1].
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Then fn converges weakly to 0 in H. From the other side the sequence
{fn;n ≥ 1} does not converge almost everywhere on [0; 1]. As we have
already noted, in the Arratia flow points of any finite interval turn into a
finite number of points during any positive time interval. Therefore, with
probability 1, there exists an interval ∆ = {v : x(v, t) = x(0, t)} of positive
Lebesgue measure. Then∫

∆
(Afn)(u)du = (fn, A

∗
ω1∆) →

n→∞
0 a.s.

On the other hand, ∫
∆
(Afn)(u)du = |∆|fn(x(0, t)).

It means that the sequence {
∫
∆(Afn)(u)du, n ≥ 1} does not converge to 0

on the set of those ω for which x(0, t) ∈ [0; 1]. This contradiction proves
that our assumption was incorrect.

Despite the fact that strong random operators are often unbounded,
their superposition can be determined in the usual way for independent
operators. Therefore, a stochastic flow in Rd can sometimes be associated
with a semi-group of strong random operators in L2(Rd). Let us formulate
a precise definition.

Definition 3.3 ([39]). A set {Gs,t; 0 ≤ s ≤ t < +∞} of strong random
operators in H is called a stochastic semi-group if
1) the distribution of Gs,t depends only on t− s;

2) for all t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn, operators Gt1,t2 , . . . , Gtn−1,tn are indepen-
dent;

3) for all r ≤ s ≤ t we have that Gr,t = Gs,tGr,s, and Gr,r is the identity
operator.

Let {ϕs,t; 0 ≤ s ≤ t < +∞} be a stochastic flow (see Definition 1.1 in Rd
whose one-point motions are standard Wiener processes. Then the operators
Gs,t in L2(Rd) defined to

Gs,tf(u) = f(ϕs,t(u)), u ∈ Rd

form a stochastic semi-group.
Note that the consideration of stochastic semi-groups associated with

the flow, allows one to approach the study of the properties of flows with
smooth and singular interaction in a unified way. The notion of a strong
random operator was introduced by A.V. Skorokhod [40]. He also began
to consider the semi-groups of such operators and received sufficient condi-
tions for the representation of these semi-groups as the solutions of a linear
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SDE with operator-valued Wiener process [39]. This presentation is made
possible, in part, because the noise generated by the semi-group, is Gauss-
ian. We present here two theorems about the structure of semi-groups of
strong random operators. One of them gives a description of the multiplica-
tive operator functionals of Gaussian noise. The second one is devoted to
semi-groups of random finite-dimensional projections (here a Poisson noise
arises).

We start with a Gaussian case. Let {w(t); t ≥ 0} be a standard one-
dimensional Wiener process. Suppose that the semi-group

{Gs,t; 0 ≤ s ≤ t < +∞}
of strong random operators is a multiplicative homogeneous functional of
w, i.e. the following conditions hold:
1) Gs,t is measurable with respect to Fs,t = σ(w(r)− w(s); r ∈ [s; t]);

2) θrGs,t = Gs+r,t+r, r ≥ 0, s ≤ t.

Here θr is the shift operator along the trajectories of w. Assume that Gs,t
are square-integrable, i.e.

∀u ∈ H : ∀s ≤ t : E‖Gs,tu‖2 < +∞.

Define for all t, the mathematical expectation of G0,t as continuous linear
operator in H, acting by the rule

∀u ∈ H : Ttu = EG0,tu.

Note that for the continuous in the square-mean semi-group {Gs,t} the
family {Tt} is a strongly continuous semi-group of operators in H and,
thus, is uniquely determined by its infinitesimal operator. It turns out,
that in order to describe the semi-group {Gs,t} we also need a “stochastic”
infinitesimal operator. Let us define it in the following way. For f ∈ H
consider the limit

Bf := lim
t→0+

1

t
EG0,tfw(t).

To make sure that B is densely defined, we consider the family of oper-
ators {Ft; t ≥ 0} defined by the relation

Ftf = EG0,tfw(t) = EGs,s+tf(w(t+ s)− w(s)).

It is easy to check that the following equalities hold
FtG0,s = G0,sFt, Ft+s = FsTt + TsFt.

Using these equalities, it is possible to check in a standard way that all
elements of H of the form∫ s

0
Trgdr, g ∈ H, s > 0
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belong to the domain of B. The following theorem is true.

Theorem 3.4 ([6]). Suppose that Tt(H) ⊂ D(B) for all t > 0 and the ker-
nels of the Itô-Wiener expansion for G0,t are continuous in time variables.
Then for any f ∈ H the equality holds

G0,tf = Ttf +

∞∑
k=1

∫
∆k(0;t)

Tt−τkBTτk−τk−1
B . . . BTτ1fdw(τ1) . . . dw(τk),

where ∆k(0; t) = {0 ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk ≤ t}.

In the case when the semi-group {Gs,t} is generated by SDE, the state-
ment of Theorem 3.4 is the well-known Krylov-Veretennikov expansion [28].
Example 3.5. Consider the following SDE in R

dx(t) = a
(
x(t)

)
dw(t),

where w is a standard Wiener process, a ∈ C∞(R) is bounded together
with its derivative. To this equation corresponds a stochastic flow

{ϕs,t; 0 ≤ s ≤ t}

of diffeomorphisms in R. One can check that the operators defined by the
relation

(Gs,tf)(u) = f
(
ϕs,t(u)

)
on square-integrable functions, form a stochastic semi-group, which is a
multiplicative functional on w. And for f ∈ C2

0 (R)

Bf(u) = a(u)f ′(u).

Let inf a > 0. Then the operator Tt for t > 0 is an integral operator with
an infinitely differentiable kernel and thus the condition of Theorem 3.4 is
satisfied. The claim of Theorem 3.4 now takes the form

f(ϕ0,t(u)) = Ttf(u)+

+
∞∑
k=1

∫
∆k(0;t)

Tt−τka
d

dνk
Tτk−τk−1

. . . a
d

dν1
Tτ1f(u)dw(τ1) . . . dw(τk).

Here ν1, . . . , νk are variables on which the integration is performed by the
action of {Tt}. The last formula coincides with the Krylov-Veretennikov
representation [28].

It is not always the case that the noise associated with a stochastic semi-
group is given by a Wiener process. In addition, semi-groups corresponding
to flows with coalescence can be composed of operators with values in finite-
dimensional spaces. Revealing in terms of describing the structure and the
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asymptotic behavior is an example of a stochastic semi-group consisting of
random finite-dimensional projections in a Hilbert space.

Let H be a real Hilbert space. Under the projection in H, we understand
the orthogonal projection on a subspace in H. A projector is called finite if
the corresponding subspace is finite-dimensional.

Definition 3.6. A random finite-dimensional projection G in H
is a set of finite dimensional projections {Gω, ω ∈ Ω} such that for any
u ∈ H,Gωu is a random element in H.

It is evident that a random finite-dimensional projection is a strong ran-
dom operator continuous in the square mean. The following theorem gives
a complete description of the mean-square continuous stochastic semi-group
consisting of random finite-dimensional projections.

Theorem 3.7 ([6]). Let {Gs,t; 0 ≤ s ≤ t} be a mean-square continuous
stochastic semi-group consisting of random finite-dimensional projections
in H. Then there exist an orthonormal basis {en;n ≥ 1} in H and a
sequence of Poisson, with regard to the general filtration, random processes
{νn;n ≥ 1} such that

1)
∞∑
n=1

P{νn(t) = 0} < +∞, t > 0;

2) Gs,t =
∞∑
n=1

1νn(t)=νn(s)=0 en ⊗ en.

Remark 3.8. This theorem states that all projections of the semi-group
have a common basis, the elements of which “are killed” in accordance with
the Poisson regulation. If one postulates the existence of a common basis
in advance, then the theorem is simple.
Remark 3.9. The object discussed in Theorem 3.7 is significantly stochas-
tic. It is easy to see that there is no deterministic strongly continuous semi-
group consisting of finite-dimensional projections in the infinite-dimensional
space H.

Since stochastic semi-groups can be built on stochastic flows, it is natural
to expect that the geometric properties of the maps that make up the flow
affect the properties of the operators of the semi-group. For characteriza-
tion of such properties it seems promising to use the notion of width. Here
is the definition. Let K ⊂ H be a compact and L ⊂ H a subspace in H.
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Definition 3.10 ([41]). The width of K with respect to L is the value

max
u∈K

ρ(u, L),

where ρ(u, L) = infv∈L ‖u− v‖.

Further, as an example, we consider the widths of some compacts with
respect to subspaces of the form G0,t(H), t > 0, where {Gs,t} is a stochastic
semi-group of finite-dimensional projectors.
Example 3.11 ([6]). Let the Poisson processes from the description of
the semi-group {Gs,t} in Theorem 3.7 be independent and their intensities
equal λn = n, n ≥ 1. Consider the following compacts in H

K1 = {u : (u, en)
2 ≤ 1

n2
, n ≥ 1},

K2 = {u :
∞∑
n=1

n2(x, en)
2 ≤ 1}.

Define the widths

αi(t) = max
u∈Ki

‖u−G0,tu‖, i = 1, 2,

and the value
d(t) = dimG0,t(H).

Then
α1(t)√
t| ln t|

P→ 1, t→ 0+,

lim
t→0+

α2(t)

√
2

t
l ln t ≥ 1, a.s.,

lim
t→0+

td(t)

2| ln t| ≤ 1, a.s.,

lim
t→0+

2t| ln t|d(t) ≥ 1, a.s.

The example shows the dependence of the asymptotic behavior of the
widths on the structure of the compacts and the semi-group.

Thus, it can be expected that the proposed approach will give an oppor-
tunity to explore the geometry of both smooth and non-smooth stochastic
flows.
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4. DISCRETE TIME APPROXIMATION OF COALESCING STOCHASTIC FLOWS
It is known that a solution to SDE with smooth coefficients may be

obtained via a discrete time approximation. It appears that a discrete time
approximation can also be built for coalescing stochastic flows, which may
not be generated by SDE’s. Here we present a discrete time approximation
for the Harris flow.

Consider a sequence of the independent stationary Gaussian processes
{ξn(u);u ∈ R, n ≥ 1} with zero mean and covariation function Γ. Suppose,
that Γ is continuous. Define a sequence of random mappings {xn;n ≥ 0}
by the rule

x0(u) = u, xn+1(u) = xn(u) + ξn+1(xn(u)), u ∈ R.

Note that the continuity of Γ implies that the processes {ξn;n ≥ 1}
have measurable modifications. This allows substituting xn into ξn+1. The
independence of {ξn;n ≥ 1} guarantees that ξn+1(xn(u)) does not depend
on the choice of these modifications. Let us also define the random functions

yn(u, t) = n

(
k + 1

n
− t

)
xk(u) + n

(
t− k

n

)
xk+1(u),

u ∈ R, t ∈
[
k

n
;
k + 1

n

]
, k = 0, . . . , n− 1.

Theorem 4.1 ([4]). Let Γ be a continuous positive definite function on R
such that Γ(0) = 1 and Γ has two continuous bounded derivatives. Suppose
that yn is built upon a sequence {ξk; k ≥ 1} with covariance 1√

n
Γ. Then for

every u1, . . . , ul ∈ R the random processes {yn(uj , ·), j = 1, . . . , l} weakly
converge in C(0; 1],Rl) to the l-point motion of the Harris flow with the
local characteristic Γ.

5. THE ITERATED LOGARITHM LAW AND THE FRACTIONAL STEP METHOD
Let {Xa(u, t) | u ∈ R, t ≥ 0} be the Arratia flow with bounded Lipschitz

continuous drift a [5]. One can define the cluster formed by all particles
with positive starting points that have merged with the particle started
from 0:

L(t) = {u > 0 | Xa(0, t) = Xa(u, t)}.

Theorem 5.1 ([7]). With probability 1

lim sup
t→0+

Leb(L(t))√
2t ln ln t−1

≥ 1, lim sup
t→0+

Leb(L(t))
2
√
t ln ln t−1

≤ 1.
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The Arratia flow is a part of the Brownian web
{ϕt,·(u) ∈ C([t; +∞)) | u, t ∈ R},

see [14, 25]. The fractional step method is applied to the Brownian web
perturbed by the flow of solutions to the deterministic equation

dzt = a(zt)dt

in [11] as follows. Consider a sequence of partitions of [0; 1]:

{t(n)0 , . . . , t
(n)

N(n)}, n ∈ N,

with
λ(n) = max

k=0,N(n)−1

(
t
(n)
k+1 − t

(n)
k

)
→ 0, n→ ∞.

Put
At(u) = u+

∫ t

0
a(As(u))ds, u ∈ R, t ≥ 0.

Then for fixed n, k ∈ 0, N (n) − 1 and t ∈ [t
(n)
k ; t

(n)
k+1) define

X
(n)
t (u) = ϕ

t
(n)
k ,t

(
k◦
j=1

A
t
(n)
j −t(n)j−1

(ϕ
t
(n)
j−1,t

(n)
j

(·))
)
(u),

∆
(n)
k (u) = X

(n)

t
(n)
k

(u)−X
(n)

t
(n)
k −

(u).

Additionally, put X(n)
1 (u) = X

(n)
1− (u).

Theorem 5.2. Let {Xa
t (u) | u ∈ R, t ≥ 0} be an Arratia flow with drift a.

Then for any N ∈ N, (u1, . . . , uN ) ∈ RN(
X(n)(u1), . . . , X

(n)(uN )
)
⇒
(
Xa(u1, ·), . . . , Xa(uN , ·)

)
, n→ ∞,

in
(
D([0; 1])

)N .
The convergence cannot be strengthened.

Proposition 5.3. For arbitrary u the sequence
Nn−1∑
k=0

(
ϕ
t
(n)
k ,t

(n)
k+1

(u)− u
)
, n ∈ N,

does not contain convergent in probability subsequences.
To obtain an estimate on the speed of the convergence, the following

random measure are considered:
µt = Leb ◦

(
Xa(, ·, t)

)−1
, µ

(n)
t = Leb ◦

(
X

(n)
t

)−1
, n ∈ N.
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Consider Mp(R), the space of all probability measures on R endowed with
the Wasserstein metric W1, and the space M1(Mp(R)), of the correspon-
ding Wasserstein metric in M1(Mp(R)) being denoted by W1,p.

Theorem 5.4 ([12, Theorem 2.1]). Assume that the sequence {nδn}n∈N
is bounded. Then for every p ≥ 2 there exist a positive constant C and a
number N ∈ N such that for all n ≥ N

W1,p

(
Law(µt),Law(µ(n)t )

)
≤ C

(
log log δ−1

n

)−1/p
.

Remark 5.5. The formulation of Theorem 2.1 in [12] is mistakenly missing
the second logarithm.

6. APPROXIMATIONS WITH SDES
Fix β ∈ (0;+∞), α ∈ (0; 2). In [42] a coalescing Harris [23] flow with

infinitesimal covariance
ϕ(x) = e−β|x|α , x ∈ R.

and the corresponding dual flow are approximated with solutions to SDEs.
The dual flow X̂ [23, 27] is defined via

X̂(x, t1, t2, s) = inf
X(y,r,t2)≥x, y∈R,
r∈[t1;t1+t2−s]

X(y, r, t1 + t2 − s), (6.1)

where x ∈ R, s ∈ [t1; t2]. Consider a sequence of twice continuously dif-
ferentiable symmetric nonnegative definite functions {ϕε}ε∈(0;1) such that
ϕε → ϕ, ε→ 0+, uniformly on compact subsets of R, and ϕε(0) = 1.

For each ε ∈ (0; 1) let
Fε ≡

{
Fε(x, t) | x ∈ R, t ∈ R+

}
be a Gaussian process with

Cov(Fε(t, x), Fε(s, y)) = min{t, s}ϕε(x− y).

The process Fε is a continuous C(R)-valued martingale in the sense of [30]
and therefore the flow given via

Xε(x, s, t) = x+

∫ t

s
Fε(Xε(x, s, r), dr)

is a flow of homeomorphisms. For ε ∈ (0; 1), 0 ≤ s ≤ t ≤ T , define
µε(s, t) = Leb ◦Xε(·, s, t)−1, µ(s, t) = Leb ◦X(·, s, t)−1,

µ̂ε(s, t) = Leb ◦
(
X−1
ε (·, 0, t, s)

)−1
, µ̂(s, t) = Leb ◦

(
X̂(·, 0, t, s)

)−1
.
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Let M(R) be a space of locally finite nonnegative Borel measures on
the real line equipped with the vague topology. Given real numbers a, a1, b
with a < a1 < b and a function f ∈ C

(
[a1; b]

)
put

Pa,bf(s) = 1s∈[a;a1]f(a1) + f(s)1s∈(a1;b], s ∈ [a; b].

Theorem 6.1. Fix T > 0 and a set {(xn, tn)}n∈N ∈ (R× [0;T ])∞. Then(
P0,TXε(x1, t1, ·),P0,TX

−1
ε (x1, t1, T, T + t1 − ·), . . . ,

P0,TXε(xN , tN , ·),P0,TX
−1
ε (xN , tN , T, T + tN − ·), . . .

)
=⇒

(
P0,TX(x1, t1, ·),P0,T X̂(x1, t1, T, T + t1 − ·), . . . ,

P0,TX(xN , tN , ·),P0,T X̂(xN , tN , T, T + tN − ·), . . .
)
,

in
(
C
(
[0;T ]

)
)∞ as ε→ 0 + .

For any s1 ≤, . . . ≤ sN , t1 ≤, . . . ≤ tN , si ≤ ti, i = 1, N , N ∈ N,
(µε(s1, t1), . . . , µε(sN , tN ), µ̂ε(s1, t1), . . . , µ̂ε(sN , tN ))

=⇒ (µ(s1, t1), . . . , µ(sN , tN ), µ̂(s1, t1), . . . , µ̂(sN , tN )) ,

in (M(R))2N as ε→ 0 + .

7. POINT DENSITIES
Point process associated with an Arratia flow

{Xa(u, t)|u ∈ [0; 1], t ∈ [0;T ]}

with bounded Lipshitz continuous drift a are discussed in [13] in terms of
special (n, k)-point densities pa,n,kt , k ≤ n which were introduced in [12]
and represent a further development of the well known notions used, for
instance, in [34].

To describe sequences of collisions, the following reformulation of the
scheme in [4, pp. 433-434] is used. Put

Shn,k = {(j1, . . . , jk) | ji ∈ {1, . . . , n− i} , i = 1, k}, k = 1, n,

Shn = ∅ ∨
⋃

k=1,n−1

Shn,k, n ∈ N.

Let ξ = (ξ1, . . . , ξn) to be a continuous function on [0;T ] with coalescing
coordinates and no triple collisions. Let n−κ be the number of distinct val-
ues in {ξi(T ) | i = 1, n}. Let τ1 < τ2 < . . . < τκ be moments of subsequent
collisions of the coordinates of ξ. Put j1 = min{i | ∃j 6= i ξj(τ1) = ξi(τ1)}
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and define the process ξn−1 by excluding the j1-th coordinate from the vec-
tor ξ. Then put j2 = min{i | ∃ j 6= i ξn−1

j (τ2) = ξn−1
i (τ2)}, define ξn−2

by excluding the j2-th coordinate in ξn−1 and repeat the procedure until
a collection S(ξ) = (j1, . . . , jκ) ∈ Shn,κ appears. We will call S(ξ) the
coalescing scheme for ξ.

Put
∆n = {u ∈ Rn | u1 < . . . < un},

Xat (u) = {Xa(uk, t) | k = 1, n},
−→
X a(u, ·) ≡

−→
X a(u) = (Xa(u1, ·), . . . , Xa(un, ·)) ,

for u = (u1, . . . , un) ∈ Rn and n ∈ N.

Definition 7.1. Given an Arratia flow Xa, a starting point u ∈ ∆n and
a coalescence scheme s ∈ Sn,j for some j and k such that k ≤ n − j

the corresponding (n, k)-point density pa,n,s,kT (u; ·), j ≥ k, is a measurable
function on Rk such that for any bounded non-negative measurable function
f : Rk → R

E1(S(−→X a(u) = s)
∑

v1,...,vk∈XaT (u),
v1,...,vk are distinct

f(v1, . . . , vk) =

∫
Rk
pa,n,s,kT (u; y)f(y)dy.

Definition 7.2. Given an Arratia flow Xa, a starting point u ∈ ∆n and
k ∈ {1, . . . , n} the corresponding (n, k)-point density is a measurable func-
tion pa,n,kT (u; ·) on Rk such that for any bounded non-negative measurable
function f : Rk → R

E1 (|Xat (u)| ≥ k)
∑

v1,...,vk∈Xat (u),
v1,...,vk are distinct

f(v1, . . . , vk) =

∫
Rk
pa,n,kT (u; y)f(y)dy.

(7.1)
Then a.e.

pa,n,kT (u; ·) =
n−k∑
l=0

∑
s∈Shn,l

pa,n,s,kT (u; ·).

The k-point density pa,kT (·) is defined as a measurable function on Rk such
that the analogue of (7.1) holds with XaT (u) replaced with the set

{Xa(v, T ) | v ∈ [0; 1]}

and the condition |Xat (u)| ≥ k dropped.
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Theorem 7.3. Let u(n) =
(
u
(n)
1 , . . . , u

(n)
n

)
∈ ∆n, n ∈ N, be such that

u
(n)
1 = 0, u

(n)
n = 1,{

u
(n)
1 , . . . , u(n)n

}
⊂
{
u
(n+1)
1 , . . . , u

(n+1)
n+1

}
,

and
max

j=0,n−1

(
u
(n)
j+1 − u

(n)
j

)
−→
n→∞

0.

Then for all k ∈ N a.e.

pa,n,kT

(
u(n); ·

)
↗ pa,kT , n→ ∞.

Suppose ζk ∈ C
(
[0;T ]

)
, k = 1, n. Put ζ̃1 = ζ1, r1 = T and construct ζ̃k,

k = 2, n as follows:

rk = inf
{
T ; t | ζ̃k−1(t) = ζk(t)

}
,

ζ̃k(t) = ζk(t)1(t < rk) + ζ̃k−1(t))1 (t ≥ rk) , k = 2, n.

Assume that S((ζ̃1, . . . , ζ̃n)) = s. Define
θij = inf {t | ζi(s) = ζj(s)} , j = 1, i− 1, i = 2, n,

θ00 = T.

Assume additionally that θij 6= T for all pairs (i, j) 6= (0, 0). Then there
exists a unique collection {λij(s) | i = 1, 2, j = 1, n} such that

rk = θλ1k(s)λ2k(s), k = 1, n.

Consider independent Brownian bridges η = (η1, . . . , ηn) with
ηk(0) = ηk(T ) = 0, k = 1, n,

define

ηu,y(t) = η(t) +

(
1− t

T

)
u+

t

T
y, u ∈ ∆n, y ∈ Rn, t ∈ [0;T ].

and put

θ00(u, y) = T, θij(u, y) = inf
{
t | ηu,yi (t) = ηu,yj (t)

}
∧ T,

for 1, i− 1, i = 2, n, u ∈ ∆n, y ∈ Rn, and

eaT,n(u, y, s) = exp
{

n∑
k=1

∫ θλ1k(s)λ2k(s)(u,y)

0
a
(
ηu,yk (t)

)
dηk(t)+

+
n∑
k=1

∫ θλ1k(s)λ2k(s)(u,y)

0
a
(
ηu,yk (t)

)(yk − uk
T

− 1

2
ak(t, u, y, s)

)
ds

}
,
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for u ∈ ∆n, y ∈ Rn, s ∈ Shn.
Fix some u ∈ Rn and k ∈ {0, . . . , n−1}. A partition of the set {1, . . . , n}

is associated with a coalescence scheme s naturally. The blocks of the
partition being π1, . . . , πk, we define I(s) = {minπi | i = 1, n− k}.

Given a set
K = {k1, . . . , km} ⊂ {1, . . . , n}

and a point z ∈ Rn we denote by z−K the vector obtained by removing in
the vector z all the coordinates whose numbers are in K; by zK , the vector
obtained by removing all coordinates except those in K. We write zK1,±K2

for (zK1)±K2 . Denote by gmT (u; ·) the m-dimensional Gaussian density with
mean u and variance T Idm×m, where Idm×m is the unit square matrix of
size m, m ∈ N.

Theorem 7.4. If u ∈ ∆n and s ∈ Shn,n−k for some k ∈ {0, . . . , n − 1},
then for each j ∈ {1, . . . , k} for all y ∈ ∆k

pa,n,s,jT (u; y) =

=
∑

L={l1,...,lj}⊂
{1,...,k}

gjT

(
uI(s),L; zI(s),L

)∫
Rk−j

dzI(s),−Lgk−jT

(
uI(s),−L; zI(s),−L

)
∫
Rn−k

dz−I(s)gn−kT (u−I(s); z−I(s))
(
E1(S(ηu,z) = s)eaT,n(u, z, s)

) ∣∣∣z∈Rn,
zI(s),L=y

.

Another representation of point densities is obtained in terms of sto-
chastic exponentials for the Arratia flow. To formulate the corresponding
result, the following notation is needed. Let U = {uk | k ∈ N} be a dense
subset of [0; 1], and define

ρ1 = T, ρk = inf
{
s |

k−1∏
j=1

(
X0(uk, s)−X0(uj , s)

)
= 0
}
∧ T, k ≥ 2,

and put, for u(n) = (u1, . . . , un),

In
(
u(n)

)
=

n∑
k=1

∫ ρk

0
a
(
X0(uk, t)

)
dX(uk, t),

Jn
(
u(n)

)
=

n∑
k=1

∫ ρk

0
a2
(
X0(uk, t)

)
dt, n ∈ N.
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Then the following quantities are well-defined [5, §§7.2-7.3]:

ẼaT = exp
{
L2-lim

n→∞
In

(
u(u)

)
− 1

2
L2-lim

n→∞
Jn

(
u(u)

)}
,

ẼaT,n(u(n)) = exp
{
In(u

(n))− Jn(u
(n))
}
, n ∈ N.

Consider u ∈ ∆n. Suppose that elements of the set XT (u) are listed in
ascending order. Let κ be the cemetery state. Given a set

L = {l1, . . . , lk}, li ∈ N, i = 1, k,

for some k, put the random vector XL
T (u) to be equal to((

XT (u)
)
l1
, . . . ,

(
XT (u)

)
lk

)
, (7.2)

if max
i=1,k

li ≤ |XT (u)|, and κ, otherwise. We denote the density of XL
T (u) in

Rk by qLT (u; ·).

Theorem 7.5. For any u ∈ ∆n and any k ∈ {1, . . . , n} a.e.

pa,n,kT (u; y) =
∑

L={l1,...,lk},
li∈N, i=1,k

qLT (u; y)E
(
ẼaT,n(u)/XL

T (u) = y
)
.

Replacing in (7.2) the set XT (u) with the set

{X(v, T ) | v ∈ [0; 1]}

one defines, analogously to XL
T (u), the random vector XL

T with values in
Rk ∪{κ}. The corresponding density being denoted by qLT (·), the following
result holds.

Theorem 7.6. For any k ∈ N a.e.

pa,kT (y) =
∑

L={l1,...,lk},
li∈N, i=1,k

qLT (y)E
(
ẼaT /XL

T = y
)
.

8. BROWNIAN PARTICLES WITH SINGULAR INTERACTION
The discrete-time approximation of the Arratia flow {xnk(u), k = 0, . . . , n}

is given by a difference equation with random perturbation generated by a
sequence of independent stationary Gaussian processes

{ξnk (u), u ∈ R, k = 0, . . . , n}
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with covariance function Γn:

xnk+1(u) = xnk(u) +
1√
n
ξnk+1(x

n
k(u)), x

n
0 (u) = u, u ∈ R.

Define the random process x̃n(u, ·) on [0, 1] as the polygonal line with
edges

(
k
n , x

n
k(u)

)
, k = 0, . . . , n. It was proved by I. I. Nishchenko in [35] that

if the covariance Γn approximates in some sense the function I{0} then m-
point motion of x̃n weakly converges to the m-point motion of the Arratia
flow.

An explicit form of the Ito-Wiener expansion for f
(
xn(u1), . . . , xn(um)

)
with respect to noise that produced by the processes

{ξnk (u), u ∈ R, k = 0, . . . , n}n≥1

was obtained by E. Glinyanaya in [15, 18]. This expansion can be regarded
as a discrete-time analogue of the Krylov-Veretennikov representation for-
mula. Let ηi be the wight noise that correspond to the process ξi. Define
the operators {Qk}k≥1 from the Ito-Wiener expansion:

f
(
u1 + ξ1(u1), . . . , um + ξ1(um)

)
=

∞∑
k=0

Qkf(~u; η1, . . . , η1).

Theorem 8.1 ([15], E. Glinyanaya, 2015). Let {xn(u), u ∈ R}n≥1 be the
discrete-time flow:

xn+1 = xn(u) + ξn+1(xn(u)), x0(u) = u.

Then for any ϕ ∈ B(Rm;R) the Ito-Wiener expansion of ϕ
(
xn(u1), . . . , xn(um)

)
has the form

ϕ
(
xn(u1), . . . , xn(um)

)
=

=
∞∑
k=0

∑
l1,...,ln≥0
l1+...+ln=k

QlnQln−1 . . . Ql1ϕ(~u; ηn, . . . , ηn︸ ︷︷ ︸
ln

, . . . , η1, . . . , η1︸ ︷︷ ︸
l1

).

In contrasts to the flow of Brownian particles on the line, in the discrete-
time approximations the order between particles can change in time. We
define a measure of disordering for 2-point motion as follows

Φn =

∫ 1

0
I{x̃n(u2,s)−x̃n(u1,s)<0}ds,

where u1 < u2. If the discrete-time flow approximates the Arratia flow,
then the following asymptotics holds [16]:

Theorem 8.2 ([16], E. Glinyanaya, 2012). Let {Γm}m≥1 be such that
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1) lim
m→∞

c2me
cm

m = 0;

2) u√
2−2Γm(u)

increase for u > 0;

3) 2− 2Γm

(
1√
cm

)
≥ 1

K2 , m ≥ 1, for some constant K.

Then
P{Φm > 0}

F
(√

m
cm

) ≤ m,

and for any ε > 0 there exists a constant A > 0 such that

lim
m→∞

P{Φm > ε}

F
(
K
√

m
cm

) ≥ A.

where

F (x) =

∫ +∞

x

1√
2π

exp{−x
2

2
}dx.

E. Glinyanaya obtained an explicit form for the semigroup of m-point
motion of the Arratia flow in terms of binary forests that correspond to
order of trajectories coalescence [20]. For the Arratia flow define its m-
point motion semigroup (Qm,t)t≥0 :

Qm,tf(~u) = Ef(x(~u, t)).

An iterative scheme of boundary value problems for the functions Qm,tf
was obtained:

Theorem 8.3. The following relations hold:
∂

∂t
Qm,tf(~u) =

1

2
∆Qm,tf(~u), ~u ∈ ∆m, t ≥ 0,

Qm,0f(~u) = f(~u),

Qm,tf(~u) = (Qm−1,tf ◦ π−1
i )(πi~u), ~u ∈ Km

i , Qm,tf(·) ∈ Dm,

where ∆m = {~u ∈ Rm : u1 ≤ u2 ≤ . . . ≤ um},

Dm =

{
f ∈ C2

0 (∆m) :
∂2f

∂xi∂xj
∈ C0(∆m),

∂2f

∂xi∂xj
1{xi=xj}(~x) = 0, i 6= j

}
,

and
πi(u1, u2, . . . , um) = (u1, . . . , ui, ui+2, . . . , um)

π−1
i (u1, . . . , um−1) = (u1, . . . , ui, ui, ui+1, . . . , um−1).
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A solution to the boundary value problem from the previous theorem
was represented as a sum in which each summand is indexed by a binary
forest that correspond to the order of trajectories’ coalescence.

Theorem 8.4 ([20], E. Glinyanaya, 2014). Let Gm be the Karlin-McGregor
determinant. Then for any f ∈ Dm

Qm,tf(~u) =

∫
∆m

f(~y)Gm(~u, ~y, t, 0) d~y+

+
∑

T∈Tmm−1

(−1)ε(T )
t∫

0

∫
∆m−1

∫
∆m−1

fT (~y)Gm−1(~u
(m−1), ~y, tm−1, 0)·

· |T (~u, ~u(m), t, tm−1)| d~u(m−1) d~y dtm−1+

+
∑

T∈Tmm−2

t∫
0

tm−1∫
0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

∫
∆m−2

(−1)ε(T )fT (~y)Gm−2(~u
(m−2), ~y, tm−2, 0)·

· |T (~u, ~u(m−1), ~u(m−2), t, tm−1, tm−2)|d~yd~u(m−2)d~u(m−1)dtm−2dtm−1

+ . . .+

+
∑
T∈Tm1

(−1)ε(T )
t∫

0

tm−1∫
0

. . .

t2∫
0

∫
∆m−1

∫
∆m−2

. . .

∫
R

∫
R

fT (y)G1(u
(1), y, t1, 0)·

· |T (~u, ~u(m−1), . . . , ~u(2), ~u(1), t, tm−1, . . . , t1)|·

· dydu(1) . . . d~u(m−1)dt1 . . . dtm−1.

The main tool in the investigation of limit theorems for functionals of
stochastic flows is its mixing property with respect to spatial variable. It
was proved that considered discrete-time flows and flows with continuous
time are ergodic and mixing with respect to spatial variable under some
conditions on covariance function [17, 19, 21]. More precisely, the upper
bound for the strong mixing coefficient was obtained:

Theorem 8.5 ([19], E. Glinyanaya, 2017). Let α denotes strong mixing
coefficient of the Arraita flow at the time 1. Then for h > 0 we have that

α(h) ≤ 2

√
2

π

∫ ∞

h
e−x

2/2dx.

These properties allow to obtain the central limit theorem for linear func-
tionals of the flows with coalescings. Namely, limit theorems was obtained
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for number of clusters in the Arratia flow in the paper [22]. The following
central limit theorem for νt([0;n]) as n→ ∞ holds

Theorem 8.6 ([19], E. Glinyanaya, V. Fomichov, 2018). For any t > 0

νt([0;n])− Eνt([0;n])√
n

=⇒ N (0;σ2t ), n→ ∞,

where σ2t :=
3− 2

√
2√

πt
.

Furthermore, an estimate for the rate of this convergence was obtained
by proving the following inequality of the Berry-Esseen type.

Theorem 8.7 ([22], E. Glinyanaya, V. Fomichov, 2018). For any n ≥ 1

sup
z∈R

∣∣∣∣∣∣P
{νt([0;n])− Eνt([0;n])√

n
≤ z
}
−

z∫
−∞

1√
2πσ2t

e−r
2/2σ2

t dr

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ Cn−1/2(logn)2.

9. RANDOM DYNAMICAL SYSTEMS GENERATED BY COALESCING
STOCHASTIC FLOWS ON THE REAL LINE

Consider a sequence of transition probabilities {P (n) : n ≥ 1}, where
{P (n)

t : t ≥ 0} is a transition probability on Rn. Assume that transition
probabilities satisfy the following conditions.
TP1: For each n ≥ 1 the expression

T
(n)
t f(x) =

∫
Rn
f(y)P

(n)
t (x, dy), x ∈ Rn

defines a Feller semigroup on C0(Rn).
TP2: Given {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, Bk ∈ B(Rk) and

Cn = {y ∈ Rn : (yi1 , . . . , yik) ∈ Bk}

one has

P
(n)
t (x,Cn) = P

(k)
t ((xi1 , . . . , xik), Bk), t ≥ 0, x ∈ Rn.

TP3: For all x ∈ R,

P
(2)
t ((x, x),∆) = 1, t ≥ 0,

where ∆ = {(y, y) : y ∈ R} is the diagonal in the space R2.
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TP4: For all x ∈ R and ε > 0 one has
t−1P

(1)
t (x, (x− ε, x+ ε)c) → 0, t→ 0.

Under this condition a transition probability P (1) generates a continuous
Feller process on R. Conditions TP1, TP2 imply that for each n ≥ 1 there
exists a family {P(n)

x , x ∈ Rn} of probability measures on C
(
[0,∞),Rn

)
such

that with respect to P(n)
x the canonical process

X
(n)
t (f) = f(t), f ∈ C

(
[0,∞),Rn

)
,

is a continuous Markov process with a transitional probability {P (n)
t : t ≥ 0}

and a starting point x.
TP5: For each c < c′ and t > 0 there exists a continuous increasing

function m : R → R such that for all x, y

P(2)
(x,y)

(
∀s ∈ [0, t] :

(
X

(2)
1 (s), X

(2)
2 (s)

)
∈ [c, c′]2

and X(2)
1 (s) 6= X

(2)
2 (s)

)
≤ |m(x)−m(y)|.

TP6: For arbitrary t > 0 and x ∈ R the measure P (1)
t (x, ·) has no atoms.

Theorem 9.1 ([37]). Consider a sequence of transition probabilities
{P (n) : n ≥ 1}

that satisfy conditions TP1-TP6 above. Then there exists a metric dy-
namical system

(Ω,F ,P, {θh, h ∈ R})
and a perfect cocycle

ϕ : R+ × Ω× R → R
over θ such that

ψ(s, t, ω, x) = ϕ(t− s, θsω, x)

is a stochastic flow of mappings generated by transition probabilities
{P (n) : n ≥ 1}.

10. STATIONARY POINTS IN COALESCING STOCHASTIC FLOWS
Existence of a random dynamical system generating a stochastic flow

makes it possible to study invariant distributions and stationary points. A
random variable η is a stationary point for the random dynamical system
ϕ, whenever there exists a forward-invariant set of full-measure Ω0 ∈ F
(i.e. θt(Ω0) ⊂ Ω0 for all t ≥ 0), such that for all ω ∈ Ω0 and t ≥ 0

ϕ
(
t, ω, η(ω)

)
= η(θtω).
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In [10] existence of stationary points was studied for Arratia flows with
drifts. Consider a SDE

dX(t) = a
(
X(t)

)
dt+ dw(t),

where w is a Wiener process, and a is a Lipschitz function. For every x ∈ R
this equation has a unique strong solution {Xx(t) : t ≥ 0} and defines a
Feller semigroup of transition probabilities on R

P
(1)
t (x,A) = P(Xx(t) ∈ A),

t ≥ 0, x ∈ R, A ∈ B(R).
Further,

P
(n),ind.
t

(
(x1, . . . , xn), A1 × . . .×An

)
=

n∏
i=1

P
(1)
t (xi, Ai),

where t ≥ 0, (x1, . . . , xn) ∈ Rn, A1, . . . , An ∈ B(R), defines a Feller transi-
tion probability on Rn that corresponds to an n-dimensional SDE

dXi(t) = a
(
Xi(t)

)
dt+ dwi(t), 1 ≤ i ≤ n,

where w1, . . . , wn are independent Wiener processes. The result of [32,
Th. 4.1] implies that there exists a unique consistent sequence of Feller
transition semigroups {P (n),c

t : n ≥ 1} such that
(1) for every n ≥ 1 {P (n),c

t : t ≥ 0} is a transition semigroup on Rn;
(2) for all x ∈ R and t ≥ 0

P
(2),c
t ((x, x),∆) = 1,

where ∆ = {(y, y) : y ∈ R} is a diagonal;
(3) Given x ∈ Rn let X = (X1, . . . , Xn) be an Rn-valued Feller process

with the starting point x and transition probabilities {P (n),c
t : t ≥ 0}

and X̃ = (X̃1, . . . , X̃n) be an Rn-valued Feller process with the starting
point x and transition probabilities {P (n),ind.

t : t ≥ 0}. Let
τ = inf{t ≥ 0|∃i, j : 1 ≤ i < j ≤ n,Xi(t) = Xj(t)}

be the first meeting time for processes X1, . . . , Xn, and
τ̃ = inf{t ≥ 0|∃i, j : 1 ≤ i < j ≤ n, X̃i(t) = X̃j(t)}

be the first meeting time for processes X̃1, . . . , X̃n. Then the distribu-
tions of stopped processes

{(X1(t ∧ τ), . . . , Xn(t ∧ τ)) : t ≥ 0}
and

{(X̃1(t ∧ τ̃), . . . , X̃n(t ∧ τ̃)) : t ≥ 0}
coincide.
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Denote by ψ = {ψs,t : −∞ < s ≤ t < ∞} a stochastic flow on R, such
that for all s ∈ R, n ≥ 1, and x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn the finite-point motion

t→ (ψs,s+t(x1), . . . , ψs,s+t(xn)), t ≥ 0,

is a Feller process with a starting point x and transition probabilities
{P (n),c

t : t ≥ 0}. We will assume that ψ is generated by a random dy-
namical system ϕ.

Theorem 10.1 ([10]). Let ϕ be a random dynamical system that corre-
sponds to the Arratia flow with the drift a. Assume that the drift a is
Lipschitz and for some λ > 0 and all x, y ∈ R one has(

a(x)− a(y)
)
(x− y) ≤ −λ(x− y)2.

Then there exists a unique stationary point η for the random dynamical
system ϕ.

Theorem 10.2 ([10]). Let ϕ be a random dynamical system that corre-
sponds to the Arratia flow without drift (i.e. a = 0). Then there is no
stationary point η for the random dynamical system ϕ.

11. DUALITY FOR COALESCING STOCHASTIC FLOWS ON THE REAL LINE
Backward flow ψ̃ = {ψ̃t,s : −∞ < s ≤ t < ∞} is dual to the flow

ψ = {ψs,t : −∞ < s ≤ t <∞}, if for all s ≤ t, x, y ∈ R

(ψs,t(x)− y)(x− ψ̃t,s(y)) ≥ 0.

Consider a sequence of transition probabilities {P (n) : n ≥ 1} that satisfy
conditions TP1-TP6 above. Given reals a < b and t > 0 denote

fa,b,t =

sup
a≤x1<x2<x3≤b

P(3)
(x1,x2,x3)

(∀s ∈ [0, t] a ≤ X
(3)
1 (s) < X

(3)
2 (s) < X

(3)
3 (s) ≤ b)

Let also
wa,b(ε, δ) = inf

{
t > 0 : sup

x∈[a,b]
P

(1)
t (x, (x− ε, x+ ε)c) ≥ δt

}
.

Theorem 11.1 ([36]). Assume that for any reals a < b and t > 0

lim inf
ε,δ→0

fa,b,t(8ε)

wa,b(ε, δ)
= 0.

Then there exists a metric dynamical system (Ω,F ,P, {θh, h ∈ R}), a perfect
cocycle ϕ over θ and a backward perfect cocycle ϕ̃ over θ, such that
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(1) the flow ψs,t(ω, x) = ϕ(t − s, θsω, x) is a stochastic flow on R with
finite-point motions determined by {P (n) : n ≥ 1};

(2) the backward flow ψ̃t,s(ω, x) = ϕ̃(t− s, θsω, x) is a backward stochastic
flow on R;

(3) the backward stochastic flow ψ̃ is dual to the stochastic flow ψ.

Moreover, the finite-point motions of ψ̃ are determined by a sequence
{P̃ (n) : n ≥ 1} which is a unique compatible sequence of coalescing Feller
transition probabilities on R that satisfy the duality relation

P̃ (n)(y, (x1, x2)× (x2, x3)× . . .× (xn,∞)) =

= P (n)(x, (−∞, y1)× (y1, y2)× . . .× (yn−1, yn))

for all n ≥ 1, t ≥ 0 and x, y ∈ Rn such that
x1 < y1 < x2 < y2 < . . . < xn < yn.
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Про стохастичне інтегрування,
диференціювання та віківське

числення в аналізі білого шуму Леві

М. О. Качановський

Abstract. The paper is a survey of some author’s results related to the
development of the Lévy white noise analysis in terms of Lytvynov’s general-
ization of the chaotic representation property, which is an analog of decom-
position of square integrable random variables by the Hermite orthogonal
polynomials in the Gaussian analysis. Namely with this approach a signifi-
cant part of definitions and statements are quite similar to their prototypes
from the Gaussian white noise analysis, which is very convenient for possible
applications. The survey covers a fairly wide range of issues: constructions of
spaces of regular and nonregular test and generalized functions; an extended
stochastic integral, a Hida stochastic derivative and operators of stochastic
differentiations on different spaces; elements of a Wick calculus; etc.

Анотація. Стаття є оглядом низки результатів автора, пов’язаних з роз-
будовою аналізу білого шуму Леві в термінах узагальнення властивості
хаотичного розкладу, запропонованого Є. В. Литвиновим, яке є аналогом
розкладу квадратично інтегровних випадкових величин за ортогональ-
ними поліномами Ерміта у гауссівському аналізі. Саме при такому під-
ході значна частина означень та тверджень є цілком аналогічними своїм
прототипам із гауссівського аналізу білого шуму, що є дуже зручним
для можливих застосувань. Огляд охоплює доволі широке коло питань:
конструкції просторів регулярних і нерегулярних основних та узагаль-
нених функцій; розширений стохастичний інтеграл, стохастичну похідну
Хіди та оператори стохастичного диференціювання на різних просторах;
елементи віківського числення; тощо.

2010 Mathematics Subject Classification: 46F05, 46F25, 47A05, 60H40, 60G51, 60H05
УДК 517.98
Ключові слова: процес Леві; властивість хаотичного розкладу; розширений стоха-

стичний інтеграл; стохастична похідна; віківське числення
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ВСТУП
Теорія основних та узагальнених функцій, що залежать від нескін-

ченної кількості змінних (тобто з аргументами, що належать нескін-
ченновимірним просторам), є дуже затребуваною у багатьох розділах
сучасної фізики та математики. Існують різні підходи до побудови та-
кої теорії. Наприклад, один з них базується на ідеї І. М. Гельфанда
використовувати двоїстість між множинами функцій та мір; інший,
що розроблявся у роботах Ю. М. Березанського, Ю. Г. Кондратьєва
та Ю. С. Самойленка, передбачає розгляд просторів основних та уза-
гальнених функцій як нескінченних тензорних добутків одновимірних
просторів. Дуже вдалим виявився підхід, що полягає в уведенні просто-
рів згаданих вище функцій таким чином, що дуальне спарювання між
основними та узагальненими функціями породжується інтегруванням
за деякою ймовірнісною мірою на дуально-ядерному просторі. Споча-
тку це була гауссівська міра, відповідна теорія називається гауссів-
ський аналіз білого шуму (див., наприклад, [2, 14, 30, 31, 43]), пізніше
були реалізовані численні узагальнення. Зокрема, важливі результа-
ти вдається отримати, використовуючи узагальнену міру Майкснера
([35]), а також міру білого шуму Леві (наприклад, [6, 7, 32]), відповід-
ні теорії називаються майкснерівський аналіз білого шуму та аналіз
білого шуму Леві.

Дуже важливу роль у гауссівському аналізі відіграє так звана влас-
тивість хаотичного розкладу (ВХР). Ця властивість полягає, грубо
кажучи, у наступному: кожну квадратично інтегровну випадкову вели-
чину можна єдиним чином розкласти в ряд із повторних стохастичних
інтегралів Іто від невипадкових функцій (див. детальний опис, напри-
клад, у [33]). Використовуючи ВХР, можна будувати різні простори
основних та узагальнених функцій, уводити й досліджувати стохасти-
чні інтеграли та похідні на цих просторах тощо. В аналізі білого шуму
Леві, на жаль, ВХР немає (точніше, серед процесів Леві тільки вінерів-
ський та пуассонівський мають цю властивість, див. подробиці у [38]);
але існують різні її узагальнення. Так, наприклад, узагальнення, запро-
поноване К. Іто [16] (див. також [5]), полягає в тому, що процес Леві L
розкладається за формулою Леві-Хінчина у суму гауссівського процесу
та стохастичного інтеграла вигляду

∫
[0,t)

∫
R xÑ(du, dx), де Ñ – компен-

сована пуассонівська випадкова міра процесу L, а квадратично інте-
гровні випадкові величини розкладаються в ряди, у яких фігурують
повторні стохастичні інтеграли від невипадкових функцій за гауссів-
ським процесом та за випадковою мірою Ñ ; при узагальненні Нуалар-
та-Скоутенса [34] (див. також [36]) квадратично інтегровні випадкові
величини розкладаються в ряди з повторних стохастичних інтегралів
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від невипадкових функцій за спеціальним чином побудованими з вико-
ристанням вихідного процесу Леві випадковими процесами; узагальне-
ння, запропоноване Є. В. Литвиновим [32] (див. також [4]), базується
на ортогоналізації мономів в просторі квадратично інтегровних випад-
кових величин (див. детальний опис у Підрозділі 1.2). Взаємозв’язок
між деякими (включаючи згадані вище) узагальненнями ВХР в аналі-
зі білого шуму Леві описано, зокрема, у [1, 6, 7, 23, 32, 37, 39]. Таким
чином, в залежності від задач, що розглядаються, можна обрати най-
більш придатне узагальнення ВХР і будувати за його допомогою про-
стори основних та узагальнених функцій, а також інші об’єкти аналізу.

Дана робота є оглядом низки результатів автора, пов’язаних з розбу-
довою аналізу білого шуму Леві в термінах узагальнення ВХР, запро-
понованого Є. В. Литвиновим. Саме при такому підході значна части-
на означень та тверджень є цілком аналогічними своїм прототипам із
класичного гауссівського аналізу білого шуму (іноді навіть може зда-
ватись, що йдеться про переформулювання зі зміною позначень, бо все
нетривіальне «ховається» у доведеннях), що є дуже зручним для мо-
жливих застосувань. Огляд охоплює доволі широке коло питань: кон-
струкцію просторів регулярних і нерегулярних основних та узагальне-
них функцій; розширений стохастичний інтеграл, стохастичну похідну
Хіди та оператори стохастичного диференціювання на різних просто-
рах; елементи віківського числення на просторах узагальнених функ-
цій; тощо. Спроба викласти весь цей матеріал із детальними чи навіть
конспективними доведеннями привела б до неприпустимо великого об-
сягу статті, до того ж це може відволікати читача, який не готовий
глибоко занурюватись у технічні деталі, а хоче лише отримати загаль-
не уявлення про запропоновану версію аналізу білого шуму Леві. Втім,
кожне твердження супроводжується посиланням на публікацію, у якій
міститься його доведення, а часто і коротким описом ідеї доведення.

Наведемо перелік публікацій, які лягли в основу огляду, та дамо не-
обхідні коментарі. Результати, пов’язані із розширеним стохастичним
інтегралом та стохастичною похідною Хіди на просторі квадратично ін-
тегровних випадкових величин, анонсовано у [27] та детально викладе-
но у [23]; в останній статті встановлено також, що стохастичні інтеграли
на цьому просторі, побудовані у термінах згаданих вище узагальнень
ВХР, співпадають. Простори регулярних і нерегулярних основних та
узагальнених функцій уведено у [20], там же побудовано і дослідже-
но розширений стохастичний інтеграл та стохастичну похідну Хіди на
просторах узагальнених та основних функцій відповідно. У роботах [8,
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10] розглянуто стохастичні інтеграл та похідну на просторах регуляр-
них основних та узагальнених функцій відповідно. Тут слід відзначи-
ти, що простори регулярних й нерегулярних основних та узагальнених
функцій доволі суттєво відрізняються, що обумовлює, зокрема, немо-
жливість уведення природним чином стохастичних інтеграла та по-
хідної на просторах нерегулярних основних та узагальнених функцій
відповідно (детальніше про це див. у Зауваженні 4.2.5). Втім, на вказа-
них просторах можна уводити та вивчати природні аналоги згаданих
операторів. Ми не торкаємось цих питань у нашому огляді, зацікавле-
ний читач може знайти детальний виклад у [25, 26]. Оператори стоха-
стичного диференціювання, які є тісно пов’язаними зі стохастичними
інтегралом та похідною, і діють на ортогональні розклади основних та
узагальнених функцій аналогічно дії звичайного диференціювання на
ряди Тейлора, вивчаються на просторах регулярних основних та уза-
гальнених функцій у [8, 9, 13], на просторах нерегулярних основних
функцій – у [26]. Як і стохастична похідна Хіди, ці оператори не ма-
ють природного продовження на простори нерегулярних узагальнених
функцій, але на вказаних просторах можна уводити та вивчати їхні
природні аналоги. Ми трохи торкнемось цього питання у Підрозділі 4.3,
детальний виклад наведено у [19, 25]. У межах віківського числення ви-
вчаються, зокрема, природні аналоги поточкового добутку (віківський
добуток) та голоморфних функцій (віківські версії голоморфних функ-
цій) на просторах узагальнених функцій. У регулярному випадку ці пи-
тання, включаючи зв’язок між віківським численням та операторами
стохастичного диференціювання (зокрема, встановлено, що оператор
стохастичного диференціювання першого порядку задовольняє прави-
ло Лейбніца відносно віківського множення), вивчала учениця автора
М. М. Фрей (Дирів) [11], у нерегулярному – автор [24]. Взаємозв’язок
між віківським численням і стохастичним інтегруванням у регулярно-
му та нерегулярному випадках вивчається у [12] та [17] відповідно.

Статтю організовано наступним чином. В першому розділі ми роз-
глядаємо процес Леві L та будуємо пов’язаний з L ймовірнісний простір
(трійку), зручний для подальшого викладу; після цього ми описуємо
узагальнення ВХР, запропоноване Є. В. Литвиновим. У другому роз-
ділі розглянуто розширений стохастичний інтеграл та стохастичну по-
хідну Хіди на просторі квадратично інтегровних випадкових величин.
У третьому розділі уведено простори регулярних основних та узагаль-
нених функцій; на цих просторах розглянуто стохастичні інтеграл та
похідну; уведено оператори стохастичного диференціювання та описа-
но властивості цих операторів; насамкінець уведено віківський добу-
ток та віківські версії голоморфних функцій на просторах регулярних
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узагальнених функцій і описано їхні властивості та зв’язок зі стохасти-
чними диференціюванням та інтегруванням. Зокрема, наведено при-
клади розв’язання стохастичних інтегральних рівнянь з віківським до-
бутком. У четвертому розділі уведено простори нерегулярних основних
та узагальнених функцій; розглянуто розширений стохастичний інте-
грал на просторах нерегулярних узагальнених функцій; також за ана-
логією із третім розділом уведено віківський добуток та віківські версії
голоморфних функцій на цих просторах і описано їхні властивості та
зв’язок зі стохастичним інтегруванням.

1. ПОПЕРЕДНІ ВІДОМОСТІ
В цій роботі будемо позначати через ‖ · ‖H або | · |H норму в просторі

H; через (·, ·)H – дійсний (тобто білінійний) скалярний добуток у про-
сторі H; через 〈〈·, ·〉〉H або 〈·, ·〉H – дуальне спарювання, породжене ска-
лярним добутком в просторі H. Також ми використовуємо позначення
pr lim (відповідно, ind lim) для проєктивної (відповідно, індуктивної)
границі сім’ї просторів; це позначення означає, що граничний прос-
тір наділено топологією проєктивний (відповідно, індуктивної) границі
(див., наприклад, [40]).

1.1. Процес Леві та його ймовірнісний простір. Скрізь далі поз-
начатимемо R+ := [0,+∞). Нехай L = (Lu)u∈R+ – дійснозначний ло-
кально квадратично інтегровний процес Леві (тобто неперервний за
ймовірністю випадковий процес на R+ зі стаціонарними незалежними
приростами і такий, що L0 = 0, див. детальний опис, наприклад, у [3])
без гауссівської частини та зсуву. Добре відомо (наприклад, [7]), що
характеристична функція L має вигляд

E[eiθLu ] = exp
[
u

∫
R
(eiθx − 1− iθx)ν(dx)

]
, (1.1)

де ν – міра Леві процесу L, що є мірою на (R,B(R)), тут і далі через B
позначено борелівську σ-алгебру, через E позначено математичне спо-
дівання. Накладемо додатково такі умови: ν є мірою Радона з носієм,
що містить нескінченну кількість точок; ν({0}) = 0; існує ε > 0

таке, що
∫
R x

2eε|x|ν(dx) <∞; та
∫
R x

2ν(dx) = 1.
Визначимо міру білого шуму процесу L. Нехай D – простір Шварца

всіх дійснозначних нескінченно диференційовних функцій на R+ з ком-
пактними носіями. Як добре відомо (наприклад, [40]), D можна наді-
лити топологією проєктивної границі, породженою сім’єю соболевських
просторів (див. детальніше у Підрозділі 4.1). Нехай D′ – множина лі-
нійних неперервних функціоналів на D. Варто відзначити, що D′ та D
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є відповідно негативним та позитивним просторами ланцюжка

D′ ⊃ L2(R+) ⊃ D, (1.2)

де L2(R+) – простір (класів) квадратично інтегровних за мірою Лебе-
га дійснозначних функцій на R+ [40]. Позначимо через 〈·, ·〉 дуальне
спарювання, породжене скалярним добутком у L2(R+), це позначення
будемо використовувати і для дуальних спарювань у тензорних степе-
нях комплексифікації ланцюжку (1.2).
Означення 1.1.1. Ймовірнісна міра µ на вимірному просторі

(D′, C(D′)),

де C позначає циліндричну σ-алгебру, з перетворенням Фур’є∫
D′
ei⟨ω,φ⟩µ(dω) = exp

[∫
R+×R

(eiφ(u)x − 1− iϕ(u)x)duν(dx)
]
, ϕ ∈ D,

(1.3)
називається мірою білого шуму Леві.

Коректність цього визначення (тобто існування µ) випливає з теоре-
ми Бохнера-Мінлоса (наприклад, [15]), див. [32]. Нижче будемо вважа-
ти, що σ-алгебра C(D′) поповнена відносно µ.

Позначимо через (L2) := L2(D′, C(D′), µ) простір (класів) квадрати-
чно інтегровних за µ комплекснозначних функцій на D′ (це позначення
буде дуже часто використовуватись надалі). Нехай f ∈ L2(R+) та послі-
довність (ϕk ∈ D)k∈N збігається до f у L2(R+), коли k → ∞ (нагадаємо,
що D є щільною множиною у L2(R+)). Можна показати (наприклад, [6,
7, 23, 32]), що 〈◦, f〉 := (L2)− lim

k→∞
〈◦, ϕk〉 є коректно визначеним елемен-

том (L2) (зокрема, 〈◦, f〉 не залежить від того, якою саме послідовністю
елементів D апроксимовано f).

Позначимо через 1A індикатор множини A, і покладемо 1[0,0) ≡ 0
(формальний півінтервал [0, 0) природно вважати порожньою множи-
ною). З (1.1) та (1.3) випливає, що

(
〈◦, 1[0,u)〉

)
u∈R+

можна ототожни-
ти з процесом Леві на ймовірнісному просторі (ймовірнісній трійці)
(D′, C(D′), µ), див., наприклад, [6, 7]. Таким чином, для кожного u ∈ R+

маємо Lu = 〈◦, 1[0,u)〉 ∈ (L2).
Зауважимо, що похідна у сенсі узагальнених функцій процесу Леві

(тобто білий шум Леві) L̇·(ω) = 〈ω, δ·〉 ≡ ω(·), де δ є дельта-функцією
Дірака. Отже, L̇ є узагальненим випадковим процесом (в сенсі [41]) з
траєкторіями з D′, та µ є мірою L̇ у класичному сенсі [42].
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Зауваження 1.1.2. Процес Леві без гауссівської частини та зсуву є пу-
ассонівським процесом, якщо його міра Леві є точковою масою (дельта-
мірою), зосередженою в одиниці. Ця міра не задовольняє накладені ви-
ще умови (її носій не містить нескінченну кількість точок); однак, всі
результати, наведені у цій статті, мають природні аналоги у пуассо-
нівському аналізі. Зацікавлений читач може знайти більше інформації
про особливості пуассонівського випадку у [23], Підрозділ 1.2.
1.2. Литвинівське узагальнення властивості хаотичного роз-
кладу. Будемо позначати символом ⊗̂ симетричне тензорне множе-
ння, нижнім індексом C комплексифікації лінійних топологічних прос-
торів (елементамиHC є a+bi, a, b ∈ H). Нехай Z+ := N∪{0}. Позначимо
через P множину комплекснозначних поліномів на D′, яка складається
з нуля та елементів вигляду

f(ω) =

Nf∑
n=0

〈ω⊗n, f (n)〉, ω ∈ D′, f (n) ∈ D⊗̂n
C , Nf ∈ Z+, f

(Nf ) 6= 0,

тут Nf – степінь поліному f ; 〈ω⊗0, f (0)〉 := f (0) ∈ D⊗̂0
C := C. Міра

білого шуму Леві µ має голоморфне у нулі перетворення Лапласа (це
випливає з (1.3) та властивостей міри Леві ν, див. також [32]), отже P є
щільною множиною у (L2) [44]. Позначимо через Pn, n ∈ Z+, множину
поліномів степені не більше n, через Pn – замикання Pn в (L2). Нехай
для n ∈ N Pn := Pn 	 Pn−1 (ортогональна різниця в (L2)); покладемо
також P0 := P0. Зрозуміло, що

(L2) =
∞
⊕
n=0

Pn. (1.4)

Нехай f (n) ∈ D⊗̂n
C , n ∈ Z+. Позначимо через :〈◦⊗n, f (n)〉 : ∈ (L2) ортого-

нальну проєкцію монома 〈◦⊗n, f (n)〉 на Pn. Визначимо дійсні (білінійні)
скалярні добутки (·, ·)ext на D⊗̂n

C , n ∈ Z+, поклавши для f (n), g(n) ∈ D⊗̂n
C

(f (n), g(n))ext :=
1

n!

∫
D′

:〈ω⊗n, f (n)〉 ::〈ω⊗n, g(n)〉 :µ(dω). (1.5)

Доведення коректності цього визначення співпадає з точністю до очеви-
дних модифікацій із доведенням коректності відповідного визначення
у [32].

Позначимо через | · |ext норми, що відповідають скалярним добу-
ткам (1.5), тобто | · |ext :=

√
(·, ·)ext. Нехай для кожного n ∈ Z+ гільбер-

тів простір H(n)
ext є поповненням D⊗̂n

C за відповідною нормою | · |ext (для
скалярних добутків та норм у H(n)

ext ми збережемо позначення (·, ·)ext
та | · |ext відповідно). Для F (n) ∈ H(n)

ext визначимо віківський моном
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:〈◦⊗n, F (n)〉 : def
= (L2)− lim

k→∞
:〈◦⊗n, f (n)k 〉 :, де D⊗̂n

C 3 f
(n)
k →

k→∞
F (n) в H(n)

ext
(коректність цього визначення можна довести методом «змішаних по-
слідовностей»). Легко бачити що, зокрема,

:〈◦⊗0, F (0)〉 : = 〈◦⊗0, F (0)〉 = F (0), :〈◦, F (1)〉 : = 〈◦, F (1)〉

(пор. з [32]).
Оскільки, очевидно, для кожного n ∈ Z+ множина

{:〈◦⊗n, f (n)〉 :|f (n) ∈ D⊗̂n
C }

є щільною в Pn, з розкладу (1.4) випливає таке твердження.

Теорема 1.2.1. (литвинівське узагальнення ВХР, пор. з [32]) Випад-
кова величина F ∈ (L2) якщо та лише якщо існує єдина послідовність
ядер F (n) ∈ H(n)

ext , n ∈ Z+, така, що

F =

∞∑
n=0

:〈◦⊗n, F (n)〉 : (1.6)

(ряд збігається у (L2)) та

‖F‖2(L2) =

∫
D′

|F (ω)|2µ(dω) = E|F |2 =
∞∑
n=0

n!|F (n)|2ext <∞. (1.7)

Наслідок 1.2.2. Для F,G ∈ (L2) дійсний скалярний добуток має ви-
гляд

(F,G)(L2) =

∫
D′
F (ω)G(ω)µ(dω) = E[FG] =

∞∑
n=0

n!(F (n), G(n))ext,

де F (n), G(n) ∈ H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та G відповідно.

Зокрема, для F (n) ∈ H(n)
ext , G(m) ∈ H(m)

ext , n,m ∈ Z+,

(:〈◦⊗n, F (n)〉 :, :〈◦⊗m, G(m)〉 :)(L2) = δnmn!(F
(n), G(n))ext,

де δnm – символ Кронекера.
Зауваження 1.2.3. Розклад (1.6) є аналогом розкладу квадратично
інтегровної випадкової величини за ортогональними поліномами Ермі-
та (який є еквівалентним розкладу за повторними стохастичними інте-
гралами Іто) у гауссівському аналізі. В той самий час віківські мономи
з (1.6) є поліномами лише у тому випадку, коли процес Леві є стаціонар-
ним процесом Майкснера. Зацікавлений читач може знайти детальну
інформацію про це у [32].



464 М. О. Качановський

Для отримання багатьох результатів, пов’язаних з просторами H(n)
ext ,

необхідно рахувати скалярні добутки та норми у цих просторах. Наве-
дена вище формула (1.5) практично непридатна для таких підрахун-
ків, але, на щастя, існує відносно проста явна формула для згаданих
скалярних добутків, отримана Є. В. Литвиновим у роботі [32]. Ми не
будемо безпосередньо користуватись цією формулою у нашому огляді,
але вважаємо за доцільне навести її задля зручності читача (у трохи
модифікованій та більш зручній для певних підрахунків формі, отри-
маній у [23]). Позначимо через ‖ · ‖ν норму в просторі L2(R, ν) (класів)
квадратично інтегровних за мірою Леві ν (див. (1.1)) дійснозначних
функцій на R. Нехай

pn(x) := xn + an,n−1x
n−1 + · · ·+ an,1x,

an,j ∈ R, j ∈ {1, . . . , n− 1}, n ∈ N,

є ортогональними у L2(R, ν) поліномами, тобто для довільних нату-
ральних чисел n,m таких, що n 6= m,

∫
R pn(x)pm(x)ν(dx) = 0. Для

F (n), G(n) ∈ H(n)
ext , n ∈ N, маємо

(F (n), G(n))ext ≡ (F (n), G(n))H(n)
ext

=
∑

k,lj ,sj∈N: j=1,...,k,
l1>l2>···>lk,

l1s1+···+lksk=n

n!

s1! · · · sk!

(‖pl1‖ν
l1!

)2s1
· · ·
(‖plk‖ν

lk!

)2sk
×

×
∫

Rs1+···+sk
+

F (n)(u1, . . . , u1︸ ︷︷ ︸
l1

, . . . , us1 , . . . , us1︸ ︷︷ ︸
l1

, . . . , us1+···+sk , . . . , us1+···+sk︸ ︷︷ ︸
lk

)×

×G(n)(u1, . . . , u1︸ ︷︷ ︸
l1

, . . . , us1 , . . . , us1︸ ︷︷ ︸
l1

, . . . , us1+···+sk , . . . , us1+···+sk︸ ︷︷ ︸
lk

)×

× du1 · · · dus1+···+sk .
(1.8)

Зокрема, для n = 1 (F (1), G(1))ext = (F (1), G(1))L2(R+)C , для n = 2

(F (2), G(2))ext = (F (2), G(2))L2(R+)⊗2
C

+
‖p2‖2ν
2

∫
R+

F (2)(u, u)G(2)(u, u)du,

і т. д. Зауважимо, що для кожного натурального n > 1 простір H(n)
ext є

симетричним підпростором простору (класів) квадратично інтегровних
за певною мірою Радона комплекснозначних функцій на Rn+.
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Позначимо H := L2(R+), тоді HC = L2(R+)C (ці позначення будуть
дуже часто використовуватись надалі). З (1.8) випливає, що H(1)

ext = HC,
і для n ∈ N\{1} простір H⊗̂n

C можна ототожнити із власним підпросто-
ром простору H(n)

ext , який складається зі «зникаючих на діагоналях»
елементів (грубо кажучи, таких, що F (n)(u1, . . . , un) = 0, якщо існують
k, j ∈ {1, . . . , n}: k 6= j, але uk = uj). У цьому сенсі простір H(n)

ext є
розширенням (англ. extension) простору H⊗̂n

C , цим пояснюється, чому
ми використовуємо індекси «ext» у наших позначеннях.

2. СТОХАСТИЧНІ ІНТЕГРАЛ ТА ПОХІДНА НА ПРОСТОРІ КВАДРАТИЧНО
ІНТЕГРОВНИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

2.1. Розширений стохастичний інтеграл. Розклад (1.6) визначає
ізометричний ізоморфізм (узагальнений ізоморфізм Вінера-Іто-Сігала)

I : (L2) →
∞
⊕
n=0

n!H(n)
ext

між простором квадратично інтегровних випадкових величин (L2) та
зваженим розширеним симетричним простором Фока

∞
⊕
n=0

n!H(n)
ext : для

F ∈ (L2) з розкладом (1.6) IF = (F (0), F (1), . . . ) ∈
∞
⊕
n=0

n!H(n)
ext . Нехай

1 : HC → HC – одиничний оператор. Тоді оператор

I⊗ 1 : (L2)⊗HC →
( ∞
⊕
n=0

n!H(n)
ext
)
⊗HC ∼=

∞
⊕
n=0

n!(H(n)
ext ⊗HC)

є ізометричним ізоморфізмом між просторами

(L2)⊗HC та
∞
⊕
n=0

n!(H(n)
ext ⊗HC).

Зрозуміло, що для довільних m ∈ Z+ та F
(m)
· ∈ H(m)

ext ⊗ HC вектор
(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m

, F
(m)
· , 0, . . . ) належить

∞
⊕
n=0

n!(H(n)
ext ⊗HC). Покладемо

:〈◦⊗m, F (m)
· 〉 : def= (I⊗ 1)−1(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

m

, F
(m)
· , 0, . . . ) ∈ (L2)⊗HC. (2.1)

За побудовою елементи :〈◦⊗n, F (n)
· 〉 :, n ∈ Z+, формують ортогональний

базис у просторі (L2) ⊗ HC у тому сенсі, що F належить (L2) ⊗ HC
якщо та лише якщо F можна єдиним чином представити у вигляді
ряду

F (·) =
∞∑
n=0

:〈◦⊗n, F (n)
· 〉 :, F

(n)
· ∈ H(n)

ext ⊗HC, (2.2)
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який збігається у (L2)⊗HC, тобто

‖F‖2(L2)⊗HC
= ‖(I⊗1)F‖2∞

⊕
n=0

n!(H(n)
ext ⊗HC)

=
∞∑
n=0

n!|F (n)
· |2

H(n)
ext ⊗HC

<∞. (2.3)

Опишемо конструкцію розширеного стохастичного інтеграла за про-
цесом Леві, яка базується на розкладі (2.2). Нехай F

(n)
· ∈ H(n)

ext ⊗ HC,
n ∈ N. У класі еквівалентності F (n)

· оберемо представника (функцію)
ḟ
(n)
· ∈ F

(n)
· такого, що

∀u, u1, . . . , un ∈ R+

{
∃k ∈ {1, . . . , n} : u = uk

}
⇒ ḟ (n)u (u1, . . . , un) = 0

(2.4)
(тобто ḟ (n)u (u1, . . . , un) = 0, якщо аргумент u співпадає хоча б з одним
з аргументів u1, . . . , un). Нехай ∆ ∈ B(R+), f̂ (n)∆ – симетризація функції
ḟ
(n)
· 1∆(·) за n + 1 змінною. Визначимо F̂ (n)

∆ ∈ H(n+1)
ext як клас еквіва-

лентності в H(n+1)
ext , породжений f̂ (n)∆ (тобто f̂ (n)∆ ∈ F̂

(n)
∆ ). Наступне твер-

дження є тривіальною модифікацією відповідного результату з [23].

Лема 2.1.1. Для довільних n ∈ N, F (n)
· ∈ H(n)

ext ⊗HC та ∆ ∈ B(R+) еле-
мент F̂

(n)
∆ ∈ H(n+1)

ext визначений коректно (зокрема, F̂ (n)
∆ не залежить

від вибору представника ḟ (n)· ∈ F
(n)
· , який задовольняє умову (2.4)),

та
|F̂ (n)

∆ |ext ≤ |F (n)
· 1∆(·)|H(n)

ext ⊗HC
≤ |F (n)

· |H(n)
ext ⊗HC

. (2.5)

Означення 2.1.2. Для F ∈ (L2) ⊗ HC та ∆ ∈ B(R+) визначимо роз-
ширений стохастичний інтеграл за процесом Леві

∫
∆ F (u)d̂Lu ∈ (L2),

поклавши ∫
∆
F (u)d̂Lu :=

∞∑
n=0

:〈◦⊗n+1, F̂
(n)
∆ 〉 :, (2.6)

де F̂ (0)
∆ := F

(0)
· 1∆(·) ∈ HC = H(1)

ext та F̂ (n)
∆ ∈ H(n+1)

ext , n ∈ N, побудовані
за ядрами F (n)

· ∈ H(n)
ext ⊗HC з розкладу (2.2) для F , якщо ряд у правій

частині (2.6) збігається у (L2).
Область визначення цього інтеграла, тобто оператора∫

∆
◦(u)d̂Lu : (L2)⊗HC → (L2), (2.7)

складається з F ∈ (L2)⊗HC таких, що (див. (1.7))∥∥∥∫
∆
F (u)d̂Lu

∥∥∥2
(L2)

=
∞∑
n=0

(n+ 1)!|F̂ (n)
∆ |2ext <∞. (2.8)
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Зауважимо, що інтеграл (2.7) називається розширеним, оскільки він
є узагальненням стохастичного інтеграла Іто. Точніше, справедливе на-
ступне твердження, яке легко випливає з відповідного результату [23].

Теорема 2.1.3. Нехай F ∈ (L2)⊗HC інтегровне за Іто (тобто F узго-
джене з потоком σ-алгебр, породженим процесом Леві L). Тоді для
кожного ∆ ∈ B(R+) F інтегровне у розширеному сенсі (тобто F нале-
жить області визначення інтеграла (2.7)) і

∫
∆ F (u)d̂Lu =

∫
∆ F (u)dLu,

де інтеграл у правій частині є стохастичним інтегралом Іто.
Зауваження 2.1.4. Кожне F ∈ (L2) ⊗ HC можна інтерпретувати як
певну функцію на R+ зі значеннями в (L2). Умова інтегровності за Іто
означає, що для кожного t ∈ R+ F (t) (як функція на D′ зі значеннями
в C) є вимірною відносно σ-алгебри, породженої {Lu : u ≤ t} (тобто
найменшої σ-алгебри, відносно якої є вимірними всі Lu з u ≤ t).

Зауважимо, що умову інтегровності за Іто можна сформулювати і
«на мові ядер з розкладу (2.2)»: F ∈ (L2)⊗HC є інтегровним за Іто якщо
та лише якщо кожне ядро F (n)

· ∈ H(n)
ext ⊗ HC з розкладу (2.2) містить

представника (функцію) ḟ (n)· ∈ F
(n)
· такого, що ḟ (n)u (u1, . . . , un) = 0 коли

max(u1, . . . , un) > u.
2.2. Стохастична похідна Хіди. Опишемо конструкцію стохасти-
чної похідної Хіди на (L2), яка базується на розкладі (1.6). Нехай

G(n) ∈ H(n)
ext , n ∈ N,

ġ(n) ∈ G(n) – представник G(n). Розглянемо ġ(n)(·), тобто відділимо один
аргумент ġ(n), та визначимо G(n)(·) ∈ H(n−1)

ext ⊗HC як клас еквівалент-
ності у H(n−1)

ext ⊗HC, породжений ġ(n)(·) (тобто ġ(n)(·) ∈ G(n)(·)).

Лема 2.2.1. Для кожного G(n) ∈ H(n)
ext , n ∈ N, елемент

G(n)(·) ∈ H(n−1)
ext ⊗HC

визначений коректно (зокрема, G(n)(·) не залежить від вибору пред-
ставника ġ(n) ∈ G(n)) та

|G(n)(·)|H(n−1)
ext ⊗HC

≤ |G(n)|ext. (2.9)

Доведення цього твердження співпадає з точністю до очевидних мо-
дифікацій із доведенням відповідного результату у [23].
Зауваження 2.2.2. Варто відзначити, що, попри оцінку (2.9), простір
H(n)

ext , n ∈ N\{1}, не є підпростором простору H(n−1)
ext ⊗HC, оскільки різні
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елементи H(n)
ext можуть співпадати у H(n−1)

ext ⊗ HC, тобто представники
різних класів еквівалентності у H(n)

ext можуть потрапляти у один і той
самий клас еквівалентності у H(n−1)

ext ⊗HC.
Означення 2.2.3. Для G ∈ (L2) та ∆ ∈ B(R+) визначимо стохастичну
похідну Хіди 1∆(·)∂·G ∈ (L2)⊗HC, поклавши

1∆(·)∂·G :=

∞∑
n=0

(n+ 1):〈◦⊗n, G(n+1)(·)1∆(·)〉 :, (2.10)

де G(n+1) ∈ H(n+1)
ext – ядра з розкладу (1.6) для G, які розглядаються

як елементи H(n)
ext ⊗ HC (в описаному вище сенсі), якщо ряд у правій

частині (2.10) збігається у (L2)⊗HC.
Область визначення цієї похідної, тобто оператора

1∆(·)∂· : (L2) → (L2)⊗HC, (2.11)
складається з G ∈ (L2) таких, що (див. (2.3))

‖1∆(·)∂·G‖2(L2)⊗HC
=

∞∑
n=0

(n+ 1)!(n+ 1)|G(n+1)(·)1∆(·)|2H(n)
ext ⊗HC

<∞.

(2.12)
Як і у класичному гауссівському аналізі, розширений стохастичний

інтеграл та стохастична похідна Хіди є спряженими один до одного
операторами. Точніше, справедливе таке твердження.

Теорема 2.2.4. ([23]) Для довільного ∆ ∈ B(R+) розширений стоха-
стичний інтеграл (2.7) та стохастична похідна Хіди (2.11) є взаємно
спряженими операторами:∫

∆
◦d̂L =

(
1∆(·)∂·

)∗
, 1∆(·)∂· =

( ∫
∆
◦d̂L

)∗
, (2.13)

тобто для довільних F ∈ (L2) ⊗ HC та G ∈ (L2), що задовольняють
умови (2.8) та (2.12) (належать областям визначення інтеграла (2.7)
та похідної (2.11)) відповідно,( ∫

∆
F (u)d̂Lu, G

)
(L2)

=
(
F (·), 1∆(·)∂·G

)
(L2)⊗HC

. (2.14)

Зокрема, інтеграл (2.7) та похідна (2.11) є замкненими операторами.
Відзначимо, що рівності (2.13) можна використовувати як альтерна-

тивні визначення розширеного стохастичного інтеграла та стохастичної
похідної Хіди.
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Зауваження 2.2.5. Рівність (2.14) можна записати у вигляді

( ∫
∆
F (u)d̂Lu, G

)
(L2)

=

∫
∆

(
F (u), ∂uG

)
(L2)

du ≡
∫
∆

(
∂†uF (u), G

)
(L2)

du,

отже, розширений стохастичний інтеграл
∫
∆ F (u)d̂Lu можна формаль-

но представити як
∫
∆ ∂

†
uF (u)du, тут ∂†u – формальний оператор, спря-

жений до похідної Хіди ∂u ≡ 1R+(u)∂u у точці u (пор. з [29, 35]). За-
уважимо, що операторам ∂u та ∂†u можна надати неформального сенсу,
якщо визначити їх на придатних просторах основних та узагальнених
функцій відповідно.

Одним з основних недоліків стохастичних інтеграла та похідної на
просторі квадратично інтегровних випадкових величин є залежність
їхніх областей визначення від вимірної множини ∆, що може привести
до певних проблем у застосуваннях. Наприклад, стохастичний інтеграл
Іто має таку властивість: для будь-яких t1, t2, t3 ∈ [0,+∞] таких, що
t1 < t2 < t3,

∫
[t1,t2)

◦(u)dLu +
∫
[t2,t3)

◦(u)dLu =

∫
[t1,t3)

◦(u)dLu. (2.15)

Ця властивість, зокрема, відіграє важливу роль у теорії стохастичних
інтегральних рівнянь. Формально розширений стохастичний інтеграл
також задовольняє рівність (2.15), але кожен з трьох інтегралів у цій
рівності має власну область визначення, що робить неможливим засто-
сування згаданої рівності для низки задач. Обійти вказану проблему
можна, звузивши області визначення стохастичних інтеграла та похі-
дної так, щоб зробити ці області незалежними від ∆. Але «платою»
буде втрата замкненості згаданих операторів (вони будуть лише до-
пускати замикання) та виникнення низки додаткових обмежень. Ін-
ший можливий шлях – увести у розгляд природні оснащення простору
квадратично інтегровних випадкових величин, на просторах яких сто-
хастичні інтеграли та похідні можна природним чином визначити як
лінійні неперервні оператори з областями визначення, що співпадають
із відповідними просторами. Детальний опис реалізації цього шляху
наведено у наступних розділах статті.
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3. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІЗУ БІЛОГО ШУМУ ЛЕВІ НА РЕГУЛЯРНОМУ
ОСНАЩЕННІ ПРОСТОРУ КВАДРАТИЧНО ІНТЕГРОВНИХ ВИПАДКОВИХ

ВЕЛИЧИН
3.1. Регулярне оснащення простору (L2). Позначимо

PW :=
{
f =

Nf∑
n=0

:〈◦⊗n, f (n)〉 :|f (n) ∈ D⊗̂n
C , Nf ∈ Z+

}
⊂ (L2). (3.1)

Приймемо за умовчанням β ∈ [0, 1], q ∈ Z у випадку β 6= 0, та q ∈ Z+

якщо β = 0. Визначимо дійсні (білінійні) скалярні добутки (·, ·)q,β на
PW , поклавши для

f =

Nf∑
n=0

:〈◦⊗n, f (n)〉 :, g =

Ng∑
n=0

:〈◦⊗n, g(n)〉 : ∈ PW (3.2)

(f, g)q,β :=

min(Nf ,Ng)∑
n=0

(n!)1+β2qn(f (n), g(n))ext. (3.3)

Легко перевірити [11], що (·, ·)q,β задовольняє аксіоми скалярного до-
бутку.

Позначимо через (L2)βq поповнення PW за нормами, породженими
скалярними добутками (·, ·)q,β , та покладемо (L2)β := pr lim

q→+∞
(L2)βq . Лег-

ко бачити, що F ∈ (L2)βq якщо та лише якщо існує єдина послідовність
ядер F (n) ∈ H(n)

ext , n ∈ Z+, така, що F розкладається в ряд (1.6), який
збігається у (L2)βq , тобто

‖F‖2
(L2)βq

=
∞∑
n=0

(n!)1+β2qn|F (n)|2ext <∞; (3.4)

і F ∈ (L2)β якщо та лише якщо F можна єдиним чином представити
у вигляді (1.6), а відповідний ряд (3.4) збігається для кожного q ∈ Z+.
Для F,G ∈ (L2)βq скалярний добуток у (L2)βq має вигляд

(F,G)
(L2)βq

=
∞∑
n=0

(n!)1+β2qn(F (n), G(n))ext,

де F (n), G(n) ∈ H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та G відповідно.

Наступне твердження є тривіальною модифікацією подібного твер-
дження з роботи [20].



Про стохастичне інтегрування, диференціювання та віківське числення 471

Твердження 3.1.1. Для довільних β ∈ (0, 1] та q ∈ Z, так само як і
для β = 0 та q ∈ Z+, простір (L2)βq щільно та неперервно вкладено у
простір (L2) = (L2)00.

Зважаючи на цей результат, побудуємо ланцюжок
(L2)−β ⊃ (L2)−β−q ⊇ (L2) = (L2)00 ⊇ (L2)βq ⊃ (L2)β, (3.5)

де (L2)−β−q та (L2)−β = ind limq→+∞(L2)−β−q – простори, спряжені відпо-
відно до (L2)βq та (L2)β відносно (L2).
Означення 3.1.2. Ланцюжок (3.5) називається параметризованим ре-
гулярним оснащенням простору (L2) квадратично інтегровних випад-
кових величин. Простори (L2)βq та (L2)β називаються параметризова-
ними просторами типу Кондратьєва регулярних основних функцій, а
простори (L2)−β−q та (L2)−β – параметризованими просторами типу Кон-
дратьєва регулярних узагальнених функцій.

Наступне твердження випливає безпосередньо із цього означення та
загальної теорії дуальності.

Твердження 3.1.3. 1. Кожну регулярну узагальнену функцію
F ∈ (L2)−β−q

можна єдиним чином представити як формальний ряд (1.6) з ядрами
F (n) ∈ H(n)

ext , який збігається у (L2)−β−q , тобто

‖F‖2
(L2)−β−q

=
∞∑
n=0

(n!)1−β2−qn|F (n)|2ext <∞; (3.6)

і, навпаки, кожний формальний ряд (1.6) такий, що ряд (3.6) збіга-
ється, є регулярною узагальненою функцією з (L2)−β−q (тобто зараз
ряд (1.6) збігається у (L2)−β−q ).
2. Кожну регулярну узагальнену функцію F ∈ (L2)−β можна єди-

ним чином представити як формальний ряд (1.6) з ядрами F (n) ∈ H(n)
ext ,

який збігається у (L2)−β, тобто ряд (3.6) збігається для деякого
q ∈ Z+; і, навпаки, кожний формальний ряд (1.6) такий, що ряд (3.6)
збігається для деякого q ∈ Z+, є регулярною узагальненою функцією з
(L2)−β.
3. Для F,G ∈ (L2)−β−q скалярний добуток у (L2)−β−q має вигляд

(F,G)
(L2)−β−q

=
∞∑
n=0

(n!)1−β2−qn(F (n), G(n))ext,
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де F (n), G(n) ∈ H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та G відповідно.

4. Дуальне спарювання між елементами F ∈ (L2)−β−q та f ∈ (L2)βq ,
породжене дійсним (білінійним) скалярним добутком у (L2), має ви-
гляд

〈〈F, f〉〉(L2) =
∞∑
n=0

n!(F (n), f (n))ext,

де F (n), f (n) ∈ H(n)
ext – ядра з розкладів (1.6) для F та f відповідно.

Зауважимо, що термін «регулярні» у назвах ланцюжка (3.5) і прос-
торів основних та узагальнених функцій пов’язаний із тим фактом,
що ядра з розкладів (1.6) елементів всіх просторів ланцюжка (3.5) на-
лежать одним і тим самим просторам H(n)

ext . До того, простори (L2)βq ,
(L2) = (L2)00 та (L2)−β−q мають однакову структуру (пор. (3.4) та (3.6)), і
у багатьох випадках зручно абстрагуватись від того, йдеться про регу-
лярні основні, квадратично інтегровні чи регулярні узагальнені функ-
ції, та розглядати (L2)βq , β ∈ [−1, 1], q ∈ Z, з нормою (3.4).
Зауваження 3.1.4. Використання ваг 2qn саме з числом 2 у визна-
ченні скалярних добутків (·, ·)q,β не є принциповим – можна викори-
стовувати більш загальні ваги Kqn із довільним числом K > 1. Але
таке узагальнення не є суттєвим для кола питань, які розглядаються у
статті, тому ми обмежимось розглядом випадку K = 2 задля певного
спрощення формул та позначень.
3.2. Розширений стохастичний інтеграл та стохастична похі-
дна Хіди на просторах регулярного оснащення (L2). У цьому
підрозділі зручно увести загальне позначення (L2)βq , β ∈ [−1, 1], q ∈ Z,
для «дограничних» просторів з ланцюжка (3.5); норма у (L2)βq задає-
ться формулою (3.4).

Нехай F ∈ (L2)βq ⊗ HC. За аналогією із Підрозділом 2.1 можна по-
казати [13], що F єдиним чином представляється у вигляді (2.2) (ряд
збігається у (L2)βq ⊗HC), при цьому

‖F‖2
(L2)βq⊗HC

=

∞∑
n=0

(n!)1+β2qn|F (n)
· |2

H(n)
ext ⊗HC

<∞. (3.7)

Означення 3.2.1. Для F ∈ (L2)βq ⊗HC та ∆ ∈ B(R+) визначимо роз-
ширений стохастичний інтеграл за процесом Леві

∫
∆ F (u)d̂Lu ∈ (L2)βq−1

формулою (2.6), зараз F̂ (n)
∆ ∈ H(n+1)

ext такі, як у Означенні 2.1.2.
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Оскільки (див. (2.6), (3.4), (2.5) та (3.7))∥∥∥∫
∆
F (u)d̂Lu

∥∥∥2
(L2)βq−1

=

∞∑
n=0

((n+ 1)!)1+β2(q−1)(n+1)|F̂ (n)
∆ |2ext ≤

≤
∞∑
n=0

(n!)1+β2qn[(n+ 1)1+β2−n+q−1]|F (n)
· |2

H(n)
ext ⊗HC

≤

≤ c‖F‖2
(L2)βq⊗HC

,

(3.8)

де c := max
n∈Z+

[(n+ 1)1+β2−n+q−1], це визначення є коректним, а інтеграл∫
∆
◦(u)d̂Lu : (L2)βq ⊗HC → (L2)βq−1 (3.9)

є лінійним обмеженим, а тому й неперервним оператором.
Зрозуміло, що у випадку, коли (L2)βq ⊗ HC є простором регулярних

узагальнених або квадратично інтегровних функцій (тобто коли β < 0
або β = 0 і q ≤ 0), інтеграл (3.9) є узагальненням (розширенням на
(L2)βq ⊗HC ⊇ (L2)⊗HC) інтеграла (2.7), а тому, зокрема, є узагальнен-
ням стохастичного інтеграла Іто; а у випадку, коли (L2)βq⊗HC – простір
регулярних основних функцій (тобто коли β > 0 або β = 0 і q > 0),
інтеграл (3.9) є звуженням інтеграла (2.7) на (L2)βq ⊗HC ⊂ (L2)⊗HC.
Відзначимо також, що у випадку β = q = 0 інтеграл (3.9) є природним
розширенням інтеграла (2.7) до лінійного неперервного оператора на
(L2)⊗HC = (L2)00 ⊗HC зі значеннями в (L2)0−1 (таке розширення роз-
глядалось у [27]).

Легко бачити, що розширений стохастичний інтеграл можна визна-
чити формулою (2.6) як лінійний неперервний оператор, що діє з прос-
тору (L2)β⊗HC := pr limq→+∞(L2)βq⊗HC в простір (L2)β , або з простору
(L2)−β⊗HC := ind limq→+∞(L2)−β−q ⊗HC в простір (L2)−β , тут β ∈ [0, 1].
Саме ∫

∆
◦(u)d̂Lu : (L2)−β ⊗HC → (L2)−β, β ∈ [0, 1], (3.10)

буде одним з об’єктів нашого розгляду у Підрозділі 3.4.
Зауваження 3.2.2. З визначення розширеного стохастичного інтегра-
ла випливає, що для кожного ∆ ∈ B(R+)∫

∆
◦(u)d̂Lu =

∫
R+

◦(u)1∆(u)d̂Lu. (3.11)

Це представлення можна використати для важливого узагальнення.
Нехай функція F : R+ → (L2)−β , β ∈ [0, 1], є такою, що F 6∈ (L2)−β⊗HC,
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але для деякої множини Θ ∈ B(R+) (наприклад, зі скінченною мі-
рою Лебега) F (·)1Θ(·) ∈ (L2)−β ⊗ HC (подібні функції часто виника-
ють у застосуваннях). Тоді для довільної вимірної множини ∆ ⊆ Θ

F (·)1∆(·) ∈ (L2)−β ⊗HC і
∫
∆ F (u)d̂Lu ∈ (L2)−β можна визначити фор-

мулою (3.11). Зрозуміло, що вищесказане справедливе (з точністю до
очевидних модифікацій) для всіх розглянутих вище стохастичних інте-
гралів.

Перейдемо до розгляду стохастичної похідної Хіди на просторах лан-
цюжка (3.5).

Означення 3.2.3. Для G ∈ (L2)βq+1 та ∆ ∈ B(R+) визначимо сто-
хастичну похідну Хіди 1∆(·)∂·G ∈ (L2)βq ⊗ HC формулою (2.10), де
G(n+1) ∈ H(n+1)

ext такі, як у Означенні 2.2.3.
Оскільки (див. (2.10), (3.7), (2.9) та (3.4))

‖1∆(·)∂·G‖2(L2)βq⊗HC
=

∞∑
n=0

(n!)1+β(n+ 1)22qn|G(n+1)(·)1∆(·)|2H(n)
ext ⊗HC

≤

≤
∞∑
n=0

((n+ 1)!)1+β2(q+1)(n+1)[(n+ 1)1−β2−(n+q+1)]|G(n+1)|2ext ≤

≤ C‖G‖2
(L2)βq+1

,

(3.12)

де C := max
n∈Z+

[(n+1)1−β2−(n+q+1)], це визначення є коректним, а похідна

1∆(·)∂· : (L2)βq+1 → (L2)βq ⊗HC (3.13)
є лінійним обмеженим, а тому і неперервним оператором. Зрозуміло,
що, як і розширений стохастичний інтеграл, похідна (3.13) є звуже-
нням або розширенням похідної (2.11) на простір регулярних основ-
них або узагальнених функцій (L2)βq+1; а також похідну (2.11) можна
природним чином розширити до лінійного неперервного оператора на
(L2) = (L2)00 зі значеннями в (L2)0−1⊗HC. Легко бачити також, що сто-
хастичну похідну Хіди можна визначити формулою (2.10) як лінійний
неперервний оператор, що діє з простору (L2)β в простір (L2)β ⊗ HC,
або з простору (L2)−β в простір (L2)−β ⊗HC, тут β ∈ [0, 1].

Теорема 3.2.4. (пор. з Теоремою 2.2.4) Для довільного ∆ ∈ B(R+) роз-
ширений стохастичний інтеграл

∫
∆ ◦(u)d̂Lu : (L2)−β−q ⊗HC → (L2)−β−q−1

та стохастична похідна Хіди (3.13) є взаємно спряженими опера-
торами, тобто для довільних F ∈ (L2)−β−q ⊗ HC та G ∈ (L2)βq+1 є
справедливою рівність (2.14).
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Доведення зводиться до встановлення рівності (2.14), яке проводи-
ться так само, як і для інтеграла та похідної на просторах (L2) ⊗ HC
та (L2) відповідно.

Зауважимо, що результат Теореми 3.2.4 очевидним чином розповсю-
джується на випадок граничних просторів, тобто коли стохастичні ін-
теграл та похідна визначені відповідно на (L2)−β ⊗ HC та (L2)β , або
на (L2)β ⊗HC та (L2)−β , тут β ∈ [0, 1]. Ясно також, що рівності (2.13)
залишаються справедливими та можуть використовуватись як альтер-
нативні визначення розширеного стохастичного інтеграла та стохасти-
чної похідної Хіди.
Зауваження 3.2.5. Іноді буває зручно розглядати розширений сто-
хастичний інтеграл та стохастичну похідну Хіди як лінійні оператори,
що діють з простору (L2)−β−q ⊗HC в простір (L2)−β−q та з простору (L2)βq

в простір (L2)βq ⊗ HC відповідно. З викладок (3.8) та (3.12) випливає,
що у випадку β = 1 згадані інтеграл та похідна є обмеженими, а тому і
неперервними операторами; в інших випадках вони є взаємно спряже-
ними та замкненими необмеженими операторами з областями визначе-
ння dom

( ∫
∆ ◦(u)d̂Lu

)
= {F ∈ (L2)−β−q ⊗ HC : ‖

∫
∆ F (u)d̂Lu‖(L2)−β−q

< ∞}

та dom(1∆(·)∂·) = {G ∈ (L2)βq : ‖1∆(·)∂·G‖(L2)βq⊗HC
< ∞}, довести це

твердження можна за аналогією з випадком β = q = 0 [23].
3.3. Оператори стохастичного диференціювання. Як і у попе-
редньому підрозділі, використаємо позначення (L2)βq , β ∈ [−1, 1], q ∈ Z,
для «дограничних» просторів з ланцюжка (3.5).

Для того, щоб визначити оператори стохастичного диференціюван-
ня на просторах (L2)βq , потрібна певна підготовка (зокрема, треба уве-
сти природний аналог симетричного тензорного добутку на просторах
H(n)

ext , n ∈ Z+). Нехай n,m ∈ Z+. Розглянемо функцію H : Rn+m+ → C.
Позначимо
H̃(u1, . . . , un;un+1, . . . , un+m) :=

:= H(u1, . . . , un+m)1{∀i∈{1,...,n},j∈{n+1,...,n+m} ui ̸=uj
}. (3.14)

Нехай F (n) ∈ H(n)
ext , G(m) ∈ H(m)

ext . Оберемо представників (функції)
ḟ (n) ∈ F (n) та ġ(m) ∈ G(m). Нехай ̂f (n)g(m)(u1, . . . , un+m) – симетризація

˜ḟ (n)(u1, . . . , un) · ġ(m)(un+1, . . . , un+m) за всіма змінними, F (n) � G(m) ∈
H(n+m)

ext – клас еквівалентності уH(n+m)
ext , породжений функцією ̂f (n)g(m)

(тобто ̂f (n)g(m) ∈ F (n) �G(m)). Наступне твердження є у певному сенсі
узагальненням Леми 2.1.1.
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Лема 3.3.1. ([8]) Для довільних F (n) ∈ H(n)
ext і G(m) ∈ H(m)

ext , n,m ∈ Z+,
елемент F (n) � G(m) ∈ H(n+m)

ext визначений коректно (зокрема, він не
залежить від вибору представників з F (n) та G(m)), і

|F (n) �G(m)|ext ≤ |F (n)|ext|G(m)|ext. (3.15)
Зауважимо, що множення � за побудовою є комутативним, асоціа-

тивним та дистрибутивним, а також для довільного α ∈ C

(αF (n)) �G(m) = F (n) � (αG(m)) = α(F (n) �G(m)) ≡ αF (n) �G(m). (3.16)

Нехай тепер F (m) ∈ H(m)
ext , f (n) ∈ H(n)

ext , m > n. Визначимо частковий до-
буток (f (n), F (m))ext ∈ H(m−n)

ext , поклавши для кожного g(m−n) ∈ H(m−n)
ext

(g(m−n), (f (n), F (m))ext)ext = (f (n) � g(m−n), F (m))ext. (3.17)
Оскільки за нерівністю Коши-Буняковського та оцінкою (3.15)

|(f (n) � g(m−n), F (m))ext| ≤ |f (n) � g(m−n)|ext|F (m)|ext ≤

≤ |f (n)|ext|g(m−n)|ext|F (m)|ext,
це визначення є коректним та справедлива оцінка

|(f (n), F (m))ext|ext ≤ |f (n)|ext|F (m)|ext. (3.18)

Означення 3.3.2. Нехай n ∈ N та f (n) ∈ H(n)
ext . Визначимо оператор

стохастичного диференціювання n-го порядку
(Dn◦)(f (n)) : (L2)βq → (L2)βq−1, (3.19)

поклавши для F ∈ (L2)βq

(DnF )(f (n)) :=

∞∑
m=n

m!

(m− n)!
:〈◦⊗m−n, (f (n), F (m))ext〉 :≡

≡
∞∑
m=0

(m+ n)!

m!
:〈◦⊗m, (f (n), F (m+n))ext〉 :,

(3.20)

де F (m) ∈ H(m)
ext – ядра з розкладу (1.6) для F .

Безпосереднім підрахунком з використанням оцінки (3.18) можна
встановити [8], що

‖(DnF )(f (n))‖
(L2)βq−1

≤

√
2−qn max

m∈Z+

[
2−m

((m+ n)!

m!

)1−β]
|f (n)|ext‖F‖(L2)βq

,

отже, це визначення є коректним, оператор (3.19) є лінійним обмеже-
ним, а тому і неперервним; до того ж для кожного F ∈ (L2)βq (DnF )(◦) є
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лінійним неперервним оператором, що діє з H(n)
ext в (L2)βq−1. Зауважимо,

що у випадку β = 1 маємо (див. (3.20), (3.4) та (3.18))

‖(DnF )(f (n))‖2(L2)1q
=

∞∑
m=0

(m!)22qm
((m+ n)!

m!

)2
|(f (n), F (m+n))ext|2ext ≤

2−qn|f (n)|2ext
∞∑
m=0

((m+ n)!)22q(m+n)|F (m+n)|2ext ≤ 2−qn|f (n)|2ext‖F‖2(L2)1q
,

отже, формула (3.20) визначає лінійний обмежений, а тому та непе-
рервний оператор (Dn◦)(f (n)) в просторі (L2)1q , q ∈ Z. Легко бачити та-
кож, що оператор стохастичного диференціювання можна визначити
формулою (3.20) як лінійний неперервний оператор, що діє в просторі
(L2)β , або в просторі (L2)−β , тут β ∈ [0, 1].

Сформулюємо теорему про основні властивості операторів стохасти-
чного диференціювання.

Позначимо D := D1, ∂· := 1R+(·)∂· (див. (2.10)).

Теорема 3.3.3. ([8])
1) Для k1, . . . , km ∈ N, f (kj)j ∈ H(kj)

ext , j ∈ {1, . . . ,m},

(Dkm(· · · (Dk2((Dk1◦)(f (k1)1 )))(f
(k2)
2 ) · · · ))(f (km)

m ) =

= (Dk1+···+km◦)(f (k1)1 � · · · � f (km)
m ).

2) Для кожного F ∈ (L2)βq ядра F (n) ∈ H(n)
ext , n ∈ N, з розкладу (1.6)

можна представити у вигляді

F (n) =
1

n!
E(DnF ),

тобто для кожного f (n) ∈ H(n)
ext (F (n), f (n))ext =

1
n!E((D

nF )(f (n))), тут
E◦ := 〈〈◦, 1〉〉(L2) – узагальнене математичне сподівання.
3) Спряжений до Dn, n ∈ N, оператор має вигляд

(DnG)(f (n))∗ =
∞∑
m=0

:〈◦m+n, f (n) �G(m)〉 :∈ (L2)−β−q , (3.21)

тут G ∈ (L2)−β1−q, f (n) ∈ H(n)
ext ; G(m) ∈ H(m)

ext – ядра з розкладу (1.6) для
G.
4) Для всіх G ∈ (L2)−β1−q та f (1) ∈ H(1)

ext = HC

(DG)(f (1))∗ =

∫
R+

(G⊗ f (1))(u)d̂Lu ≡
∫
R+

G · f (1)(u)d̂Lu ∈ (L2)−β−q .
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5) Для всіх F ∈ (L2)βq та f (1) ∈ H(1)
ext = HC

(DF )(f (1)) =

∫
R+

∂uF · f (1)(u)du ∈ (L2)βq−1, (3.22)

тут інтеграл у правій частині є інтегралом Петтіса (слабким інте-
гралом).

Зауваження 3.3.4. Інтеграл Петтіса
∫
R+
∂uF ·f (1)(u)du з правої части-

ни (3.22) дорівнює частковому спарюванню 〈∂·F, f (1)(·)〉, тобто єдиному
елементу (L2)βq−1 такому, що для кожного G ∈ (L2)−β1−q

〈〈G, 〈∂·F, f (1)(·)〉〉〉(L2) = 〈〈G⊗ f (1)(·), ∂·F 〉〉(L2)⊗HC

(пор. з (3.17) та конструкцією часткового добутку (f (n), F (m))ext).
У деяких задачах аналізу білого шуму Леві важливу роль відіграє

комутатор між оператором стохастичного диференціювання першого
порядку D та розширеним стохастичним інтегралом. Але оскільки ці
оператори визначені на різних просторах ((L2)βq та (L2)βq ⊗ HC відпо-
відно), для коректного запису згаданого комутатора треба, строго ка-
жучи, увести природний аналог оператора D, визначений на просторах
(L2)βq ⊗HC.

Як і вище, почнемо з підготовки. Нехай n,m ∈ Z+. Розглянемо фун-
кцію H : Rn+m+1

+ → C. За аналогією з (3.14) позначимо

H̃u(u1, . . . , un;un+1, . . . , un+m) :=

:= Hu(u1, . . . , un+m)1{∀i∈{1,...,n},j∈{n+1,...,n+m} ui ̸=uj
}.

Нехай F (n) ∈ H(n)
ext , G

(m)
· ∈ H(m)

ext ⊗HC. Оберемо представників (функції)
ḟ (n) ∈ F (n) та ġ(m)

· ∈ G
(m)
· . Нехай ̂

f (n)g
(m)
u (u1, . . . , un+m) – симетризація

˜
ḟ (n)(u1, . . . , un) · ġ(m)

u (un+1, . . . , un+m)

за змінними u1, . . . , un+m, F (n)� G(m)
· ∈ H(n+m)

ext ⊗HC – клас еквівалент-
ності у H(n+m)

ext ⊗HC, породжений функцією ̂
f (n)g

(m)
· (іншими словами,

̂
f (n)g

(m)
· ∈ F (n)�G(m)

· ).

Лема 3.3.5. ([13], пор. з Лемою 3.3.1) Для довільних F (n) ∈ H(n)
ext та

G
(m)
· ∈ H(m)

ext ⊗HC, n,m ∈ Z+, елемент F (n)�G(m)
· ∈ H(n+m)

ext ⊗HC визна-
чений коректно (зокрема, він не залежить від вибору представників
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з F (n) та G(m)
· ), і

|F (n)�G(m)
· |H(n+m)

ext ⊗HC
≤ |F (n)|H(n)

ext
|G(m)

· |H(m)
ext ⊗HC

. (3.23)

Зауваження 3.3.6. З конструкції добутків � та � випливає, що во-
ни тісно пов’язані між собою. Точніше, неважко показати [13], що для
F (n) ∈ H(n)

ext , G(m) ∈ H(m)
ext , n,m ∈ Z+, та H(1) ∈ HC

F (n)�(G(m) ⊗H(1)) = (F (n) �G(m))⊗H(1) ∈ H(n+m)
ext ⊗HC. (3.24)

Нехай тепер F (m)
· ∈ H(m)

ext ⊗HC, f (n) ∈ H(n)
ext , m ≥ n. Визначимо час-

тковий добуток (f (n), F
(m)
· )EXT ∈ H(m−n)

ext ⊗HC, поклавши для кожного
g
(m−n)
· ∈ H(m−n)

ext ⊗HC

(g
(m−n)
· , (f (n), F

(m)
· )EXT)H(m−n)

ext ⊗HC
= (f (n)�g(m−n)

· , F
(m)
· )H(m)

ext ⊗HC
.

Оскільки за нерівністю Коши-Буняковського та оцінкою (3.23)

|(f (n)�g(m−n)
· , F

(m)
· )H(m)

ext ⊗HC
| ≤ |f (n)�g(m−n)

· |H(m)
ext ⊗HC

|F (m)
· |H(m)

ext ⊗HC
≤

≤ |f (n)|H(n)
ext

|g(m−n)
· |H(m−n)

ext ⊗HC
|F (m)

· |H(m)
ext ⊗HC

,

це визначення є коректним та справедлива оцінка

|(f (n), F (m)
· )EXT|H(m−n)

ext ⊗HC
≤ |f (n)|H(n)

ext
|F (m)

· |H(m)
ext ⊗HC

. (3.25)

Зауваження 3.3.7. Як і добутки � та �, часткові добутки (·, ·)ext та
(·, ·)EXT тісно пов’язані між собою. Точніше, користуючись рівністю
(3.24), можна довести [13], що для F (m) ∈ H(m)

ext , f (n) ∈ H(n)
ext , m,n ∈ Z+,

m ≥ n, та H(1) ∈ HC

(f (n), F (m) ⊗H(1)(·))EXT = (f (n), F (m))ext ⊗H(1)(·). (3.26)

Означення 3.3.8. Нехай n ∈ N та f (n) ∈ H(n)
ext . Визначимо оператор

стохастичного диференціювання n-ного порядку

(Dn◦)(f (n)) : (L2)βq ⊗HC → (L2)βq−1 ⊗HC, (3.27)

поклавши для F ∈ (L2)βq ⊗HC

(DnF (·))(f (n)) :=
∞∑
m=0

(m+ n)!

m!
:〈◦⊗m, (f (n), F (m+n)

· )EXT〉 : (3.28)

(пор. з (3.20)), де F (m+n)
· ∈ H(m+n)

ext ⊗HC – ядра з розкладу (2.2) для F .
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Безпосереднім підрахунком з використанням оцінки (3.25) можна
встановити [13], що

‖(DnF )(f (n))‖
(L2)βq−1⊗HC

≤

≤

√
2−qn max

m∈Z+

[
2−m

((m+ n)!

m!

)1−β]
|f (n)|ext‖F‖(L2)βq⊗HC

.

отже, це визначення є коректним, оператор (3.27) є лінійним обмеже-
ним, а тому і неперервним; до того ж для кожного F ∈ (L2)βq ⊗ HC

оператор (DnF )(◦) є лінійним неперервним оператором, що діє з H(n)
ext

в (L2)βq−1 ⊗ HC. Щобільше, як і у випадку операторів Dn, n ∈ N, не-
складно перевірити, що за умови β = 1 формула (3.28) визначає ліній-
ний обмежений, а тому і неперервний оператор (Dn◦)(f (n)) в просто-
рі (L2)1q ⊗ HC, q ∈ Z. Легко бачити також, що оператор стохастично-
го диференціювання можна визначити формулою (3.28) як лінійний
неперервний оператор, що діє в просторі (L2)β ⊗ HC, або в просторі
(L2)−β ⊗HC, тут β ∈ [0, 1].

Як і добутки � та �, і часткові добутки (·, ·)ext та (·, ·)EXT, оператори
Dn та Dn тісно пов’язані між собою. Зокрема, за допомогою рівно-
сті (3.26) неважко довести, що для F ∈ (L2)βq , H(1) ∈ HC, та f (n) ∈ H(n)

ext

(DnF ⊗H(1))(f (n)) = (DnF )(f (n))⊗H(1) ∈ (L2)βq−1 ⊗HC.

Властивості операторів стохастичного диференціювання Dn, n ∈ N,
аналогічні властивостям операторівDn. Зацікавлений читач може знай-
ти більше інформації з цього приводу у [13].

Перейдемо до твердження про комутатор між оператором стохасти-
чного диференціювання та розширеним стохастичним інтегралом. По-
значимо D := D1.

Теорема 3.3.9. ([13], див. також [8]) Для довільних F ∈ (L2)βq ⊗ HC,
f (1) ∈ H(1)

ext = HC, та ∆ ∈ B(R+)(
D

∫
∆
F (u)d̂Lu

)
(f (1))−

∫
∆
(DF (u))(f (1))d̂Lu =

=

∫
∆
F (u)f (1)(u)du ∈ (L2)βq ,

(3.29)

де
∫
∆(DF (u))(f (1))d̂Lu :=

∫
∆ g(u)d̂Lu з

g(·) := (DF (·))(f (1)) ∈ (L2)βq−1 ⊗HC,

а
∫
∆ F (u)f

(1)(u)du ∈ (L2)βq є інтегралом Петтіса (пор. з (3.22)).
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Відзначимо, що
∫
∆ F (u)f

(1)(u)du дорівнює частковому спарюванню
〈F (·), f (1)(·)1∆(·)〉, яке визначається як у Зауваженні 3.3.4.
Зауваження 3.3.10. Інтерпретуючи F як функцію на R+ зі значен-
нями в (L2)βq і беручи до уваги конструкцію операторів стохастичного
диференціювання D та D, можна переписати рівність (3.29) у класи-
чній формі(
D

∫
∆
F (u)d̂Lu

)
(f (1))−

∫
∆
(DF (u))(f (1))d̂Lu =

∫
∆
F (u)f (1)(u)du ∈ (L2)βq ,

зараз для u ∈ R+ (DF (u))(f (1)) ∈ (L2)βq−1 розуміється як результат дії
оператора (D◦)(f (1)) на F (u) ∈ (L2)βq .

Легко бачити, що представлені вище результати зберігаються (з то-
чністю до очевидних модифікацій), якщо оператори стохастичного ди-
ференціювання (Dn◦)(f (n)) та (Dn◦)(f (n)), f (n) ∈ H(n)

ext , n ∈ N, розгля-
даються відповідно на просторах (L2)β та (L2)β ⊗ HC, або (L2)−β та
(L2)−β ⊗HC, тут β ∈ [0, 1].

У деяких випадках може бути корисним визначити (Dn◦)(f (n)) та
(Dn◦)(f (n)) як лінійні оператори, що діють відповідно у просторах (L2)βq
та (L2)βq ⊗ HC. Як відзначалось вище, у випадку β = 1 такі операто-
ри є неперервними, але для β ∈ [−1, 1) це не так. Розглянемо останній
випадок детальніше.

Означення 3.3.11. Нехай n ∈ N та f (n) ∈ H(n)
ext . Визначимо оператор

стохастичного диференціювання n-ного порядку

(Dn◦)(f (n)) : (L2)βq → (L2)βq (3.30)
з областю визначення

dom
(
(Dn◦)(f (n))

)
=
{
F ∈ (L2)βq : ‖(DnF )(f (n))‖2

(L2)βq
=

=

∞∑
m=0

(m!)1+β2qm
((m+ n)!

m!

)2
|(f (n), F (m+n))ext|2ext <∞

} (3.31)

(тут F (m+n) ∈ H(m+n)
ext – ядра з розкладу (1.6) для F ) формулою (3.20).

Оскільки множина (3.31) є, очевидно, щільною в просторі (L2)βq , опе-
ратор

(Dn◦)(f (n))∗ : (L2)−β−q → (L2)−β−q , (3.32)
спряжений до оператора (3.30), визначений коректно. Неважко бачити,
що дію оператора (3.32) на елемент G ∈ (L2)−β−q можна порахувати за
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формулою (3.21), а його область визначення має вигляд

dom
(
(Dn◦)(f (n))∗

)
=
{
G ∈ (L2)−β−q : ‖(DnG)(f (n))∗‖2

(L2)−β−q
=

=
∞∑
m=0

((m+ n)!)1−β2−q(m+n)|f (n) �G(m)|2ext <∞
}
,

(3.33)

тут G(m) ∈ H(m)
ext – ядра з розкладу (1.6) для G.

Твердження 3.3.12. ([8]) Оператор (3.30) з областю визначення
(3.31) та оператор (3.32) з областю визначення (3.33) є взаємно спря-
женими. Зокрема, ці оператори замкнені.
Зауваження 3.3.13. Область визначення оператора (3.30) залежить
від «коефіцієнта» f (n), що може бути незручним для певних засто-
сувань. Цю проблему можна вирішити, увівши за допомогою форму-
ли (3.20) оператор стохастичного диференціювання у (L2)βq з областю
визначення{

F ∈ (L2)βq :

∞∑
m=0

(m!)1+β2qm
((m+ n)!

m!

)2
|F (m+n)|2ext <∞

}
.

Легко бачити, що це визначення є коректним, а уведений оператор до-
пускає замикання (для кожного f (n) його замиканням є оператор (3.30)
з областю визначення (3.31)).

Визначення та властивості оператора

(Dn◦)(f (n)) : (L2)βq ⊗HC → (L2)βq ⊗HC

аналогічні визначенню та властивостям оператора (3.30). Зацікавлений
читач може знайти детальну інформацію у [13].

3.4. Елементи віківського числення на просторах регулярних
узагальнених функцій. У цьому підрозділі зручно використовувати
різні позначення для просторів регулярних основних та узагальнених
функцій (тобто такі, як у ланцюжку (3.5)). Отже, будемо вважати за
умовчанням, що β ∈ [0, 1], q ∈ Z у випадку β > 0, і q ∈ Z+, якщо β = 0.

Для кожного F ∈ (L2)−β визначимо S-перетворення (SF )(λ), λ ∈ DC,
як формальний ряд

(SF )(λ) :=
∞∑
m=0

(F (m), λ⊗m)ext ≡ F (0) +
∞∑
m=1

(F (m), λ⊗m)ext, (3.34)

де F (m) ∈ H(m)
ext – ядра з розкладу (1.6) для F .
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Зокрема, (SF )(0) = F (0), S1 ≡ 1. Зауважимо, що кожний доданок у
правій частині (3.34) визначений коректно, але ряд може розбігатись.
Означення 3.4.1. Для F,G ∈ (L2)−β та голоморфної у (SF )(0) функ-
ції h : C → C визначимо віківський добуток F♢G та віківську версію
h♢(F ), поклавши формально

F♢G := S−1(SF · SG), h♢(F ) := S−1h(SF ). (3.35)
Безпосередньо з визначення випливає, що віківське множення ♢ ко-

мутативне, асоціативне та дистрибутивне, і для довільного α ∈ C

(αF )♢G = F♢(αG) = α(F♢G) ≡ αF♢G. (3.36)
Зауваження 3.4.2. Голоморфну функцію h з Означення 3.4.1 можна
розкласти в ряд Тейлора

h(u) =
∞∑
m=0

hm
(
u− (SF )(0)

)m
. (3.37)

Використовуючи цей розклад, неважко порахувати, що

h♢(F ) =
∞∑
m=0

hm
(
F − (SF )(0)

)♢m
, (3.38)

де F♢m := F♢ · · ·♢F︸ ︷︷ ︸
m раз

, m ∈ N, F♢0 := 1.

Випишемо «координатні формули» для віківського добутку та віків-
ської версії голоморфної функції, тобто представлення F1♢ · · ·♢Fn та
h♢(F ), F1, . . . , Fn, F ∈ (L2)−β , h як у Означенні 3.4.1, через ядра з роз-
кладів (1.6) для F1, . . . , Fn, F та коефіцієнти з розкладу (3.37) для h.
Використовуючи рівність

(F (n), λ⊗n)ext(G
(m), λ⊗m)ext = (F (n) �G(m), λ⊗n+m)ext,

F (n) ∈ H(n)
ext , G

(m) ∈ H(m)
ext , n,m ∈ Z+, λ ∈ DC,

(3.39)

доведену у [26], за аналогією з майкснерівським аналізом [18] можна
встановити наступне твердження.

Твердження 3.4.3. ([11]) Для F1, . . . , Fn ∈ (L2)−β

F1♢ · · ·♢Fn =

∞∑
m=0

:〈◦⊗m,
∑

k1,...,kn∈Z+: k1+···+kn=m
F

(k1)
1 �· · ·�F (kn)

n 〉 :, (3.40)
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зокрема, для F,G ∈ (L2)−β

F♢G =
∞∑
m=0

:〈◦⊗m,
m∑
k=0

F (k) �G(m−k)〉 :, (3.41)

де F (kj)
j ∈ H(kj)

ext , j ∈ {1, . . . , n}, – ядра з розкладів (1.6) для Fj; F (k) ∈
H(k)

ext та G(m−k) ∈ H(m−k)
ext – ядра з тих же розкладів для F та G

відповідно. Далі, для F ∈ (L2)−β та голоморфної у (SF )(0) = F (0)

функції h : C → C

h♢(F ) = h0 +
∞∑
m=1

:〈◦⊗m,
m∑
n=1

hn
∑

k1,...,kn∈N: k1+···+kn=m
F (k1) � · · · � F (kn)〉 :,

(3.42)
де F (k) ∈ H(k)

ext – ядра з розкладу (1.6) для F , hn ∈ C – коефіцієнти з
розкладу (3.37) для h.
Зауваження 3.4.4. Формули (3.41) та (3.42) можна використати як
альтернативні визначення віківського добутку та віківської версії голо-
морфної функції.

Відзначимо, що наразі ряди у правих частинах рівностей (3.40), (3.41)
та (3.42) розуміються як формальні: кожен доданок є коректно визна-
ченим елементом простору (L2)−β (і навіть простору (L2)β), але про
збіжність згаданих рядів в (L2)−β (чи в будь-якому іншому просторі)
у Твердженні 3.4.3 не йдеться. Разом з тим зрозуміло, що для надан-
ня неформального сенсу поняттям «віківський добуток» та «віківська
версія голоморфної функції» треба вивчити питання збіжності цих ря-
дів у просторах регулярних узагальнених функцій. Це можна зробити
за аналогією з майкснерівським аналізом [18], використовуючи оцін-
ку (3.15). В результаті отримуємо таке твердження.

Теорема 3.4.5 ([11]). 1. Нехай F1, . . . , Fn ∈ (L2)−β. Тоді
F1♢ · · ·♢Fn ∈ (L2)−β.

Більш того, віківське множення є неперервним у тому сенсі, що для
q, q′ ∈ Z+ таких, що F1, . . . , Fn ∈ (L2)−β−q′ та q > q′ + (1− β) log2 n+ 1,
маємо F1♢ · · ·♢Fn ∈ (L2)−β−q і

‖F1♢ · · ·♢Fn‖(L2)−β−q
≤
√

max
m∈Z+

[2−m(m+ 1)n−1]‖F1‖(L2)−β−q′
· · · ‖Fn‖(L2)−β−q′

.

2. Нехай F ∈ (L2)−β та функція h : C → C голоморфна у (SF )(0).
Тоді h♢(F ) ∈ (L2)−1.
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Зауваження 3.4.6. Нехай β ∈ [0, 1), F ∈ (L2)−β , та функція h : C → C
голоморфна у (SF )(0). Згідно з Теоремою 3.4.5 h♢(F ) ∈ (L2)−1; але,
як показано у [11], h♢(F ) 6∈ (L2)−β , взагалі кажучи. Втім, h♢(F ) мо-
же належати (L2)−β , якщо h або F задовольняє певні додаткові умови
(наприклад, h♢(F ) ∈ (L2)−β , якщо h є поліномом). Зацікавлений чи-
тач може знайти більш детальну інформацію з цього приводу у [11],
див. також [18].

Як вже відзначалось, оператор стохастичного диференціювання та
віківське множення на просторах узагальнених функцій є природними
аналогами звичайних диференціювання та множення. Отже, природни-
ми є наступні твердження, які належать М. М. Фрей.

Теорема 3.4.7. ([11]) Оператор стохастичного диференціювання пер-
шого порядку D є диференціюванням (тобто задовольняє правило Лей-
бніца) відносно віківського множення: для довільних F,G ∈ (L2)−β та
f (1) ∈ H(1)

ext = HC(
D(F♢G)

)
(f (1)) = (DF )(f (1))♢G+ F♢(DG)(f (1)) ∈ (L2)−β.

Наслідок 3.4.8. Нехай F ∈ (L2)−β, f (1) ∈ H(1)
ext = HC, та функція

h : C → C голоморфна у (SF )(0). Тоді(
Dh♢(F )

)
(f (1)) = h′

♢
(F )♢(DF )(f (1)) ∈ (L2)−1,

тут h′♢ – віківська версія звичайної похідної функції h.
Важливі застосування віківського числення пов’язані зі стохасти-

чним інтегруванням. Розглянемо це детально.
Як відомо, деякі властивості розширеного стохастичного інтеграла

суттєво відрізняються від властивостей інтеграла Лебега. Зокрема, для
G ∈ (L2)−β та H(1) ∈ HC∫

R+

(G⊗H(1))(u)d̂Lu ≡
∫
R+

G ·H(1)(u)d̂Lu 6= G ·
∫
R+

H(1)(u)d̂Lu,

взагалі кажучи, не зважаючи на те, що G не залежить від u. Щобіль-
ше, добуток узагальнених функцій G та

∫
R+
H(1)(u)d̂Lu у загальному

випадку не визначений. Однак, незалежний від часу (тобто від u) мно-
жник можна виносити з-під знаку розширеного стохастичного інтегра-
ла, якщо використовувати віківське множення замість поточкового. По-
яснимо це.
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Означення 3.4.9. Нехай F ∈ (L2)−β та G ∈ (L2)−β ⊗HC. Визначимо
віківський добуток F♢G ∈ (L2)−β ⊗HC, поклавши

(F♢G)(·) :=
∞∑
m=0

:〈◦⊗m,
m∑
k=0

F (k)�G(m−k)
· 〉 :, (3.43)

де F (k) ∈ H(k)
ext та G

(m−k)
· ∈ H(m−k)

ext ⊗HC – ядра з розкладів (1.6) та (2.2)
для F та G відповідно (пор. з (3.41)).

Використовуючи оцінку (3.23), за аналогією з [18] можна довести,
що це визначення є коректним, а віківське множення ♢ неперервне у
тому сенсі, що для q, q′ ∈ Z+ таких, що F ∈ (L2)−β−q′ , G ∈ (L2)−β−q′ ⊗HC,
та q > q′ + 2− β маємо F♢G ∈ (L2)−β−q ⊗HC та

‖F♢G‖
(L2)−β−q⊗HC

≤ ‖F‖
(L2)−β−q′

‖G‖
(L2)−β−q′⊗HC

(пор. з Теоремою 3.4.5).
Зауваження 3.4.10. Нехай F,G ∈ (L2)−β , H(1) ∈ HC. Використовую-
чи (3.43), (3.41) та (3.24) нескладно довести, що

F♢(G⊗H(1)) = (F♢G)⊗H(1) ∈ (L2)−β ⊗HC. (3.44)

Теорема 3.4.11. ([12]) Нехай∆ ∈ B(R+), F ∈ (L2)−β, G ∈ (L2)−β⊗HC.
Тоді∫

∆
F♢G(u)d̂Lu ≡

∫
∆
(F♢G)(u)d̂Lu = F♢

∫
∆
G(u)d̂Lu ∈ (L2)−β. (3.45)

Зауваження 3.4.12. Інтерпретуючи G як функцію на R+ зі значен-
нями в (L2)−β та беручи до уваги конструкцію віківських добутків ♢ і
♢, можна переписати рівність (3.45) у класичній формі∫

∆
F♢G(u)d̂Lu = F♢

∫
∆
G(u)d̂Lu. (3.46)

Розглянемо аналог властивості (3.45) для інтеграла Петтіса на про-
сторах регулярних узагальнених функцій. Позначимо через ρ міру Ле-
бега на R+. Нехай ∆ ∈ B(R+) є таким, що ρ(∆) < ∞. Для кожного
G ∈ (L2)−β ⊗HC визначимо інтеграл Петтіса

∫
∆G(u)du як єдиний еле-

мент з простору (L2)−β такий, що для кожного f ∈ (L2)β

〈〈
∫
∆
G(u)du, f〉〉(L2) = 〈〈G(·), f ⊗ 1∆(·)〉〉(L2)⊗HC (3.47)
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(пор. Зауваження 3.3.4). Оскільки за узагальненою нерівністю Коши-
Буняковського для кожного q ∈ Z+

|〈〈G(·), f ⊗ 1∆(·)〉〉(L2)⊗HC | ≤ ‖G‖
(L2)−β−q⊗HC

‖f‖
(L2)βq

√
ρ(∆),

це визначення є коректним, а інтеграл Петтіса∫
∆
◦(u)du : (L2)−β ⊗HC → (L2)−β (3.48)

є лінійним неперервним оператором. Використовуючи цей факт, непе-
рервність віківських множень ♢ і ♢, а також рівність (3.44), можна
довести таке твердження.

Теорема 3.4.13. ([12], пор. з Теоремою 3.4.11) Нехай ∆ ∈ B(R+) є
таким, що ρ(∆) <∞, F ∈ (L2)−β та G ∈ (L2)−β ⊗HC. Тоді∫

∆
F♢G(u)du ≡

∫
∆
(F♢G)(u)du = F♢

∫
∆
G(u)du ∈ (L2)−β. (3.49)

Зауважимо, що як і у випадку розширеного стохастичного інтеграла,
можна інтерпретувати G як функцію на R+ зі значеннями в (L2)−β та
переписати рівність (3.49) у класичній формі∫

∆
F♢G(u)du = F♢

∫
∆
G(u)du. (3.50)

Зауваження 3.4.14. У випадку ∆ ∈ B(R+) з ρ(∆) = ∞ інтеграл Пет-
тіса (3.48) можна визначити як лінійний не неперервний оператор з
областю визначення{

G ∈ (L2)−β ⊗HC : для деякого q ∈ Z+

∫
∆
‖G(u)‖

(L2)−β−q
du <∞

}
.

Можна довести, що для такого інтеграла, як і у випадку ρ(∆) < ∞, є
справедливою рівність (3.49).

Як відомо, у різних версіях нескінченновимірного аналізу білого шу-
му розширений стохастичний інтеграл можна представити як інтеграл
Петтіса від віківського добутку вихідної підінтегральної функції на від-
повідний білий шум. В залежності від просторів, на яких розглядається
інтегрування, такі представлення можуть бути формальними або мати
строгий сенс. В обох випадках вони є зручними для розв’язання різних
задач, зокрема, для дослідження стохастичних інтегральних рівнянь з
віківськими добутками та нелінійностями віківського типу. В аналізі
білого шуму Леві згадане представлення має місце як формальна рів-
ність на просторах регулярних узагальнених функцій (див. наступну
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теорему); рівність у строгому сенсі справедлива на просторах нерегу-
лярних узагальнених функцій (див. Підрозділ 4.3).

Теорема 3.4.15. ([12]) Для довільних F ∈ (L2)−β ⊗HC та ∆ ∈ B(R+)

розширений стохастичний інтеграл
∫
∆ F (u)d̂Lu можна формально

представити у вигляді∫
∆
F (u)d̂Lu =

∫
∆
F (u)♢L̇udu ≡

∫
∆
F (u)♢〈◦, δu〉du, (3.51)

де L̇ – білий шум Леві (див. Підрозділ 1.1), а інтеграл у правій частині
є формальним інтегралом Петтіса.

Зауважимо, що формальний характер рівності (3.51) обумовлений
тим фактом, що L̇u = 〈◦, δu〉 6∈ (L2)−β , оскільки дельта-функція Дірака
δu 6∈ H(1)

ext = HC.
Зауваження 3.4.16. Неважко бачити, що рівність (3.51) (відповід-
но (3.45), (3.49)) зберігається для узагальненої функції F (відповідно
G) та вимірної множини ∆, описаних у Зауваженні 3.2.2.

Наведемо прості приклади застосування сформульованих результа-
тів.
Приклад 3.4.17. (лінійне рівняння з віківським добутком) Розгляне-
мо інтегральне стохастичне рівняння

Xt = X0 +

∫
[0,t)

F♢Xudu+

∫
[0,t)

G♢Xud̂Lu, (3.52)

де X0, F,G ∈ (L2)−β ,
∫
[0,t) F♢Xudu ∈ (L2)−1 – інтеграл Петтіса. Засто-

совуючи до цього рівняння S-перетворення з урахуванням (3.49), (3.45)
і (3.51), та розв’язуючи отримане нестохастичне рівняння, отримаємо

SXt = SX0 · exp
{
SFt+ SG

∫
[0,t)

λ(u)du
}
.

Зараз достатньо застосувати до цього виразу зворотне S-перетворення,
щоб отримати розв’язок (3.52):

Xt = X0♢ exp♢
{
Ft+G♢Lt

}
∈ (L2)−1.

Зауважимо, що для того, щоб мати Xt ∈ (L2)−β у випадку β ∈ [0, 1),
треба накласти на F та G певні додаткові умови, див. детальніше у [12].
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Приклад 3.4.18. (рівняння типу Верхюльста) Розглянемо інтеграль-
не стохастичне рівняння

Xt = X0 + r

∫
[0,t)

Xu♢(N −Xu)du+ v

∫
[0,t)

Xu♢(N −Xu)d̂Lu, (3.53)

де X0 ∈ (L2)−1, N, r, v ∈ R, N > 0, r > 0, (SX0)(0) > 0. Тут для кожно-
го u ∈ R+ ми розуміємо Xu як узагальнену функцію, з розв’язку (3.53)
(див. нижче) випливає, що Xu ∈ (L2)−1. Як і у попередньому при-
кладі, застосовуючи до (3.53) S-перетворення, розв’язуючи отримане
нестохастичне рівняння, та застосовуючи до його розв’язку зворотне
S-перетворення, отримаємо розв’язок (3.53):

Xt = N
[
1 + (NX

♢(−1)
0 − 1)♢ exp♢

{
−N(rt+ vLt)

}]♢(−1)
∈ (L2)−1,

де Y ♢(−1) := S−1
(

1
SY

)
.

Зауваження 3.4.19. Віківське числення можна будувати і на про-
сторах регулярних основних функцій (L2)β , β ∈ [0, 1], за аналогією із
майкснерівським аналізом (див. [21]). При цьому віківський добуток
елементів з (L2)β є елементом (L2)β (а тому для полінома h та основ-
ної функції F ∈ (L2)β віківська версія h♢(F ) ∈ (L2)β), в той час, як для
голоморфної у (SF )(0) функції h, що не є поліномом, h♢(F ) є основ-
ною функцією лише за доволі жорстких додаткових умов. Результати
Теорем 3.4.7, 3.4.11, 3.4.13 та 3.4.15 залишаються справедливими з то-
чністю до відповідних модифікацій. Детальному вивченню елементів
віківського числення на просторах (L2)β буде присвячено одну з насту-
пних робіт автора.

4. ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІЗУ БІЛОГО ШУМУ ЛЕВІ НА ПРОСТОРАХ
НЕРЕГУЛЯРНИХ УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦІЙ

4.1. Нерегулярне оснащення простору (L2). Нехай T – множина
індексів τ = (τ1, τ2), де τ1 ∈ N, τ2 – нескінченно диференційовна функ-
ція на R+ така, що для всіх u ∈ R+ τ2(u) ≥ 1. Позначимо через Hτ

дійсний соболевський простір (функцій) на R+ порядку τ1 з вагою τ2,
тобто Hτ – поповнення D за нормою, породженою скалярним добутком

(ϕ,ψ)Hτ =

∫
R+

(
ϕ(u)ψ(u) +

τ1∑
k=1

ϕ[k](u)ψ[k](u)
)
τ2(u)du,

де ϕ[k] та ψ[k] – похідні k-го порядку функцій ϕ та ψ відповідно. До-
бре відомо (див., наприклад, [40]), що D = pr limτ∈T Hτ (більше того,
можна довести, що для довільного n ∈ N D⊗̂n = pr limτ∈T H⊗̂n

τ ), і для
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кожного τ ∈ T Hτ щільно та неперервно вкладене у H ≡ L2(R+). Отже,
можна побудувати ланцюжок (пор. з (1.2))

D′ ⊃ H−τ ⊃ H ⊃ Hτ ⊃ D,

де H−τ , τ ∈ T , – простори, спряжені до Hτ відносно H. Зауважимо, що
за теоремою Шварца (наприклад, [40]) D′ = ∪

τ∈T
H−τ . Надалі нам буде

зручно наділити D′ топологією індуктивної границі, тобто вважати,
що D′ = ind limτ∈T H−τ . За аналогією з майкснерівським аналізом [22]
можна показати, що міра µ білого шуму Леві сконцентрована на H−τ̃
з деяким τ̃ ∈ T , тобто µ(H−τ̃ ) = 1. Виключаючи з T індекси τ такі, що
µ не сконцентрована на H−τ , надалі будемо вважати, що для кожного
τ ∈ T µ(H−τ ) = 1.

Позначимо через | · |τ норми у Hτ,C (тобто у комплексифікаціях Hτ )
та у симетричних тензорних степенях цих просторів, іншими словами
для f (n) ∈ H⊗̂n

τ,C, n ∈ Z+,

|f (n)|τ =

√
(f (n), f (n))H⊗̂n

τ,C

(зауважимо, що H⊗̂0
τ,C := C та |f (0)|τ = |f (0)|).

З результатів [20] випливає, що можна ще раз модифікувати T (не-
обхідно виключити з T певні «погані» індекси) та отримати наступне
твердження.

Твердження 4.1.1. Для кожного τ ∈ T і кожного n ∈ Z+ простір
H⊗̂n
τ,C щільно та неперервно вкладений у простір H

(n)
ext . Щобільше, існує

(незалежне від n) c(τ) > 0 таке, що для всіх f (n) ∈ H⊗̂n
τ,C

|f (n)|2
H(n)

ext
≤ n!c(τ)n|f (n)|2

H⊗̂n
τ,C
.

Приймемо за умовчанням τ ∈ T та q ∈ Z+. Визначимо дійсні (біліній-
ні) скалярні добутки (·, ·)τ,q на PW (див. (3.1)), поклавши для f, g ∈ PW
вигляду (3.2)

(f, g)τ,q :=

min(Nf ,Ng)∑
n=0

(n!)22qn(f (n), g(n))H⊗̂n
τ,C

(пор. з (3.3)). Коректність цього визначення доведено у [24].
Позначимо через (Hτ )q поповнення PW за нормами, породженими

скалярними добутками (·, ·)τ,q, та покладемо (Hτ ) := pr limq→+∞(Hτ )q,
(D) := pr limτ∈T,q→+∞(Hτ )q. Легко бачити, що f ∈ (Hτ )q якщо та лише
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якщо існує єдина послідовність ядер f (n) ∈ H⊗̂n
τ,C, n ∈ Z+, така, що f

розкладається в ряд

f =

∞∑
n=0

:〈◦⊗n, f (n)〉 :, (4.1)

який збігається у (Hτ )q, тобто

‖f‖2(Hτ )q
=

∞∑
n=0

(n!)22qn|f (n)|2τ <∞ (4.2)

(оскільки для кожного n ∈ Z+ H⊗̂n
τ,C ⊆ H(n)

ext , для f (n) ∈ H⊗̂n
τ,C :〈◦⊗n, f (n)〉 :

є коректно визначеним віківським мономом, див. Підрозділ 1.2). Далі,
f ∈ (Hτ ) (f ∈ (D)) якщо та лише якщо f можна єдиним чином пред-
ставити у вигляді (4.1), а відповідний ряд (4.2) збігається для кожного
q ∈ Z+ (для кожного τ ∈ T і кожного q ∈ Z+).

Твердження 4.1.2. ([20, 24]) Для кожного τ ∈ T існує q0(τ) ∈ Z+

таке, що для кожного q ∈ Nq0(τ) := {q0(τ), q0(τ) + 1, . . . } ⊆ Z+ простір
(Hτ )q щільно та неперервно вкладений у (L2).

З огляду на це твердження можна побудувати ланцюжок (пор. (3.5))

(D′) ⊃ (H−τ ) ⊃ (H−τ )−q ⊃ (L2) ⊃ (Hτ )q ⊃ (Hτ ) ⊃ (D), (4.3)

де τ ∈ T , q ∈ Nq0(τ),

(H−τ )−q, (H−τ ) = ind lim
q′→+∞

(H−τ )−q′ , (D′) = ind lim
τ ′∈T,q′→+∞

(H−τ ′)−q′

– простори, спряжені відповідно до (Hτ )q, (Hτ ) та (D) відносно (L2).
Означення 4.1.3. Ланцюжок (4.3) називається нерегулярним осна-
щенням простору (L2) квадратично інтегровних випадкових величин.
Простори (Hτ )q, (Hτ ) та (D) називаються просторами Кондратьєва не-
регулярних основних функцій, а простори (H−τ )−q, (H−τ ) та (D′) –
просторами Кондратьєва нерегулярних узагальнених функцій.
Зауваження 4.1.4. Як і у випадку регулярного оснащення (L2), за-
мість ваг 2qn у визначенні скалярних добутків (·, ·)τ,q можна викори-
стовувати більш загальні ваги Kqn із довільним K > 1, але таке уза-
гальнення не є суттєвим для кола питань, що розглядаються у статті.
Зауваження 4.1.5. Нехай τ ∈ T , q ∈ Z+ та β ∈ [0, 1]. За аналогією із
регулярним випадком можна увести на PW скалярні добутки (·, ·)τ,q,β ,



492 М. О. Качановський

поклавши для f, g ∈ PW вигляду (3.2)

(f, g)τ,q,β :=

min(Nf ,Ng)∑
n=0

(n!)1+β2qn(f (n), g(n))H⊗̂n
τ,C

(пор. (3.3)), і визначити «параметризовані простори Кондратьєва основ-
них функцій» (Hτ )

β
q як поповнення PW за нормами, породженими цими

скалярними добутками. Можна вивчати властивості просторів (Hτ )
β
q

та їх проєктивних границь, уводити та досліджувати на них певні опе-
ратори, зокрема, стохастичну похідну, оператори стохастичного дифе-
ренціювання тощо. Такий розгляд є цікавим сам по собі та може бути
корисним для певних застосувань; але (Hτ )

β
q 6⊂ (L2), якщо β < 1, вза-

галі кажучи, отже, не можна розглядати (Hτ )
β
q з β < 1 як простори

основних функцій в аналізі білого шуму Леві. В той самий час як у
регулярному, так і у нерегулярному випадках можна увести простори
основних функцій (L2)βq та (Hτ )

β
q відповідно, з параметром β > 1. Побу-

дова аналізу, пов’язаного з такими просторами та відповідними прос-
торами узагальнених функцій, не відрізняється суттєво від побудови
для β ∈ [0, 1] у регулярному випадку та для β = 1 у нерегулярному,
але має певні особливості, які ми не будемо розглядати у цій статті.

Опишемо природні ортогональні базиси у просторах (H−τ )−q (зро-
зуміло, що на відміну від регулярного випадку, вони не можуть скла-
датись з таких самих елементів, як і ортогональні базиси у просторах
(Hτ )q). Розглянемо ланцюжки

D′
C
(n) ⊃ H(n)

−τ,C ⊃ H(n)
ext ⊃ H⊗̂n

τ,C ⊃ D⊗̂n
C , (4.4)

n ∈ N, де H(n)
−τ,C та D′

C
(n) = ind limτ ′∈T H(n)

−τ ′,C – простори, спряжені
відповідно до H⊗̂n

τ,C та D⊗̂n
C = pr limτ ′∈T H⊗̂n

τ ′,C відносно H(n)
ext . Покладемо

D⊗̂0
C = H⊗̂0

τ,C = H(0)
ext = H(0)

−τ,C = D′
C
(0) := C. Позначимо через 〈·, ·〉ext

дійсні (білінійні) дуальні спарювання між елементами негативних та
позитивних просторів ланцюжків (4.4), породжені скалярними добу-
тками у H(n)

ext . Наступне твердження випливає з визначення просторів
(H−τ )−q та загальної теорії дуальності (пор. з [20, 22]).

Твердження 4.1.6. У кожному просторі (H−τ )−q, τ ∈ T , q ∈ Nq0(τ),
існує система узагальнених функцій{

:〈◦⊗n, F (n)
ext 〉 : ∈ (H−τ )−q | F (n)

ext ∈ H(n)
−τ,C, n ∈ Z+

}
таких, що
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1) для F (n)
ext ∈ H(n)

ext ⊂ H(n)
−τ,C :〈◦⊗n, F (n)

ext 〉 : – віківський моном, визна-
чений у Підрозділі 1.2;
2) кожну узагальнену функцію F ∈ (H−τ )−q можна єдиним чином

представити у вигляді ряду

F =

∞∑
n=0

:〈◦⊗n, F (n)
ext 〉 :, F

(n)
ext ∈ H(n)

−τ,C, (4.5)

який збігається у (H−τ )−q, тобто

‖F‖2(H−τ )−q
=

∞∑
n=0

2−qn|F (n)
ext |2H(n)

−τ,C
<∞; (4.6)

і, навпаки, кожний ряд (4.5) зі скінченною нормою (4.6) є узагальненою
функцією з (H−τ )−q (тобто такий ряд збігається у (H−τ )−q);
3) дуальне спарювання між елементами F ∈ (H−τ )−q та f ∈ (Hτ )q,

породжене скалярним добутком у (L2), має вигляд

〈〈F, f〉〉(L2) =
∞∑
n=0

n!〈F (n)
ext , f

(n)〉ext,

де F (n)
ext ∈ H(n)

−τ,C та f (n) ∈ H⊗̂n
τ,C – ядра з розкладів (4.5) та (4.1) для F

та f відповідно.
Зрозуміло, що F ∈ (H−τ ) (F ∈ (D′)) якщо та лише якщо F можна

єдиним чином представити у вигляді (4.5) та норма (4.6) є скінченною
для деякого q ∈ Nq0(τ) (для деяких τ ∈ T та q ∈ Nq0(τ)).

4.2. Розширений стохастичний інтеграл на просторах нерегу-
лярних узагальнених функцій. У Підрозділі 2.1 описано узагаль-
нений ізометричний ізоморфізм Вінера-Іто-Сігала між простором ква-
дратично інтегровних випадкових величин (L2) та зваженим розши-
реним симетричним простором Фока. Оскільки, очевидно, звуження
цього ізоморфізму на простори (Hτ )q ⊂ (L2) є ізометричними ізоморфі-
змами між (Hτ )q та зваженими симетричними просторами Фока (пор.
з [28])

∞
⊕
n=0

(n!)22qnH⊗̂n
τ,C , для довільних n ∈ Z+ та f (n)· ∈ H⊗̂n

τ,C⊗HC віків-

ськи мономи :〈◦⊗n, f (n)· 〉 : (див. (2.1)) належать (Hτ )q⊗HC ⊂ (L2)⊗HC і,
щобільше, такі мономи формують ортогональні базиси у вказаних про-
сторах у тому сенсі, що f ∈ (Hτ )q ⊗ HC якщо та лише якщо f можна
єдиним чином представити у вигляді (пор. з (2.2))

f(·) =
∞∑
n=0

:〈◦⊗n, f (n)· 〉 :, f
(n)
· ∈ H⊗̂n

τ,C ⊗HC
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(ряд збігається у (Hτ )q ⊗HC), з

‖f‖2(Hτ )q⊗HC
=

∞∑
n=0

(n!)22qn|f (n)· |2
H⊗̂n
τ,C⊗HC

<∞.

Отже, як і у випадку просторів (H−τ )−q, із загальної теорії дуальності
випливає, що у кожному просторі (H−τ )−q⊗HC, τ ∈ T , q ∈ Nq0(τ), існує
система узагальнених функцій{

:〈◦⊗n, F (n)
ext,·〉 : ∈ (H−τ )−q ⊗HC | F (n)

ext,· ∈ H(n)
−τ,C ⊗HC, n ∈ Z+

}
таких, що для F

(n)
ext,· ∈ H(n)

ext ⊗ HC ⊂ H(n)
−τ,C ⊗ HC елемент :〈◦⊗n, F (n)

ext,·〉 :
визначається формулою (2.1); кожну узагальнену функцію

F ∈ (H−τ )−q ⊗HC

можна єдиним чином представити у вигляді ряду

F (·) =
∞∑
n=0

:〈◦⊗n, F (n)
ext,·〉 :, F

(n)
ext,· ∈ H(n)

−τ,C ⊗HC, (4.7)

який збігається у (H−τ )−q ⊗HC, тобто

‖F‖2(H−τ )−q⊗HC
=

∞∑
n=0

2−qn|F (n)
ext,·|2H(n)

−τ,C⊗HC
<∞; (4.8)

і, навпаки, кожний ряд (4.7) зі скінченною нормою (4.8) є узагальненою
функцією з (H−τ )−q⊗HC (тобто такий ряд збігається у (H−τ )−q⊗HC).
Щобільше, зрозуміло, що

F ∈ (H−τ )⊗HC = ind lim
q′→+∞

(H−τ )−q′ ⊗HC

(F ∈ (D′) ⊗ HC = ind lim
τ ′∈T,q′→+∞

(H−τ ′)−q′ ⊗ HC) якщо та лише якщо F

можна єдиним чином представити у вигляді (4.7) та норма (4.8) є скін-
ченною для деякого q ∈ Nq0(τ) (для деяких τ ∈ T та q ∈ Nq0(τ)).

Опишемо конструкцію розширеного стохастичного інтеграла за про-
цесом Леві, яка базується на розкладі (4.7). Почнемо з підготовки. Роз-
глянемо сім’ю ланцюжків

D′
C
⊗̂n ⊃ H⊗̂n

−τ,C ⊃ H⊗̂n
C ⊃ H⊗̂n

τ,C ⊃ D⊗̂n
C , (4.9)

n ∈ N (добре відомо (пор. з [40]), що H⊗̂n
−τ,C та D′

C
⊗̂n = ind lim

τ ′∈T
H⊗̂n

−τ ′,C –

простори, спряжені відповідно до H⊗̂n
τ,C та D⊗̂n

C відносно H⊗̂n
C ). Покла-

демо D⊗̂0
C = H⊗̂0

τ,C = H⊗̂0
C = H⊗̂0

−τ,C = D′
C
⊗̂0 := C. Оскільки простори
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основних функцій у ланцюжках (4.9) та (4.4) співпадають, існує сім’я
природних ізоморфізмів

Un : D′
C
(n) → D′

C
⊗̂n
, n ∈ Z+,

таких, що для всіх F (n)
ext ∈ D′

C
(n) та f (n) ∈ D⊗̂n

C

〈F (n)
ext , f

(n)〉ext = 〈UnF (n)
ext , f

(n)〉. (4.10)

Легко бачити, що звуження Un на простори H(n)
−τ,C є ізометричними

ізоморфізмами між просторами H(n)
−τ,C та H⊗̂n

−τ,C.

Зауваження 4.2.1. Оскільки H(1)
ext = HC, у випадку n = 1 ланцюжки

(4.9) та (4.4) збігаються. Отже, U1 = 1 – одиничний оператор на D′
C
(1) =

D′
C. Якщо n = 0, U0 є, очевидно, одиничним оператором на C.

Означення 4.2.2. Для F ∈ (H−τ )−q ⊗ HC та ∆ ∈ B(R+) визначимо
розширений стохастичний інтеграл за процесом Леві∫

∆
F (u)d̂Lu ∈ (H−τ )−q,

поклавши ∫
∆
F (u)d̂Lu :=

∞∑
n=0

:〈◦⊗n+1, F̂
(n)
ext,∆〉 : (4.11)

(пор. з (2.6)), де

F̂
(n)
ext,∆ := U−1

n+1{Pr[(Un ⊗ 1)F
(n)
ext,·1∆(·)]} ∈ H(n+1)

−τ,C , (4.12)
Pr – оператор симетризації (точніше, ортопроєктор, що діє для кожно-
го n ∈ Z+ з H⊗̂n

−τ,C⊗HC ⊂ H⊗̂n
−τ,C⊗H−τ,C до H⊗̂n+1

−τ,C ), F (n)
ext,· ∈ H(n)

−τ,C⊗HC,
n ∈ Z+, – ядра з розкладу (4.7) для F .

Оскільки
|F̂ (n)

ext,∆|H(n+1)
−τ,C

= |Pr[(Un ⊗ 1)F (n)
ext,·1∆(·)]|H⊗̂n+1

−τ,C
≤

≤ |(Um ⊗ 1)F (n)
ext,·|H⊗̂n

−τ,C⊗HC
= |F (m)

ext,·|H(n)
−τ,C⊗HC

і тому в силу (4.11), (4.6) та (4.8)∥∥∥∫
∆
F (u)d̂Lu

∥∥∥2
(H−τ )−q

=
∞∑
n=0

2−q(n+1)|F̂ (n)
ext,∆|

2

H(n+1)
−τ,C

≤

≤ 2−q
∞∑
n=0

2−qn|F (n)
ext,·|2H(n)

−τ,C⊗HC
= 2−q‖F‖2(H−τ )−q⊗HC

,
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це визначення є коректним і, щобільше, розширений стохастичний ін-
теграл ∫

∆
◦(u)d̂Lu : (H−τ )−q ⊗HC → (H−τ )−q (4.13)

є лінійним обмеженим, а тому й неперервним оператором.
Наступне твердження є тривіальною модифікацією відповідного ре-

зультату з [20].

Твердження 4.2.3. Розширений стохастичний інтеграл (4.13) є роз-
ширенням інтеграла (2.7), а тому і розширенням стохастичного ін-
теграла Іто за процесом Леві.

Легко бачити, що розширений стохастичний інтеграл можна визна-
чити за допомогою (4.11), (4.12) як лінійний неперервний оператор, що
діє з простору (H−τ )⊗HC в простір (H−τ ), або з простору (D′)⊗HC в
простір (D′). Саме∫

∆
◦(u)d̂Lu : (H−τ )⊗HC → (H−τ ) (4.14)

буде одним з об’єктів нашого розгляду в наступному підрозділі.
Зауваження 4.2.4. Як і інтеграли (3.9), (3.10), інтеграл (4.13) та його
розширення (4.14) мають властивість (3.11), що дозволяє узагальнити
розширений стохастичний інтеграл за аналогією із Зауваженням 3.2.2:
якщо функція F : R+ → (H−τ ) є такою, що F 6∈ (H−τ ) ⊗ HC, але для
деякої множини Θ ∈ B(R+)

F (·)1Θ(·) ∈ (H−τ )⊗HC,

то для довільної вимірної множини ∆ ⊆ Θ

F (·)1∆(·) ∈ (H−τ )⊗HC

і
∫
∆ F (u)d̂Lu ∈ (H−τ ) можна визначити формулою (3.11).
Насамкінець зауважимо, що лінійний неперервний оператор

1∆(·)∂· : (Hτ )q → (Hτ )q ⊗HC, (4.15)
спряжений до розширеного стохастичного інтеграла (4.13), є звужен-
ням стохастичної похідної Хіди (2.11) з (L2) на (Hτ )q. Оператори (4.13)
та (4.15) є взаємно спряженими, див. детальніше у [20].
Зауваження 4.2.5. На відміну від регулярного випадку, розширений
стохастичний інтеграл за процесом Леві, взагалі кажучи, неможливо
природним чином звузити на простори нерегулярних основних функ-
цій. Точніше, для ∆ ∈ B(R+) та f ∈ (Hτ )q ⊗HC (чи навіть для ∆ = R+

та f ∈ (Hτ )q ⊗Hτ,C)
∫
∆ f(u)d̂Lu може не бути нерегулярною основною
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функцією (можна показати, що для достатньо великих натуральних
q цей інтеграл є регулярною основною функцією). Стохастичну похі-
дну Хіди, своєю чергою, взагалі кажучи, не можна природним чином
розширити на простори нерегулярних узагальнених функцій: немає ані
стохастичного інтеграла на просторах нерегулярних основних функцій,
до якого таке розширення мало б бути спряженим оператором, ані при-
родного способу «відокремити одну змінну» від елементів H(n)

−τ,C, n > 1,
щоб скористатись для визначення похідної формулою типу (2.10). Втім,
можна увести природні аналоги розширеного стохастичного інтеграла
та стохастичної похідної Хіди на просторах нерегулярних основних та
узагальнених функцій відповідно, які є взаємно спряженими операто-
рами і володіють багатьма властивостями стохастичних інтеграла та
похідної. Зацікавлений читач може знайти детальну інформацію про
це у [25, 26].
4.3. Елементи віківського числення на просторах нерегуляр-
них узагальнених функцій. За аналогією з регулярним випадком,
для кожного F ∈ (H−τ ) визначимо S-перетворення (SF )(λ), λ ∈ DC,
як формальний ряд (пор. з (3.34))

(SF )(λ) :=
∞∑
m=0

〈F (m)
ext , λ

⊗m〉ext ≡ F
(0)
ext +

∞∑
m=1

〈F (m)
ext , λ

⊗m〉ext, (4.16)

де F (m)
ext ∈ H(m)

−τ,C – ядра з розкладу (4.5) для F .
Зокрема, (SF )(0) = F

(0)
ext , S1 ≡ 1. Як і у регулярному випадку, ко-

жний доданок у правій частині (4.16) визначений коректно, але ряд
може розбігатись.
Означення 4.3.1. (пор. з Означенням 3.4.1) Для F,G ∈ (H−τ ) та го-
ломорфної у (SF )(0) функції h : C → C визначимо віківський добуток
F♢G та віківську версію h♢(F ) за формулою (3.35).

Зрозуміло, що зараз, як і у регулярному випадку, віківське множення
♢ комутативне, асоціативне, дистрибутивне, та для довільного α ∈ C
задовольняє рівність (3.36); а віківську версію голоморфної у (SF )(0)
функції h можна представити у вигляді (3.38).

Порівнюючи визначення S-перетворення на просторах (L2)−β (тут і
далі вважаємо, що β ∈ [0, 1]) та (H−τ ) (див. (3.34) та (4.16); нагадає-
мо, що дуальні спарювання 〈·, ·〉ext породжені скалярними добутками
(·, ·)ext), приходимо до висновку, що для F,G ∈ (L2)−β ∩ (H−τ ) та го-
ломорфної у (SF )(0) функції h : C → C F♢G та h♢(F ), визначені у
Означеннях 3.4.1 та 4.3.1, співпадають (саме тому ми зберігаємо позна-
чення Підрозділу 3.4).
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Для того, щоб виписати «координатні формули» для віківського до-
бутку та віківської версії голоморфної функції на (H−τ ) за аналогією
з Твердженням 3.4.3, потрібна невелика підготовка: слід увести при-
родний аналог симетричного тензорного добутку на просторах H(n)

−τ,C,
n ∈ Z+. Для F (n)

ext ∈ H(n)
−τ,C та G(m)

ext ∈ H(m)
−τ,C, n,m ∈ Z+, покладемо

F
(n)
ext �G(m)

ext := U−1
n+m{Pr[(UnF

(n)
ext )⊗ (UmG

(m)
ext )]} ≡

≡ U−1
n+m{(UnF

(n)
ext )⊗̂(UmG

(m)
ext )} ∈ H(n+m)

−τ,C ,
(4.17)

де Pr – оператор симетризації (точніше, ортопроектор, що діє з H⊗̂n
−τ,C⊗

H⊗̂m
−τ,C вH⊗̂n+m

−τ,C ). З властивостей операторів Un та симетричного тензор-
ного добутку випливає, що множення � є комутативним, асоціативним
та дистрибутивним, а також для довільного α ∈ C задовольняє рів-
ність (3.16). Далі, оскільки Un : H(n)

−τ,C → H⊗̂n
−τ,C, n ∈ Z+, – ізометричні

ізоморфізми,

|F (n)
ext �G(m)

ext |H(n+m)
−τ,C

= |(UnF (n)
ext )⊗̂(UmG

(m)
ext )|H⊗̂n+m

−τ,C
≤

≤ |UnF (n)
ext |H⊗̂n

−τ,C
|UmG(m)

ext |H⊗̂m
−τ,C

= |F (n)
ext |H(n)

−τ,C
|G(m)

ext |H(m)
−τ,C

.
(4.18)

Насамкінець, в силу (4.10) та (4.17) для кожного λ ∈ DC маємо

〈F (n)
ext , λ

⊗n〉ext〈G(m)
ext , λ

⊗m〉ext = 〈UnF (n)
ext , λ

⊗n〉〈UmG(m)
ext , λ

⊗m〉 =

= 〈(UnF (n)
ext )⊗ (UmG

(m)
ext ), λ

⊗n+m〉 = 〈(UnF (n)
ext )⊗̂(UmG

(m)
ext ), λ

⊗n+m〉

= 〈U−1
n+m{(UnF

(n)
ext )⊗̂(UmG

(m)
ext )}, λ⊗n+m〉ext = 〈F (n)

ext �G(m)
ext , λ

⊗n+m〉ext

(пор. з (3.39)). Використовуючи (3.35), (4.16) та цю рівність, як і у регу-
лярному випадку за аналогією з майкснерівським аналізом [18] можна
довести таке твердження (пор. з Твердженням 3.4.3).

Твердження 4.3.2. ([24]) Для F1, . . . , Fn ∈ (H−τ ), n ∈ N, F1♢ · · ·♢Fn
задовольняє рівність (3.40); зокрема, для F,G ∈ (H−τ ) F♢G задоволь-
няє рівність (3.41). Зараз F (kj)

j ∈ H(kj)
−τ,C, j ∈ {1, . . . , n}, – ядра з роз-

кладів (4.5) для Fj; F (k) ∈ H(k)
−τ,C та G(m−k) ∈ H(m−k)

−τ,C – ядра з тих же
розкладів для F та G відповідно. Далі, для F ∈ (H−τ ) та голоморфної
у (SF )(0) = F (0) функції h : C → C h♢(F ) задовольняє рівність (3.42),
де F (k) ∈ H(k)

−τ,C – ядра з розкладу (4.5) для F , hn ∈ C – коефіцієнти з
розкладу (3.37) для h.
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Як і у регулярному випадку, формули (3.41) та (3.42) можна вико-
ристати як альтернативні визначення віківського добутку та віківської
версії голоморфної функції.

Наслідок 4.3.3. Для довільних
F

(n)
ext ∈ H(n)

ext ⊂ H(n)
−τ,C та G

(m)
ext ∈ H(m)

ext ⊂ H(m)
−τ,C,

n,m ∈ Z+, добуток F (n)
ext � G(m)

ext , уведений у Підрозділі 3.3, співпадає з
добутком (4.17) (саме тому ми зберегли для добутку (4.17) позначення
�).

Для доведення достатньо розглянути віківський добуток :〈◦⊗n, F (n)
ext 〉 :

та :〈◦⊗m, G(m)
ext 〉 : і скористатись Твердженнями 3.4.3, 4.3.2 та 4.1.6.

Зауваження 4.3.4. Альтернативне доведення цього наслідку наведе-
не у [26]. Варто відзначити, що найбільш складною частиною згаданого
доведення є встановлення рівності (3.39), яка є ключовою у доведенні
Твердження 3.4.3, яким ми користуємось для доведення наслідку.

Як і у регулярному випадку, наразі ряди у правих частинах рівно-
стей (3.40), (3.41) та (3.42) розуміються як формальні: кожен доданок
є коректно визначеним елементом простору (H−τ ), але про збіжність
згаданих рядів в (H−τ ) (чи в будь-якому іншому просторі) у Тверджен-
ні 4.3.2 не йдеться. Отже, природним наступним кроком є встановлен-
ня збіжності цих рядів у просторах нерегулярних узагальнених функ-
цій. За допомогою оцінки (4.18) можна отримати наступне твердження
(пор. з Теоремою 3.4.5).

Теорема 4.3.5. ([24]) 1. Нехай F1, . . . , Fn ∈ (H−τ ). Тоді
F1♢ · · ·♢Fn ∈ (H−τ ).

До того, віківське множення є неперервним у тому сенсі, що для
q ∈ N таких, що F1, . . . , Fn ∈ (H−τ )−(q−1), F1♢ · · ·♢Fn ∈ (H−τ )−q і

‖F1♢ · · ·♢Fn‖(H−τ )−q ≤

≤
√

max
m∈Z+

[2−m(m+ 1)n−1]‖F1‖(H−τ )−(q−1)
· · · ‖Fn‖(H−τ )−(q−1)

.

2. Нехай F ∈ (H−τ ) та функція h : C → C є голоморфною у (SF )(0).
Тоді h♢(F ) ∈ (H−τ ).

Нагадаємо, що на просторах квадратично інтегровних та регуляр-
них основних і узагальнених функцій можна увести оператори стоха-
стичного диференціювання, які мають важливі застосування в аналізі
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білого шуму Леві. Зокрема, оператор стохастичного диференціюван-
ня першого порядку тісно пов’язаний зі стохастичною похідною Хі-
ди (див. (3.22)) та задовольняє правило Лейбніца відносно віківсько-
го множення (див. Теорему 3.4.7). Разом з тим стохастичну похідну
Хіди не можна природним чином розширити з (L2) на простори не-
регулярних узагальнених функцій (див. Зауваження 4.2.5). Отже, не
дивно, що те ж саме можна сказати і про оператори стохастичного
диференціювання. Справді, якщо F є елементом простору (H−τ )−q чи
(H−τ ), ядра F (m)

ext з розкладу (4.5) для F є елементами просторів H(m)
−τ,C,

а тому визначити часткові добутки (чи навіть часткові спарювання)
(f (n), F

(m)
ext )ext, f (n) ∈ H⊗̂n

τ,C, m > n, необхідні для визначення операторів
стохастичного диференціювання (див. (3.20)), неможливо: зараз для
g(m−n) ∈ H⊗̂m−n

τ,C f (n) � g(m−n) є, взагалі кажучи, елементом простору
H(m)

ext , а тому дуальні спарювання 〈f (n) � g(m−n), F
(m)
ext 〉ext, необхідні для

визначення (f (n), F
(m)
ext )ext (пор. з (3.17)), є невизначеними. З усім тим,

на просторах нерегулярних узагальнених функцій можна уводити та
вивчати природні аналоги операторів стохастичного диференціюван-
ня. У якості прикладу визначимо аналог оператора стохастичного ди-
ференціювання першого порядку на просторах (H−τ ) та сформулюємо
аналоги Теореми 3.4.7 та її наслідку.

Нехай F (m)
ext ∈ H(m)

−τ,C, m ∈ N\{1}, f (1) ∈ Hτ,C. Визначимо узагальнене
часткове спарювання 〈F (m)

ext , f
(1)〉ext ∈ H(m−1)

−τ,C , поклавши для кожного
g(m−1) ∈ H⊗̂m−1

τ,C

〈〈F (m)
ext , f

(1)〉ext, g(m−1)〉ext = 〈F (m)
ext , f

(1)⊗̂g(m−1)〉ext,

((3.17)). Оскільки за узагальненою нерівністю Коши-Буняковського

|〈F (m)
ext , f

(1)⊗̂g(m−1)〉ext| ≤ |F (m)
ext |H(m)

−τ,C
|f (1)⊗̂g(m−1)|H⊗̂m

τ,C
≤

≤ |F (m)
ext |H(m)

−τ,C
|f (1)|Hτ,C |g

(m−1)|H⊗̂m−1
τ,C

,

це визначення є коректним та справедлива оцінка

|〈F (m)
ext , f

(1)〉ext|H(m−1)
−τ,C

≤ |F (m)
ext |H(m)

−τ,C
|f (1)|Hτ,C . (4.19)

Означення 4.3.6. Нехай f (1) ∈ Hτ,C. Визначимо аналог оператора
стохастичного диференціювання першого порядку

(D̃◦)(f (1)) : (H−τ ) → (H−τ )
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як лінійний неперервний оператор, що задається формулою

(D̃F )(f (1)) :=
∞∑
m=1

m :〈◦⊗m−1, 〈F (m)
ext , f

(1)〉ext〉 :

(пор. з (3.20)), де F (m)
ext ∈ H(m)

−τ,C – ядра з розкладу (4.5) для F ∈ (H−τ ).

Доведення коректності цього визначення базується на оцінці (4.19)
та співпадає з точністю до очевидних модифікацій з доведенням відпо-
відного твердження у [25].

Теорема 4.3.7. ([24], пор. з Теоремою 3.4.7) Аналог оператора сто-
хастичного диференціювання першого порядку D̃ є диференціюванням
(тобто задовольняє правило Лейбніца) відносно віківського множен-
ня: для довільних F,G ∈ (H−τ ) та f (1) ∈ Hτ,C(

D̃(F♢G)
)
(f (1)) = (D̃F )(f (1))♢G+ F♢(D̃G)(f (1)) ∈ (H−τ ).

Наслідок 4.3.8. Нехай F ∈ (H−τ ), f (1) ∈ Hτ,C, та функція h : C → C
голоморфна у (SF )(0). Тоді(

D̃h♢(F )
)
(f (1)) = h′

♢
(F )♢(D̃F )(f (1)) ∈ (H−τ ),

тут h′♢ – віківська версія звичайної похідної функції h.
Більше інформації про аналоги операторів стохастичного диферен-

ціювання на просторах нерегулярних узагальнених функцій, зокрема,
про їх властивості та зв’язок із розширеним стохастичним інтегралом,
його аналогом на просторах нерегулярних основних функцій, та ана-
логом стохастичної похідної Хіди наведено у [25] (див. також [24]);
оператори стохастичного диференціювання на просторах нерегулярних
основних функцій вивчаються у [26]; елементи віківського числення на
просторах нерегулярних основних функцій будуть розглянуті в одній
з наступних робіт автора.

За аналогією із регулярним випадком, розглянемо зв’язок між віків-
ським численням та стохастичним інтегруванням на просторах нерегу-
лярних узагальнених функцій. Почнемо з підготовки.

Нехай F (n)
ext ∈ H(n)

−τ,C, G
(m)
ext,· ∈ H(m)

−τ,C⊗HC, n,m ∈ Z+. Використовуючи
прийняті вище позначення, визначимо такий елемент з H(n+m)

−τ,C ⊗HC:

F
(n)
ext �G

(m)
ext,· := (U−1

n+m ⊗ 1){(Pr ⊗ 1)[(UnF (n)
ext )⊗ ((Um ⊗ 1)G(m)

ext,·)]}. (4.20)
За аналогією з (4.18) легко встановити [17], що

|F (n)
ext �G

(m)
ext,·|H(n+m)

−τ,C ⊗HC
≤ |F (n)

ext |H(n)
−τ,C

|G(m)
ext,·|H(m)

−τ,C⊗HC
. (4.21)
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Зауваження 4.3.9. Нехай n,m ∈ Z+, F (n)
ext ∈ H(n)

−τ,C, G
(m)
ext ∈ H(m)

−τ,C, та
H(1) ∈ HC. З (4.20) та (4.17) випливає, що

F
(n)
ext �(G

(m)
ext ⊗H(1)) = (F

(n)
ext �G(m)

ext )⊗H(1) ∈ H(n+m)
−τ,C ⊗HC (4.22)

(пор. з (3.24)).
Використовуючи рівності (3.24) та (4.22), оцінки (3.23) та (4.21), а

також Наслідок 4.3.3, неважко встановити такий результат.

Твердження 4.3.10. Для довільних
F

(n)
ext ∈ H(n)

ext ⊂ H(n)
−τ,C та G

(m)
ext,· ∈ H(m)

ext ⊗HC ⊂ H(m)
−τ,C ⊗HC,

n,m ∈ N, добуток F (n)
ext �G

(m)
ext,· ∈ H(n+m)

ext ⊗HC, уведений у Підрозділі 3.3,
співпадає з добутком (4.20) (саме тому ми зберегли для добутку (4.20)
позначення �).
Означення 4.3.11. (пор. з Означенням 3.4.9) Нехай F ∈ (H−τ ) та
G ∈ (H−τ ) ⊗ HC. Визначимо віківський добуток F♢G ∈ (H−τ ) ⊗ HC,
поклавши

(F♢G)(·) :=
∞∑
m=0

:〈◦⊗m,
m∑
k=0

F
(k)
ext �G

(m−k)
ext,· 〉 :, (4.23)

де F (k)
ext ∈ H(k)

−τ,C та G
(m−k)
ext,· ∈ H(m−k)

−τ,C ⊗ HC – ядра з розкладів (4.5)
та (4.7) для F та G відповідно (пор. з (3.41) та (3.43)).

Використовуючи оцінку (4.21), за аналогією з [24] можна довести,
що це визначення є коректним, а віківське множення ♢ неперервне у
тому сенсі, що для кожного q ∈ N такого, що

F ∈ (H−τ )−(q−1) та G ∈ (H−τ )−(q−1) ⊗HC,

маємо F♢G ∈ (H−τ )−q ⊗HC та
‖F♢G‖(H−τ )−q⊗HC ≤ ‖F‖(H−τ )−(q−1)

‖G‖(H−τ )−(q−1)⊗HC

(пор. з Теоремою 4.3.5).
Порівнюючи визначення (4.23) і (3.43) та враховуючи Тверджен-

ня 4.3.10, приходимо до висновку, що для
F ∈ (L2)−β ∩ (H−τ ) та G ∈ (L2)−β ⊗HC ∩ (H−τ )⊗HC

віківські добутки F♢G, визначені в Означеннях 3.4.9 та 4.3.11, спів-
падають (саме тому ми зберегли для добутку (4.23) позначення ♢).
Відзначимо також, що для F,G ∈ (H−τ ) та H(1) ∈ HC

F♢(G⊗H(1)) = (F♢G)⊗H(1) ∈ (H−τ )⊗HC (4.24)
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(пор. з (3.44)), ця рівність випливає з (4.23), (4.22) та (3.41).

Теорема 4.3.12. ([17], пор. з Теоремою 3.4.11) Нехай ∆ ∈ B(R+), F ∈
(H−τ ) та G ∈ (H−τ )⊗HC. Тоді∫

∆
F♢G(u)d̂Lu ≡

∫
∆
(F♢G)(u)d̂Lu = F♢

∫
∆
G(u)d̂Lu ∈ (H−τ ). (4.25)

Зауваження 4.3.13. (пор. з Зауваженням 3.4.12) Інтерпретуючи G
як функцію на R+ зі значеннями в (H−τ ) та зважаючи на конструкцію
віківських добутків ♢ і ♢, можна переписати рівність (4.25) у класичній
формі (3.46).

Як і у регулярному випадку, розглянемо аналог властивості (4.25)
для інтеграла Петтіса на просторах нерегулярних узагальнених функ-
цій. Нехай ∆ ∈ B(R+) є таким, що ρ(∆) <∞ (нагадаємо, що через ρ ми
позначаємо міру Лебега на R+). Для кожного G ∈ (H−τ )⊗HC визначи-
мо інтеграл Петтіса

∫
∆G(u)du як єдиний елемент з простору (H−τ ) та-

кий, що для кожного f ∈ (Hτ ) виконується рівність (3.47). Оскільки за
узагальненою нерівністю Коши-Буняковського для кожного q ∈ Nq0(τ)
(див. Твердження 4.1.2)

|〈〈G(·), f ⊗ 1∆(·)〉〉(L2)⊗HC | ≤ ‖G‖(H−τ )−q⊗HC‖f‖(Hτ )q

√
ρ(∆),

це визначення є коректним, а інтеграл Петтіса∫
∆
◦(u)du : (H−τ )⊗HC → (H−τ ) (4.26)

є лінійним неперервним оператором. Використовуючи цей факт, непе-
рервність віківських множень ♢ і ♢, а також рівність (4.24), можна
довести таке твердження.

Теорема 4.3.14. ([17], пор. з Теоремами 3.4.13, 4.3.12 та 3.4.11) Нехай
∆ ∈ B(R+) є таким, що ρ(∆) < ∞, F ∈ (H−τ ) та G ∈ (H−τ ) ⊗ HC.
Тоді ∫

∆
F♢G(u)du ≡

∫
∆
(F♢G)(u)du = F♢

∫
∆
G(u)du ∈ (H−τ ). (4.27)

Зауважимо, що як і у випадку розширеного стохастичного інтеграла,
можна інтерпретувати G як функцію на R+ зі значеннями в (H−τ ) та
переписати рівність (4.27) у класичній формі (3.50).
Зауваження 4.3.15. (пор. з Зауваженням 3.4.14) Як і у регулярному
випадку, для ∆ ∈ B(R+) з ρ(∆) = ∞ інтеграл Петтіса (4.26) можна
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визначити як лінійний не неперервний оператор з областю визначення{
G ∈ (H−τ )⊗HC : для деякого q ∈ Z+

∫
∆
‖G(u)‖(H−τ )−qdu <∞

}
.

Можна довести, що для такого інтеграла, як і у випадку ρ(∆) < ∞, є
справедливою рівність (4.27).

Насамкінець сформулюємо твердження (аналог Теореми 3.4.15) про
представлення розширеного стохастичного інтеграла на просторах не-
регулярних узагальнених функцій через інтеграл Петтіса.

Як відзначалось у Підрозділі 1.1, білий шум Леві L̇ можна предста-
вити у вигляді 〈◦, δu〉, u ∈ R+. Як відомо (наприклад, [40]), для кожного
u дельта-функція Дірака δu ∈ H−τ , отже,

L̇u = 〈◦, δu〉 = :〈◦, δu〉 : ∈ (H−τ ).

Нехай F ∈ (H−τ ) ⊗ HC. Зараз нам зручно інтерпретувати F як фун-
кцію на R+ зі значеннями в (H−τ ), отже, для ρ-майже всіх u ∈ R+

віківський добуток F (u)♢L̇u є коректно визначеним елементом (H−τ ).
Для довільного ∆ ∈ B(R+) визначимо інтеграл Петтіса

∫
∆ F (u)♢L̇udu

як єдиний елемент з простору (H−τ ) такий, що для кожного f ∈ (Hτ )

〈〈
∫
∆
F (u)♢L̇udu, f〉〉(L2) =

∫
∆
〈〈F (u)♢L̇u, f〉〉(L2)du (4.28)

(пор. з (3.47)), коректність цього визначення доведено у [17].

Теорема 4.3.16. ([17], пор. з Теоремою 3.4.15) Для довільних
F ∈ (H−τ )⊗HC та ∆ ∈ B(R+)

розширений стохастичний інтеграл, а саме
∫
∆ F (u)d̂Lu, можна пред-

ставити у вигляді∫
∆
F (u)d̂Lu =

∫
∆
F (u)♢L̇udu ≡

∫
∆
F (u)♢〈◦, δu〉du ∈ (H−τ ). (4.29)

Зауваження 4.3.17. (пор. з Зауваженням 3.4.16) Як і у регулярному
випадку, рівність (4.28) (відповідно (4.25), (4.27)) зберігається для уза-
гальненої функції F (відповідно G) та вимірної множини ∆, описаних
у Зауваженні 4.2.4.

У якості прикладів застосування сформульованих результатів мо-
жна розглянути приклади з Підрозділу 3.4, замінивши скрізь (L2)−β

та (L2)−1 на (H−τ ).
Зауваження 4.3.18. Неважко показати, що результати, сформульо-
вані у Розділі 4, залишаються справедливими (з точністю до очевидних
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модифікацій), якщо розглянути простори (D′) та (D′)⊗HC замість прос-
торів (H−τ ) та (H−τ )⊗HC відповідно.

Вивченню зв’язку між аналогом розширеного стохастичного інтегра-
ла та віківським численням на просторах нерегулярних основних функ-
цій буде присвячено одну з наступних робіт автора.

Я щиро вдячний професору В. І. Герасименку за пропозицію напи-
сати цей огляд та всебічну підтримку.
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Моногенні функції в комутативних
алгебрах і еліптичні рівняння

математичної фізики
С. А. Плакса

Abstract. An algebraic-analytic approach to elliptic equations of mathe-
matical physics is developed at the Department of Complex Analysis and
Potential Theory of the Institute of Mathematics of the National Academy
of Sciences of Ukraine. This approach means a finding of commutative Ba-
nach algebra such that differentiable in the sense of Gâteaux functions with
values in this algebra have components satisfying the given equation with par-
tial derivatives. Such algebras are found for the biharmonic equation and the
three-dimensional Laplace equation and elliptic equations degenerating on an
axis that describe axial-symmetric potential fields. An use of differentiable in
the sense of Gâteaux functions given in commutative Banach algebras com-
bines the preservation of basic properties of analytic functions of a complex
variable for the mentioned differentiable functions and the convenience and
the simplicity of construction of solutions of PDEs.

Анотація. У відділі комплексного аналізу і теорії потенціалу Інституту
математики НАН України розвивається алгебраїчно-аналітичний підхід
до еліптичних рівнянь математичної фізики. Цей підхід полягає у зна-
ходженні комутативної банахової алгебри такої, що компоненти дифе-
ренційовних за Гато функцій зі значеннями в цій алгебрі задовольня-
ють задане рівняння з астинними похідними. Такі алгебри знайдені для
бігармонічного рівняння, тривимірного рівняння Лапласа і еліптичних
рівнянь з виродженням на осі, що описують осесиметричні потенціальні
поля. Використання диференційовних за Гато функцій, заданих в кому-
тативних банахових алгебрах, поєднує збереження основних властиво-
стей аналітичних функцій комплексної змінної для вказаних диференці-
йовних функцій зі зручністю і простотою побудови розв’язків рівнянь з
частинними похідними.
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1. ВСТУП. ПЕРЕДІСТОРІЯ
Визначаючи стаціонарне потенціальне соленоїдальне поле в одно-

зв’язній області тривимірного дійсного простору R3, вектор-функція V
задовольняє систему рівнянь divV = 0, rotV = 0, яку запишемо також
у розгорнутому вигляді:

∂v1
∂x

+
∂v2
∂y

+
∂v3
∂z

= 0,

∂v3
∂y

− ∂v2
∂z

= 0,
∂v1
∂z

− ∂v3
∂x

= 0,
∂v2
∂x

− ∂v1
∂y

= 0,

(1.1)

де V := (v1, v2, v3) і vk := vk(x, y, z) при k = 1, 2, 3 є дійснозначними
скалярними функціями декартових координат x, y, z.

При цьому існує скалярна потенціальна функція u(x, y, z) така, що
V = gradu :=

(
∂u
∂x ,

∂u
∂y ,

∂u
∂z

)
і u задовольняє тривимірне рівняння Лапла-

са
∆3u(x, y, z) :=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u(x, y, z) = 0. (1.2)

Очевидно, що у випадку плоского поля, коли v3 ≡ 0 та функції v1, v2
не залежать від z, рівняння системи (1.1) перетворюються в класичні
умови Коші-Рімана для компонент комплексного потенціалу

F (x+ iy) = v1(x, y) + iv2(x, y),

що є аналітичною функцією комплексної змінної x + iy. Більш того,
кожна аналітична функція F (x+ iy) задовольняє двовимірне рівняння
Лапласа (

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
F (x+ iy) ≡ F ′′(x+ iy)(12 + i2) = 0

через рівність 12 + i2 = 0 для одиниці 1 та уявної одиниці i алгебри
комплексних чисел.

Вагомим надбанням математики є опис плоских потенціальних по-
лів, які описуються двовимірним рівнянням Лапласа, за допомогою
аналітичних функцій комплексної змінної. Ефективність і легкість за-
стосування методів теорії аналітичних функцій комплексної змінної до
дослідження плоских потенціальних полів спонукає математиків до від-
шукання аналогічних методів для просторових полів.

М.О. Лаврентьєв (див., наприклад, [82, с. 205]) в загальних рисах
окреслив проблему розробки методів дослідження просторових потен-
ціальних полів, аналогічних до методів теорії аналітичних функцій
комплексної змінної. Такі методи, зокрема, можуть базуватися на від-
ображеннях алгебр гіперкомплексних чисел.
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Напевно, У. Гамільтон [72] зробив перші спроби побудувати алгебру,
асоційовану з тривимірним рівнянням Лапласа (1.2) у тому сенсі, щоб
компоненти гіперкомплексних функцій задовольняли рівняння (1.2).

У. Гамільтон [72] побудував некомутативну алгебру кватерніонів з
базисом {1, i, j, k} і таблицею множення

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j.

Використовуючи оператор ∇ := i ∂∂x + j ∂∂y + k ∂
∂z , він переписав рівнян-

ня (1.1) в еквівалентній формі ∇W (x, y, z) = 0 для функції

W (x, y, z) := iv1(x, y, z) + jv2(x, y, z) + kv3(x, y, z).

В цьому випадку рівняння (1.1) можна розглядати як аналоги умов
Коші-Рімана для функції W (x, y, z), що приймає значення в алгебрі
кватерніонів.

Г. Мойсіл і Н. Теодореску [31], Р. Фуетер [7] розглядали узагальнення
системи (1.1) для функцій зі значеннями в алгебрі кватерніонів.

Проте, не зважаючи на зручність і компактність запису ряду спів-
відношень для потенціальних полів у кватерніонній формі, довгий час
розвиток застосувань кватерніонних функцій був істотно обмежений
нерозвиненістю методів ефективної побудови таких функцій, як і функ-
цій, що приймають значення в інших некомутативних алгебрах.

Після відкриття У. Гамільтоном алгебри кватерніонів розпочався
бурхливий період побудови інших алгебр гіперкомплексних чисел. Зок-
рема, для опису лінійних асоціативних алгебр Б. Пірс [32] ввів поняття
нільпотентних та ідемпотентних елементів і побудував таблиці множен-
ня 163 алгебр розмірності, не більшої ніж 6, проте при цьому розглянув
не всі тривимірні та чотиривимірні алгебри. Е. Штуді [69] описав усі
асоціативні алгебри з одиницею до розмірності 4 включно над полем
дійсних і над полем комплексних чисел. К. Сегре [61] розглядав кому-
тативні алгебри мультикомплексних чисел. Такі алгебри будуються за
індукцією і мають розмірності 2n як алгебри над полем дійсних чисел
R. Зокрема, алгебра бікомплексних чисел (їх називають також кватер-
ніонами Сегре) має розмірність 4 над полем R. Е. Картан [3] довів, що у
будь-якій скінченновимірній асоціативній алгебрі з одиницею існує ба-
зис, що складається лише з нільпотентних та ідемпотентних елементів,
і вказав таблицю множення для такого базису.

Перші спроби використати комутативні алгебри для побудови роз-
в’язків тривимірного рівняння Лапласа дали негативний результат.

Нехай A – n-вимірна комутативна асоціативна банахова алгебра з
одиницею 1 над полем дійсних чисел R або над полем комплексних
чисел C, 3 ≤ n ≤ ∞. Нехай {e1, e2, e3} – частина базису алгебри A та



Моногенні функції в комутативних алгебрах 511

E3 := {ζ := xe1 + ye2 + ze3 : x, y, z ∈ R} – лінійна оболонка векторів
e1, e2, e3 над полем R.

Будемо використовувати однакове позначення Ω для області Ω ⊂ R3

та для області в E3, яка є конгруентною до області Ω.
Функцію Φ : Ω → A називають аналітичною в області Ω ⊂ E3, якщо

в деякому околі кожної точки ζ0 ∈ Ω вона може бути представлена у
вигляді суми збіжного степеневого ряду з коефіцієнтами, що належать
алгебрі A.

Г.А. фон Бек-Відманстеттер [1] довів наступне твердження:
Не існує тривимірної асоціативної комутативної над полем R алгебри
з одиницею e1 = 1 такої, щоб усі компоненти розкладу за базисом
{e1, e2, e3} аналітичної функції

Φ(xe1 + ye2 + ze3) = u1(x, y, z)e1 + u2(x, y, z)e2 + u3(x, y, z)e3,

відмінної від лінійної функції, задовольняли рівняння (1.2).
Не зважаючи на це, П.В. Кетчум [21] використав аналітичні функ-

ції зі значеннями в комутативних алгебрах для побудови розв’язків
тривимірного рівняння Лапласа (1.2). Він показав, що якщо лінійно
незалежні елементи e1, e2, e3 ∈ A задовольняють умову

e21 + e22 + e23 = 0, (1.3)

то кожна аналітична функція Φ(ζ) змінної ζ = xe1+ye2+ze3 задоволь-
няє рівняння (1.2) через співвідношення(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Φ(ζ) ≡ Φ′′(ζ) (e21 + e22 + e23) = 0, (1.4)

де Φ′′ := (Φ′)′ і Φ′ визначена рівністю dΦ = Φ′(ζ)dζ, як і в роботі
Г. Шефферса [59, 60].

П.В. Кетчум [21] назвав алгебру A гармонічною, якщо в ній існує
трійка лінійно незалежних векторів {e1, e2, e3}, які задовольняють рів-
ність (1.3). Таку трійку {e1, e2, e3} будемо називати також гармонічною.

П.В. Кетчум [21] розглядав згадану вище алгебру кватерніонів Сегре
як приклад гармонічної алгебри. Дійсно, в цій алгебрі таблиця множе-
ння для елементів базису {1, i, j, k} має вигляд: i2 = j2 = −1, k2 = 1,
ij = k, ik = −j, jk = −i. Тому в ній існує безліч гармонічних трійок,
зокрема: e1 =

√
2, e2 = i, e3 = j.

Разом з тим, П.В. Кетчум [20] зрозумів, що неможливо отримати
усі розв’язки тривимірного рівняння Лапласа (1.2) у формі компонент
аналітичних функцій, що приймають значення в скінченновимірній ко-
мутативній алгебрі. У роботі [20] він розглянув нескінченновимірний
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векторний простір, що містить гармонічну трійку векторів. Цей вектор-
ний простір не є алгеброю, але П. В. Кетчум довів, що множина компо-
нент аналітичних функцій, що приймають значення у такому просторі,
містить усі аналітичні розв’язки рівняння (1.2). М. Н. Рошкулець [57]
розглянув інший нескінченновимірний векторний простір з комутатив-
ним множенням для частини його елементів і гармонічною трійкою
векторів, а також функції, що приймають значення у такому просторі
та породжують розв’язки рівняння (1.2).

Л. Собреро [68] розглянув чотиривимірну комутативну асоціативну
алгебру над полем R з базисом {1, j, j2, j3} і правилом множення

j4 = −1− 2j2,

з якого випливає рівність (1+j2)2 = 0. Тому кожна аналітична функція
Φ(ζ) змінної ζ = x+ yj задовольняє бігармонічне рівняння(

∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
Φ(ζ) ≡ Φ(4)(ζ)(1 + j2)2 = 0.

І все-таки можна зазначити, що протягом перших ста років розви-
тку гіперкомплексного аналізу після відкриття У. Гамільтоном алгебри
кватерніонів застосування комутативних алгебр до побудови розв’язків
основних еліптичних рівнянь математичної фізики були доволі епізо-
дичними.

2. АЛГЕБРАЇЧНО-АНАЛІТИЧНИЙ ПІДХІД ДО ОСНОВНИХ ЕЛІПТИЧНИХ
РІВНЯНЬ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ

З середини 70-х років минулого століття в Інституті математики
НАН України спочатку в лабораторії комплексного аналізу, а потім
у створеному в 1989 році відділі комплексного аналізу і теорії потен-
ціалу систематично і послідовно розробляється алгебраїчно-аналітич-
ний підхід до основних еліптичних рівнянь математичної фізики, який
пов’язаний з використанням комутативних алгебр. Керівник лабора-
торії комплексного аналізу і перший завідувач відділу комплексного
аналізу і теорії потенціалу П. М. Тамразов мав тісне відношення до
започаткування досліджень у цьому напрямку і до реалізації вказано-
го підходу, розвиток якого значною мірою здійснювався завдяки його
підтримці.

Безпосередньо новий алгебраїчно-аналітичний підхід до еліптичних
рівнянь був започаткований І. П. Мельниченком [85].

Ідея такого підходу полягає у знаходженні комутативних асоціатив-
них банахових алгебр таких, щоб диференційовні за Гато функції зі
значеннями в цих алгебрах мали компоненти, які є розв’язками зада-
них рівнянь з частинними похідними.
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Згодом такі алгебри були знайдені І. П. Мельниченком для три-
вимірного рівняння Лапласа (див. [83, 85, 87]) і еліптичних рівнянь
з виродженням на осі, що описують осесиметричні потенціальні поля
(див. [86, 87]), В. Ф. Ковальовим і І. П. Мельниченком для двовимірного
бігармонічного рівняння (див. [80, 84]) і узагальненого бігармонічного
рівняння (див. [79]).

Слід підкреслити, що переважна більшість робіт іноземних авторів,
згаданих у попередньому розділі, стали відомі в Україні тільки у цьому
століття після появи їх електронних сканів у вільному доступі в інтер-
неті. Тому ряд результатів цих робіт були перевідкриті та узагальнені
вітчизняними розробниками нового алгебраїчно-аналітичного підходу
до основних еліптичних рівнянь математичної фізики.

Наступні покоління дослідників відділу комплексного аналізу і теорії
потенціалу Інституту математики НАН України (див., наприклад, ро-
боти автора та його учнів С. В. Грищука, В. С. Шпаківського, Р. П. Пу-
хтаєвича, Т. С. Кузьменко [12, 16, 26, 33, 34, 36, 38, 39, 65, 108]) продов-
жили дослідження в гіперкомплексному аналізі, започатковані І. П. Мель-
ниченком та В. Ф. Ковальовим.

2.1. Диференційовні функції в комутативних банахових алгеб-
рах. Диференційовність за Лорхом і за Гато. Очевидно, що ха-
рактеризація функцій, що задовольняють рівності (1.4), пов’язана з
питанням: у якому сенсі розуміється похідна в алгебрі A.

Добре відомо, що існують різні означення диференційовних функцій
в алгебрах. При виборі того чи іншого поняття диференційовної функ-
кції та її похідної цілком природнім є бажання поєднати широту класу
функцій, що задовольняють рівності (1.4), зі збереженням для функцій
цього класу основних властивостей аналітичних функцій комплексної
змінної.

Розглянемо функцію Φ: Ω → A, визначену в області Ω ⊂ E3, і різні
поняття диференційовності цієї функції.

Для відображень лінійних нормованих просторів використовуються
поняття похідної Фреше і похідної Гато. Ці похідні визначаються як лі-
нійні оператори. У випадку, який ми розглядаємо, це лінійні оператори,
що діють з E3 в A.

Раніше, для функцій, заданих в області скінченновимірної алгебри,
Г. Шефферс [59, 60] розглядав похідну як функцію, визначену у тій же
області, що і задана функція.

Узагальнюючи такий підхід на випадок відображень, заданих в обла-
сті довільної комутативної асоціативної банахової алгебри, Е. Лорх [27]
ввів похідну, яка також розуміється як функція, визначена у тій же
області, що і задана функція.
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Функція Φ: Ω → A називається диференційовною за Лорхом ([27]) в
області Ω ⊂ E3, якщо для кожної точки ζ ∈ Ω існує елемент Φ′

L(ζ) ∈ A
такий, що для кожного ε > 0 існує δ > 0 таке, що для всіх h ∈ E3, для
яких ‖h‖ < δ, виконується нерівність∥∥Φ(ζ + h)− Φ(ζ)− hΦ′

L(ζ)
∥∥ ≤ ‖h‖ε. (2.1)

Очевидно, що в нерівності (2.1) похідна Лорха Φ′
L(ζ) є функцією змінної

ζ, тобто Φ′
L : Ω → A.

Разом з тим відображення Bζ : E3 → A, що визначається рівністю
Bζh := hΦ′

L(ζ), є обмеженим лінійним оператором. Тому функція Φ,
яка є диференційовною за Лорхом в області Ω, має похідну Фреше Bζ
в кожній точці ζ ∈ Ω (див. [19, с. 115]). Обернене твердження, взагалі
кажучи, є хибним, як показує приклад у монографії [19, с. 116].

Зазначимо, що диференційовними за Лорхом функціями в комута-
тивних асоціативних банахових алгебрах над полем C є, зокрема, го-
ловні продовження (див., наприклад, [19, p. 165]) аналітичних функ-
цій комплексної змінної. Якщо комплексна функція F є аналітичною в
області D ⊂ C, то для усіх ζ ∈ A, спектр яких міститься в D, головне
продовження функції F виражається рівністю

1

2πi

∫
Γζ

F (t)(t− ζ)−1dt, (2.2)

де Γζ – довільна замкнена спрямлювана жорданова крива в D, яка
охоплює спектр елемента ζ.

Деякі властивості, подібні до властивостей аналітичних функцій ком-
плексної змінної, були встановлені для функцій, диференційовних за
Лорхом [27] у довільній опуклій області комутативної банахової алге-
бри. Зокрема, інтегральна теорема Коші та інтегральна формула Ко-
ші, розклад Тейдора у степеневий ряд і теорема Морера були доведені
Е. Лорхом у роботі [27] у такий спосіб, як і для аналітичних функцій
комплексної змінної. Умову опуклості області у цих результатах було
знято в роботі Е. Блюма [2].

Використовуючи диференціал Гато, І. П. Мельніченко [85] розглянув
похідну Гато також як функцію Φ′

G : Ω → A3.
Ми кажемо, що функція Φ: Ω → A є диференційовною за Гато в

області Ω ⊂ E3, якщо для кожної точки ζ ∈ Ω існує елемент Φ′
G(ζ) ∈ A

такий, що
lim

δ→0+0
(Φ(ζ + δh)− Φ(ζ)) δ−1 = hΦ′

G(ζ), ∀h ∈ E3. (2.3)

Очевидно, що похідна Гато Φ′
G(ζ) є функцією змінної ζ та є узагаль-

ненням класичної похідної за напрямком.
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Ліва частина рівності (2.3) називається диференціалом Гато функ-
ції Φ. Добре відомо, що в загальному випадку диференціал Гато може
не бути лінійним оператором відносно h. Проте, очевидно, якщо існує
похідна Гато Φ′

G(ζ), то диференціал Гато (2.3) є обмеженим лінійним
оператором відносно h. Разом з тим, обернене твердження, взагалі ка-
жучи, є хибним, як показує той самий, згаданий вище, приклад у мо-
нографії [19, с. 116].

Зауважимо, що обидва означення: похідної Лорха (2.1) і похідної Га-
то (2.3), – враховують існування необоротних елементів h в алгебрі A,
оскільки в цих означеннях не використовується ділення на елементи
алгебри на відміну від класичного означення похідної функції компле-
ксної змінної.

Очевидно, що функція Φ, диференційовна за Лорхом в області Ω, є
також диференційовною за Гато і Φ′

L(ζ) = Φ′
G(ζ) для всіх ζ ∈ Ω. Обер-

нене твердження, очевидно, не є істинним подібно до того, як існування
похідних у точці за усіма напрямками не гарантує сильної диференці-
йовності (і навіть неперервності) функції у цій точці.

Розглянемо трійку лінійно незалежних елементів {e1, e2, e3} в алгебрі
A, яка містить одиницю цієї алгебри. Нехай для конкретності e1 = 1.
Тоді очевидно, що з рівності (2.3) випливає наступне твердження:
Якщо функція Φ : Ω → A є диференційовною за Гато в області Ω ⊂ E3,
то в усіх точках цієї області існують частинні похідні ∂Φ/∂x, ∂Φ/∂y,
∂Φ/∂z і при цьому виконуються рівності:

∂Φ

∂y
=
∂Φ

∂x
e2,

∂Φ

∂z
=
∂Φ

∂x
e3. (2.4)

Обернене твердження хибне подібно до того, як у класичній теорії
функцій комплексної змінної існування частинних похідних функції та
виконання умов Коші-Рімана не є достатніми умовами для існування
комплексної похідної цієї функції.

У випадку скінченновимірної алгебри наступне твердження доводи-
ться повністю аналогічно до відповідної теореми про диференційовність
функцій комплексної змінної:
Якщо розмірність n алгебри A скінченна та у розкладі

Φ(xe1 + ye2 + ze3) =
n∑
k=1

Uk(x, y, z) ek, (2.5)

функції Φ : Ω → A за базисом {e1, e2, . . . , en} алгебри A функції Uk є R-
диференційовними в Ω, тобто

Uk(x+∆x, y +∆y, z +∆z)− Uk(x, y, z) =
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=
∂Uk(x, y, z)

∂x
∆x+

∂Uk(x, y, z)

∂y
∆y +

∂Uk(x, y, z)

∂z
∆z+

+ o
(√

(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2
)
, (∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2 → 0,

та умови (2.4) виконуються в області Ω, то функція Φ є диференці-
йовною за Лорхом в цій області.

В [85] І. П. Мельніченко запропонував розглядати в рівностях (1.4)
двічі диференційовні за Гато функції. Дійсно, вибираючи послідовно
базисні елементи e1, e2, e3 у якості вектора h у рівностях вигляду (2.3),
що визначають похідні Φ′

G(ζ) та Φ′′
G(ζ), отримуємо рівності

∂2Φ

∂x2
= e21Φ

′′
G(ζ),

∂2Φ

∂y2
= e22Φ

′′
G(ζ),

∂2Φ

∂z2
= e23Φ

′′
G(ζ),

Тому ∆3Φ(ζ) ≡ Φ′′
G(ζ)(e

2
1 + e22 + e23), ζ = xe1 + ye2 + ze3.

Отже, якщо базисні елементи e1, e2, e3 задовольняють умову (1.3),
то кожна двічі диференційовна за Гато функція Φ : Ω → A задоволь-
няє тривимірне рівняння Лапласа (1.2) в області Ω. Навпаки, якщо
існує двічі диференційовна за Гато функція Φ : Ω → A, яка задовольняє
рівняння (1.2) в Ω і елемент Φ′′(ζ) є оборотним, принаймні, в одній
точці ζ ∈ Ω, то виконується рівність (1.3).

Зазначимо, що диференційовні за Гато функції, що приймають зна-
чення в комутативній асоціативній банаховій алгебрі, своєю чергою,
утворюють функціональну алгебру, тобто досить широкий клас функ-
цій. Тому вони можуть бути легко побудовані. Таким чином, зв’язок
між цими функціями і розв’язками рівнянь з частинними похідними є
важливим для побудови вказаних розв’язків.

2.2. Тривимірні гармонічні алгебри. К. С. Кунц в [24] розвинув
метод формальної побудови розв’язків тривимірного рівняння Лапла-
са (1.2) з використанням степеневих рядів у довільній гармонічній ал-
гебрі над полем C. Разом з тим, він зазначив, що «there does not appear
to be a suitable three-dimensional harmonic algebra».

Задача про побудову тривимірної гармонічної алгебри A з одиницею
була повністю розв’язана І. П. Мельніченком [83, 85, 87]. У роботі [85]
І. П. Мельніченко встановив що не існує гармонічних базисів {e1, e2, e3}
з одиницею e1 = 1 у тривимірних комутативних асоціативних алгебрах
над полем R, проте він побудував таблицю множення тривимірної гар-
монічної алгебри над полем C.

Теорема 2.3 (І. П. Мельніченко, [85]). Комутативна асоціативна ал-
гебра A є гармонічною, якщо таблиця множення для базису {e1, e2, e3}
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має вигляд
eke1 = ek, k = 1, 2, 3;

e2e2 = −1

2
e1 −

i

2
(sinω)e2 +

i

2
(cosω)e3,

e2e3 =
i

2
(cosω)e2 +

i

2
(sinω)e3,

e3e3 = −1

2
e1 +

i

2
(sinω)e2 −

i

2
(cosω)e3,

де i – уявна комплексна одиниця і ω ∈ C.
Якщо функція Φ : Ω → A є диференційовною за Гато в області

Ω ⊂ E3, то компоненти Uk, k = 1, 2, 3, розкладу (2.5) при n = 3
породжують вектори
V1 :=

(
ReU1,−1

2ReU2,−1
2ReU3

)
, V2 :=

(
ImU1,−1

2 ImU2,−1
2 ImU3

)
такі, що їх координати задовольняють рівняння (1.1).

Щоб довести теорему 2.3 І. П. Мельніченко, як і Г. А. фон Бек-Від-
манстеттер [1], записав систему алгебраїчних рівнянь для структур-
них констант алгебри та показав, що ця система має тільки комплексні
розв’язки.

Пізніше І .П. Мельніченко [83] розвинув значно простий метод дове-
дення, який базується на описі усіх комутативних асоціативних алгебр
певної розмірності, при цьому задача знаходження гармонічної алге-
бри конкретизується як задача про знаходження гармонічних базисів
у конкретних алгебрах. В результаті І. П. Мельніченко [83, 87] знайшов
усі тривимірні гармонічні алгебри та розвинув метод для знаходження
усіх гармонічних базисів у цих алгебрах.

З результатів роботи Е. Штуді [69] випливає, що існують тільки 4
тривимірні (позначимо їх A1, A2, A3 і A4) комутативні асоціативні ал-
гебри з одиницею над полем комплексних чисел.

Нехай A1 – напівпроста алгебра з ідемпотентними елементами в ба-
зисі {I1, I2, I3} і таблицею множення:

I2
1 = I1, I2

2 = I2, I2
3 = I3, I1I2 = I1I3 = I2I3 = 0.

Тут 1 = I1 + I2 + I3.
Алгебри A2, A3 і A4 містять радикали.
Нехай A2 – алгебра з базисом {I1, I2, ρ} і таблицею множення:
I2
1 = I1, I2

2 = I2, I1I2 = 0, ρ2 = 0, I1ρ = 0, I2ρ = ρ.

Тут 1 = I1 + I2, і ρ породжує одновимірний радикал алгебри.
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Алгебри A3 та A4 мають базис {1, ρ1, ρ2}, де ρ1 і ρ2 належать до
радикалів цих алгебр. Таблиця множення в алгебрі A3 має вигляд:

ρ21 = ρ2, ρ22 = 0, ρ1ρ2 = 0,

а таблиця множення в алгебрі A4 – такого вигляду:
ρ21 = ρ22 = ρ1ρ2 = 0.

Таким чином, алгебри A3 та A4 мають двовимірні радикали.

Теорема 2.4 (I. P. Mel’nichenko, [85]). Не існує гармонічних базисів
в тривимірній комутативній асоціативній алгебрі з одиницею над
полем R.

Теорема 2.5 (I. P Mel’nichenko [83, 87]). Алгебра A4 не є гармонічною.
Алгебри A1, A2, A3 є гармонічними.

Усі гармонічні базиси в алгебрах A1, A2, A3 описані в монографії [87].
Зазначимо, що в напівпростій алгебрі A1, зокрема, міститься сім’я гар-
монічних базисів, побудована в теоремі 2.3.
2.6. Моногенні функції. Розглянемо поняття моногенної функції

Φ: Ω → A.
Ми говоримо, що функція Φ: Ω → A моногенна в області Ω ⊂ E3,

якщо Φ неперервна і диференційовна за Гато в кожній точці області Ω.
Ми використовуємо поняття моногенної функції у сенсі існування

для неї похідних чисел (див. [8, 105]) у поєднанні з неперервністю цієї
функції.

У науковій літературі назва моногенна функція використовується
також для функцій, які задані у некомутативних алгебрах і задоволь-
няють деякі умови, подібні до класичних умов Коші-Рімана (див., на-
приклад, [58]). Такі функції називають також регулярними (див., на-
приклад, [70]) або гіперголоморфними (див., наприклад, [23]).

У роботах [34, 38, 40, 45, 53, 66, 99, 100, 103, 111] ми розглядали мо-
ногенні функції в тривимірних гармонічних алгебрах, а в роботах [39,
47] – моногенні функції в конкретних n-вимірних алгебрах, маючи на
меті доведення для них аналогів основних теорем теорії аналітичних
функцій комплексної змінної. Ми розвинули наступну схему дослідже-
ння:
• спочатку потрібно отримати конструктивний опис (тобто представ-

лення) моногенних функцій за допомогою аналітичних функцій ком-
плексних змінних;

• потім потрібно встановити, що моногенні функції мають неперервні
похідні Гато усіх порядків і є також диференційовними за Лорхом;
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• нарешті, потрібно довести для моногенних функцій інтегральні тео-
реми й отримати розклади в ряди Тейлора і Лорана.
Деякі фрагменти цієї схеми дослідження були розвинені І. П. Мель-

ніченком і автором (див. [34, 87, 90]) для моногенних функцій в не-
скінченно вимірній комутативній банаховій алгебрі, асоційованій з осе-
симетричними потенціальними полями, а також І. П. Мельніченком і
В. Ф. Ковальовим (див. [78, 80]), С. В. Грищуком і автором (див. [12,
34, 38, 76]) для моногенних функцій у двовимірній алгебрі, асоційова-
ній з бігармонічним рівнянням. В. С. Шпаківський [62, 63, 65] поширив
вказану схему дослідження на випадок моногенних функцій, заданих
у довільній скінченновимірній комутативній асоціативній алгебрі.

Окреслимо шлях до встановлення конструктивних описів моноген-
них функцій за допомогою аналітичних функцій комплексних змінних.

В теорії комутативних банахових алгебр доведено наступне фунда-
ментальне твердження (див., наприклад, [19, p. 145]):
Для будь-якої комутативної банахової алгебри A з одиницею над полем
комплексних чисел C і для будь-якого максимального ідеалу I алгебри
A фактор-алгебра A/I ізоморфна полю C.

Нехай f : A → C – лінійний мультиплікативний функціонал такий,
що I є його ядром і f(1) = 1 (див., наприклад, [19, p. 146]).

Початковим пунктом згаданого вище шляху до встановлення кон-
структивних описів моногенних функцій є наступне твердження: якщо
для моногенної функції Φ: Ω → A область Ω є опуклою «у напрямку»
максимального ідеалу I і ζ1− ζ2 ∈ I, то різниця Φ(ζ1)−Φ(ζ2) належить
до того ж самого ідеалу I.

Внаслідок цього, можна визначити лінійний оператор A, який ко-
жній моногенній функції Φ : Ω → A ставить у відповідність функцію
F : D → C за формулою F (f(ζ)) := f(Φ(ζ)) для всіх ζ ∈ Ω. Функція F
визначена в області D := f(Ω), де f(Ω) – образ області Ω при відобра-
женні f . Більш того, F – аналітична функція в D, що встановлюється,
спираючись на теорему 21 Ю. Ю. Трохимчука з монографії [105].

Розглядаючи узагальнено обернений оператор A(−1), який задоволь-
няє рівність AA(−1)A = A, легко переконатися, що значення моногенної
функції Φ−A(−1)AΦ належать ідеалу I для кожної моногенної функції
Φ : Ω → A.

Нарешті, у випадку довільної скінченновимірної комутативної асоці-
ативної алгебри A виявилось можливим проінтегрувати умови (2.4) для
моногенної функції Φ : Ω → I та з використанням результату Г. Толсто-
ва з роботи [71] описати усі моногенні функції, що приймають значення
в ідеалі I, за допомогою аналітичних функцій комплексних змінних.
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2.7. Конструктивні описи моногенних функцій в тривимірних
гармонічних алгебрах. Спочатку окреслена вище схема досліджен-
ня була реалізована в роботах [34, 38, 45, 66, 100, 111] для моногенних
функцій в тривимірній гармонічній алгебрі A3 з двовимірним радика-
лом.

Нехай A = A3 і для простоти викладу розглянемо конкретний гар-
монічний базис в A3, а саме: e1 = 1, e2 = i+ ρ2, e3 = (1− i)ρ1. У цьому
випадку усі необоротні елементи в E3 розміщені на осі Oz та належать
до радикала, який є єдиним максимальним ідеалом алгебри A3.

Скажемо, що область Ω ⊂ R3 є опуклою в напрямку прямої L, якщо
Ω містить кожен відрізок, що сполучає точки (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ Ω
та є паралельним до L.

Конструктивний опис моногенних функцій, що приймають значення
в алгебрі A3, за допомогою аналітичних функцій комплексної змінної
отримано в роботі [100]:

Теорема 2.8. Якщо область Ω – опукла в напрямку осі Oz, то для
кожної моногенної функції Φ : Ω → A3 існує єдина трійка комплексних
аналітичних в області D = {x + iy : xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω} функцій F ,
F1, F2 така, що Φ представляється у вигляді:

Φ(ζ) = F (ξ) +
(
(1− i)zF ′(ξ) + F1(ξ)

)
ρ1+

+
(
yF ′(ξ)− iz2F ′′(ξ) + (1− i)zF ′

1(ξ) + F2(ξ)
)
ρ2,

ξ = x+ iy, ∀ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω.

(2.6)

При доведенні теореми 2.8 використовується визначений в поперед-
ньому підрозділі оператор A, при цьому F = AΦ та узагальнено оберне-
ний оператор A(−1) задається в явному вигляді рівністю (2.2) як голов-
не продовження комплексної аналітичної функції F в область Ω ⊂ E3.

Зазначимо, що умова опуклості області Ω в напрямку осі Oz є істо-
тною для справедливості теореми 2.8, що підтверджується побудовою
прикладу (див. [34, 38, 100]).

Наведемо конструктивні описи моногенних функцій, що приймають
значення в алгебрі A1 або в алгебрі A2.

Для простоти викладу розглянемо конкретний гармонічний базис в
алгебрі A2, а саме: e1 = 1, e2 = iI1 + ρ, e3 = iI2. В цьому випадку усі
необоротні елементи в E3 розміщені на осях Oy і Oz.

Розглянемо також конкретний гармонічний базис в алгебрі A1, а са-
ме:

e1 = 1, e2 = iI1 +
√
2
2 iI3, e3 = iI2 −

√
2
2 iI3.
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В цьому випадку усі необоротні елементи в E3 розміщені на осях Oy,
Oz і на прямій L := {t(e2 + e3) : t ∈ R}.

Позначимо

D1 := {x+ iy : xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω},
D2 := {x+ iz : xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω},

D3 := {x+
√
2
2 i(y − z) : xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω}.

Тепер ми можемо сформулювати наступні теореми, аналогічні за змі-
стом до теореми 2.8:

Теорема 2.9 ([53]). Нехай A = A1 і область Ω ⊂ E3 – опукла в нап-
рямку осей Oy, Oz і прямої L. Тоді для кожної моногенної функції
Φ : Ω → A1 існує єдина трійка комплексних функцій F1, F2, F3 така,
що Φ представляється у вигляді

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 + F3(ξ3)I3,
∀ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω,

при цьому Fk – аналітична функція в області Dk при k = 1, 2, 3 і
ξ1 = x+ iy, ξ2 = x+ iz, ξ3 = x+

√
2
2 i(y − z).

Теорема 2.10 ([99]). Нехай A=A2 і область Ω⊂E3 – опукла в нап-
рямку осей Oy і Oz. Тоді для кожної моногенної функції Φ : Ω → A2

існує єдина трійка комплексних функцій F0, F1, F2 така, що Φ пред-
ставляється у вигляді

Φ(ζ) = F1(ξ1)I1 + F2(ξ2)I2 +
(
yF ′

2(ξ2) + F0(ξ2)
)
ρ,

∀ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ω,

при цьому F1 – аналітична функція в області D1, F2, F0 – аналітичні
функції в області D2 та ξ1 = x+ iy, ξ2 = x+ iz.

При доведенні теорем 2.9 і 2.10 було подолано окреслений в поперед-
ньому підрозділі шлях до встановлення конструктивних описів моно-
генних функцій за допомогою аналітичних функцій комплексних змін-
них. Зауважимо, що при цьому було неможливо використати головні
продовження аналітичних функцій комплексної змінної (які, взагалі
кажучи, не визначені в області Ω, де задана моногенна функція Φ) по-
дібно до того, як це було зроблено раніше у роботах [34, 38, 76, 100]
для моногенних функцій, що приймають значення в алгебрах з єдиним
максимальним ідеалом. Але вдалося побудувати в явному вигляді інші



522 С. А. Плакса

оператори, які комплексним аналітичним функціям ставлять у відпо-
відність моногенні функції, визначені у заданій області Ω (див. [40, 53,
99]).

2.11. Моногенні функції в тривимірній гармонічній алгебрі з
двовимірним радикалом. Розглянемо властивості моногенних функ-
цій в тривимірній гармонічній алгебрі A3 з двовимірним радикалом. Ал-
гебру A3 при цьому розглядаємо як модельний випадок, обмежуючись
лише деякими зауваженнями стосовно результатів в інших тривимір-
них гармонічних алгебрах.

Рівність (2.6) можна переписати у наступному вигляді (див. [34])

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
Γζ

(
F (t) + ρ1F1(t) + ρ2F2(t)

)
(t− ζ)−1dt (2.7)

при всіх ζ ∈ Ω, де Γζ – довільна замкнена жорданова спрямлювана
крива в D, яка гомотопна у точці ξ = f(ζ) та охоплює цю точку, тобто
Φ виражається через головні продовження аналітичних функцій F , F1,
F2 в область Ω.

З рівності (2.7) випливає, що функція Φ є диференційовною за Лор-
хом в області Ω. Використовуючи рівність (2.7), ми отримуємо насту-
пний вираз для похідної Лорха n-го порядку, яка тотожна з похідною
Гато n-го порядку при всіх ζ ∈ Ω:

Φ(n)(ζ) =
n!

2πi

∫
Γζ

(
F (t) + ρ1F1(t) + ρ2F2(t)

)(
(t− ζ)−1

)n+1
dt. (2.8)

Зауважимо, що для моногенної функції Φ : Ω → A3, визначеної у
довільній області Ω ⊂ E3, рівності (2.6)-(2.8) виконуються, принаймні,
локально в деякому околі кожної точки ζ ∈ Ω.

Отже, кожна моногенна функція Φ : Ω → A3 задовольняє рівно-
сті (1.4) в області Ω. Більш того, з рівності (2.6) випливає, що її компо-
ненти Uk, k = 1, 2, 3, розкладу (2.5) при n = 3 є R-диференційовними
в області Ω.

У роботах [34, 45, 66, 111] для моногенних функцій Φ : Ω → A3,
заданих у довільній області Ω ⊂ E3, ми встановили основні властивості,
які є аналогічними до властивостей аналітичних функцій комплексної
змінної, тобто доведено аналоги інтегральної теореми та інтегральної
формули Коші, теореми Морера, теореми єдиності, розкладу Тейлора
у степеневий ряд.

На відміну від подібних результатів Е. Лорха [27] і Е. Блюма [2],
моногенні функції Φ : Ω → A3 задані тільки в області Ω з лінійної
оболонки E3, а не в області з усієї алгебри.



Моногенні функції в комутативних алгебрах 523

Доведення наступної теореми, що містить інтегральну формулу Коші
для моногенних функцій Φ : Ω → A3, можна знайти в роботах [34, 45,
66]:

Теорема 2.12. Нехай Ω – опукла в напрямку осі Oz область і нехай
Φ : Ω → A3 – моногенна функція в області Ω. Тоді для кожної точки
ζ0 ∈ Ω виконується наступна рівність:

Φ(ζ0) =
1

2πi

∫
γζ

Φ(ζ) (ζ − ζ0)
−1 dζ,

де γζ – довільна замкнена жорданова спрямлювана крива в області Ω,
яка охоплює один раз пряму {ζ0 + ze3 : z ∈ R} і є гомотопною точці
ζ0.

Підкреслимо, що інтегральна формула Коші, яка встановлена у ро-
ботах [2, 27], не застосовна до моногенної функції Φ : Ω → A3, оскільки
в ній інтегрування здійснюється вздовж кривої, на якій функція Φ,
взагалі кажучи, не визначена.

Зазначимо, що теорема 2.12 та інші інтегральні теореми доведені в
роботах [34, 45, 66] для функцій, що приймають значення в алгебрі A3,
але, як випливає з їх доведення, залишаються істинними для моноген-
них функцій у будь-якій тривимірній гармонічній алгебрі.

В наступній теоремі даються різні еквівалентні означення моногенної
функції (див. [34, 66]):

Теорема 2.13. Функція Φ : Ω → A3 є моногенною в довільній області
Ω ⊂ E3 тоді й тільки тоді, коли виконується одна з наступних умов:

(I) компоненти Uk, k = 1, 2, 3, розкладу (2.5) при n = 3 є R-дифе-
ренційовними функціями в області Ω та умови (2.4) виконуються в
цій області;

(II) в кожній кулі f ⊂ Ω існує єдина трійка аналітичних в обла-
сті f(f) функцій F , F1, F2 така, що функція Φ представляється у
вигляді (2.6);

(III) функція Φ неперервна в області Ω та виконується рівність∫
∂△

Φ(ζ)dζ = 0

для кожного трикутника 4 ⊂ Ω, який розуміється як плоска фігура,
обмежена трьома відрізками, що з’єднують його вершини, при цьому
∂4 – межа трикутника 4 у топології його площини;

(IV) функція Φ є аналітичною в області Ω, тобто для кожної то-
чки ζ0 ∈ Ω існує окіл, в якому функція Φ представляється у вигляді
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суми збіжного степеневого ряду

Φ(ζ) =

∞∑
k=0

ck (ζ − ζ0)
k, ck ∈ A3.

У роботі [37] послаблено одну з умов моногенності для функції Φ :
Ω → A3, а саме показано, що диференційовна за Гато і локально обме-
жена в області Ω функція є моногенною в цій області.

В. С. Шпаківський [111] отримав розклади Лорана для моногенних
функцій, що приймають значення в алгебрі A3, і дав класифікацію осо-
бливостей цих функцій. Зокрема, він показав, що ізольована особлива
точка у такої моногенної функції може бути лише усувною. У випад-
ку, коли функція має неусувну особливість в точці ζ0, усі точки прямої
{ζ0 + ze3 : z ∈ R} є також особливими.

Розклади Тейлора і Лорана для моногенних функцій, що приймають
значення в алгебрі A2, отримані Р. П. Пухтаєвичем у роботі [103].

У роботі [101] ми обчислили логарифмічний лишок для моногенних
функцій, що приймають значення в алгебрі A3. Для моногенних функ-
цій, що приймають значення в алгебрі A2, логарифмічний лишок об-
числено в роботі [54]. При цьому в роботах [54, 101] показано, що ло-
гарифмічний лишок залежить не тільки від нулів та особливих точок
функції, але також і від точок, у яких функція приймає значення з іде-
алів алгебри. Дещо раніше подібний результат було отримано в робо-
ті [77] для моногенних функцій, що приймають значення у двовимірній
алгебрі, асоційованій з бігармонічним рівнянням.

Зауважимо, що кожна з формул (2.6), (2.7) задає моногенне продов-
ження функції Φ в циліндричну область {ζ = x+ye2+ze3 : x+ iy ∈ D}.

Визначимо логарифмічний лишок моногенної функції. Нехай

ζ0 := x0 + y0e2 + z0e3 ∈ E3

і функція Φ : Kζ0(0, R) → A3 моногенна в кільцевій циліндричній обла-
сті

Kζ0(0, R) := {ζ = x+ ye2 + ze3 : 0 < (x− x0)
2 + (y − y0)

2 < R2, z ∈ R}.

Якщо при цьому логарифмічна похідна Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1 також є моно-
генною функцією в області Kζ0(0, R), то логарифмічним лишком функ-
ції Φ в точці ζ0 назвемо інтеграл

1

2πi

∫
Γζ0 (r)

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ, (2.9)

де Γζ0(r) := {ζ = x+ ye2 + z0e3 : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2} і r < R.



Моногенні функції в комутативних алгебрах 525

З теореми 2.13 випливає, що величина логарифмічного лишку не за-
лежить від r при 0 < r < R й, крім того, справедлива рівність∫

Γζ1 (r)

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ =

∫
Γζ0 (r)

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ, ∀ζ1 = ζ0 + z1e3,

іншими словами, логарифмічні лишки функції Φ в усіх точках прямої
{ζ0 + ze3 : z ∈ R} однакові.

Введемо допоміжні означення. Нехай ζ0 := x0+y0e2+z0e3 і в області
Kζ0(0, R) моногенна функція Φ подається у вигляді

Φ(ζ) = (ζ − ζ0)
n0ϕ0(ζ) + ψ(ζ)ρ1 + φ(ζ)ρ2, (2.10)

де n0 – деяке ціле число, ϕ0 – моногенна в циліндричній області
Kζ0(R) := {ζ = x+ ye2 + ze3 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 < R2, z ∈ R}

функція, яка не приймає в цій області значень в радикалі
I := {λ1ρ1 + λ2ρ2 : λ1, λ2 : R},

а ψ і φ – моногенні в області Kζ0(0, R) функції. У випадку, коли функ-
ція Φ моногенна в області Kζ0(0, R) та не приймає в цій області значень
в радикалі I, назвемо пряму {ζ0 + ze3 : z ∈ R} сингулярністю лога-
рифмічної похідної функції Φ, якщо точка ζ0 є неусувною особливою
точкою функції Φ або ж Φ(ζ0) ∈ I. Якщо при цьому функція Φ подає-
ться у вигляді (2.10), то показник степеня n0 в розкладі (2.10) назвемо
показником сингулярності логарифмічної похідної функції Φ в точці
ζ0.

В наступній теоремі обчислено логарифмічний лишок для моноген-
них функцій, що приймають значення в алгебрі A3.

Теорема 2.14 ([101]). Нехай D – область в комплексній площині та
функція Φ моногенна скрізь в області

Dζ := {ζ = x+ ye2 + ze3 : x+ iy ∈ D}

за винятком, можливо, деякої множини особливих точок. Нехай об-
ласть G, яка компактно належить області D, обмежена замкненою
жордановою спрямлюваною кривою γ і така, що в області

Gζ := {ζ = x+ ye2 + ze3 : x+ iy ∈ G}

міститься лише скінченна множина {Lk}mk=1 сингулярностей
Lk := {ζk + ze3 : z ∈ R}

логарифмічної похідної функції Φ, при цьому показник сингулярності
nk логарифмічної похідної функції Φ в точці ζk скінченний при всіх
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k = 1, 2, . . . ,m, а межа ∂Gζ області Gζ не містить вказаних сингу-
лярностей. Тоді справедлива рівність

1

2πi

∫
γζ

Φ′(ζ)(Φ(ζ))−1dζ = NF − PF , (2.11)

де γζ – замкнута жорданова спрямлювана крива, яка лежить на по-
верхні ∂Gζ та гомотопна кривій {x + ye2 : x + iy ∈ γ}, а NF і PF –
відповідно число нулів і полюсів функції F (з розкладу (2.6) функції Φ)
в області G з урахуванням їх кратності.

У роботах [46, 48] ми встановили достатні умови для існування гра-
ничних значень аналога інтеграла типу Коші, що приймає значення в
алгебрі A3, і довели аналоги формул Сохоцького-Племеля. У роботі [55]
встановлено також достатні умови існування граничних значень інте-
гралу типу Коші, що приймає значення в алгебрі A2. Слід зазначити,
що структура дільників нуля у цій алгебрі призводить до збільшення
числа областей визначення для такого інтеграла та до ускладнення їх
геометрії.

2.15. Моногенні функції в скінченновимірних комутатив-
них асоціативних алгебрах. У роботах [39, 47] ми розглянули мо-
ногенні функції у двох конкретних n-вимірних алгебрах і за описаною
в підрозділі 2.6 схеми довели для них ряд аналогів основних теорем
теорії аналітичних функцій комплексної змінної.

Використовуючи таблицю множення для базису Е. Картана [3] у
довільній скінченновимірній комутативній асоціативній алгебрі з оди-
ницею, В. С. Шпаківський [62, 63, 65] розвинув описану в підрозділі
2.6 схему дослідження на випадок моногенних функцій, що приймають
значення в скінченновимірних комутативних асоціативних алгебрах.

Нехай A – довільна n-вимірна комутативна асоціативна алгебра з
одиницею над полем комплексних чисел. Е. Картан у роботі [3] довів,
що в алгебрі A існує базис {Ik}nk=1 і існують структурні константи Csr,k
такі, що виконуються наступні правила множення:

1) ∀r, s ∈ [1,m] ∩ N : IrIs =

{
0 при r 6= s,

Ir при r = s;

2) ∀r, s ∈ [m+ 1, n] ∩ N : IrIs =
n∑

k=max{r,s}+1

Csr,kIk ;

3) ∀s ∈ [m+ 1, n] ∩ N∃! us ∈ [1,m] ∩ N ∀r ∈ [1,m] ∩ N :

IrIs =

{
0 при r 6= us,

Is при r = us,
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де N – множина натуральних чисел. Очевидно, що перші m базисних
векторів {Iu}mu=1 є ідемпотентами та породжують напівпросту підалге-
бру S алгебри A, а вектори {Ir}nr=m+1 породжують нільпотентну під-
алгебру N цієї алгебри. Надалі алгебру A з базисом Картана познача-
тимемо Amn . Одиницею алгебри Amn є елемент 1 =

m∑
u=1

Iu.
Алгебра Amn містить m максимальних ідеалів

Iu :=

{
n∑

k=1,k ̸=u
λkIk : λk ∈ C

}
, u = 1, 2, . . . ,m.

Визначимо m лінійних неперервних мультиплікативних функціоналів
fu : Amn → C рівностями

fu(Iu) = 1, fu(ω) = 0, ∀ω ∈ Iu, u = 1, 2, . . . ,m.

Нехай

e1 = 1, e2 =

n∑
r=1

arIr, e3 =

n∑
r=1

brIr

при ar, br ∈ C – трійка векторів в алгебрі Amn , які лінійно незалежні над
полем R. Для кожного ζ = xe1 + ye2 + ze3, де x, y, z ∈ R, розглянемо
ξu := fu(ζ) = x + yau + zbu, u = 1, 2, . . . ,m. Для області Ω ⊂ E3 через
Du позначимо область комплексної площини, на яку Ω відображується
функціоналом fu.

У роботі [65] доведено наступне представлення резольвенти:

(te1 − ζ)−1 =

m∑
u=1

1

t− ξu
Iu +

n∑
s=m+1

s−m+1∑
k=2

Qk,s

(t− ξus)
k
Is (2.12)

∀t ∈ C : t 6= ξu, u = 1, 2, . . . ,m,

де Qk,s визначені такими рекурентними співвідношеннями:

Q2,s := Ts, Qk,s :=

s−1∑
r=k+m−2

Qk−1,rBr,s, k = 3, 4, . . . , s−m+ 1.

при

Ts := yas + zbs, Br,s :=
s−1∑

k=m+1

TkC
k
r,s, s = m+ 2, . . . , n,

а натуральні числа us визначені у правилі 3) таблиці множення алгебри
Amn .
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Зі співвідношень (2.12) випливає, що точки (x, y, z) ∈ R3, які відпо-
відають необоротним елементам ζ ∈ Amn , лежать на прямих

Lu :

{
x+ yReau + zRebu = 0,

yImau + zImbu = 0.

Наступна теорема містить представлення моногенних функцій, що
приймають значення в алгебрі Amn , через аналітичні функції компле-
ксних змінних.

Теорема 2.16 (В. С. Шпаківський [65]). Нехай область Ω ⊂ E3 є
опуклою в напрямку прямих Lu і fu(E3) = C при всіх u = 1, 2, . . . ,m.
Тоді кожна моногенна функція Φ : Ω → Amn подається у вигляді

Φ(ζ) =
m∑
u=1

Iu
1

2πi

∫
Γu

Fu(t)(t− ζ)−1dt+

+

n∑
s=m+1

Is
1

2πi

∫
Γus

Gs(t)(t− ζ)−1dt, (2.13)

де Fu – деяка голоморфна функція в області Du та Gs – деяка голомор-
фна функція в області Dus, а Γq – замкнена жорданова спрямлювана
крива, яка лежить в області Dq, охоплює точку ξq і не містить
точок ξℓ, ` = 1, 2, . . . ,m, ` 6= q.

У роботах [63, 65] В. С. Шпаківський отримав конструктивний опис
моногенних функцій, що приймають значення у довільній скінченнови-
мірній комутативній асоціативній алгебрі, за допомогою аналітичних
функцій комплексних змінних. Ці результати узагальнюють теореми
2.8-2.10, а також відповідні результати робіт [39, 47] та ряд інших ре-
зультатів про конструктивні описи аналітичних функцій в конкретних
скінченновимірних комутативних алгебрах, що беруть свій початок від
роботи Ф. Рінглеба [56], який отримав такий опис для аналітичних
функцій бікомплексної змінної.

В. С. Шпаківський у роботі [62] довів аналог інтегральної теореми
Коші для криволінійного інтеграла та аналоги теореми Морера та ін-
тегральної формули Коші для моногенних функцій зі значеннями в
довільній скінченновимірній комутативній асоціативній алгебрі. Ана-
логи теореми Морера та розкладу Тейлора у степеневий ряд для вказа-
них моногенних функцій доводяться за звичною з теорії функцій ком-
плексної змінної схемою. Отже, для моногенних функцій, визначених
в областях спеціальних підпросторів E3 (див. теорему 2.16) довільної
скінченновимірної комутативної асоціативної алгебри з одиницею над
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полем комплексних чисел, зі значеннями в цій алгебрі справедлива те-
орема, подібна до теореми 2.13.

В. С.Шпаківський і Т. С. Кузьменко [25, 26, 64, 109, 112] використали
описану вище схему дослідження в некомутативній алгебрі кватерніо-
нів. Вони визначили класи кватерніонних відображень, що мають вла-
стивості, подібні до властивостей моногенних функцій у комутативних
алгебрах.

У роботі [43] ми довели аналог інтегральної теореми Коші для по-
верхневого інтеграла від гіперголоморфних функцій зі значеннями в
довільній скінченновимірній комутативній асоціативній алгебрі, зада-
них в тривимірних областях, межі яких не є кусково-гладкими.

Через Σε позначимо ε-окіл поверхні Σ, тобто множину

Σε :=
{
(x, y, z) ∈ R3 :

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 ≤ ε,

(x1, y1, z1) ∈ Σ
}
.

Відстанню Фреше d(Σ,Λ) між поверхнями Σ та Λ називається інфі-
мум дійсних чисел ε, для яких виконуються співвідношення Σ ⊂ Λε,
Λ ⊂ Σε. Послідовність багатогранників Λn називається рівномірно збі-
жною до поверхні Σ, якщо d(Λn,Σ) → 0 при n→ ∞ .
Площею Лебега поверхні Σ називається величина

L(Σ) := inf lim inf
n→∞

L(Λn),

де інфімум береться по усіх послідовностях Λn, рівномірно збіжних до
Σ, а L(Λn) – площа багатогранника Λn.

Нехай поверхня Σ має скінченну площу Лебега. Тоді за теоремою
Л. Чезарі [5, с. 7] існує параметризація поверхні

Σ =
{
f(u, v) :=

(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
: (u, v) ∈ G

}
така, що якобіани

A :=
∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂y

∂v

∂z

∂u
, B :=

∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂z

∂v

∂x

∂u
, C :=

∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

існують майже всюди на квадраті G := [0; 1]× [0; 1] і

L(Σ) =

∫
G

√
A2 +B2 + C2dudv. (2.14)

У випадку, коли L(Σ) <∞ та рівність (2.14) виконується для заданої
параметризації Σ, поверхню Σ будемо називати квадровною. Замкнену
поверхню Γ ⊂ R3 розуміємо як образ сфери при гомеоморфному від-
ображенні, яке відображає хоча б одне коло на спрялювану криву.

Будемо казати, що функціяΨ : Ω → Amn є гіперголоморфною в області
Ω ⊂ E3, якщо її комплекснозначні компоненти розкладу вигляду (2.5)
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є R-диференційовними функціями в Ω і виконується наступна умова в
кожній точці області Ω:

∂Ψ

∂x
e1 +

∂Ψ

∂y
e2 +

∂Ψ

∂z
e3 = 0.

Верхньою площею Мінковського множини ∂Ω називається величина

M∗(∂Ω) := lim sup
ε→0

V (∂Ωε)

2ε
,

де через V (∂Ωε) позначено об’єм ∂Ωε.

Теорема 2.17 ([43]). Нехай межею ∂Ω однозв’язної області Ω ⊂ E3 є
замкнена квадровна поверхня, для якоїM∗(∂Ω) <∞, і Ω має квадровні
перетини з площинами, перпендикулярними до координатних осей.
Крім того, нехай функція Ψ : Ω → Amn є гіперголоморфною в області Ω
та неперервною в замиканні Ω цієї області. Тоді справедлива рівність∫

∂Ω

Ψ(ζ)σ = 0.

Зазначимо, що моногенні функції в гармонічних алгебрах утворюють
підмножину гіперголоморфних функцій. Подібний аналог інтеграль-
ної теореми Коші доведений О. Ф. Герусом [18] для гіперголоморфних
функцій в некомутативній алгебрі кватерніонів.

Вивчення характеристичних властивостей моногенних функцій спри-
яє розвитку гіперкомплексних методів для розв’язання проблем ма-
тематичної фізики. Використовуючи конструктивні описи моногенних
функцій, отримані в роботі [65], В. С. Шпаківський у роботах [106—108,
110] показав, що для побудови розв’язків лінійних диференціальних
рівнянь з частинними похідними та постійними коефіцієнтами у фор-
мі компонент моногенних функцій зі значеннями в скінченновимірних
комутативних асоціативних алгебрах достатньо використовувати моно-
генні функції в алгебрах спеціального виду, де усі ідемпотенти замінені
одиницею. Він запропонував процедуру побудови нескінченновимірної
сім’ї розв’язків таких рівнянь з використанням моногенних функцій,
заданих у послідовності алгебр конкретного виду. Запропонований ме-
тод використано для побудови розв’язків деяких рівнянь математичної
фізики.

Інтерес до дослідження функцій в комутативних алгебрах гіперком-
плексних чисел останнім часом зростає у зв’язку з поєднанням зру-
чностей властивості комутативності з широкими можливостями засто-
сувань (див., наприклад, роботи [4, 22, 28, 51, 52], в яких вивчаються
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різноманітні алгебраїчні, геометричні та аналітичні аспекти теорії гі-
перкомплексних чисел).

2.18. Моногенні функції в бігармонічній алгебрі та крайові за-
дачі для бігармонічних функцій. Комутативна асоціативна дво-
вимірна алгебра з одиницею над полем комплексних чисел називається
бігармонічною (див. В. Ф. Ковальов і І. П. Мельниченко [80]), якщо в
цій алгебрі існує бігармонічний базис {e1, e2}, що задовольняє умови

(e21 + e22)
2 = 0, e21 + e22 6= 0. (2.15)

З результатів роботи Е. Штуді [69] випливає, що існують тільки 2
двовимірні (позначимо їх B0 і B) комутативні асоціативні алгебри з
одиницею над полем комплексних чисел. Випишемо таблиці множення
цих алгебр, розглядаючи в них базиси, шо складаються з нільпотен-
тних та ідемпотентних елементів. Нехай B0 – напівпроста алгебра з
ідемпотентними елементами в базисі {I1, I2} та таблицею множення:
I2
1 = I1, I2

2 = I2, I1I2 = 0, при цьому 1 = I1 + I2. Алгебра B з бази-
сом {1, ρ}, де ρ2 = 0, містить одновимірний радикал, що породжується
елементом ρ.

У роботі [84] І.П. Мельниченко показав, що існує єдина бігармоні-
чна алгебра – це вказана алгебра B, і знайшов усі бігармонічні бази-
си в алгебрі B. Відзначимо, що алгебра B ізоморфна чотиривимірним
над полем дійсних чисел алгебрам, які розглядалися Л. Собреро [68] і
А. Дуглісом [6].

Будемо розглядати бігармонічний базис {e1, e2}, запропонований в
роботі В. Ф. Ковальова та І. П. Мельниченка [80], у якому e1 = 1 і
виконується правило множення e22 = e1 + 2ie2 .

Розглянемо бігармонічну площину µe1,e2 := {ζ = xe1+ye2 : x, y ∈ R}.
Нехай G – область в площині µe1,e2 . Оскільки дільники нуля відсутні в
площині µe1,e2 , похідна Гато функції Φ : G→ B збігається зі звичайною
похідною

Φ′(ζ) := lim
h→0,h∈µe1,e2

(
Φ(ζ + h)− Φ(ζ)

)
h−1.

Тому функція Φ : G → B моногенна в області G, якщо похідна Φ′(ζ)
існує в кожній точці ζ ∈ G.

Будемо використовувати те ж саме позначення G для області G ⊂
R2 та для областей в площині µe1,e2 і комплексній площині C, що є
конгруентними області G.

Довільна функція Φ: G→ B має розклад
Φ(ζ) = U1(x, y)e1 + U2(x, y)ie1 + U3(x, y)e2 + U4(x, y)ie2, (2.16)

де U1, U2, U3, U4 є дійснозначними функціями.
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В. Ф. Ковальов і І. П. Мельниченко в роботі [80] встановили, що
функція Φ : G → B є моногенною в області G тоді й тільки тоді, коли
компоненти Ul : G→ R, l = 1, 2, 3, 4, розкладу (2.16) є R-диференційов-
ними в G і наступні умови Коші-Рімана виконуються:

∂Φ(ζ)

∂y
=
∂Φ(ζ)

∂x
e2. (2.17)

Крім того, в роботі [80] отримано розклад відносно бігармонічного бази-
су {e1, e2} головного продовження (2.2) аналітичної функції F : G→ C
в конгруентну область бігармонічної площини.

Більш того, кожна моногенна функція Φ: G→ B виражається через
дві відповідні аналітичні функції F : G → C, F0 : G → C комплексної
змінної z = x+ iy у вигляді (див. [34, 38, 76]):

Φ(ζ) = F (z)e1 −
(
iy

2
F ′(z)− F0(z)

)
ρ, ∀ζ = xe1 + ye2 ∈ G. (2.18)

Раніше у роботі [78] В. Ф. Ковальов встановив рівність (2.18) при дода-
ткових припущеннях про геометрію області G. Рівність (2.18) встанов-
лює взаємно однозначну відповідність між моногенними функціями Φ
та парами комплексних аналітичних функцій F , F0.

Тому кожна моногенна функція Φ: G→ B має похідні усіх порядків
в області G (див. [34, 38, 76]) і задовольняє рівності(

∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

)
Φ(ζ) = Φ(4)(ζ)(e21 + e22)

2 = 0

для всіх ζ = xe1 + ye2 ∈ G через умови (2.15).
Тепер можна стверджувати, що всі компоненти U1, U2, U3, U4 роз-

кладу (2.16) будь-якої моногенної функції Φ: G → B є бігармонічними
функціями (див. [34, 38, 76]), тобто задовольняють бігармонічне рів-
няння в області G:

∂4U(x, y)

∂x4
+ 2

∂4U(x, y)

∂x2∂y2
+
∂4U(x, y)

∂y4
= 0.

В той самий час, кожна бігармонічна в однозв’язній області G функ-
ція U(x, y) є першою компонентою U1 ≡ U розкладу (2.16) деякої функ-
ції Φ: G→ B, моногенної в G, і, більш того, всі такі функції Φ знайдені
в явному вигляді (див. [34, 38, 76]).

С.В. Грищук [73] встановив подібний зв’язок між розв’язками уза-
гальненого бігармонічного рівняння і моногенними функціями, що при-
ймають значення в напівпростій алгебрі B0.

У роботах [12, 34] для моногенних функцій, що приймають значення
в бігармонічній алгебрі B, встановлено основні властивості, які є ана-
логічними до властивостей аналітичних функцій комплексної змінної,
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тобто доведено аналоги інтегральної теореми та інтегральної формули
Коші, теореми Морера, теореми єдиності, розкладів у ряди Тейлора і
Лорана. Таким чином, справедлива теорема (див. [12, 34]), аналогічна
до теореми 2.13, в якій даються різні еквівалентні означення моноген-
них функцій.

Добре відомо, що техніка використання аналітичних функцій ком-
плексної змінної до розв’язання бігармонічних крайових задач базує-
ться на представленні бігармонічних функцій формулою Гурса (див.,
наприклад, [93, 104]). Таке представлення дозволяє редукувати бігар-
монічні задачі до крайових задач для відповідних аналітичних функ-
цій. Далі, виражаючи аналітичні функції інтегралами типу Коші, в за-
гальному випадку можна отримати систему інтегро-диференціальних
рівнянь. У випадку, коли межа області є кривою Ляпунова, вказана
система редукується до системи рівнянь Фредгольма. Така схема роз-
винена для розв’язання крайових задач плоскої теорії пружності з ви-
користанням бігармонічної функції, що має назву функції напружень
Ері (див., наприклад, [92, 93]).

Щоб розвинути нові методи ефективного розв’язання крайових за-
дач плоскої теорії пружності, можна використати зв’язок бігармоні-
чних функцій з моногенними функціями в алгебрі B.

Розглянемо крайову задачу, що полягає у знаходженні моногенної
функції Φ: G → B, коли граничні значення двох компонент її розкла-
ду (2.16) задано на межі ∂G, тобто мають виконуватися граничні умови:

Uk(x, y) = uk(x, y), Um(x, y) = um(x, y), ∀(x, y) ∈ ∂G

для 1 ≤ k < m ≤ 4, де uk і um задані дійснозначні неперервні функції.
Ця задача поставлена В.Ф. Ковальовим у роботі [78]. Він назвав таку

задачу бігармонічною задачею Шварца за її аналогію з класичною за-
дачею Шварца про знаходження аналітичної функції комплексної змін-
ної, якщо значення її дійсної частини задані на межі області.

Ми називаємо таку задачу (k-m)-задачею. В.Ф. Ковальов у робо-
ті [78] встановив, що всі (k-m)-задачі редукуються до трьох основних
задач: (1-2)-задачі, (1-3)-задачі або (1-4)-задачі.

У роботі [78] також показано, що бігармонічна задача (див., напри-
клад, [104, с. 194] і [92, с. 13]) про знаходження бігармонічної функції
V : G→ R за заданими граничними значеннями її частинних похідних
∂V /∂x і ∂V /∂y на межі ∂G може бути редукована до (1-3)-задачі (див.
також [15, 16]).

Нехай G – обмежена однозв’язна область в площині xOy.
Основна бігармонічна задача (див., наприклад, [92, с. 13]) полягає

в знаходженні функції W : G → R, неперервної разом з частинними
похідними першого порядку в замиканні G області G та бігармонічної
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в G, коли її значення і значення її нормальної похідної задані на межі
∂G:

W (x, y) = ω1(s),
∂W

∂n (x, y) = ω2(s), ∀(x, y) ∈ ∂G, (2.19)

де s – це дугова координата точки (x, y) ∈ ∂G.
У випадку, коли ω1 є неперервно диференційовною функцією, основ-

на бігармонічна задача еквівалентна наступній бігармонічній задачі
(див., наприклад, [104, с.194] та [92, с.13]) про знаходження бігармо-
нічної функції V : G→ R, яка задовольняє крайові умови:

lim
(ξ,η)→(x,y),(ξ,η)∈G

∂V (ξ, η)

∂x
= ω3(s),

lim
(ξ,η)→(x,y),(ξ,η)∈G

∂V (ξ, η)

∂y
= ω4(s), ∀(x, y) ∈ ∂G,∫

∂G

(
ω3(s) cos∠(s, x) + ω4(s) cos∠(s, y)

)
ds = 0,

(2.20)

де функції ω3, ω4 зв’язані з функціями ω1, ω2 задачі (2.19) співвідно-
шеннями:

ω3(s) = ω′
1(s) cos∠(s, x) + ω2(s) cos∠(n, x),

ω4(s) = ω′
1(s) cos∠(s, y) + ω2(s) cos∠(n, y),

в яких s і n – відповідно одиничні вектори дотичної та зовнішньої нор-
малі до межі ∂G, а через ∠(·, ·) позначено кут між відповідним ве-
ктором (s або n) і додатним напрямком координатної осі (x або y),
зазначеними у дужках. Розв’язки задач (2.19) і (2.20) зв’язані рівністю

V (x, y) =W (x, y) + c, c ∈ R.

Нехай Φ1 – моногенна в області G функція, яка має шукану функцію
V задачі (2.20) своєю першою компонентою в розкладі вигляду (2.16),
тобто

Φ1(ζ) = V (x, y)e1 + V2(x, y)ie1 + V3(x, y)e2 + V4(x, y)ie2.

З умови моногенності (2.17) при Φ = Φ1 випливає, що ∂V3(x,y)
∂x = ∂V (x,y)

∂y .
Тоді

Φ′
1(ζ) =

∂V (x, y)

∂x
e1 +

∂V2(x, y)

∂x
ie1 +

∂V (x, y)

∂y
e2 +

∂V4(x, y)

∂x
ie2

та приходимо до висновку, що бігармонічна задача з крайовими умо-
вами (2.20) зводиться до (1-3)-задачі в області G для функції Φ ≡ Φ′

1 з
тими ж заданими функціями на межі області.
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С.В. Грищук у роботі [9] показав, що задача про знаходження пру-
жної рівноваги ізотропного тіла, яке займає область G, за заданими
граничними значеннями частинних похідних ∂u

∂x та ∂v
∂y для зміщень

u = u(x, y), v = v(x, y) на межі ∂G редукується до (1-4)-задачі (див.
також [13, 14]).

В.Ф. Ковальов у роботі [78] розв’язав (1-4)-задачу для півплощини в
явному вигляді при деяких природних припущеннях про задані функ-
ції. Далі, використовуючи рівність (2.18) і конформне відображення
області G на півплощину, а також допоміжну (1-4)-задачу, він реду-
кував (1-2)-задачу і (1-3)-задачу до інтегро-диференціальних рівнянь.
Підкреслимо, що В.Ф. Ковальов у роботі [78] запропонував лише схе-
му розв’язання бігармонічних задач Шварца і не досліджував умови
розв’язності цих задач.

У роботах [9—11, 13—16, 74], для розв’язання бігармонічних задач
Шварца, ми розвинули інший метод, який базуються на представленні
розв’язків гіперкомплексними інтегралами, аналогічними до класичних
інтегралів Шварца та інтегралів типу Коші.

У роботі [15] ми досліджували (1-3)-задачу у випадку, коли G –
півплощина або одиничний круг бігармонічної площини та знайшли
розв’язки у вигляді інтегралів, аналогічних до класичних інтегралів
Шварца. У роботах [10, 16, 74], використовуючи гіперкомплексний ана-
лог інтеграла типу Коші, ми редукували (1-3)-задачу до системи ін-
тегральних рівнянь і встановили достатні умови фредгольмовості цієї
системи. Це зроблено для областей, межі яких належать більш широ-
ким класам, ніж клас кривих Ляпунова, що, як правило, розглядалось
раніше в плоскій теорії пружності (див., наприклад, [92, 93]).

Розв’язок (1-3)-задачі шукаємо у вигляді гіперкомплексного аналога
інтеграла типу Коші:

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
∂Dζ

(
ϕ1(τ)e1 + ϕ3(τ)e2

)
(τ − ζ)−1dτ ∀ζ ∈ G,

де функції ϕ1 : ∂G→ R та ϕ3 : ∂G→ R неперервні на ∂G.
Розглянемо конформне відображення z = τ(t) верхньої півплощини

{t ∈ C : Imt > 0} на область G комплексної площини. Позначимо

τ1(t) := Reτ(t), τ2(t) := Imτ(t), τ̃(s) := τ1(s)e1 + τ2(s)e2

при всіх s ∈ R.
Умови на межу області G формулюються в термінах конформного

відображення σ(T ) одиничного круга {T ∈ C : |T | < 1} на область G
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такого, що

τ(t) = σ

(
t− i

t+ i

)
, t ∈ {t ∈ C : Imt > 0}.

За умов, що конформне відображення σ(T ) має відмінну від нуля
контурну похідну σ′(T ) на одиничному колі Γ := {T ∈ C : |T | = 1} і її
модуль неперервності

ωΓ(σ
′, ε) := sup

T1,T2∈Γ,|T1−T2|≤ε
|σ′(T1)− σ′(T2)|

задовольняє умову Діні
2∫

0

ωΓ(σ
′, η)

η
dη <∞, (2.21)

ми показали, що (1-3)-задача редукується до наступної системи інте-
гральних рівнянь Фредгольма:

1

2
g1(t) +

1

2π

∞∫
−∞

g1(s)
(
Imk1(t, s) + 2Rek2(t, s)

)
ds−

− 1

π

∞∫
−∞

g3(s)Imk2(t, s)ds = ũ1(t),

1

2
g3(t) +

1

2π

∞∫
−∞

g3(s)
(
Imk1(t, s)− 2Rek2(t, s)

)
ds−

− 1

π

∞∫
−∞

g1(s)Imk2(t, s)ds = ũ3(t), ∀t ∈ R,

(2.22)

де gj(t) := ϕj (τ̃(t)) і ũj(t) := uj
(
τ̃(t)

)
при j ∈ {1, 3},

k1(t, s) :=
τ ′(s)

τ(s)− τ(t)
− 1 + st

(s− t)(s2 + 1)
,

k2(t, s) :=
τ ′(s)

(
τ2(s)− τ2(t)

)
2
(
τ(s)− τ(t)

)2 − τ ′2(s)

2
(
τ(s)− τ(t)

) .
Доведено, що умова∫

∂G

u1(xe1 + ye2)dx+ u3(xe1 + ye2)dy = 0 (2.23)

є необхідною для розв’язності системи інтегральних рівнянь (2.22).
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В наступній теоремі, яка є частинним випадком теореми 1 робо-
ти [10], сформульовано природні припущення, за яких умова (2.23) є
також достатньою для розв’язності системи інтегральних рівнянь (2.22)
в декартовому добутку C(R) × C(R), де C(R) – банахів простір непе-
рервних на розширеній дійсній осі функцій.

Теорема 2.19. Нехай функції u1 : ∂G→ R та u3 : ∂G→ R неперервні
на ∂G. Нехай конформне відображення σ(T ) має відмінну від нуля
контурну похідну σ′(T ) на колі Γ і її модуль неперервності задовольняє
умову (2.21). Припустимо додатково, що

(1) усі розв’язки (g1, g3) ∈ C(R) × C(R) однорідної системи рів-
нянь (2.22) (при ũ1 = ũ3 ≡ 0) є диференційовними на R;

(2) для кожного такого розв’язку (g1, g3) однорідної системи рів-
нянь (2.22) контурна похідна ϕ′ функції

ϕ(τ) := g1(s)e1 + g3(s)e2, τ = τ̃(s), ∀s ∈ R

є інтегровною на ∂G і інтеграл
1

2πi

∫
∂G

ϕ′(τ)(τ − ζ)−1dτ

є обмеженим в областях G і µ \G.
Тоді справедливі наступні твердження:
(i) число лінійно незалежних розв’язків однорідної системи рів-
нянь (2.22) дорівнює 1;

(ii) неоднорідна система рівнянь (2.22) є розв’язною тоді й тільки
тоді, коли виконується умова (2.23).

Зауважимо, що в теоремі 1 роботи [10] додаткове припущення 2 те-
ореми 2.19 замінено більш слабким припущенням.

Подібні результати отримано і для (1-4)-задачі в роботах [10, 11, 13],
але на відміну від (1-3)-задачі, яка є розв’язною тоді й тільки тоді, коли
виконується природна умова (2.23), (1-4)-задача є розв’язною безумов-
но.

3. МОНОГЕННІ ФУНКЦІЇ В НЕСКІНЧЕННОВИМІРНИХ ВЕКТОРНИХ
ПРОСТОРАХ З КОМУТАТИВНИМ МНОЖЕННЯМ

3.1. Нескінченновимірні векторні простори, асоційовані з три-
вимірним рівнянням Лапласа. Відомо, що неможливо отримати усі
розв’язки тривимірного рівняння Лапласа (1.2) у формі компонент мо-
ногенних функцій, що приймають значення в скінченновимірній кому-
тативній асоціативній алгебрі (див., наприклад, [20, 34, 87]). Зокрема,
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для кожної такої алгебри існують сферичні функції, які не є компонен-
тами вказаних гіперкомплексних моногенних функцій.

Розглянемо нескінченновимірну комутативну асоціативну банахову
алгебру F := {g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ R,
∞∑
k=1

|ck| <∞} над полем R з нормою

‖g‖F :=
∞∑
k=1

|ck| і базисом {ek}∞k=1, де таблиця множення для елементів

базису має наступний вигляд (див. [34, 87]):

ene1 = en, e2n+1e2n = 1
2e4n, ∀n ≥ 1,

e2n+1e2m = 1
2

(
e2n+2m − (−1)me2n−2m

)
, ∀n > m ≥ 1,

e2n+1e2m = 1
2

(
e2n+2m + (−1)ne2m−2n

)
, ∀m > n ≥ 1,

e2n+1e2m+1 =
1
2

(
e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
, ∀n ≥ m ≥ 1,

e2ne2m = 1
2

(
−e2n+2m+1 + (−1)me2n−2m+1

)
, ∀n ≥ m ≥ 1.

Очевидно, що e1, e2, e3 – гармонічна трійка векторів.
Наступну теорему доведено в роботі [34]:

Теорема 3.2. Нехай функція Φ : Ω → F є неперервною в області
Ω ⊂ E3 та функції Uk : Ω → R з розкладу

Φ(xe1 + ye2 + ze3) =
∞∑
k=1

Uk(x, y, z)ek (3.1)

є R-диференційовними в Ω. Для того щоб функція Φ була моногенною
в області Ω необхідно і достатньо, щоб у цій області виконувались
умови (2.4) і наступні співвідношення:

∞∑
k=1

∣∣∣∣∂Uk(x, y, z)∂x

∣∣∣∣ <∞, (3.2)

lim
ε→0+0

∞∑
k=1

∣∣∣∣ Uk(x+ εh1, y + εh2, z + εh3)− Uk(x, y, z)−

− ∂Uk(x, y, z)

∂x
εh1 −

∂Uk(x, y, z)

∂y
εh2−

− ∂Uk(x, y, z)

∂z
εh3

∣∣∣∣ε−1 = 0, (3.3)

для всіх h1, h2, h3 ∈ R.
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Зазначимо, що співвідношення (3.2), (3.3) обумовлені нормою абсо-
лютної збіжності в нескінченновимірній алгебрі F.

В роботах [34, 87] встановлено, що будь-яка сферична функція сте-
пеня n є компонентою моногенної функції Φ(ζ) = aζn, де

ζ = xe1 + ye2 + ze3,

при цьому коефіцієнт a ∈ F для кожної сферичної функції знайдено у
явному вигляді.

У роботі [41] ми помістили алгебру F в топологічний векторний прос-
тір

F̃ :=
{
g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ R
}

з топологією покоординатної збіжності.
Для функцій, що приймають значення в просторі F̃, формулювання

твердження, подібного до теореми 3.3, може бути спрощене (див. [41]):

Теорема 3.3. Нехай в розкладі (3.1) функції Φ : Ω → F̃ компоненти
Uk : Ω → R є R-диференційовними функціями в області Ω. Для того,
щоб функція Φ була моногенною в області Ω необхідно і достатньо,
щоб у цій області виконувались умови (2.4).

Зв’язок між моногенними функціями, що приймають значення в про-
сторі F̃, і розв’язками системи (1.1) встановлено у наступному твер-
дженні (див. [41], а також теорему 4.4 в [34]):

Теорема 3.4. Компоненти U1, U2, U3 розкладу (3.1) кожної моноген-
ної функції Φ : Ω → F̃ породжують вектор V := (U1,−1

2U2,−1
2U3),

координати якого задовольняють рівняння (1.1) в області Ω.
Зв’язок між моногенними функціями, що приймають значення в про-

сторі F̃, і розв’язками тривимірного рівняння Лапласа встановлюється
наступним твердженням (див. [41], а також теорему 4.5 в [34]):

Теорема 3.5. Для кожної двічі неперервно диференційовної функції
u : Ω → R, яка задовольняє рівняння (1.2) в однозв’язній області Ω ⊂
R3, існує моногенна функція Φ : Ω → F̃ така, що функція U1 ≡ u є
першою компонентою розкладу (3.1).

У роботі [41] ми встановили результати, подібні до теорем 3.3-3.5, в
топологічному векторному просторі, який містить деяку іншу нескін-
ченновимірну комутативну асоціативну банахову алгебру, асоційовану
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з тривимірним рівнянням Лапласа, а саме – в топологічному векторно-
му просторі

G̃ :=
{
g =

∞∑
k=−∞

ckek : ck ∈ R
}

з топологією покоординатної збіжності та базисом {ek}∞k=−∞, для якого
таблиця множення має наступний вигляд:

ene1 = en, e2n+1em = e2n+m, e2ne2m = −e2n+2m−3 − e2n+2m+1

для всіх цілих n і m. Очевидно, що e1, e2, e3 утворюють гармонічну
трійку векторів.

Наступні теореми 3.6-3.8 аналогічні до теорем 3.3-3.5 за своїм змі-
стом.

Теорема 3.6 ([41]). Нехай в розкладі (3.1) функції Φ : Ω → G̃ ком-
поненти Uk : Ω → R є R-диференційовними функціями в області Ω.
Для того, щоб функція Φ була моногенною в області Ω необхідно і
достатньо, щоб у цій області виконувались умови (2.4).

Теорема 3.7 ([41]). Компоненти розкладу (3.1) кожної моногенної
функції Φ : Ωζ → G̃ породжують вектори V := (U2m+2, U2m+1, U2m),
координати яких при всіх цілих значеннях m задовольняють рівняння
(1.1) в області Ω.

Теорема 3.8 ([41]). Для довільної двічі неперервно диференційовної
функції u : Ω → R, яка задовольняє рівняння (1.2) в однозв’язній обла-
сті Ω ⊂ R3, існує моногенна функція Φ : Ω → G̃ така, що функція
U1 ≡ u є компонентою розкладу (3.1).

Фактично, П. В. Кетчум у роботі [20] розглядав простір F̃, а М. Н. Ро-
шкулець у роботі [57] розглядав простір G̃, хоча вони не використову-
вали поняття топологічного векторного простору і, крім того, не вико-
ристовували диференційовність функцій за Гато.

У роботі [42] ми побудували в явному вигляді головні продовжен-
ня (2.2) аналітичних функцій комплексної змінної в комплексифікацію
FC := F⊕ iF алгебри F.

У роботі [42] розглядаються також моногенні функції зі значеннями
у комплексифікації F̃C := F̃ ⊕ iF̃ топологічного векторного простору
F̃. Причому досліджуються моногенні функції, визначені в областях
чотиривимірного дійсного підпростору

E4 :=
{
ξ = xe1 + sie1 + ye2 + ze3 : x, s, y, z ∈ R

}
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алгебри FC. Під моногенними розуміються неперервні функції

Φ : Q→ F̃C,

де Q ⊂ E4, які задовольняють рівність (2.3) при Φ′
G(ζ) ∈ F̃C та всіх

h ∈ E4.
Встановлюючи зв’язок між моногенними функціями, визначеними в

областях просторів E3 та E4, ми довели, що кожна моногенна функція
Φ0 : Ω → F̃C з області Ω ⊂ E3 може бути продовжена до моногенної
функції в деякій області Q ⊂ E4.

Для простоти розглянемо випадок, коли Ω є кулею з центром в поча-
тку координат. З використанням теореми Ю. Січяка [67] про голомор-
фне продовження просторових гармонічних функцій, теореми єдиності
для голоморфних функцій і аналогів умов Коші-Рімана для моноген-
них функцій, що приймають значення у просторі F̃C, доведено наступне
твердження.

Теорема 3.9 ([42]). Нехай
Ω := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ E3 : x

2 + y2 + z2 < R2}

– куля радіуса R в E3 і Φ0 : Ω → F̃C моногенна функція в Ω. Тоді існує
єдина моногенна функція Φ : Q→ F̃C в області

Q =
{
ξ = xe1 + sie1 + ye2 + ze3 ∈ E4 :

x2 + s2 + y2 + z2 + 2|s|
√
y2 + z2 < R2

}
така, що Φ(ζ) = Φ0(ζ) для усіх ζ ∈ Ω.

У роботі [44] ми довели інтегральні теореми (теорема і формула Ко-
ші, теорема Морера) для моногенних функцій, що приймають значення
в алгебрі FC або топологічному векторному просторі F̃C. В результаті,
для функцій, що приймають значення в алгебрі FC, справедлива теоре-
ма (див. теорему 5 в [44]), аналогічна до теореми 2.13, в якій даються
різні еквівалентні означення моногенних функцій.

Слід відзначити, що питання про поширення більшості тверджень,
доведених для моногенних функцій, шо приймають значення в алгебрі
FC чи в топологічному векторному просторі F̃C, на моногенні функції,
що приймають значення в комплексифікації розглянутого вище топо-
логічного векторного простору G̃, залишається відкритою проблемою.

3.10. Нескінченновимірний векторний простір, асоційований з
осесиметричними потенціальними полями. У випадку, коли про-
сторове потенціальне поле симетричне відносно осі Ox, потенціальна
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функція u(x, y, z), яка задовольняє рівняння (1.2), є також симетри-
чною відносно осі Ox, тобто

u(x, y, z) = ϕ(x, r) = ϕ(x,−r),

де r :=
√
y2 + z2, і ϕ називається осесиметричним потенціалом. Тоді

в меридіанній площині xOr існує функція ψ(x, r), відома як функція
течії Стокса, така, що функції ϕ та ψ задовольняють наступну систему
рівнянь з виродженням на осі Ox:

r
∂ϕ(x, r)

∂x
=
∂ψ(x, r)

∂r
, r

∂ϕ(x, r)

∂r
= −∂ψ(x, r)

∂x
, (3.4)

з якої випливають рівняння

r

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂r2

)
ϕ(x, r) +

∂ϕ(x, r)

∂r
= 0, (3.5)

r

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂r2

)
ψ(x, r)− ∂ψ(x, r)

∂r
= 0. (3.6)

Нехай HC := {a =
∞∑
k=1

akek | ak ∈ C,
∞∑
k=1

|ak| < ∞} – комутативна
асоціативна банахова алгебра над полем комплексних чисел з нормою
‖a‖HC :=

∞∑
k=1

|ak| і наступною таблицею множення для елементів базису

{ek}∞k=1:

ene1 = en, emen = 1
2

(
em+n−1 + (−1)n−1em−n+1

)
, ∀m ≥ n ≥ 1,

яка запропонована І. П. Мельниченком (див., наприклад, [86, 87, 90]).
Множина

I :=
{
g ∈ HC :

∞∑
k=1

(−1)k(Rec2k−1 − Imc2k) = 0,

∞∑
k=1

(−1)k(Rec2k + Imc2k−1) = 0
}

є максимальним ідеалом алгебри HC.
Розглянемо площину µe1,e2 := {ζ = xe1 + re2 | x, r ∈ R}. Будемо

використовувати однакові позначення G для конгруентних областей в
R2, µe1,e2 і C.

Неперервна функція Φ : G→ HC є моногенною в області G, якщо для
кожної точки ζ ∈ G існує елемент Φ′

G(ζ) ∈ HC такий, що рівність (2.3)
виконується для всіх h ∈ µe1,e2 . Для функцій Φ : G → HC справедлива
теорема (див. [34]), подібна до теореми 3.2.
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Надалі, область G меридіанної площини xOr є симетричною відносно
осі Ox.

Теорема 3.11 ([87, 90]). Якщо область G меридіанної площини xOr
є симетричною відносно осі Ox та опуклою в напрямку осі Or, то
кожна моногенна функція Φ : G→ HC представляється у вигляді

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
Γζ

(AΦ)(t)(te1 − ζ)−1dt+Φ0(ζ) ∀ζ = xe1 + re2 ∈ G,

де Γζ – довільна замкнена жорданова спрямлювана крива в G, що охо-
плює відрізок, який сполучає точки z = x + ir та z̄ та є спектром
елемента ζ, Φ0 : G → I – деяка моногенна функція, що приймає зна-
чення в ідеалі I.

В роботах [87, 90] для кожної функції F : G → C, аналітичної в
такій області комплексної площини, яка розглядається в теоремі 3.11,
ми отримали в явному вигляді розклад головного продовження (2.2) за
базисом алгебри:

1

2πi

∫
Γζ

(te1 − ζ)−1F (t)dt = U1(x, r) e1 + 2

∞∑
k=2

Uk(x, r) ek, (3.7)

де

Uk(x, r) =
1

2πi

∫
Γζ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

(√(t− z)(t− z̄)− (t− x)

r

)k−1
dt

при k = 1, 2, . . . , ζ = xe1 + re2, z = x + ir, Γζ – довільна замкнена
жорданова спрямлювана крива в G, що охоплює спектр елементу ζ –
відрізок, який сполучає точки z та z̄,

√
(t− z)(t− z̄) – неперервна вітка

аналітичної за змінною t функції поза вказаним відрізком у випадку
Imz 6= 0, яка довизначена рівністю

√
(t− z)(t− z̄) := t − z для кожної

точки z ∈ G при Imz = 0.
В наступній теоремі описано зв’язок між головними продовження-

ми (3.7) аналітичних функцій комплексної змінної в площину µe1,e2 і
розв’язками системи (3.4).

Теорема 3.12 ([87, 90]). Якщо F : G→ C – аналітична функція в та-
кій області комплексної площини, яка розглядається в теоремі 3.11,
то перша та друга компоненти розкладу головного продовження (3.7)
породжують пару розв’язків ϕ і ψ системи (3.4) в області G за фор-
мулами

ϕ(x, r) = U1(x, r), ψ(x, r) = rU2(x, r). (3.8)
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Із рівностей (3.7) і (3.8) випливає, що функції

ϕ(x, r) =
1

2πi

∫
Γζ

F (t)√
(t− z)(t− z̄)

dt, (3.9)

ψ(x, r) = − 1

2πi

∫
Γζ

F (t) (t− x)√
(t− z)(t− z̄)

dt, z = x+ ir, (3.10)

є розв’язками системи (3.4) в області G (див. [87—89]).
У роботах [87, 97, 98] інтегральні зображення (3.9) і (3.10) для осе-

симетричного потенціалу ϕ і функції течії Стокса ψ узагальнено на
випадок довільної однозв’язної області, симетричної відносно осі Ox. У
цьому випадку Γζ – довільна замкнена жорданова спрямлювана кри-
ва в G, що охоплює лінію розгалуження функції

√
(t− z)(t− z̄), якою

є жорданова спрямлювана крива, що лежить в області G та з’єднує
точки z, z̄.

У роботі [33] показано, що у цьому випадку функції ϕ та ψ виража-
ються формулами (3.8) через компоненти головного продовження (3.7)
комплексної аналітичної функції F , яке приймає значення в нескінчен-
новимірному топологічному векторному просторі

H̃C :=

{
g =

∞∑
k=1

ckek : ck ∈ C

}
з топологією покоординатної збіжності (див. також [35]). В роботі [35]
доведено інтегральні теореми для моногенних функцій, що приймають
значення в алгебрі HC або векторному просторі H̃C.

У роботах [87, 97] встановлено достатні умови неперервного продов-
ження функцій (3.9), (3.10) на межу ∂G області G та отримано оцінки
модулів неперервності граничних значень цих функцій.

У роботах [49, 87, 94—96] доведено, що всі осесиметричні потенціали
й функції течії Стокса (тобто розв’язки системи (3.4) які мають фізичну
інтерпретацію) в однозв’язній області G, симетричній відносно осі Ox,
представляються відповідно інтегральними зображеннями (3.9) і (3.10).
Сформулюємо такі теореми у випадку обмеженої області G.

Теорема 3.13 ([49, 87, 94]). Для кожної парної за змінною r функції
ϕ(x, r), що є розв’язком рівняння (3.5) в обмеженій області G, існує
єдина голоморфна в області G функція F : G → C, яка задовольняє
умову симетрії

F (z̄) = F (z) ∀z ∈ G (3.11)
та така, що рівність (3.9) виконується при всіх (x, r) ∈ G.



Моногенні функції в комутативних алгебрах 545

Теорема 3.14 ([49, 87, 95]). Для кожної парної за змінною r функції
ψ(x, r), що є розв’язком рівняння (3.6) в обмеженій області G та
задовольняє умову

ψ(x, 0) ≡ 0 (3.12)
в G, існує голоморфна в області G функція F0 така, що рівність (3.10)
при F = F0 виконується при всіх (x, r) ∈ G. Крім того, будь-яка голо-
морфна в G функція F , яка задовольняє рівність (3.10) і умову (3.11),
виражається у вигляді F (z) = F0(z) +C, де C – деяка дійсна стала.

Зауважимо, що умова (3.12) відповідає фізичному змісту функції
течії Стокса: в моделі течії ідеальної рідини ця умова відображає той
факт, що вісь Ox є лінією течії.

У роботі [75] ми встановили інтегральні зображення узагальненого
осесиметричного потенціалу, які узагальнюють інтегральні зображен-
ня, отримані в роботах А. Маккі [29], П. Хенрічі [17], Ю.П. Крівенко-
ва [81] і Г.M. Положого [102].

Використовуючи інтегральні зображення (3.9) і (3.10), ми розвинули
методи розв’язання крайових задач в меридіанній площині просторово-
го осесиметричного потенціального поля (див. [49, 87, 94—96]). Зокре-
ма, використовуючи інтегральне зображення (3.10) функції течії Сто-
кса, в роботах [30, 33, 50, 87, 91] ми отримали ряд результатів, що мають
природну фізичну інтерпретацію. Так, для важливої у застосуваннях
задачі обтікання осесиметричного тіла потоком ідеальної нестисливої
рідини ми встановили критерії розв’язності задачі шляхом розподілу
джерел та диполів на осі симетрії і побудували конкретні приклади не-
відомих раніше розв’язків, одержаних із залученням мультиполів ра-
зом з розподіленими на осі диполями.
Задача обтікання, яка формулюється в термінах функції течії Сто-

кса для необмеженої області G з обмеженою спрямлюваною межею ∂G,
полягає у відшуканні розв’язку ψ1(x, r) рівняння (3.6), який задоволь-
няє умову

ψ1(x, r) = 0, ∀(x, r) ∈ ∂G ∪ {(x, r) ∈ G : r = 0} (3.13)
і має таку асимптотику:

ψ1(x, r) =
1

2
v∞r

2 + o(1), x2 + r2 → ∞, v∞ > 0. (3.14)

Умова (3.13) виражає той факт, що границя ∂G і вісь Ox є лініями
течії, а в асимптотичному співвідношенні (3.14) v∞ є швидкістю нео-
бмеженого потоку на нескінченності.

Позначимо через b1 і b2 точки перетину межі ∂G з дійсною віссю,
при цьому умовимося, що b1 < b2.
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Функція течії Стокса ψ(x, r) = ψ1(x, r) − v∞r
2/2 в області G ви-

ражається рівністю (3.10). Тому розв’язання задачі обтікання можна
отримати, розв’язавши інтегральне рівняння

1

πi

∫
∂G

F (t)(t− x)√
(t− z)(t− z̄)

dt = v∞r
2, (x, r) ∈ ∂G, z = x+ ir, (3.15)

в якому лінією розгалуження функції
√
(t− z)(t− z̄) є дуга Γzz̄ ⊂ ∂G,

що з’єднує точки z, z̄ і містить точку b1, а при t ∈ Γzz̄ значення функ-
ції
√

(t− z)(t− z̄) беруться на правому березі лінії розгалуження Γzz̄.
Шукана функція F у рівнянні (3.15) належить класу Смірнова E1 в
області G, задовольняє умову симетрії (3.11) і має нуль не нижче дру-
гого порядку у нескінченно віддаленій точці, як це показано в [87, 95].
Функцію F з такими властивостями називаємо креативною для функ-
ції течії Стокса ψ(x, r) .

Доведено наступну теорему, в якій для функції F (z), що належить
класу Смірнова Ep, p > 1, поза відрізком дійсної осі [a1, a2], через
F+(t), F−(t) позначено її кутові граничні значення при прямуванні
z → t відповідно до верхньої та нижньої відносно дійсної осі півпло-
щини, які існують майже всюди на (a1, a2).

Теорема 3.15 ([30, 87, 91]). Нехай креативна функція F , яка є розв’яз-
ком рівняння (3.15), продовжується до функції класу Смірнова Ep,
p > 1, поза відрізком [a1, a2]. Тоді розв’язок задачі обтікання задається
формулою

ψ1(x, r) =
v∞r

2

2
+

a2∫
a1

q(t)(t− x)√
(t− x)2 + r2

dt, ∀(x, r) ∈ D, (3.16)

де q(t) := − 1
2π (F

+(t) − F−(t)) ≡ − 1
π ImF+(t) – густина розподілу ін-

тенсивності джерел на відрізку [a1, a2]. При цьому сумарна інтенсив-
ність джерел

a2∫
a1

q(t)dt = 0.

Представлення розв’язку задачі обтікання через густину розподілу
інтенсивності джерел q(t) формулою (3.16) – відомий класичний ре-
зультат (див. [82, с. c.201]), але при цьому в теоремі 3.15 густина розпо-
ділу джерел виражається через граничні значення функції F на мно-
жині розподілу джерел.
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Теорема 3.16 ([30, 87, 91]). Нехай креативна функція F , яка є розв’яз-
ком рівняння (3.15), має в області G первісну F , що продовжується до
функції класу Смірнова Ep, p > 1, поза відрізком [a1, a2]. Тоді розв’язок
задачі обтікання задається формулою

ψ1(x, r) =
v∞r

2

2
− r2

a2∫
a1

p(t)

((t− x)2 + r2)3/2
dt ∀(x, r) ∈ D, (3.17)

де
p(t) := − 1

2π
(F+(t)−F−(t)) ≡ − 1

π
ImF+(t)

– густина розподілу інтенсивності диполів на відрізку [a1, a2].
У роботах [30, 87, 91] доведено теореми, обернені до теорем 3.15

та 3.16, і встановлено в явному вигляді вирази густини розподілу ін-
тенсивності джерел q(t) і густини розподілу інтенсивності диполів p(t)
відповідно через значення функцій F і F на множині

(−∞, b1) ∪ (b2,∞).

У роботах [30, 87, 91] також показано, що кожний розв’язок задачі
обтікання вигляду (3.16) подається також формулою (3.17), де

p(t) =

t∫
a1

q(τ)dτ.

Проте серед областей D, для яких розв’язок задачі обтікання задає-
ться формулою (3.17), існують області, для яких функція ψ1 не може
бути подана у вигляді (3.16). Останнє справедливо, наприклад, у ви-
падку, коли функція p(t), що входить у формулу (3.17), задовольняє
нерівність p(a1) 6= p(a2). Отже, формула (3.17) задає розв’язок задачі
обтікання для більш широкого класу областей D, ніж формула (3.16).
Встановлено також, що існують області, для яких при розв’язанні за-
дачі обтікання необхідно використовувати мультиполі поряд з розподі-
леними джерелами та диполями, при цьому побудовано приклади неві-
домих раніше розв’язків, одержаних із залученням квадруполів поряд
з розподіленими на осі диполями.

Наведені тут результати стосовно задачі обтікання узагальнено у ро-
боті [50] на випадок більш загальних розподілів і конфігурацій особли-
востей креативної функції F .
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Одновимірні шарування на поверхнях
та їх простори листів

Євген Полулях

Abstract. The work is of an overview nature. A class of striped surfaces is
considered: two-dimensional surfaces that can be glued from horizontal strips
and on which one-dimensional canonical foliation is defined in a certain way.
A number of combinatorial and homotopy invariants for surfaces of this class
are considered. Necessary and sufficient conditions are given under which
a two-dimensional manifold M2 on which a one-dimensional foliation ∆ is
given, each leaf of which is homeomorphic to R1 and is a closed subset of
M2, is homeomorphic to some striped surface.

Анотація. Робота носить оглядовий характер. Розглянуто клас смуга-
стих поверхонь: двовимірних поверхонь, які можуть бути склеєні з гори-
зонтальних смуг і на яких певним чином задається одновимірне каноні-
чне шарування. Розглянуто низку комбінаторних і гомотопічних інварі-
антів для поверхонь з цього класу. Наведено необхідні й достатні умови
при виконанні яких двовимірний многовид M2, на якому задано однови-
мірне шарування ∆, кожен лист якого гомеоморфний R1 і є замкненою
підмножиною M2, листово гомеоморфний деякій смугастій поверхні.

1. ВСТУП
Шарування з особливостями відіграють значну роль принаймні у

двох різних розділах математики: в диференціальній топології та в
теорії динамічних систем.
Гладкі функції на многовидах породжують шарування ковимірності

1. Дійсно, розглянемо гладку функцію f на многовидіMn, яка ні в якій
точці не є локально постійною. Нехай Σ – множина критичних точок f
на Mn.

З Теореми про ранг (див. [51]) слідує, що для кожної регулярної
точки f існує дифеоморфізм деякого околу Ux точки x на окіл поча-
тку координат в Rn, який відображає компоненти перетинів множин
рівня f з Ux у множини рівня координатної проекції prn : Rn → R,
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prn : (x1, . . . , xn) 7→ xn. Отже розбиття ∆0 множини M2 \ Σ на ком-
поненти зв’язності множин рівня f є (n− 1)-вимірним шаруванням на
M2 \Σ. Тому розбиття простору M2 на компоненти зв’язності множин
рівня f є шаруванням з особливостями на Mn з множиною особливо-
стей Σ.

Маючи таке шарування, можна побудувати простір ΓK−R(f) його
листів (інша назва – простір Кронрода–Ріба), тобто фактор-простір
Mn/∆ з індукованою топологією.

Іншим природним джерелом шарувань з особливостями є гладкі по-
токи (динамічні системи з неперервним часом). Гладким потоком на
многовиді Mn називається гладке відображення Φ :Mn×R →Mn, яке
відповідає наступним умовам:

(1) Φ(x, 0) = x для кожного x ∈Mn;
(2) Φ(Φ(x, t), τ) = Φ(x, t+ τ) для всіх x ∈Mn і t, τ ∈ R.
Орбітою точки x ∈Mn називається множина

Orb(x) = {Φ(x, t) | t ∈ R}.

Очевидно, всі орбіти потоку є лінійно зв’язними множинами. Нерухо-
мою точкою Φ називається точка, що збігається зі своєю орбітою. По-
значимо множину всіх нерухомих точок через Σ.

Нехай ∆ – розбиття Mn на орбіти потоку Φ. Згідно з Теоремою про
трубку току (див. [35]) для кожної точки x ∈ Mn, яка не є нерухо-
мою, існують її відкритий окіл Ux, відкрита підмножина Vx ⊂ Rn−1 і
гомеоморфізм φx : Ux → (−1, 1)× Vx, такі що Φ(y, t) ∈ Ux для кожного
y ∈ φ−1

x ({0} × Vx) і t ∈ (−1, 1), а також виконується співвідношення

φx ◦ Φ(y, t) = (t, φx(y)).

Внаслідок цього розбиття простору Mn на орбіти потоку Φ утворює
одновимірне шарування з особливостями на Mn, множиною особливо-
стей якого є Σ.

Шарування, що породжені функціями і шарування, породжені пото-
ками, тісно зв’язані між собою.

Дуже цікавою є розмірність n = 2, коли і функції і потоки породжу-
ють одновимірні шарування з особливостями. У цій ситуації можна
уявити собі пару функцій, таку що потік градієнта однієї функції поро-
джує всюди крім множини нерухомих точок шарування, яке збігається
з шаруванням на компоненти зв’язності множин рівня іншої функції
на множині її регулярних точок. Приклади таких функцій відомі. Зок-
рема цю властивість мають пари спряжених гармонічних функцій.

Топологічним аналогом гармонічних функцій на двовимірних много-
видах є псевдогармонічні функції (функції, що в кожній точці локально



Одновимірні шарування на поверхнях та їх простори листів 557

топологічно еквівалентні гармонічним функціям). Дві псевдогармоні-
чні функції називаються спряженими, якщо в кожній точці ця пара
функцій локально топологічно еквівалентна парі спряжених гармоні-
чних функцій.

Важливість псевдогармонічних функцій підкреслюють наступні мір-
кування.
– Згідно з теоремою про ранг в околі кожної регулярної точки функція

класу гладкості Cp, p ≥ 1, гладко еквівалентна до Re z (теж саме, що
й координатна проєкція).

– Відомо (див. [11]), що для кожної ізольованої критичної точки x0
(окрім локальних екстремумів) функції f ∈ C3(M2,R) існує окіл, у
якому функція топологічно еквівалентна до Re zk для деякого k ∈ N.
Отже, кожна функція f ∈ C3(M2,R), всі критичні точки якої ізольо-

вані, є псевдогармонічною у кожній точці крім локальних екстремумів.
Внаслідок цього, вивчаючи властивості псевдогармонічних функцій, ми
фактично вивчаємо топологічні властивості гладких функцій з ізольо-
ваними особливостями на двовимірних многовидах.

Топологічна класифікація аналітичних функцій, а також їх дійсних
складових – гармонічних функцій і псевдогармонічних функцій, які є
топологічним узагальненням гармонічних функцій, тісно пов’язана з
дослідженням шарувань на множини рівня таких функцій.

Проблеми з цього класу розглядали С. Стоїлов [54] та Г. Т. Уай-
берн [47], які означили поняття внутрішнього і, відповідно, легкого від-
критого відображення. Означені ними класи відображень мають певні
суттєві топологічні властивості аналітичних функцій.

Одночасно В. Каплан [20] досліджував одновимірні шарування на
площині.

Скажемо, що неперервна функція f : M2 → R узгоджена з однови-
мірним шаруванням ∆ на поверхні M2, якщо
– кожен лист шарування ∆ є зв’язною компонентою деякої множини

рівня f−1(c), c ∈ R;
– для кожної точки z ∈ Z існують локальні координати (u, v) такі що
z = (0, 0) і f(u, v) = u+ const.
Нехай ∆ є одновимірним шаруванням на просторі R2, всі листи яко-

го некомпактні. Узагальнюючи старий результат Е. Камке [19], В. Ка-
план [20, 21] довів, що існує неперервна функція f : R2 → R, узгоджена
з ∆. Більш того, існує не більш ніж зліченне покриття {Sα}α∈A площи-
ни R2, таке що
(1) кожна множина Sα складається з листів шарування ∆;
(2) шарування на Sα еквівалентне шаруванню площини R2, або пів-

площини, на паралельні прямі.
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Іншими словами, R2 склеєна зі зліченної кількості (горизонтальних)
смуг вздовж відкритих інтервалів на їх межах, див Рис. 1.1.

РИС. 1.1.

Однак, конструкція В. Каплана залежить від вибору інтервалів, уз-
довж яких проводиться склейка, і не є однозначно визначеною.

В даному огляді запропоновано канонічний спосіб розрізання на від-
криті смуги довільних відкритих поверхонь наділених шаруваннями ∆
з некомпактними листами, та отримано характеризацію топологічних
типів замикань смуг при додаткових обмеженнях на ∆. Ми також ви-
вчатимемо шарування на довільних відкритих двовимірних поверхнях
M2, отримані з сім’ї смуг {Sα}α∈A, склеєних уздовж деяких інтервалів,
розташованих на межі цих смуг. Такі поверхні названо смугастими і
ми досліджуватимемо їх комбінаторні та гомотопічні властивості.

У роботі [22] В. Каплан також довів, що існує такий гомеоморфізм
h : R2 → R2, що функція f ◦ h є гармонічною. Цей результат був уза-
гальнений на шарування з особливостями у роботах В. Бутбі [5, 6],
М. Морса і Дж. Дженкінса [17], М. Морса [32]. Див. також [15—18, 31,
43].

У зв’язку з прогресом у теорії Гамільтонових динамічних систем з
малою кількістю ступенів свободи за останні двадцять років виник інте-
рес до топологічної класифікації функцій на поверхнях, див. А. Фомен-
ко та А. Болсінов [50], А. Ошемков [33], В. Шарко [42], [55], Є. Полулях
і І. Юрчук [41], Є. Полулях [52].

Топологічна структура шарувань з особливостями на поверхнях, зок-
рема шарувань на орбіти потоків, також досліджувалась у наступних
роботах: А. Андронов та Л. Понтрягін [2], М. Пейксото [36, 37], С. Ара-
нсон і В. Грінес [48, 49], І. Бронштейн та І. Ніколаєв [7], С. Арансон,
Є. Жужома і В. Медвєдєв [4], Л. Плахта [38—40], А. Ошемков і В. Шар-
ко [34], С. Арансон, В. Грінес і В. Кайманович [3], М. Фарбер [13], Н. Бу-
дницька та О. Пришляк [9], Н. Будницька і Т. Рибалкіна [10] і багатьох
інших.
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Отримані результати можна застосувати до шарувань з особливо-
стями, які не мають компактних регулярних шарів, що задані на по-
верхнях, вилучаючи сингулярності.

2. ПОПЕРЕДНІ ВІДОМОСТІ
2.1. Спеціальні точки просторів, що не є хаусдорфовими. В
цьому підрозділі Y – це топологічний простір.
Означення 2.1.1. Нехай βy – сім’я, яка складається зі всіх околів
точки y ∈ Y . Множину

hcl(y) := ∩
V ∈βy

V

називатимемо хаусдорфовим замиканням точки y. Скажемо, що y є
спеціальною точкою простору Y , якщо y 6= hcl(y). Множина всіх спе-
ціальних точок Y буде позначатись через V.

Зауважимо, що Y є хаусдорфовим тоді й лише тоді, коли V = ∅.

Лема 2.1.2 (див. [27, Lemma 2.2]). 1) Нехай y, z ∈ Y . Тоді вклю-
чення y ∈ hcl(z) і z ∈ hcl(y) еквівалентні, проте, взагалі кажучи,
hcl(y) 6= hcl(z).

2) Нехай відображення f : Y → Z неперервне, а простір Z хаусдор-
фів. Тоді f(hcl(y)) = f(y) для кожного y ∈ Y .

3) Підпростір Y \ V, що складається з неспеціальних точок, є ха-
усдорфовим.
2.2. Нехаусдорфові одновимірні многовиди. Нехай топологічний
простір Y відповідає аксіомі T1 та кожна точка цього простору має
відкритий окіл, гомеоморфний відкритій підмножині простору [0, 1).
Зауважимо, що Y може бути не хаусдорфовим. Тоді, як звичайно, мно-
жину точок, що мають відкритий окіл, гомеоморфний до (0, 1) позна-
чимо IntY і назвемо внутрішністю Y , а доповнення до цієї множини
∂Y := Y \ IntY буде називатися межею Y .

Лема 2.2.1 (див. [27, Lemma 2.3]). Припустимо, що множина V спеці-
альних точок Y є локально скінченною і кожна компонента зв’язності
доповнення Y \V має зліченну базу топології. Тоді кожна компонента
зв’язності W множини Y \ V є відкритою в Y і гомеоморфна одній
з наступних множин: [0, 1), (0, 1), [0, 1], S1. Якщо має місце один з
двох останніх випадків, тобтоW є компактом, тоW є компонентою
зв’язності простору Y .
2.3. Розбиття і фактор-простори. Розглянемо розбиття ∆ тополо-
гічного простору X. Нехай Y = X/∆ є фактор-простором, а p : X → Y
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є відображенням проєкції. Наділимо Y фактор-топологією, так що під-
множина V ⊂ Y відкрита тоді й тільки тоді, коли її повний прообраз
p−1(V ) є відкритим у X.
Насиченням S(U) підмножини U ⊂ X відносно ∆ є об’єднання всіх

ω ∈ ∆, таких що ω ∩ U 6= ∅. Іншими словами, S(U) = p−1(p(U)).
Підмножина U називається насиченою, якщо U = S(U).
Означення 2.3.1. Елемент ω ∈ ∆ назвемо спеціальним, якщо його
образ y = p(ω) ∈ Y є спеціальною точкою простору Y , тобто

{y} 6= hcl(y) := ∩
V ∈βy

V ,

де βy – база околів точки y, див. Означення 2.1.1.
Позначимо

hcl(ω) =
⋂
N(ω)

S (N(ω)), hclS(ω) =
⋂

NS(ω)

NS(ω),

де N(ω) пробігає всі відкриті околи множини ω і NS(ω) пробігає всі
насичені відкриті околи множини ω.

Лема 2.3.2 (див. [27, Lemma 3.5]). Нехай ω ∈ ∆ і y = p(ω). Тоді
hcl(ω) ⊂ hclS(ω) ⊂ p−1(hcl(y)).

Якщо відображення p відкрите, то
hcl(ω) = hclS(ω) = p−1(hcl(y)), p(hclS(ω)) = hcl(y).

2.4. Шарування. Нехай Mn, n ≥ 1, – n-вимірний топологічний мно-
говид. Позначимо Rk+ = {(x1, . . . , xk) ∈ Rk | xk ≥ 0}.
Означення 2.4.1. Нехай k ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Листовою картою на
Mn вимірності k (ковимірності n − k) називається пара (U,ϕ), де під-
множина U ⊂Mn відкрита і ϕ : U → (0, 1)k ×Bn−k є гомеоморфізмом.
Тут Bn−k – деяка відкрита підмножина Rn−k+ . Множини

Py = ϕ−1
(
(0, 1)k × {y}

)
, y ∈ Bn−k,

називаються пластинками цієї листової карти.
Означення 2.4.2. Нехай ∆ = {ωα |α ∈ A} – розбиття простору Mn

на лінійно зв’язні підмножини ωα. Припустимо, що Mn допускає атлас
{Ui, ϕi}i∈Λ, який складається з листових карт вимірності k, такий що
для кожної пари індексів α ∈ A та i ∈ Λ, кожна компонента ліній-
ної зв’язності перетину ωα ∩ Ui є пластинкою. Тоді ∆ називається k-
вимірним шаруванням на Mn (шаруванням ковимірності n − k) а
{Ui, ϕi}i∈Λ називається листовим атласом, асоційованим з ∆. Кожна
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множина ωα називається листом шарування, а пара (Mn,∆) назива-
ється листовим многовидом.
Означення 2.4.3. Гомеоморфізм h : Mn

1 → Mn
2 листових многовидів

(Mn
1 ,∆1) і (Mn

2 ,∆2) будемо називати листовим гомеоморфізмом, якщо
він відображає листи шарування ∆1 на листи ∆2.
2.5. Вінцеві добутки. Нехай N , H – групи, φ : H → AutGrp(N) –
гомоморфізм. Покладемо φh = φ(h) ∈ AutGrp(N), h ∈ H.

Розглянемо декартів добуток множин N × H і задамо на ньому бі-
нарну операцію, яку означимо за допомогою рівності

(n1, h1) ·ϕ (n2, h2) = (φh2(n1) · n2, h1 · h2) (2.1)

для всіх (n1, h1), (n2, h2) ∈ N × H. Відомо, що (N × H, ·ϕ) є групою з
нейтральним елементом (eN , eH).
Означення 2.5.1. Група (N × H, ·ϕ) називається напівпрямим добу-
тком груп N та H і позначається N oϕ H.

Зауважимо, що існує природний сюр’єктивний гомоморфізм

p : N oϕ H → H, p(n, h) = h,

з ядром N ∼= N×eH . Отже, N є нормальною підгрупою NoϕH. Більш
того, відомо (див. [1, Твердження 5.10]) що коротка точна послідовність

0 → N → N oϕ H
p−−→ H → 0 (2.2)

має розтин, тобто існує гомоморфізм s : H → N oϕ H, s(h) = (eN , h),
такий що p ◦ s = idH .

Розглянемо тепер групи K, H, множину Ω, а також дію групи H
на множині Ω, тобто гомоморфізм φ : H → AutSet(Ω). Тут AutSet(Ω) –
група бієктивних відображень множини Ω на себе з операцією компо-
зиції відображень (її ще називають групою перестановок множини Ω).
Покладемо φh = φ(h) ∈ AutSet(Ω), h ∈ H.

Розглянемо групуN =
∏
ω∈ΩKω,Kω = K для всіх ω ∈ Ω, елементами

якої є набори (kω)ω∈Ω. Операція множення на N визначено покоорди-
натно, (kω) · (lω) = (kω · lω). Безпосередня перевірка показує, що дія
φ породжує гомоморфізм φ̄ : H → AutGrp(N), φ̄ : h 7→ φ̄h, h ∈ H, за
допомогою співвідношення

φ̄h((kω)) = (kϕh(ω)) , h ∈ H, (kω) ∈ N ,

тобто φ̄h ставить у відповідність елементу h ∈ H гомоморфізм N , який
переставляє координати (kω) ∈ N за допомогою перестановки індексів
φh.
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Означення 2.5.2. Група N oϕ̄ H називається (необмеженим) вінце-
вим добутком груп K та H і позначається K oϕH. Нормальна підгрупа
N вінцевого добутку називається його базою.

Зі сказаного вище слідує, що коротка точна послідовність

0 → N → K oϕ H
p−−→ H → 0 (2.3)

має розтин.
Розглянемо один окремий випадок. Візьмемо в якості множини Ω

групу H і означимо дію φ : H → AutSet(H) за допомогою співвідноше-
ння

φh(t) = h · t , h, t ∈ H . (2.4)
Означення 2.5.3. Група K oϕH, побудована за дією (2.4), називається
регулярним (необмеженим) вінцевим добутком груп K та H і позна-
чається K oH.
2.6. Класи груп W і W ′. Зараз за допомогою прямих добутків і регу-
лярних необмежених вінцевих добутків ми означимо два класи груп, ті-
сно пов’язані з групами орієнтованих гомеотопій смугастих поверхонь,
див. Теорему 6.6.8.
Означення 2.6.1. Клас груп W, це мінімальний клас груп, що відпо-
відає наступним умовам:

(1) {1} ∈ W;
(2) якщо Ai ∈ W для всіх i ∈ N, то й

∏
i∈NAi ∈ W;

(3) якщо A ∈ W, то A o Z ∈ W.
Виявляється, що клас W можна побудувати за допомогою операцій

прямого добутку груп і вінцевого добутку з групою Z, стартуючи з
одиничної групи {1}.

Для цієї мети розглянемо дві відповідності на класах груп.
Нехай A – якийсь набір груп. Скажемо, що група B отримана з груп

набору A за допомогою елементарної операції , якщо виконується одна
з двох умов:

(а) B = A o Z для групи A ∈ A;
(б) B =

∏m
i=1Ai для деякого m ∈ N і A1, . . . , Am ∈ A.

Позначимо через θ правило, яке ставить у відповідність набору груп
A набір груп

θ(A) = A∪{групи, отримані з A за допомогою елементарної операції}.

Тоді для кожного набору груп A маємо неспадний ланцюжок

A ⊂ θ(A) ⊂ θ2(A) = θ(θ(A)) ⊂ · · · ⊂ θn(A) = θ(θn−1(A)) ⊂ · · ·
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Позначимо через Θ правило, яке ставить набору A у відповідність набір
груп

Θ(A) =
⋃
n∈N

θn(A) .

Неформально можна сказати, що кожна група B ∈ Θ(A) отримана
з груп набору A за допомогою композиції скінченного (невід’ємного)
числа елементарних операцій. Запис групи B у вигляді такої композиції
будемо позначати ξA(B) та назвемо представленням групи B над A за
допомогою елементарних операцій. Зрозуміло, що таке представлення
може бути не єдине. Наприклад, якщо A = {{1}}, маємо

Z ∼= {1} o Z ∼= {1} × ({1} o Z) ∼= ({1} × {1} × {1}) o Z.
Позначимо через Φ правило, яке ставить у відповідність набору груп

A набір
Φ(A) = A ∪

{∏
i∈N

Ai

∣∣∣ Ai ∈ A, i ∈ N
}
.

Нехай ще I = Φ ◦Θ. Тоді
I(A) = Θ(A) ∪

{∏
i∈N

Bi

∣∣∣ Bi ∈ Θ(A), i ∈ N
}
.

Отримаємо неспадний ланцюжок
A ⊂ I(A) ⊂ I2(A) = I(I(A)) ⊂ · · · ⊂ In(A) = I(In−1(A)) ⊂ · · ·

Позначимо
W(A) =

⋃
n∈N

In(A) .

Лема 2.6.2 (виправлений варіант твердження [45, Лема 4.2]). Нехай
E = {1} – одинична група. Тоді W = W({E}).

Нехай A – деяка сім’я груп. Для кожної групи G ∈ W(A) означимо за
індукцією висоту hA(G) групи G відносно A як невід’ємне ціле число,
або ∞.
(i) Нам зручно буде вважати, що I0(A) = A. Означимо hA(A) = 0,

якщо A ∈ A.
(ii) Нехай для деякого цілого n ≥ 0 вже означено висоту hA(A) для

всіх A ∈ Im(A), 0 ≤ m ≤ n. Означимо hA(B) для всіх
B ∈ In+1(A) = I(In(A)).

Нехай B ∈ Θ(In(A)). Для кожного представлення ξIn(A)(B) озна-
чимо висоту h̃ цього представлення над A індуктивно за допомогою
правил:

(1) h̃(A) = hA(A), якщо A ∈ In(A);
(2) h̃(A o Z) = 1 + h̃(A), якщо A o Z 6∈ In(A);
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(3) h̃
(∏k

i=1Ai

)
= 1 +maxi h̃(Ai), якщо

∏k
i=1Ai 6∈ In(A).

Означимо висоту B як

hA(B) = min h̃
(
ξIn(A)(B)

)
,

де мінімум береться по всім представленням групи B над In(A) за
допомогою елементарних операцій.

Нехай тепер B ∈ In+1(A) = I(In(A)). Якщо B ∈ Θ(In(A)), висота
B вже означена. В протилежному випадку існує представлення групи
B у вигляді

ζIn(A)(B) =
∏
i∈N

Ai , де Ai ∈ Θ(In(A)) для всіх i ∈ N.

Означимо висоту цього представлення як

h̃
(
ζIn(A)(B)

)
= 1 + sup

i
hA(Ai).

Зауважимо, що величини hA(Ai), i ∈ N, можуть бути необмежені. В
такому випадку висота представлення дорівнює ∞.

Покладемо
hA(B) := min h̃

(
ζIn(A)(B)

)
,

де мінімум береться по всім представленням групи B такого виду.
Означення 2.6.3. Визначимо такі два класи груп:

W ′(A) = {B ∈ W(A) | hA(B) <∞} , W ′ = W ′({E}),

де E = {1} – одинична група.
2.7. Фундаментальний групоїд. У цьому підрозділі ми будемо ко-
ристуватися базовими поняттями теорії категорій (див., наприклад [24]
або [23]).

Нагадаємо, що категорія A називається малою, якщо клас її морфі-
змів MorA є множиною. Зрозуміло, що тоді її клас об’єктів ObA також
буде множиною.
Означення 2.7.1. Групоїд – це мала категорія A, всі морфізми якої
є ізоморфізмами. Іншими словами, для довільних об’єктів A,B ∈ ObA
і морфізму f ∈ Mor (A,B) існує морфізм g ∈ Mor (B,A), такий що
g ◦ f = idA і f ◦ g = idB.

Групоїд G, який має рівно один об’єкт ∗, має природну структуру
групи. Елементами цієї групи є морфізми G, операція – це композиція
морфізмів, нейтральним елементом є одиничний морфізм id∗.
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З іншого боку, кожну групу можна вважати групоїдом, що має один
об’єкт. Морфізмами цього групоїда є елементи групи, а композиція
морфізмів є добутком відповідних елементів групи.

Таким чином, на групоїди можна дивитись як на узагальнення груп.
Нехай X – топологічний простір, а X ′ – його підмножина. Нехай

також I = [0, 1]. Розглянемо сім’ю C = C((I, ∂I), (X,X ′)) неперервних
кривих, кінці яких належать до X ′.

Скажемо, що криві α, β ∈ C еквівалентні (α ∼ β), якщо
(1) α(0) = β(0) і α(1) = β(1);
(2) криві α і β гомотопні відносно кінців відрізка ∂I = {0, 1}.

Клас еквівалентності кривих, представником якого є α ∈ C будемо по-
значати [α].

Розглянемо сім’ю P = C/ ∼, елементами якої є класи еквівалентності
кривих з сім’ї C.

Відомо, що відповідні елементи сім’ї P можно компонувати між со-
бою так що компонування буде асоціативним.

Опишемо цю конструкцію докладніше. Нехай α, β ∈ C і α(1) = β(0).
Тоді означимо елемент γ ∈ C за допомогою співвідношення

γ(t) =

{
α(2t), t < 1/2,

β(2t− 1), t ≥ 1/2.
(2.5)

Класи еквівалентності [α], [β] ∈ P, для яких α(1) = β(0), назвемо
компоновними. Якщо [α] і [β] компоновні, назвемо їх добутком елемент
[α] · [β] := [γ] ∈ P, де крива γ ∈ C означена за допомогою формули (2.5).

Виявляється (див. [8]), що так означене компонування має наступні
властивості.
– Асоціативність: якщо для деяких [α], [β], [γ] ∈ P виконуються рівно-

сті α(1) = β(0) і β(1) = γ(0), то ([α] · [β]) · [γ] = [α] · ([β] · [γ]).
– Для кожної точки x ∈ X ′ існує ix ∈ C, для якого ix(0) = ix(1) = x

а також [α] · [ix] = [α] і [ix] · [β] = [β] для всіх α, β ∈ C, для яких
α(1) = β(0) = x.

– Для кожного α ∈ C існує ᾱ ∈ C, таке що [α] · [ᾱ] = iα(0) і [ᾱ] · [α] = iα(1).
Перелічені властивості дозволяють стверджувати, що наступна кон-

струкція коректна і її результатом є групоїд.
Розглянемо малу категоріюΠ(X,X ′) з наступними множинами об’єк-

тів ObΠ(X,X ′) = X ′ і морфізмів MorΠ(X,X ′) = P. Для кожної пари
об’єктів x, y ∈ X ′ множина морфізмів з x в y має вид

Mor (x, y) = {[α] ∈ P | α(0) = x, α(1) = y} .

Компонування (компоновних) морфізмів [α] і [β] означене як їх до-
буток [α] · [β].
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Для кожного об’єкта x ∈ X ′ означений одиничний морфізм [ix].
Означення 2.7.2. Групоїд Π(X,X ′) називається фундаментальним
групоїдом.

З цієї конструкції (з урахуванням зауваження про погляд на групи як
на групоїди) зрозуміло, що у випадку, коли множина X ′ одноточкова,
маємо рівність

Π(X, {x}) = π1(X,x).

Отже фундаментальний групоїд є узагальненням фундаментальної гру-
пи топологічного простору X.

3. ОДНОВИМІРНІ ШАРУВАННЯ НА ПОВЕРХНЯХ
Листова поверхня – це пара (M2,∆), яка складається з двовимірного

многовиду M2 і одновимірного шарування ∆ на M2, такого що кожна
компонента зв’язності множини ∂M2 є листом ∆.

Якщо множина U відкрита, то через ∆U позначатимемо індуковане
шарування U , листами якого є компоненти зв’язності перетинів ω ∩ U
по всіх ω ∈ ∆.

Розглянемо множину Y = M2/∆ всіх листів ∆ і природну проекцію
pr : M2 → M2/∆, яка ставить у відповідність кожному z ∈ M2 лист
шарування ∆, що містить z. Наділимо Y топологією фактор-простору,
тобто підмножина U ⊂ Y буде відкритою тоді й лише тоді, коли pr−1(U)
є відкритою в M2.

Означення 3.1. Топологічний простір Y називається простором
листів шарування ∆.

Відомо, що відображення проекції pr є відкритим, див. [14, Твер-
дження 1.5] або [46, Теорема 4.10].

Лема 2.3.2 дозволяє переписати Означення 2.3.1 для листових по-
верхонь у такому вигляді: лист ω ∈ ∆ називається спеціальним, якщо
виконується одна з наступних еквівалентних умов:

– ω 6= hcl(ω);
– ω 6= hclS(ω);
– y = pr(ω) є спеціальною точкою Y , тобто y 6= hcl(y).

Означення 3.2. Нехай a < b ∈ R. Припустимо, що J = [a, b) або
J = (a, b). Нехай також γ : J → M2 – неперервне відображення, для
якого γ(J ∩ {a}) ∈ ∂M2.
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Тоді γ називається розтином шарування ∆, якщо відображення
pr ◦γ : J →M2/∆ є ін’єктивним, тобто для відмінних u, v ∈ J їх обра-
зи γ(u) і γ(v) належать до відмінних листів ∆. Назвемо γ локаль-
ним розтином ∆, якщо відображення pr ◦γ : J → M2/∆ локально
ін’єктивне.

У роботі [29] для n-вимірних многовидів, n ≥ 2, з одновимірними
шаруваннями на них була доведена одна загальна теорема, частинний
випадок якої для листових поверхонь формулюється наступним чином.

Теорема 3.3 (див. [29, Теорема 2.8]). Нехай (M2,∆) – зв’язна листо-
ва поверхня, яка має зліченну базу і така що кожен лист шарування
∆ некомпактний і є замкненою підмножиною M2. Припустимо та-
кож, що сім’я всіх спеціальних листів є локально скінченною. Тоді
наступні умови еквівалентні одна одній:
(А) відображення проекції pr : M2 → M2/∆ на простір листів є ло-

кально тривіальним розшаруванням з шаром R і простір M2/∆
локально гомеоморфний [0, 1) (хоча він не обов’язково хаусдорфів);

(Б) для кожного листа ω існує відкритий насичений окіл, листово
гомеоморфний R×V , де V – відкрита підмножина простору [0, 1);

(В) через кожен лист шарування ∆ проходить деякий розтин.

Означення 3.4. Назвемо лист ω ⊂ IntM2 регулярним, якщо існує
його насичений окіл U , такий що пара (U,U) листово гомеоморфна
парі

(
R × [−1, 1],R × (−1, 1)), причому листовий гомеоморфізм від-

ображає ω на R× 0.
Аналогічно, лист ω ⊂ ∂M2 називається регулярним якщо існує

його насичений окіл U такий що пара (U,U) листово гомеоморфна
парі

(
R × [0, 1],R × [0, 1)) і листовий гомеоморфізм відображає ω на

R× 0.
Листи, що не є регулярними, будемо називати сингулярними.
Позначимо через Spec(∆) і Sing(∆) сукупності всіх спеціальних і,

відповідно, сингулярних листів шарування ∆.

Лема 3.5 (див. [26, Лема 2.6]). Регулярний лист не є спеціальним.
Іншими словами, кожен спеціальний лист є сингулярним, тобто

Spec(∆) ⊂ Sing(∆).

Важливу роль при характеризації смугастих поверхонь відіграє на-
ступна теорема про розрізання листової поверхні уздовж ізольованих
листів.
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Означення 3.6. Нехай (M2,∆) – листова поверхня. Лист ω назива-
ється ізольованим, якщо для кожного z ∈ ω існує листова карта
(див. Означення 2.4.1), яка містить цю точку і перетинає ω по ду-
зі. Іншими словами, існують відкритий окіл W точки z і вкладення
φ : (−1, 1)× (−1, 1) →M2, такі що

– φ
(
(−1, 1)× (−1, 1)

)
=W ,

– φ−1(ω) = (−1, 1)× 0,
– φ(−1, 1)×t міститься в деякому листі шарування ∆ при кож-
ному t ∈ (−1, 1).

Теорема 3.7 (див. [26, Теорема 3.2]). Нехай (M2,∆) – листова по-
верхня, а Σ ⊂ IntM2 – локально скінченна сім’я, яка складається
з ізольованих листів. Тоді існують листова поверхня (M̃ , ∆̃) і не-
перервне відображення p : M̃ → M2, які відповідають наступним
властивостям.
(1) p є відображенням проекції, тобто підмножина A ⊂M2 відкрита

тоді й лише тоді, коли p−1(A) відкрита в M̃ ;
(2) обмеження p : M̃ \ p−1(Σ) →M2 \Σ є листовим гомеоморфізмом;
(3) для кожного листа ω ∈ Σ його прообраз p−1(ω) складається з

двох листів ω̃1, ω̃2 ⊂ ∂M̃ шарування ∆̃, причому відображення
p|ω̃i : ω̃i → ω, i = 1, 2, є гомеоморфізмами.

4. СМУГАСТІ ПОВЕРХНІ
Означення 4.1. Підмножину S ⊂ R2 назвемо модельною смугою
якщо існують такі u < v ∈ R, що

(1) R× (u, v) ⊂ S ⊂ R× [u, v];
(2) S є відкритою підмножиною простору R× [u, v].

Для такої смуги будемо використовувати наступні позначення:
∂−S := S ∩ R× {u}, ∂+S := S ∩ R× {v},
∂S := ∂−S ∪ ∂+S, IntS := R× (u, v).

Відмітимо, що межа ∂S відкрита в просторі R × {u, v}, отже вона є
незв’язним об’єднанням не більш ніж зліченної сім’ї відкритих (мо-
жливо, необмежених) інтервалів.

Назвемо множини ∂−S та ∂+S берегами модельної смуги S. Ком-
поненти зв’язності множини ∂−S (відповідно, ∂+S) назвемо нижніми
(відповідно, верхніми) межовими інтервалами.
4.2. Смугастий атлас. Нехай зафіксовано деяку не більш ніж злічен-
ну множину індексів A та набір модельних смуг {Sα}α∈A. Припустимо
також, що для деякої множини індексів B
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– задано дві неперетинні сім’ї {Xβ}β∈B та {Yβ}β∈B, які складаються
з попарно різних межових інтервалів смуг з сім’ї {Sα}α∈A, і інде-
ксовані однією і тією ж множиною B;

– для кожного β ∈ B зафіксовано гомеоморфізм φβ : Yβ → Xβ.
Розглянемо фактор-простір

M2 =
⊔
α∈A

Sα

/
{Yβ

ϕβ∼ Xβ}β∈B , (4.1)

де Z =
⊔
α∈A

Sα є незв’язним об’єднанням модельних смуг. Таким чином,

M2 отримано з сім’ї модельних смуг шляхом ототожнення деяких пар
межових інтервалів за допомогою гомеоморфізмів.

При цьому дозволяється, щоб дві смуги склеювались уздовж більш
ніж однієї пари межових компонент. Можливо також склеювати пару
інтервалів, що належать до межі однієї смуги S, навіть за умови, що
вони одночасно лежать на нижній або на верхній частині межі ∂S.

Розглянемо також відображення проекції

q : Z =
⊔
α∈A

Sα −→M2 . (4.2)

Елементарна перевірка показує, що M2 є некомпактним двовимір-
ним многовидом, який може бути незв’язним, неорієнтовним і мати не-
тривіальну межу. Кожна зв’язна компонента межі ∂M2 є інтервалом.
Зауважимо також, що за означенням проекції підмножина U ⊂ M2 є
відкритою тоді і лише тоді, коли q−1(U) відкрита в

⊔
α∈A

Sα.

Для кожного α ∈ A нехай

ξα : Sα ↪→ Z =
⊔
α∈A

Sα
q−−→M2

є композицією включення Sα у
⊔
α∈A Sα і проекції q. Назвемо ξα кар-

тою, яка відповідає Sα.
Відмітимо, що кожна модельна смуга S допускає одновимірне шару-

вання ∆S , листами якого є зв’язні компоненти ∂S і горизонтальні прямі
R× {t}, t ∈ (−1, 1).

У більш широкому загалі, нехай поверхню M2 отримано з сім’ї мо-
дельних смуг за допомогою співвідношення (4.1). Оскільки її смуги
склеєні за допомогою гомеоморфізмів листів, шарування на смугах M2

породжують шарування ∆q на M2, яке ми назвемо канонічним.
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Означення 4.2.1. Нехай Xβ і Yβ – межові інтервали і φβ :Xβ→Yβ –
гомеоморфізм, за допомогою якого відбувається їх склеювання. Назве-
мо швом лист ω = q(Xβ) = q(Yβ) канонічного шарування, отриманий в
результаті цієї операції.
Означення 4.2.2. Будемо говорити, що співвідношення (4.2) задає
смугастий атлас на листовій поверхні (M2,∆q).
Означення 4.2.3. Будемо також казати, що листова поверхня (M2,∆)
є смугастою поверхнею, якщо шарування ∆ є канонічним шаруванням
для деякого смугастого атласу на M2.

Іншими словами, листова поверхня (M2,∆) є смугастою поверхнею,
якщо існують набір модельних смуг {Sα}α∈A а також набір гомеомор-
фізмів {φβ : Yβ → Xβ}β∈B, такі щоM2 відповідає співвідношенню (4.1),
а шарування ∆ є канонічним для цього листового атласу.
Означення 4.2.4. Ізоморфізмом смугастих атласів q1 : Z1 → M2

1 і
q2 : Z2 → M2

2 , назвемо пару листових гомеоморфізмів h : Z1 → Z2 і
k :M2

1 →M2
2 , для якої комутативна наступна діаграма.

Z1
h−−−−→ Z2

q1

y yq2
M2

1 −−−−→
k

M2
2

(4.3)

Два смугастих атласи назвемо ізоморфними, якщо існує їх ізоморфізм.
Дві смугасті поверхні M2

1 і M2
2 назвемо еквівалентними, якщо існу-

ють їх смугасті атласи, які є ізоморфними між собою.
Означення 4.2.5. Автоморфізмом смугастого атласу q : Z → M2

назвемо пару листових гомеоморфізмів h : Z → Z та k :M2 →M2, які
задають ізоморфізм смугастого атласу q з собою.

Лема 4.2.6 (див. [28, Лема 3.1]). Нехай Y = M2/∆ – простір листів
смугастої поверхні (M2,∆) наділений відповідною фактор-топологією.
Тоді Y є T1-простором.
4.3. Стандартні шарування на циліндрі та стрічці Мебіуса. Не-
хай S = R × [0, 1], s = ±1 і φs : R × {0} → R × {1} – гомеоморфізм
визначений за такою формулою: φs(x, 0) = (sx, 1). Відображення прое-
кції q : S → S/φs визначає смугастий атлас, який складається з однієї
смуги. Будемо називати відповідну смугасту поверхню S/φs стандар-
тним відкритим циліндром, якщо s = +1, і стандартною стрічкою
Мебіуса у випадку s = −1.
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4.4. Типи листів канонічного шарування. Розглянемо смугастий
атлас (4.2). Тоді легко бачити, що кожен лист ω асоційованого каноніч-
ного шарування ∆ відповідає рівно одному з наступних типів:
(a) ω ⊂ q(IntSα) для деякого α ∈ A.
(b) ω ⊂ q(∂σSα) ⊂ ∂M2 для деякого α ∈ A та σ ∈ {−,+}. У цьому

випадку ω називається межовим листом. Цей тип в свою чергу
ділиться на такі підтипи:
(b1) ω = q(∂σSα), отже ∂σSα складається з єдиного листа;
(b2) ω ( q(∂σSα), тому ∂σSα містить більше одного листа.

(c) ω = q(Xβ) = q(Yβ) для деякого β ∈ B, де Xβ ⊂ ∂σSα, Yβ ⊂ ∂σ′Sα′

для певних α, α′ ∈ A, а також σ, σ′ ∈ {−,+}. Листи даного типу є
в точності швами і він також розпадається на такі підтипи:
(c1) α = α′, Xβ = ∂σSα і Yβ = ∂σ′Sα, отже σ′ = −σ і ми склеюємо

різні сторони однієї смуги Sα і кожна зі сторін складається з
єдиного межового інтервалу;

(c2) α 6= α′, Xβ = ∂σSα, і Yβ = ∂σ′Sα;
(c3) Xβ 6= ∂σSα або Yβ 6= ∂σ′Sα′ . У цьому випадку ω називається

особливим листом. Цей тип ділиться на такі підтипи:
(c31) α = α′, σ′ = σ, і Xβ ∪ Yβ = ∂σSα;
(c32) α = α′, σ′ = σ, і Xβ ∪ Yβ 6= ∂σSα;
(c33) всі інші можливості.

РИС. 4.1. Тип (c1) (α′ = α, σ′ = −σ)

РИС. 4.2. Типи (c31) та (c32) (α′ = α, σ′ = σ)

Отже, типи (c31) і (c32) відповідають склеюванню межових інтерва-
лів, які належать одній стороні спільної смуги.
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Наступна лема характеризує спеціальні, регулярні й сингулярні ли-
сти канонічних шарувань смугастих поверхонь за допомогою типів (a)–
(c). Зокрема, вона показує, що різниця між сингулярними і спеціальни-
ми листами канонічного шарування – це листи типу (c31). Доведення
леми зводиться до простої безпосередньої перевірки.

Лема 4.4.1 (див. [26, Лема 2.7]). Нехай q : ⊔
α∈A

Sα →M2 – смугастий

атлас, і ∆ – канонічне шарування на M2. Тоді виконуються наступні
твердження.
(1) Лист ω ∈ ∆ є спеціальним, тобто ω 6= hcl(ω), тоді й тільки

тоді, коли він належить одному з типів (b2), (c32), або (c33).
(2) Для довільного листа ω ∈ ∆ наступні властивості еквівалентні:

(i) ω ∈ ∆ допускає розтин;
(ii) ω ∈ ∆ має відкритий насичений окіл, листово гомеоморфний

R× V , де V – відкрита підмножина [0, 1);
(iii) ω не належить до типів (c31) і (c32).

(3) Лист ω ∈ ∆ є регулярним, див. Означення 3.4, тоді й лише тоді,
коли він має один з типів (a), (b1), (c1), або (c2).

(4) Відповідно, лист ω ∈ ∆ є сингулярним тоді й тільки тоді, коли
він належить до типів (b2), (c31), (c32) або (c33).

Лема 4.4.2 (див. [28, Лема 3.5]). Якщо M2 зв’язна і має лист типу
(c1), то вона листово гомеоморфна одній з поверхонь C або M .
Означення 4.4.3. Смугастий атлас q, що не містить листів типів (c1)
і (c2), назвемо зведеним.

Теорема 4.4.4 (див. [28, Теорема 3.7]). Кожна зв’язна смугаста по-
верхня M2 зі зліченною базою листово гомеоморфна циліндру C, стрі-
чці Мебіуса M , або зведеній поверхні.

Позначимо
D = q

( ⊔
α∈A

∂Sα
)
. (4.4)

Лема 4.4.5 (див. також [30, Лема 7.2]). Сім’ї Spec(∆), Sing(∆), ∂M2

і D є локально скінченними, причому

Spec(∆) ⊂ Sing(∆), ∂M2 ∪ Sing(∆) ⊂ D.

Більш того, смугастий атлас q є зведеним тоді й лише тоді, коли

∂M2 ∪ Sing(∆) = D.
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Зауваження 4.4.6. Кожен смугастий атлас (4.2) породжує розбиття
поверхні M2 на смуги {ξα(Sα)}α∈A. Рівність ∂M2 ∪ Sing(∆) = D з по-
передньої леми дозволяє довести наступне: довільні два зведені атласи
породжують одне й те саме розбиття смугастої поверхні на смуги,
отже таке розбиття не залежить від вибору зведеного атласу і є
властивістю шарування.

Лема 4.4.7 (див. [26, Лема 2.11]). Припустимо, що кожен лист шару-
вання ∆ допускає розтин, а отже відповідає кожній з еквівалентних
умов (А)-(В) теореми 3.3. Якщо атлас q є зведеним, то для листа
ω ⊂ IntM2 наступні умови є еквівалентними:

(i) ω має тип (c33);
(ii) ω є спеціальним, тобто ω 6= hcl(ω);
(iii) ω є сингулярним;
(iv) ω має тип (c), отже ω = q(Xβ) = q(Yβ) для деякого β ∈ B.
Якщо додатково кожен сингулярний лист міститься в ∂M2, то від-
сутні листи типу (c), отже q є гомеоморфізмом і M2 є незв’язним
об’єднанням смуг.

5. ХАРАКТЕРИЗАЦІЯ СМУГАСТИХ ПОВЕРХОНЬ
В цьому розділі ми будемо вважати, що (M2,∆) – листова поверхня

із зліченою базою, а кожен лист шарування ∆ гомеоморфний R і є
замкненою підмножиною в M2. Нехай також Spec(∆) і Sing(∆) – сім’ї
всіх спеціальних і, відповідно, сингулярних листів шарування ∆.

Наступне твердження характеризує смугасті поверхні, що не мають
листів типів (c31) та (c32).

Теорема 5.1 (див. [30, Теорема 7.4]). Наступні умови еквівалентні:
(1) (M2,∆) допускає смугастий атлас, який не має листів типів (c31)

та (c32);
(2) Сім’я Spec(∆) є локально скінченною, а шарування ∆ задовольняє

кожну з еквівалентних умов (А)-(В) теореми 3.3.
Наступне розширення Теореми 5.1 дозволяє обмежитись перевіркою

існування розтинів тільки для листів шарування, які лежать у внутрі-
шності M2.

Теорема 5.2 (див. [26, Теорема 4.2]). Нехай сім’я Sing(∆) є локально
скінченною, а також кожен лист шарування ∆, який міститься в
IntM2 допускає розтин. Тоді кожен лист, що лежить в ∂M2, також
допускає розтин. Тому, згідно з теоремою 5.1, (M2,∆) є смугастою
поверхнею.
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Теорема 5.3 (див. [26, Теорема 4.3]). Припустимо, щоM2 є зв’язною,
сім’я Sing(∆) є локально скінченною і Sing(∆) ⊂ ∂M2. Тоді M2 листо-
во гомеоморфна або стандартному циліндру, або стандартній стріці
Мебіуса, або смузі з канонічним шаруванням на ній.

Наступна теорема характеризує всі смугасті поверхні і виводиться з
двох попередніх тверджень за допомогою теореми 3.7.

Теорема 5.4 (див. [26, Теорема 4.4]). Наступні умови еквівалентні:
(1) (M2,∆) допускає смугастий атлас;
(2) сім’я Sing(∆), що складається зі всіх сингулярних листів, є

локально скінченною.

6. ІНВАРІАНТИ СМУГАСТИХ ПОВЕРХОНЬ
6.1. Група гомеоморфізмів, які зберігають шарування ∆q. Не-
хай (M2,∆q) – смугаста поверхня. Позначимо через H

(
∆q

)
групу ли-

стових гомеоморфізмів поверхні M2, тобто таких гомеоморфізмів, що
для кожного h ∈ H

(
∆q

)
і кожного листа ω ∈ ∆q образ h(ω) також є

листом ∆q.
Наділимо H

(
∆q

)
відповідною компактно-відкритою топологією. Не-

хай Hid
(
∆q

)
позначає компоненту лінійної зв’язності одиниці групи

H
(
∆q

)
, тобто Hid

(
∆q

)
складається з гомеоморфізмів h ∈ H

(
∆q

)
, які

ізотопні в H
(
∆q

)
до idM2 .

Тоді Hid
(
∆q

)
є нормальною підгрупою групи H

(
∆q

)
і можна отото-

жнити фактор-групу H
(
∆q

)
/Hid

(
∆q

)
з множиною π0H

(
∆q

)
всіх ком-

понент лінійної зв’язності H
(
∆q

)
, тобто

π0H
(
∆q

)
= H

(
∆q

)
/Hid

(
∆q

)
.

Назвемо цю групу групою гомеотопій шарування ∆q.
Нехай також H′

id
(
∆q

)
– підгрупа групи H

(
∆q

)
, яка складається з

гомеоморфізмів h, таких що h(ω) = ω для кожного листа шарування
∆q, а індуковане відображення h|ω : ω → ω зберігає орієнтацію.

Нехай Σ(∆q) – об’єднання листів типів (b) і (c3). Тоді очевидно, що
h(Σ(∆q)) = Σ(∆q) для кожного h ∈ H

(
∆q

)
.

Спочатку розглянемо випадок, коли M2 є модельною смугою.

Лема 6.1.1 (див. [28, Лема 4.1]). Нехай S ⊂ R × [−1, 1] – модельна
смуга і g ∈ H

(
∆S

)
. Тоді

g(x, y) =
(
λ(x, y), µ(y)

)
, (6.1)
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де µ : [−1, 1] → [−1, 1] – гомеоморфізм, а λ : S → R – неперервна
функція, така що для кожного y ∈ (−1, 1) відповідність x 7→ λ(x, y) є
гомеоморфізмом R → R.

Лема 6.1.2 (див. [28, Лема 4.2]). Нехай Ŝ ⊂M2 – смуга, яка містить
листи з Σ(∆q), а відображення ξ : S → Ŝ задає відповідну карту, де
S – модельна смуга з атласу M2. Нехай також h ∈ H

(
∆q

)
. Якщо

h(Ŝ) = Ŝ, то h підіймається до гомеоморфізму g : S → S модельної
смуги S, такого, що ξ ◦ g = h ◦ ξ.

Лема 6.1.3 (див. [28, Лема 4.3]). Група H′
id
(
∆q

)
є стягуваною.

Теорема 6.1.4 (див. [28, Теорема 4.4]). Нехай M2 – зв’язнв зведенв
смугаств поверхня і h ∈ H

(
∆q

)
. При цих умовах h ∈ Hid

(
∆q

)
тоді і

лише тоді, коли виконуються три наступні умови:
(a) h(Ŝα) = Ŝα для всіх Ŝα = ξα(Sα), α ∈ A;
(b) якщо gα : Sα → Sα, g(x, y) =

(
λ(x, y), µ(y)

)
, α ∈ A, є єдиним під-

няттям h|
Ŝα
виду (6.1), то µ зростає і λ(x, y) також зростає для

кожного фіксованого y ∈ (−1, 1).
(c) h лишає інваріантним кожен лист ω ⊂ Σ(∆q) і зберігає його орієн-

тацію.
Більш того, H′

id
(
∆q

)
є строгим деформаційним ретрактом Hid

(
∆q

)
і,

зокрема, Hid
(
∆q

)
також стягувана.

6.2. Спрощений граф смугастої поверхні. Нехай (M2,∆q) – сму-
гаста поверхня, на якій зафіксовано смугастий атлас (4.2). Поставимо
у відповідність цьому атласу абстрактний граф G визначений так, як
описано нижче.
Вершинами G вважатимемо елементи множини A, яка індексує мо-

дельні смуги в атласі (4.2). Ребрами G назвемо елементи множини B,
яка індексує шви цього атласу. Кожному шву ωβ = q(Xβ) = q(Yβ),
β ∈ B, поставимо у відповідність ребро графа G наступним чином:
якщо Xβ ⊂ Sα′ , Yβ ⊂ Sα′′ , то відповідне ребро β буде з’єднувати вер-
шини α′ і α′′ (інакше кажучи, воно буде інцидентне цим вершинам).

Зауваження 4.4.6 дозволяє стверджувати, що для довільних двох зве-
дених атласів смугастої поверхні їх графи ізоморфні. Отже, граф G
зведеного атласу смугастої поверхні є її комбінаторним інваріантом.
Означення 6.2.1. Граф G, побудований по деякому зведеному атласу
смугастої поверхні (M2,∆q), називається її спрощеним (абстрактним)
графом.
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На ребрах графа G можна задати орієнтацію: якщо Xβ ⊂ Sα′ , а
Yβ ⊂ Sα′′ , то вершину α′ назвемо початком ребра β, а вершину α′′ –
його кінцем. Але ця орієнтація не є канонічною і залежить від вибору
атласа.
Означення 6.2.2. Діаметром diamG графа G називається мінімаль-
не невід’ємне число d, таке що довільні дві вершини G можна з’єднати
шляхом довжини не більше d, якщо таке число існує. В протилежному
випадку кажуть, що diamG = ∞.

Нагадаємо, що порядком вершини графа G називається кількість
ребер, яким вона інцидентна. Взагалі кажучи, граф G може бути не
локально скінченним, тобто може містити вершини нескінченного по-
рядку.

6.3. Геометрична реалізація спрощеного графу. Маючи спроще-
ний граф G, побудований по зведеному атласу (4.2), можна поставити
йому у відповідність CW-комплекс |G| виміру 1 наступним чином.
0) 0-остовом |G| є множина A вершин графа G.
1) Нехай β – орієнтоване ребро G з початком α1 і кінцем α2. Розглянемо

відрізок (Iβ, ∂Iβ) ∼= ([−1, 1], {−1, 1}) і відображення
χβ : ∂Iβ = {−1, 1} → A, χβ(−1) = α1, χβ(1) = α2,

яке приклеює 1-клітину Iβ до 0-остову.
На незв’язному об’єднанні A t

⊔
β∈B Iβ визначимо відношення екві-

валентності:
τ ∼ χβ(τ), τ ∈ ∂Iβ, β ∈ B

і нехай
|G| := A t

⊔
β∈B

Iβ

/
∼

відповідний фактор-простір.
Означення 6.3.1. Простір |G| називається геометричною реалізацією
графа G.

Для кожного β ∈ B нехай

iβ : Iβ → A t
⊔
β∈B

Iβ ,

– відповідне вкладення, і

Θ : A t
⊔
β∈B

Iβ → |G|
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– відображення проєкції. Композиція

θβ = Θ ◦ iβ : Iβ → |G|

називається характеристичним відображенням одновимірної клітини
Iβ. Топологія на |G| визначається так, що відображення f : |G| → X у
топологічний простір X неперервне тоді й лише тоді, коли неперервна
кожна з композицій f ◦ θβ : Iβ → X, β ∈ B.

6.4. Канонічне ін’єктивне відображення ϕ : |G| → M2. Нехай
(M2,∆q) – смугаста поверхня, |G| – геометрична реалізація її спро-
щеного графу G, побудованого за зведеним атласом (4.2). Побудуємо
ін’єктивне неперервне відображення ϕ : |G| →M2.

Для простоти будемо вважати, що кожна модельна смуга Sα, α ∈ A,
відповідає співвідношенням R× (−1, 1) ⊂ Sα ⊂ R× [−1, 1].

Почнемо побудову з 0-остова. Нехай α ∈ A. Покладемо 0α = (0, 0) ∈
Sα, ϕ(α) = q(0α). Очевидно, це відображення є ін’єктивним.

Нехай β ∈ B. Продовжимо відображення φ на одновимірну клітину
Iβ наступним чином.

Нехай ωβ = q(Xβ) = q(Yβ) – відповідний шов на поверхні M2, при-
чому Xβ ⊂ ∂σ′Sα′ і Yβ ⊂ ∂σ′′Sα′′ для деяких α′, α′′ ∈ A і σ′, σ′′ ∈ {±1}.
Зафіксуємо точку zβ ∈ ωβ. Тоді q−1(zβ) = {xβ, yβ} для деяких xβ =
(uβ, σ

′) ∈ Xβ і yβ = (vβ, σ
′′) ∈ Yβ. Означимо ϕβ : Iβ →M2 за допомогою

співвідношення

ϕβ(t) =


q(2(t+ 1)uβ, σ

′(t+ 1)), t ∈ [−1,−1/2],

q(uβ, σ
′(t+ 1)), t ∈ (−1/2, 0],

q(vβ, σ
′′(1− t)), t ∈ (0, 1/2]),

q(2(1− t)vβ, σ
′′(1− t)), t ∈ (1/2, 1].

Безпосередня перевірка показує, що це проста неперервна крива, яка
з’єднує точки 0β′ та 0β′′ , причому для різних β ∈ B носії цих кривих
можуть перетинатися тільки в точках множини ϕ(A). Це означає на-
ступне.
– Маємо коректно визначене відображення ϕ : |G| → M2, яке задо-

вольняє умову ϕβ = ϕ ◦ θβ для кожного β ∈ B.
– Більш того, відображення ϕ є ін’єктивним.
Як було відмічено вище, неперервність ϕ слідує з неперервності всіх

ϕβ , β ∈ B.
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Теорема 6.4.1 (див. [25, Теорема 2.8]). Нехай (M2,∆q) – смугаста
поверхня, |G| – геометрична реалізація її спрощеного графу G, побу-
дованого за зведеним атласом (4.2). Тоді для кожного x ∈ |G| відобра-
ження ϕ : |G| →M2 індукує ізоморфізм фундаментальних груп

ϕ∗ : π1(|G|, x) → π1(M
2, ϕ(x)) .

Зокрема ϕ є гомотопійною еквівалентністю.

Теорема 6.4.2 (див. [25, Теорема 2.9]). Нехай (M2,∆q) – смугаста
поверхня, |G| – геометрична реалізація її спрощеного графу G, побудо-
ваного за зведеним атласом (4.2). Тоді існує підмножина Z ∈ ϕ(|G|),
така що ϕ(A) ⊂ Z і відображення ϕ : |G| → M2 індукує ізоморфізм
фундаментальних групоїдів

ϕ∗ : Π(|G|, ϕ−1(Z)) → Π(M2, Z) .

6.5. Орієнтація канонічного шарування на смугастій поверх-
ні. Припустимо, що смугаста поверхня (M2,∆q) допускає структуру
локально-тривіального розшарування, узгоджену зі структурою шару-
вання на ній (див. Теореми 3.3 і 5.1).

Тоді відображення проєкції pr : M2 → M2/∆q на простір листів
відповідає наступній властивості. Для кожної точки x ∈ M2 існують
відкритий окіл V її образа pr(x), гомеоморфний відкритій підмножині
[0, 1), а також вкладення iV : V × R →M2 такі що
– множина iV (V × R) ⊂M2 є насиченим відкритим околом точки x;
– відображення pr1 : V × R → V проекції на першу координату задо-

вольняє рівність pr1 = pr ◦iV ;
– множина iV ({y} × R) є листом шарування ∆q для кожного y ∈ V .
Пара (V, iV ) називаєтьсятривіалізацією розшарування (M2, pr) в точці
x.

Нехай на кожному листі шарування ∆q зафіксована орієнтація. Тоді
для тривіалізації (V, iV ) розшарування (M2, pr) відображення iV інду-
кує на кожній “вертикальній лінії” {y} × R ⊂ V × R якусь орієнтацію.
Зафіксуємо також стандартну орієнтацію на R і нехай pr2 : V ×R → R
– проєкція на другу координату. Тоді для кожного y ∈ V відображення
py = pr2 |{y}×R : {y} × R → R зберігає або обертає орієнтацію.

Скажемо, що орієнтація листів ∆q погоджена на (V, iV ), якщо всі
відображення py, y ∈ V , одночасно зберігають або обертають орієнта-
цію.

Назвемо шарування ∆q орієнтованим, якщо орієнтація його листів
погоджена на кожній тривіалізації (V, iV ) розшарування (M2, pr). Це
поняття формалізує ідею того, що “близькі листи” шарування ∆q “одна-
ково орієнтовані”.
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Скажемо, що листовий гомеоморфізм h ∈ H
(
∆q

)
зберігає орієнтацію

орієнтованого шарування ∆q, якщо він відображає кожен лист ω ∈ ∆q

на його образ h(ω) (який за означенням є теж листом ∆q) зі збереже-
нням орієнтації.

Припустимо, канонічне шарування ∆q смугастої поверхні (M2,∆q) є
орієнтованим. Розглянемо підгрупу H+

(
∆q

)
групи H

(
∆q

)
, елементами

якої є листові автоморфізми поверхні M2, що зберігають орієнтацію
шарування ∆q.

Ми знаємо, див. теорему 6.1.4, що для довільного неперервного шля-
ху Θ : [0, 1] → H

(
∆q

)
, який з’єднує тотожне відображення idM2 з де-

яким h ∈ H
(
∆q

)
, виконується наступна властивість: Θ(t) ∈ H+

(
∆q

)
для кожного t ∈ [0, 1]. Тому Hid

(
∆q

)
є підгрупою H+

(
∆q

)
. Більш того

легко бачити, що Hid
(
∆q

)
◁H+

(
∆q

)
а отже коректно означена група

π0H+
(
∆q

)
= H+

(
∆q

)
/Hid

(
∆q

)
,

яка називається групою орієнтованих гомеотопій смугастої поверхні
(M2,∆q).

На кожній смузі Sα, α ∈ A, атласу (4.2) її шарування ∆α на го-
ризонтальні прямі та межові інтервали можна орієнтувати природним
чином: зафіксуємо на кожному листі ω таку орієнтацію, щоб відобра-
ження pr1|ω : ω → R (обмеження на ω проєкції на першу координату)
зберігало орієнтацію. Припустимо, що всі гомеоморфізми φβ : Yβ → Xβ ,
β ∈ B, зберігають орієнтацію. Тоді кожен лист канонічного шарування
∆q отримує якусь орієнтацію.

Виявляється, що шарування ∆q з такою орієнтацією листів є орі-
єнтованим. Це твердження слідує з наступного факту: існує покриття
простору M2 насиченими відкритими множинами, кожна з яких є но-
сієм деякої тривіалізації розшарування (M2, pr), причому орієнтація
листів ∆q погоджена на кожній з цих тривіалізацій.

Вказане відкрите покриття складається з таких множин:
– q(IntSα), α ∈ A;
– ω ∪

⋃
ω⊂q(∂Sα) q(IntSα), ω ∈ ∆q, ω ⊂ D, див. (4.4).

Відповідні тривіалізації будуються безпосередньо за допомогою розти-
нів шарування ∆q (існування розтинів гарантують Теореми 3.3 та 5.1).

6.6. Смугасті поверхні з класу F. У роботах [45] і [44] розглянутий
клас смугастих поверхонь, спрощені графи яких є кореневими деревами
скінченного діаметра. Щоб його означити, спочатку розглянемо один
більш широкий допоміжний клас смугастих поверхонь.
Означення 6.6.1. Назвемо модельну смугу S ⊂ R2 допустимою, якщо
сім’я компонентів зв’язності множини ∂S є локально скінченною в R2,
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тобто кожна точка R2 має окіл, що перетинається не більш ніж зі скін-
ченним числом компонентів зв’язності множини ∂S.

Наприклад, модельна смуга
S = R× [−1, 1] \

(
{(0,−1)} ∪ {xn = (1/n,−1) | n ∈ N}

)
не є допустимою.

Введемо наступні позначення:
[0] = ∅, [n] = {1, 2, . . . , n}, −N = {−i | i ∈ N} .

Нехай також Ji = (2i, 2i+ 1). Для підмножини Λ ⊂ Z позначимо

AΛ =
⋃
i∈Λ

Ji .

Назвемо стандартними такі множини даного типу: A[n], n = 0, 1, . . ., а
також AZ, AN, A−N.

Лема 6.6.2 (див. [45, Лема 2.6]). Нехай S – допустима модельна сму-
га. Тоді існує листовий гомеоморфізм h : R2 → R2 простору R2 з
шаруванням на горизонтальні прямі, що зберігає орієнтацію листів
цього шарування, і такий що h(S) ⊂ R × [−1, 1] = h(S) є модельною
смугою, причому ∂h(S) = Aα × {−1} t Aβ × {1} для деяких стандар-
тних множин Aα і Aβ. Більш того, α, β ∈ {[0], [1], . . . ,N,−N,Z} не
залежать від вибору гомеоморфізму h вказаного типу.

Нехай (M2,∆q) – смугаста поверхня має атлас (4.2), у якого всі мо-
дельні смуги якого є допустимими. Будемо вважати, що на кожній мо-
дельній смузі Sα, α ∈ A, з цього атласу її шарування ∆α має природну
орієнтацію (див. попередній підрозділ).

Введемо наступні позначення:

D− =
⊔
α∈A

∂−Sα, D+ =
⊔
α∈A

∂+Sα.

Тоді D = q(D− tD+) (див. (4.4)).
Означення 6.6.3. Атлас (4.2) назвемо допустимим, якщо кожний го-
меоморфізм склейки φβ : Yβ → Xβ , β ∈ B, відповідає наступним вла-
стивостям:

(1) Xβ ⊂ D−, Yβ ⊂ D+;
(2) гомеоморфізм φβ зберігає орієнтацію.

З властивості (1) слідує, що у допустимому атласі немає листів ти-
пів (c31) і (c32), отже відображення проєкції pr : M2 → M2/∆q на
простір листів є локально тривіальним розшаруванням з шаром R, а
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простір M2/∆q – локально гомеоморфний до [0, 1), див. теореми 3.3
і 5.1.

Враховуючи сказане, властивість (2) гарантує, що природні орієнта-
ції на канонічних шаруваннях ∆α смуг Sα, α ∈ A, породжують орієн-
товане шарування ∆q.
Означення 6.6.4. Назвемо описану орієнтацію природною орієнтаці-
єю на ∆q.

Отже, для допустимого атласу завжди означена група орієнтованих
гомеотопій π0H+

(
∆q

)
.

Означення 6.6.5. Скажемо, що допустимий атлас (4.2) належить до
класу F, якщо
(1) для кожної смуги Sα множина ∂−Sα містить рівно один межовий

інтервал (тобто має стандартний тип A[1]);
(2) спрощений граф G цього атласу зв’язний, має скінченний діаметр

і не має циклів.
Означення 6.6.6. Скажемо, що смугаста поверхня (M2,∆q) належить
до класу F, якщо вона має атлас, що належить до класу F.
Зауваження 6.6.7. З вимоги (2) Означення 6.6.5 слідує, що кожна
смугаста поверхня, яка належить до класу F має зведений атлас. При-
чому всі її зведені атласи належать до класу F, див. Зауваження 4.4.6.

Зрозуміло, що смугаста поверхня (M2,∆q), що належить до класу
F, є зв’язною та однозв’язною некомпактною поверхнею. Тому внутрі-
шність такої поверхні гомеоморфна R2, див. [12].

Позначимо
R = {π0H+

(
∆q

)
| (M2,∆q) належить до класу F}

клас груп орієнтованих гомеотопій всіх смугастих поверхонь, що на-
лежать до класу F. Виявляється, що цей клас груп тісно пов’язаний з
класами груп, побудованими у підрозділі 2.6.

Теорема 6.6.8 (див. [45, Теорема 4.5]). Класи R та W ′ збігаються.
6.7. Граф смугастої поверхні. Розглянемо на поверхні M2 деякий
смугастий атлас (4.2). Поставимо йому у відповідність певний граф G,
що кодує “комбінаторну” інформацію про склейку смуг за допомогою
проєкції q. Цей граф може мати кратні ребра і петлі, а також напіввід-
криті ребра (ребра без одного кінця). Крім того, він несе певну дода-
ткову структуру. Дамо спочатку дещо неформальний опис графу G.
(1) Вершинами G є смуги з сім’ї t

α∈A
Sα.
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(2) Назвемо для зручності межовий інтервал X смуги Sα пів-ребром,
яке інцидентне вершині Sα. Позначимо множину всіх пів-ребер, що
належать до ∂±Sα через d±(Sα). Також позначимо

d(Sα) = d−(Sα) ∪ d+(Sα).

(3) Ребра графу G бувають двох наступних типів.
(а) Якщо дві смуги S1 і S2 “зшиті” вздовж межових інтервалів Xβ

і Yβ , ми будемо вважати, що вершини S1 і S2 графу G з’єднані
ребром eβ. Отже, ребро eβ є невпорядкованою парою пів-ребер.
Назвемо (Xβ, Yβ) замкненим ребром G.

(б) Якщо межовий інтервал X деякої смуги Sα не ототожнюється
з іншим межовим інтервалом, тобто q(X) є компонентою краю
M2, ми будемо вважати, що X є напіввідкритим ребром, яке
інцидентне лише вершині Sα.

Візьмемо на кожній смузі Sα, α ∈ A, природну орієнтацію листів її
шарування ∆α на горизонтальні прямі та межові інтервали.

Додамо до G інформацію про напрями склеювання межових інтер-
валів, а також про взаємне розташування межових інтервалів вздовж
кожної смуги.

Означимо для гомеоморфізму f : (a, b) → (c, d) число or(f) = +1,
якщо f зберігає орієнтацію, і or(f) = −1, якщо змінює. Зрозуміло, що
для будь-якого гомеоморфізму g : (c, d) → (e, f) виконується рівність
or(g ◦ f) = or(g) · or(f).
(4) Поставимо у відповідність кожному замкненому ребру (Xβ, Yβ), що

відповідає склеюванню межових інтервалів Xβ та Yβ за допомогою
гомеоморфізму φβ : Yβ → Xβ , число σ(Xβ, Yβ) := or(φβ) і назвемо
його орієнтацією склеювання.

(5) На кожній модельній смузі Sα, α ∈ A, відображення pr1|∂+Sα :
∂+Sα → R разом з лінійним порядком на просторі R природним
чином індукують лінійний порядок на сім’ї межових інтервалів, що
належать до ∂+Sα. Лист ω1 передує ω2, якщо pr1(ω1) розташована в
R лівіше за pr1(ω2) (таке означення є коректним, тому що множини
pr1(ω1) і pr1(ω2) зв’язні і не перетинаються).

Аналогічним чином можна задати лінійний порядок на сім’ї ме-
жових інтервалів, що належать до ∂−Sα.

Отже, на кожній з множин d−(Sα) і d+(Sα) всіх пів-ребер, що
інцидентні вершині Sα графу G означений лінійний порядок.

Більш формально сказане можна записати наступним чином.
Означення 6.7.1. Графом смугастого атласу назвемо наступну че-
твірку

G = (A,H, ξ, σ),
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де
– A є множиною вершин G.
– H =

⊔
α∈A

(
d−1(α) t d+1(α)

)
– сім’я попарно неперетинних лінійно

впорядкованих множин, кожна з яких має не більше ніж зліченну
потужність. Скажемо, що елементи множини d(α) = d−1(α)∪d+1(α)
є пів-ребрами, інцидентними вершині α.

– Відображення ξ : H → H є інволюцією, тобто це бієкція, яка від-
повідає рівності ξ2 = idH . Якщо X 6= ξ(X) для деякого X ∈ H,
то невпорядкована пара {X, ξ(X)} називається замкненим ребром
графа G. Інакше X є нерухомою точкою ξ і називається напів-від-
критим ребром G.

– σ : E → {±1} – це відображення з множини
E =

{
{X, ξ(X)} | X ∈ H, X 6= ξ(X)

}
всіх замкнених ребер G до {±1}, яке назвемо орієнтацією склейки.

Еквівалентно, можна вважати, що σ : H \ Fix(ξ) → {±1} відпо-
відає умові σ ◦ ξ = σ.

Означення 6.7.2. Нехай G = (A,H, ξ, σ) та G′ = (A′,H ′, ξ′, σ′) – гра-
фи смугастих атласів деяких смугастих поверхонь. Назвемо ізоморфі-
змом цих графів четвірку відображень

ν : A→ A′, ε : H → H ′, l, τ : A→ {±1},
що відповідають наступним властивостям.
(а) Відображення ν та ε є бієктивними і для кожного α ∈ A і s ∈ {±1}

задовольняють рівність
ε(ds(α)) = d′τ(α)·s(ν(α)),

де d′±1(α
′) ⊂ H ′ – множина пів-ребер графа G′ інцидентних до

α′ ∈ A′. Більш того, кожна з бієкцій
ε|d−1(α) : d−1(α) → d′−τ(α)(ν(α)),

ε|d+1(α) : d+1(α) → d′τ(α)(ν(α)),

є зростаючим відображенням (відносно лінійних порядків на мно-
жинах d±1(α) і d′±τ(α)(ν(α))), якщо l(α) = +1, і є спадним відобра-
женням при l(α) = −1.

(б) ξ′ ◦ ε = ε ◦ ξ; зокрема ε індукує бієкцію між множинами замкнених
ребер графів G і G′.

(в) Нехай {X,Y } є замкненим ребром графу G і для деяких α, µ ∈ A
маємо X ∈ d(α) та Y = ξ(X) ∈ d(µ). Тоді

l(α) · σ(X,Y ) = σ′(ε(X), ε(Y )) · l(µ). (6.2)
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Відмітимо, що на множині Aut(G) автоморфізмів графа G можна
задати групову структуру за допомогою наступного множення: якщо

a′ = (ν ′, ε′, l′, τ ′), a = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G),
означимо добуток a′′ = a′a = (ν ′′, ε′′, l′′, τ ′′) наступним чином:

ν ′′ = ν ′ ◦ ν, ε′′ = ε′ ◦ ε, (6.3)
l′′(α) = l′(ν(α)) · l(α), τ ′′(α) = τ ′(ν(α)) · τ(α), (6.4)

для кожного α ∈ A.
Позначимо 1 : A → {±1} постійну функцію, що має значення +1.

Тоді (idA, idH ,1,1) є одиницею групи Aut(G). Також маємо
(ν, ε, l, τ)−1 = (ν−1, ε−1, l, τ)

для кожного (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G).
Розглянемо деяку множину X. Позначимо через Σ(X) = AutSet(X)

групу всіх бієктивних відображень X на себе, тобто групу перестановок
на множині X. Для групи A позначимо через AX групу всіх відобра-
жень X → A з поточковим множенням, так що (ϕ · ψ)(x) = ϕ(x) · ψ(x)
для всіх ϕ, ψ ∈ AX і x ∈ X. Тоді наступне правило означає природну
праву дію φ̄ : Σ(X) → AutGrp(AX) групи Σ(X) на AX : φ̄ν(a) = a ◦ ν,
ν ∈ Σ(X), a ∈ AX .

Розглянемо відповідний напівпрямий добуток AX oϕ̄ Σ(X). За озна-
ченням це прямий добуток множин AX×Σ(X) з наступним множенням:

(a′, ν ′)(a, ν) =
(
(a′ ◦ ν) · a, ν ′ ◦ ν),

де · позначає множення в AX .
З іншого боку, AX ∼=

∏
x∈X Ax, де Ax ∼= A для всіх x ∈ X. Розглянемо

тотожній гомоморфізм idΣ(X) : Σ(X) → Σ(X). Він породжує гомомор-
фізм φ̄ : Σ(X) →

∏
x∈X Ax, який діє за правилом φ̄(σ) : (ax) 7→ (aσ(x)),

σ ∈ Σ(X). Зі сказаного безпосередньо слідує (див. Означення 2.5.2), що
AX oϕ̄ Σ(X) ∼= A oidΣ(X)

Σ(X) .

Переписуючи (6.3) і (6.4) у формі:
(ν ′, ε′, l′, τ ′) (ν, ε, l, τ) =

(
ν ′ ◦ ν, ε′ ◦ ε, (l′ ◦ ν) · l, (τ ′ ◦ ν) · τ

)
ми бачимо, що Aut(G) є підгрупою групи(

{±1}2 oidΣ(A)
Σ(A)

)
× Σ(H).

Теорема 6.7.3 (див. [30, Теорема 6.2]). Кожна еквівалентність сму-
гастих атласів породжує ізоморфізм їх графів.
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Обернено, кожен ізоморфізм між графами деяких смугастих атла-
сів індукований деякою еквівалентністю цих атласів.

Розглянемо декілька прикладів.
З формальних міркувань нам потрібно буде говорити про відобра-

ження з порожньої множини. Ми можемо дивитись на відображення
f : A → B між множинами як на графік {(a, f(a)) | a ∈ A} ⊂ A × B.
З цієї точки зору відображення ∅ → B з порожньої множини є поро-
жньою підмножиною порожньої множини ∅×B.
Приклад 6.7.4. Нехай S = R × (−1, 1) і q = idS : S → S є смугастим
атласом, що складається з єдиної смуги, див. Рис. 6.1(a). Тоді A = {∗}
є одноточковою множиною, H = ∅, а отже

ξ : H → H, σ : H \ Fix(ξ) → {±1}

є відображеннями з порожньої множини.
Нехай (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G). Тоді ν = idA і ε = idH однозначно ви-

значені, в той час як відображення l, τ : {∗} → {±1} можуть бути
довільними. Легко бачити, що Aut(G) ∼= {±1} × {±1}.

РИС. 6.1. Смугасті атласи, що містять єдину смугу, і їх графи

Приклад 6.7.5. Нехай S = R× (−1, 1)∪{(−2,−1)∪ (1, 2)}×{1} і сму-
гастий атлас q = idS : S → S знову складається з єдиної смуги, див.
Рис. 6.1(b). Тоді A = {∗} містить єдину точку, H = {a, b} = d+1(∗),
де a = (−2,−1) × {1}, b = (1, 2) × {1}, і a < b відносно лінійного
порядку на d+1(∗). Оскільки відображення проекції q не ототожнює
ніяких межових інтервалів, зрозуміло що ξ = idH : H → H, тоді
σ : H \ Fix(ξ) → {±1} є відображенням з порожньої множини.

Нехай x = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G). Тоді ν = idA. Більш того, оскільки
H = d+1(∗), внаслідок чого d−1(∗) = ∅, то ε(d+1(∗)) = d+1(∗), отже
τ(∗) = +1.

Якщо ε(a) = a, то ε = idH , тому l(∗) = +1, отже x є одиницею групи
Aut(G). Припустимо, що ε(a) = b. Тоді ε(b) = a, отже ε є бієкцією
H = d+1(∗), що обертає порядок, тому l(∗) = −1. Таким чином Aut(G)
складається з двох елементів, тобтоAut(G) ∼= {±1}.
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Приклад 6.7.6. Розглянемо стандартний циліндр M2 = S/φ (див.
підрозділ 4.3). Тут S = R×[0, 1], φ : R×{0} → R×{+1} – гомеоморфізм,
означений за допомогою співвідношення φ(x, 0) = (x, 1), q : S → M2 –
відповідний смугастий атлас, див. Рис. 6.2(a).

Тоді, як і у попередніх прикладах, A = {∗} є одноточковою множи-
ною, H = {a, b}, де a = R × {0}, b = R × {1}, ξ : H → H означено за
допомогою рівностей ξ(a) = b, ξ(b) = a, а σ : H → {±1} означено як
σ(a) = σ(b) = or(φ) = +1.

Нехай x = (ν, ε, l, τ) ∈ Aut(G). Тоді ν = idA. Більш того, оскільки G
має єдине ребро {a, b}, то воно нерухоме під дією ε і зі співвідношен-
ня (6.2) слідує, що l(a) = l(b).

Припустимо, що ε(a) = a. Тоді ε = idH , отже τ(∗) = +1. В протиле-
жному випадку, ε(a) = b, ε(b) = a, і τ(∗) = −1. Відмітимо, що в обох
випадках спільне значення l(a) = l(b) можна вибрати довільним чином.

Зі сказаного слідує, що Aut(G) ∼= {±1} × {±1}.
Приклад 6.7.7. Розглянемо стандартну стрічку Мебіуса. Її побудова
відрізняється від попереднього прикладу тільки відображенням

φ : R× {0} → R× {+1},

яке тепер має вигляд φ(x, 0) = (−x, 1), а отже обертає орієнтацію,
див. Рис. 6.2(b). Безпосередня перевірка показує, що і в цьому випадку
Aut(G) ∼= {±1} × {±1}.

(a) (b)

РИС. 6.2. Cтандартні циліндр і стрічка Мебіуса

Теорема 6.7.8 (див. [30, Означення 5.7, Теореми 5.8 та 8.1], а також
Зауваження 4.4.6). Розглянемо зведений смугастий атлас (4.2) на
зв’язній поверхні M2. Нехай G – його граф, а ∆q – відповідне каноні-
чне шарування. Тоді існує ізоморфізм ρ : π0H

(
∆q

) ∼= Aut(G).
6.8. Простори листів смугастих поверхонь. Існує інший підхід до
вивчення гомотопійних властивостей простору листових автоморфізмів
смугастої поверхні. Замість графу смугастої поверхні можна розгляну-
ти двоїстий до нього об’єкт і вивчати простір його автоморфізмів. На-
лежна топологія на цьому двоїстому об’єкті робить його гомеоморфним
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до простору листів канонічного шарування на відповідній смугастій по-
верхні.

Почнемо з модельної смуги S. Розглянемо канонічне шарування ∆S

на цій смузі і відображення проекції pr : S → ē на його простір листів.
Простір ē є об’єднанням трьох неперетинних множин

e = pr(IntS), ∂−e = pr(∂−S), ∂+e = pr(∂+S).

Легко бачити, що відносно фактор топології на ē множина e гомео-
морфна відкритому інтервалу, а також hcl(y) = ∂+e, якщо y ∈ ∂+e і
hcl(y) = ∂−e для кожного y ∈ ∂−e.
Означення 6.8.1. Множину ē назвемо інтервалом з розщепленими
кінцями, а множини ∂−e і ∂+e назвемо відповідно розщепленими кін-
цями ē.

Відображення pr1|∂+S : ∂+S → R разом з лінійним порядком на про-
сторі R природним чином індукують лінійне впорядкування на елемен-
тах сім’ї межових інтервалів, що належать до ∂+S. Лист ω1 передує ω2,
якщо pr1(ω1) розташована в R лівіше за pr1(ω2) (див. пункт (5) озна-
чення графу смугастої поверхні у підрозділі 6.7).

Аналогічним чином можна задати лінійний порядок на елементах
сім’ї межових інтервалів, що належать до ∂−S.

Отже, на кожній з множин ∂−e і ∂+e означений деякий лінійний
порядок.

Розглянемо смугасту поверхню (M2,∆q), яка задана атласом (4.2).
Кожній модельній смузі з цього атласу (Sα, ∂−(Sα), ∂+(Sα)) постави-
мо у відповідність інтервал з розщепленими кінцями (ēα, ∂−eα, ∂+eα).
Отримаємо топологічний простір

⊔
α∈A ēα і відображення проекції

pr :
⊔
α∈A

Sα →
⊔
α∈A

ēα ,

яке означене незалежно на кожній смузі Sα як проекція на її простір
листів ēα.

Розглянемо ще відображення проекції pr : M2 → Y = M2/∆q сму-
гастої поверхні (M2,∆q) на простір її листів Y . За означенням смуга-
стого атласу під дією проекції q образом кожного листа канонічного
шарування на просторі

⊔
α∈A Sα є лист канонічного шарування ∆q на

просторіM2. Тому під дією відображення q прообраз кожної точки від-
носно проекції pr переходить у прообраз точки відносно проекції pr і
коректно означене відображення q̄, яке замикає наступну комутативну
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діаграму: ⊔
α∈A Sα

q−−−−→ M2

pr
y ypr⊔

α∈A ēα −−−−→
q̄

Y

Легко бачити, що відображення q̄ є сюр’єктивним. Відомо (див. [53]),
що воно неперервне. Користуючись тим, що інші три відображення у
наведеній діаграмі факторні, легко перевірити, що відображення q̄ та-
кож є факторним (воно сюр’єктивне і підмножина у його образі від-
крита тоді й лише тоді, коли її повний прообраз відкритий).
Означення 6.8.2. Назвемо відображення

q̄ : Y0 =
⊔
α∈A

ēα → Y

атласом простору листів Y , що індукований атласом (4.2).
Можна перевірити, що Y =

⊔
α∈A ēα

/
∼, де відношення еквівалент-

ності ∼ задається наступним чином: x ∼ y, якщо x = pr(Xβ), y = pr(Yβ)
для деякого β ∈ B (зауважимо, що тоді x і y належать до розщеплених
кінців якихось з інтервалів). Іншими словами це можна виразити так:
x ∼ y, якщо pr−1({x, y}) = q−1(ωβ) для деякого шва ωβ.
Означення 6.8.3. Нехай Y і Y ′ – простори листів деяких смугастих
поверхонь, а q̄ : Y0 → Y і q̄ ′ : Y ′

0 → Y ′ – їх атласи.
Ізоморфізмом цих атласів назвемо пару гомеоморфізмів h̄ : Y0 → Y ′

0

і k̄ : Y → Y ′, для яких виконуються наступні умови:
(1) кожне ребро з Y0 відображається на ребро з Y ′

0 ;
(2) кожен розщеплений кінець ребра ēα з Y0 відображається на розще-

плений кінець ребра h̄(ēα), причому це відображення зберігає ліній-
ний порядок на елементах розщепленого кінця ребра, або обертає
його;

(3) комутативна наступна діаграма

Y0 =
⊔
α∈A ēα

h̄−−−−→
⊔
α′∈A′ ē′α′ = Y ′

0

q̄

y yq̄ ′

Y −−−−→
k̄

Y ′

Означення 6.8.4. Ізоморфізм атласу q̄ : Y0 → Y простору листів Y
на себе називається його автоморфізмом.
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Легко бачити, що автоморфізми атласу q̄ : Y0 → Y утворюють групу
відносно операції композиції. Позначимо цю групу H

(
q̄
)
.

Зауваження 6.8.5. Означення 6.8.3 побудовано так, щоб для кожної
пари атласів q′ : Z ′ → M2

1 і q′′ : Z ′′ → M2
2 смугастих поверхонь кожен

ізоморфізм цих атласів (див. Означення 4.2.4) породжував ізоморфізм
відповідних атласів просторів листів q̄ ′ : Y ′

0 → Y1 і q̄ ′′ : Y ′′
0 → Y2.

Зауваження 6.8.6. Припустимо, що атлас q : Z → M2 смугастої по-
верхні (M2,∆q) є зведеним. З зауваження 4.4.6 можна вивести, що ко-
жен листовий гомеоморфізм f ∈ H

(
∆q

)
індукує деякий автоморфізм

атласу q. Отже f індукує автоморфізм відповідного атласу q̄ : Y0 → Y
простору листів Y =M2/∆q. Позначимо цю відповідність через

ρ : H
(
∆q

)
→ H

(
q̄
)
.

Безпосередня перевірка показує, що ρ є гомоморфізмом відповідних
груп.

Ця конструкція була використана у статті [44] для дослідження го-
мотопійних властивостей груп листових автоморфізмів смугастих по-
верхонь з класу F.

Отже, нехай (M2,∆q) – смугаста поверхня, яка допускає зведений
атлас q : Z → M2, що належить до класу F. Припустимо також, що
шарування ∆q має природну орієнтацію, див. означення 6.6.4.

Позначимо через H++
(
∆q

)
підмножину групи H+

(
∆q

)
листових ав-

томорфізмфв M2, які зберігають орієнтацію шарування ∆q і задовль-
няють таку умову:
– f ∈ H++

(
∆q

)
, якщо для кожної модельної смуги Sα, α ∈ A, спра-

ведливі рівності ∂−f(Sα) = f(∂−Sα) і ∂+f(Sα) = f(∂+Sα).
Виявляється, що H++

(
∆q

)
є підгрупою H+

(
∆q

)
, більш того Hid

(
∆q

)
є

нормальною пдгрупою в H++
(
∆q

)
. Позначимо

π0H++
(
∆q

)
= H++

(
∆q

)
/Hid

(
∆q

)
.

Нехай q̄ : Y0 → Y – атлас простору листів, що індукований атласом
q : Z →M2.

Розглянемо підмножину H++
(
q̄
)
групи H

(
q̄
)
, яка складається з ав-

томорфізмів (h̄, k̄) атласу q̄, що відповідають таким вимогам:
– для кожного інтервалу з розщепленими кінцями ēα справедливі рів-

ності ∂−h̄(eα) = h̄(∂−eα) і ∂+h̄(eα) = h̄(∂+eα).
– відображення h̄ зберігає лінійний порядок на елементах кожного

розщепленого кінця кожного ребра з Y0 (не може обертати ліній-
ні порядки на елементах розщеплених кінців ребер на відміну від
вимоги (2) означення 6.8.3).
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Лема 6.8.7 (див. [44, Лема 4]). ρ(H++
(
∆q

)
) = H++

(
q̄
)
.

Зокрема, H++
(
q̄
)
є підгрупою H

(
q̄
)
.

Означення 6.8.8. Автоморфізм (h̄, k̄) атласу q̄ назвемо ізотопним до
тотожного автоморфізму (idY0 , idY ), якщо існує пара ізотопій

H : Y0 × I → Y0 , K : Y × I → Y ,

яка відповідає наступним вимогам:
(1) h0 = H(−, 0) = h̄, k0 = K(−, 0) = k̄, h1 = H(−, 1) = idY0 ,

k1 = K(−, 1) = idY ;
(2) для кожного t ∈ I пара (ht, kt) = (H(−, t),K(−, t)) є автоморфі-

змом атласу q̄, тобто виконується рівність q̄ ◦ ht = kt ◦ q̄.
Позначимо через Hid

(
q̄
)
множину всіх автоморфізмів атласу q̄, які

ізотопні до тотожного автоморфізму (idY0 , idY ). Безпосередня перевірка
показує, що Hid

(
q̄
)
є нормальною підгрупою H

(
q̄
)
.

Лема 6.8.9 (див. [44, Лема 5], а також Теорему 6.1.4). Автоморфізм
(h̄, k̄) атласу q̄ належить до підгрупи Hid

(
q̄
)
тоді й лише тоді, коли

(а) h̄(ē) = ē для кожного ребра з розщепленими кінцями;
(б) h̄(v) = v для кожного v ∈ Y0, що належить розщепленому

кінцю будь-якого ребра.
Зокрема, Hid

(
q̄
)
є (нормальною) підгрупою H++

(
q̄
)
. Позначимо

π0H++
(
q̄
)
= H++

(
q̄
)
/Hid

(
q̄
)
.

Лема 6.8.10 (див. [44, Лема 6]).
Hid
(
∆q

)
= ρ−1(Hid

(
q̄
)
) і ρ(Hid

(
∆q

)
) = Hid

(
q̄
)
.

Теорема 6.8.11 (див. [44, Теорема 2]). Гомоморфізм ρ індукує ізомор-
фізм груп π0H++

(
∆q

)
і π0H++

(
q̄
)
.
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Задачі теорії наближень в абстрактних
лінійних просторах
А. С. Сердюк, А. Л. Шидліч

Присвячується світлій пам’яті Олександра Івановича Степанця

Abstract. This review presents the results, which cover the study of
current problems of approximation theory in abstract linear spaces. Such
research has been actively developed since the 2000s, based on the ideas
and approaches initiated in the articles by Stepanets. In particular, the
review contains results concerning the best, best n-term approximations and
widths of some functional compacts in the spaces Sp. Direct and inverse
approximation theorems are also formulated in these spaces.

Анотація. В даній оглядовій роботі наведено результати, які охоплю-
ють дослідження актуальних проблем теорії апроксимації в абстрактних
лінійних просторах. Такі дослідження набули активного розвитку, почи-
наючи з 2000-х рокiв, на базі ідей та підходів, започаткованих в роботах
О. І. Степанця. Зокрема, в огляді містяться результати, які стосуються
найкращих, найкращих n-членних наближень та поперечників деяких
функціональних компактів у просторах Sp, а також сформульовано пря-
мі та обернені теореми наближення у цих просторах.

1. ВСТУП
Результати наукових досліджень, які будуть висвітлені у даній огля-

довій роботі, виникли внаслідок пошуку О. І. Степанцем, його учнями
та послідовниками нових підходів до задач теорії наближення функцій
багатьох змінних і, зокрема, періодичних функцій. В цій теорії існує ба-
гато проблем і одними з визначальних, напевно, є такі: вибір апрокси-
мативних агрегатів, вибір класів функцій та апроксимаційних характе-
ристик. В той час, як в одновимірному випадку вигляд найпростішого
агрегату наближення визначається природним порядком натурально-
го ряду, в багатовимірному випадку, тобто, коли задано абстрактну

2010 Mathematics Subject Classification: 41A65, 41A46, 41A29, 41A17, 42A10
УДК 517.5
Ключові слова: поперечник, найкраще n-членне наближення, пряма теорема набли-

ження, обернена теорема наближення, нерівність Джексона, модуль гладкості.
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множину X – банахів простір функцій f(x) = f(x1 . . . , xd), x ∈ Rd, d
змінних, вибір найпростіших агрегатів є дещо проблематичним. Пер-
ші труднощі тут починаються з того, що саме слід вважати аналогом
частинної суми для кратного ряду∑

k∈Zd
ck, k = (k1, . . . kd), (1.1)

де Zd – цілочисельна решітка в Rd. Природним є розгляд «прямоку-
тних» сум і відповідних їм апроксимативних агрегатів – у періодичному
випадку тригонометричних поліномів вигляду

n1∑
k1=−n1

· · ·
nd∑

kd=−nd

ck1,...,kdei(k1t1+···+kdtd). (1.2)

Проте частинні суми кратного ряду можна означати багатьма інши-
ми способами, зокрема, наприклад, у такий спосіб. Нехай {Gα} – сім’я
обмежених областей взаємно неперетинних в Rd, які залежать від па-
раметра α, α ∈ N, і такі, що будь-який вектор n ∈ Zd належить усім
областям Gα при достатньо великих значеннях α. Тоді вираз

∑
k∈Gα ck

називають частинною сумою ряду (1.1), яка відповідає області Gα. За
аналогією з цим вводяться і відповідні частинні суми тригонометри-
чних рядів: ∑

k∈Gα
ckeikx =

∑
k∈Gα

ck1...kdei(k1x1+···+kdxd). (1.3)

Досить швидко виявилось, що у випадку наближення функцій з ві-
домих класів Соболєва W r

p (Rd) замість прямокутних сум вигляду (1.2)
доцільніше застосовувати суми (1.3), які побудовані за областями, що
визначаються деякими гіперболічними поверхнями. Такі області впер-
ше були введені К. І. Бабенком в [26, 27] і отримали назву гіпербо-
лічних хрестів. Їх поява дала істотний поштовх у розвитку сучасної
теорії наближення функцій багатьох змінних. В цьому напрямку отри-
мано велику кількість важливих та цікавих результатів, з яким можна
ознайомитись, наприклад, з робіт [6, 19, 43, 69].

Слід зазначити, що більшість результатів, які стосуються наближен-
ня функцій з використанням гіперболічних хрестів, у просторах Lp(Rd)
мають порядковий характер, а точні рівності отримуються лише у гіль-
бертових просторах (при p = 2). Спроби використання гіперболічних
хрестів, а також їх модифікацій – ступінчастих гіперболічних хрестів
при наближенні функцій з класів, відмінних від соболєвських, взагалі
кажучи, бажаних результатів майже не дають. У зв’язку з цим, приро-
дно, виникає припущення, що для кожного конкретного класу N (або
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ж деякої сім’ї таких класів) потрібно підбирати відповідну йому сім’ю
областей Gα, яка визначається його параметрами.

Іншою причиною, яка ускладнює отримання точних результатів по
наближенню функцій багатьох змінних є історично сформована пра-
ктика розглядати задачі саме у просторах Lp(Rd). У періодичному ви-
падку норма в цих просторах означається рівністю

‖f‖
Lp(Td)

=

(
(2π)−d

∫
Td

|f(x)|pdx
) 1
p

, Td = [0, 2π)d. (1.4)

і характеризує величину середнього значення p-го степеня модуля за-
даної функції.

При p = 2 добре відомою є рівність Парсеваля

‖f‖
L2(Td)

=

( ∑
k∈Zd

|ck|2
) 1

2

,

де ck = ck1,...,kd – коефіцієнти Фур’є функції f . Тобто, у цьому випад-
ку норма функції f повністю характеризує всю множину {ck}k∈Zd (при
інших значеннях p, зрозуміло, подібні рівності можливі лише у три-
віальних випадках). Тому є доцільною спроба введення норм функ-
цій за допомогою величин, пов’язаних саме з їх коефіцієнтами Фур’є.
Такий підхід розглядався, зокрема, у роботах [39, 65] та ін., але най-
більш ретельно був розвинутий, починаючи з 2000-х років, у циклі робіт
О. І. Степанця та його послідовників [1, 2, 13, 15, 17, 23, 31, 33, 34, 36,
44, 46, 47, 49—53, 55—60, 62, 64, 70, 77—84].

Цей підхід, зокрема, дозволяє розповсюджувати ідеї та методи те-
орії наближень на абстрактні лінійні простори, що в свою чергу, дає
можливість дивитись на функції з загальних позицій аналізу та дозво-
ляє отримувати завершені змістовні результати.

2. НАБЛИЖЕННЯ В ПРОСТОРАХ Spφ
2.1. Означення і деякі властивості просторів Spφ. Нехай X – де-
який лінійний комплексний простір, ϕ = {ϕk}∞k=1 – фіксована зліченна
лінійно незалежна система в ньому, і нехай існує комплекснозначна
функція (x, y), визначена для кожної пари x, y ∈ X, в якій хоча б один
із елементів належить до ϕ, така, що виконуються умови:

1) (x, y) = (y, x), де z – число, комплексно-спряжене з z;
2) (λx1 + µx2, y) = λ(x1, y) + µ(x2, y), λ, µ – довільні числа;

3) (ϕk, ϕl) =

{
0, k 6= l;
1, k = l.



Задачі теорії наближень в абстрактних лінійних просторах 597

Тобто, визначено скалярний добуток елементів простору X із елемен-
тами системи ϕ.

Кожному елементу x ∈ X ставиться у відповідність послідовність
чисел x̂φ(k) = (x, ϕk), k = 1, 2, . . . (k ∈ N), i при даному фіксованому
p ∈ (0,∞) розглядають простори Spφ = Spφ(X) всіх елементів x ∈ X зі
скінченною (квазі-)нормою

‖x‖p := ‖x‖p,φ =
( ∞∑
k=1

|x̂φ(k)|p
) 1
p
. (2.1)

При цьому елементи x, y ∈ X вважаються тотожними в Spφ, якщо для
будь-якого k ∈ N виконується рівність x̂φ(k) = ŷφ(k).

Зрозуміло, що при p = 2 простір S2
φ за умови його повноти є гіль-

бертовим. При всіх інших p ∈ (0,∞) простори Spφ наслідують важливі
властивості гільбертових просторів – рівність Парсеваля у вигляді спів-
відношення (2.1) і мінімальну властивість частинних сум ряду Фур’є,
яка формулюється в такий спосіб:

Твердження 2.1 ([49, 50]). Нехай f ∈ Spφ, p ∈ (0,∞),

S[f ] = S[f ]φ =

∞∑
k=1

f̂(k)ϕk (2.2)

– ряд Фур’є елемента f за системою ϕ і

Sn(f) = Sn(f)φ =
n∑
k=1

f̂(k)ϕk, k ∈ N,

– частинні суми цього ряду. При даному n ∈ N серед усіх поліномів ви-
гляду Φn =

∑n
k=1 ckϕk, ck ∈ C, найменше відхиляється від f частинна

сума Sn(f), тобто,

inf
ck

‖f − Φn‖p = ‖f − Sn(f)‖p .

Крім того, виконується рівність

‖f − Sn(f)‖pp = ‖f‖pp −
n∑
k=1

|f̂(k)|p =
∞∑

k=n+1

|f̂(k)|p. (2.3)

При n→ ∞ права частина в (2.3) прямує до нуля. Тобто, для довіль-
ного елемента f з Spφ його ряд Фур’є (2.2) збігається до f, система ϕ є
повною в Spφ, а простір Spφ сепарабельний.
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Звернемо увагу ще на одну властивість просторів Spφ : якщо систему
ϕ′ = {ϕ′

k}∞k=1 отримано із системи {ϕk}∞k=1 шляхом будь-якої переста-
новки її членів, то справджуються рівності

Spφ = Spφ′ , і ‖f‖φ,p = ‖f‖
φ′,p

∀f ∈ Spφ. (2.4)

Цей факт випливає з означення просторів Spφ та рівності (2.1).
Останнє зауваження дає можливість узагальнити твердження 2.1

наступним чином.

Твердження 2.2 ([52]). Нехай {gα} – сім’я обмежених підмножин,
які залежать від параметра α ∈ N і таких, що будь-яке число n ∈ N
належить усім множинам gα з достатньо великими індексами α.
Нехай, далі, f ∈ Spφ, p ∈ (0,∞), і

Sgα(f) = Sgα(f)φ =
∑
k∈gα

f̂(k)ϕk

– частинна сума ряду S[f ]φ, яка відповідає множині gα. Тоді серед усіх
сум вигляду Φgα =

∑
k∈gα ckϕk, ck ∈ C, найменше відхиляється від f

частинна сума Sgα(f), тобто
inf
ck

‖f − Φgα‖p = ‖f − Sgα(f)‖p .

При цьому
‖f − Sgα(f)‖pp = ‖f‖pp −

∑
k∈gα

|f̂(k)|p

і
lim
α→∞

‖f − Sgα(f)‖p = 0.

2.2. Деякі реалізації та узагальнення. Розглянемо декiлька при-
кладiв реалiзацiй та узагальнень розглядуваних у п. 2.1 побудов (див.,
наприклад, [52]).

2.2.1. Простори Sp. Нехай Rd – d-вимірний, d ≥ 1, евклідів простір,
x = (x1, . . . , xd) – його елементи, Zd – цілочисельна решітка в Rd, тобто,
множина векторів k = (k1, . . . , kd) з цілочисельними координатами,

(x,y) = x1y1 + · · ·+ xdyd,

|x| =
√

(x,x) і, зокрема, (k,x) = k1x1 + · · ·+ kdxd, |k| =
√
k21 + · · ·+ k2d.

Нехай, далі, L = L(Td) – множина всіх 2π-періодичних за кожною зі
змінних функцій f(x) = f(x1, · · · , xd), сумовних на кубі періодів

Td := [0, 2π)d.
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Якщо f ∈ L, то через S[f ] позначають ряд Фур’є функції f за три-
гонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd , тобто

S[f ] =
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(k,x). (2.5)

де

f̂(k) := (2π)−d
∫
Td
f(x)e−i(k,x)dx, k ∈ Zd. (2.6)

Якщо ототожнити функції, еквівалентні відносно міри Лебега, то за
простір X можна взяти простір L(Td), а за систему ϕ – тригонометри-
чну систему τ = {τs(x)}∞s=1, де

τs(x) = ei(ks,x), ks ∈ Zm, s = 1, 2, . . . , (2.7)

утворену із системи {ei(k,x)}k∈Zd шляхом довільної нумерації її елемен-
тів; скалярний добуток в такому випадку задається у відомий спосіб:

(f, τs) = (2π)−d
∫
Td
f(x)τ s(x)dx = f̂(ks) = f̂τ (s). (2.8)

Отримані при цьому множини Spτ згідно з (2.4) не залежать від нуме-
рації системи {ei(k,x)}k∈Zd і надалі позначаються через Sp.

2.2.2. Простори lp. Виберемо тепер в ролі X – простір усіх послідов-
ностей x = {xi}∞i=1 комплексних чисел, у якому операції додавання та
множення на скаляр визначаються в стандартний спосіб. У ролі ϕ –
систему послідовностей e = {ek}∞k=1, де ek = {eki}∞i=1 такі, що ekk = 1 і
eki = 0 при k 6= i.

Скалярний добуток елементів x ∈ X на елементи системи e визначи-
мо співвідношеннями

(x, ek) = x̂e(k) = xk, (ek, x) = xk, k ∈ N.

і при фіксованому p ∈ (0,∞) розглянемо простори Spe (X) всіх послідов-
ностей x = {xi}∞i=1 комплексних чисел зі скінченною (квазі-)нормою

‖x‖p,e =
( ∞∑
k=1

|x̂e(k)|p
) 1
p
=
( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1
p
. (2.1′)

Очевидно, що Spe (X) збігаються з відомими просторами послідовностей
lp.
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2.2.3. Простори Sp, µφ є деяким узагальненням просторів Spφ. Вони були
введені в роботі О. І.Степанця та В. І. Рукасова [59] і будуються за тією
ж схемою, що й останні, однак в цьому випадку функціонал вигляду( ∞∑

k=1

∣∣ · ∣∣p) 1
p

у співвідношенні (2.1) слід замінити на функціонал з вагою µ( ∞∑
k=1

∣∣ · ∣∣pµpk) 1
p

,

де µ = {µk}∞k=1 – задана система невід’ємних чисел, µk ≥ 0, k ∈ N. При
цьому якщо µk ≡ 1, то Sp, µφ = Spφ.

2.2.4. Простори SpΦ введено в 2003 році О. І. Степанцем [57]. При їх
означенні використовуються подібна до наведених вище схема, яка по-
лягає в наступному. Нехай X та Y – деякі лінійні комплексні просто-
ри векторів x та y відповідно. Припустимо, що на X задано лінійний
оператор Φ, який діє в Y, а на деякій підмножині Y′ ⊂ Y визначено
функціонал f . Нехай, далі, E(Φ) – множина значень оператора Φ, і X′

– прообраз множини Y′ ⊂ E(Φ) при відображенні Φ. В такому випадку
на X′ можна визначити функціонал f ′ за допомогою рівності

f ′(x) = f(Φ(x)), x ∈ X′ (2.9)

Якщо в ролі f вибрати функціонал, що задає на Y′ норму (або квазі-
норму), то рівність (2.9) буде визначати аналогічну величину на X′.

Нехай (Rd, dµ), d ≥ 1, – d-вимірний евклідів простір точок

x = (x1, . . . , xd),

визначений на борелевій σ-алгебрі B зі скінченною σ-аддитивною не-
перервною мірою, A – µ-вимірна підмножина з (Rd, dµ), µ-міра якої
дорівнює a, де a – або скінченне число, або ж a = ∞; Y = Y(A, dµ) –
множина всіх заданих на A функцій y = y(x), вимірних відносно міри
dµ.

При заданому p ∈ (0,∞] через Lp(A, dµ) позначають підмножину
функций з Y(A, dµ), для яких є скінченною (квазі-)норма

‖y‖Lp(A,dµ) =


(∫

A | y(x)|p dµ
)1/p

, p ∈ (0,∞),

ess sup
x∈A

| y(x)|, p = ∞.
(2.10)
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Нехай тепер X – деякий лінійний простір векторів x, і Φ — лінійний
оператор, який діє з X в Y(A, dµ):

Φ : X → Y(A, dµ), Φ(x)
df
= x̂, x ∈ X, x̂ ∈ Y(A, dµ).

При довільному фіксованому p ∈ (0,∞] покладають
SpΦ = SpΦ (X;Y) =

{
x ∈ X : ‖x‖p = ‖x‖p,Φ = ‖x̂‖Lp(A,dµ) <∞

}
.

Елементи x1, x2 ∈ X вважають тотожними в SpΦ, якщо за мірою dµ
майже скрізь x̂1(t) = x̂2(t).

Таким чином, множина SpΦ – множина всіх векторів x∈X, які є про-
образами функцій з множини Lp(A, dµ) при відображенні Φ.

Простори Sp, µφ (а отже, і Spφ) є частковими випадками просторів SpΦ.
Дійсно, якщо в даному просторі X означити оператор Φ, який кож-
ному x ∈ X ставить у відповідність послідовність y = {yk}∞k=1, де
yk = x̂φ(k); за множину (Rd, dµ) взяти простір R1 з мірою dµ, носієм
якої є множина Z1 цілочисельних точок k, в яких µ(k) ≡ µk; і покласти
A =

{
k ∈ Z1 | k ≥ 1

}
, то в такому випадку Y(A, dµ) – множина всіх

послідовностей y, для яких є скінченною величина

‖y‖
Lp(A,dµ) =

( ∞∑
k=1

|yk|p
) 1
p

, p ∈ (0,∞)

2.3. ψ-інтеграли та характеристичні послідовності.

2.3.1. У 2001 році О. І. Степанець ввів до розгляду наступні об’єкти
наближення у просторах Spφ, тобто, підмножини елементів, які відпові-
дають в класичній теорії апроксимації поняттю класу функцій [50], [53,
Гл. 11].

Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел. Якщо
для данного елемента f ∈ X, ряд Фур’є якого має вигляд (2.2), існує
елемент F ∈ X, для якого ряд Фур’є S[F ]φ має вигляд

S[F ]φ =
∞∑
k=1

ψk f̂(k)ϕk, (2.11)

тобто, коли
F̂φ(k) = ψk f̂(k), k ∈ N, (2.12)

то елемент F називається ψ-інтегралом елемента f . В такому випадку
записують F = J ψf . Якщо N – деяка підмножина з X, то через ψN
позначають множину ψ-інтегралів усіх елементів з N. Зокрема, ψSpφ –
множина ψ-інтегралів всіх елементів, які належать даному простору
Spφ.
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Якщо f і F пов’язані співвідношенням (2.11) або (2.12), то f назива-
ють ψ-похідною елемента F і позначають f = D ψF = F ψ.

Надалі обмежуємося випадком, коли система ϕ задовольняє умову

lim
k→∞

|ψk| = 0. (2.13)

Зрозуміло, що ця умова забезпечує вкладення ψSpφ ⊂ Spφ, яке має місце,
зокрема, за умови обмеженості множини чисел |ψk|, k ∈ N.

Нехай
Upφ =

{
f ∈ Spφ : ‖f‖p ≤ 1

}
(2.14)

– одинична куля у даному просторі Spφ і ψUpφ – множина ψ-інтегралів
всіх елементів з Upφ. Саме множини ψUpφ є основними об’єктами апро-
ксимації в просторах Spφ. Якщо простір Spφ є повним, а

ψk 6= 0 ∀k ∈ N, (2.15)

то внаслідок (2.12) та (2.14)

ψ Upφ =

{
f ∈ Spφ :

∞∑
k=1

∣∣∣∣ f̂(k)ψk

∣∣∣∣p ≤ 1

}
, (2.16)

тобто, множина ψ Upφ є p-еліпсоїдом в просторі Spφ з півосями, які до-
рівнюють |ψk|.

2.3.2. Конструкцію агрегатів, які використовуються для наближення
елементів f ∈ Spφ, зручно визначати за допомогою спеціально підібра-
них характеристичних послідовностей ε(ψ), g(ψ) і δ(ψ) системи ψ, які
задаются в такий спосіб [50], [53, Гл. 11].

Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел, які задо-
вольняють умову (2.13). Через

ε(ψ) = {ε1, ε2, . . .}

позначають множину значень величин |ψk|, впорядковану за їх спада-
нням, через

g(ψ) = {g1, g2, . . .}

– послідовність множин

gn = gn(ψ) =
{
k ∈ N : |ψk | ≥ εn

}
і через δ(ψ) = δ1, δ2, . . . – послідовність чисел δn = |gn|, де |gn| – кіль-
кість чисел k ∈ N, які належать множині gn. Через g0 = g0(ψ) позна-
чають порожню множину і вважають, що δ0 = 0.
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Враховуючи умову (2.13), послідовності ε(ψ) і g(ψ) можна визначити
такими співвідношеннями:

ε1 = sup
k∈N

|ψk|, g1 = {k ∈ N : |ψk| = ε1}, εn = sup
k∈̄gn−1

|ψk|,

gn = gn−1 ∪ {k ∈ N : |ψk| = εn}, n ∈ N \ {1}.
(2.17)

За такого означення будь-яке число n∗ ∈ N належить усім множинам
gn з достатньо великими номерами n і

lim
k→∞

δk = ∞. (2.18)

Зазначимо також, що якщо ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка си-
стеми чисел |ψk|, k = 1, 2, . . ., то має місце рівність

ψ̃k = εn ∀k ∈ (δn−1, δn], n = 1, 2, . . . . (2.19)
2.4. Найкращі наближення індивідуальних елементів множин
ψSpφ. Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел, під-
порядкованих умові (2.13), і ε(ψ), g(ψ) та δ(ψ) – відповідні їй характе-
ристичні послідовності.

Величину
En(f)ψ, p = inf

ck∈C

∥∥∥ f −
∑

k∈gn−1(ψ)

ck ϕk

∥∥∥
p

(2.20)

називають найкращим наближенням елемента f ∈ Spφ довільними по-
ліномами, побудованими по областях gn−1(ψ).

Наступне твердження встановлює зв’язок між найкращим наближе-
нням елемента f і найкращими наближеннями його ψ-похідних. Подібні
твердження в теорії наближень прийнято називати прямими теорема-
ми.

Теорема 2.3 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Spφ, p > 0 і система
ψ = {ψk}∞k=1

підпорядкована умовам (2.13) та (2.15). Тоді ряд
∞∑
k=1

( εpk − εpk−1)E
p
k(f)ψ,p

збігається і при довільному n ∈ N справджується рівність

Epn(f)ψ,p = εpnE
p
n(f

ψ)ψ,p +
∞∑

k=n+1

(εpk − εpk−1)E
p
k(f

ψ)ψ,p , (2.21)

у якому величини En(·)ψ,p визначаються рівністю (2.20), а εk, k =
1, 2, . . ., – елементи характеристичної послідовності ε(ψ).
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Теорема 2.4 у певному розумінні є оберненою до попередньої: у ній
за властивостями найкращого наближення елемента f стверджується
про існування у нього похідних і дається інформація про найкраще
наближення цих похідних.

Теорема 2.4 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Spφ ∩ ψX, p > 0, система
ψ = {ψk}∞k=1 підпорядкована умовам (2.13) та (2.15) і

lim
k→∞

ε−1
k Ek(f)ψ,p = 0. (2.22)

Тоді для того, щоб виконувалось включення f ∈ ψSpφ, необхідно та
достатньо, щоб збігався ряд

∞∑
k=2

( ε−pk − ε−pk−1)E
p
k(f)ψ,p. (2.23)

Якщо цей ряд збігається, то при довільному n ∈ N справджується
рівність

Epn(f)ψ,p = ε−pn Epn(f
ψ)ψ,p +

∞∑
k=n+1

(ε−pk − ε−pk−1)E
p
k(f)ψ,p , (2.24)

у якому величини En(·)ψ,p та εk мають той же сенс, що і в теоре-
мі 2.3.
2.5. Найкращі наближення та базисні поперечники q-еліпсої-
дів.

2.5.1. Означення найкращих наближень та базисних попереч-
ників. Нехай f – довільний елемент простору Spφ і γn, n ∈ N, – будь-
який набір з n різних натуральных чисел. Величину

Eγn(f)p = inf
ck∈C

∥∥∥ f −
∑
k∈γn

ck ϕk

∥∥∥
p

(2.25)

називають найкращим наближенням елемента f ∈ Spφ n-членними по-
ліномами, що відповідають набору γn.

Нехай, далі, Sγn(f) = Sγn(f)φ =
∑

k∈γn f̂φ(k)ϕk– сума Фур’є, яка
відповідає набору γn, і

Eγn(f)p = ‖ f − Sγn(f)‖p (2.26)

– наближення елемента f ∈ Spφ сумою Фур’є, що відповідає набору γn.
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Якщо N – деяка підмножина простору Spφ, тоді через Eγn(N)p та
Eγn(N)p позначають точні верхні межі величин (2.25) та (2.26) по мно-
жині N, тобто,

Eγn(N)p = sup
f∈N

Eγn(f)p та Eγn(N)p = sup
f∈N

Eγn(f)p. (2.27)

Характеристики
Dn(N)p = inf

γn
Eγn(N)p та D⊥

n (N)p = inf
γn

Eγn(N)p (2.28)

називають базисним та проєкційним поперечниками порядку n множи-
ни N в просторах Spφ.

Зазначимо, що у випадку наближення періодичних функцій три-
гонометричними поліномами величинам Dn(N)p відповідають триго-
нометричні (базисні) поперечники, а величинам D⊥

n (N)p – проєкційні
(Фур’є) поперечники.

2.5.2. Найкращі наближення та поперечники q-еліпсоїдів в про-
сторах Spφ при 0 < q ≤ p. Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система
комплексних чисел, які задовольняють умови (2.13) та (2.15) і q – до-
вільне додатне число таке, що 0 < q ≤ p. У ролі множин N у співвід-
ношеннях (2.27) та (2.28) будемо вибирати множини ψ U qφ q-еліпсоїдів
в просторах Spφ, які задаються рівністю (2.16) при p = q.

Оскільки (див., наприклад, [73]) для будь-якої невід’ємної послідов-
ності a = {ak}∞k=1, ak ≥ 0,( ∞∑

k=1

apk

)1/p

≤
( ∞∑
k=1

aqk

)1/q

, 0 < q ≤ p, (2.29)

то
Sqφ ⊂ Spφ та ψU qφ ⊂ ψUpφ, 0 < q ≤ p. (2.30)

Для довільної системи комплексних чисел ψ = {ψk}∞k=1 та будь-якого
набору γn із n різних натуральных чисел через ψγn = {ψγn(k)}∞k=1 по-
значимо послідовність чисел таку, що

ψγn(k) =

{
0, k ∈ γn,
ψk, k∈γn.

(2.31)

Теорема 2.5 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p.
Тоді для довільного набору γn із n різних натуральных чисел, n ∈ N,
справджуються рівності

Eγn(ψU
q
φ)p = Eγn(ψU

q
φ)p = ψ̃γn(1), (2.32)
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де ψ̃γn(1) – перший член послідовності ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1, яка є спа-
дною перестановкою послідовності {|ψγn(k)|}∞k=1.

Нехай ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1.
Тоді, розглядаючи точні нижні межі обох частин рівності (2.32) по всіх
можливих наборах γn, неважко помітити, що точна нижня межа правої
частини (2.32) реалізується набором

γ∗n = {ik ∈ N : |ψik | = ψ̃k, k = 1, 2, . . . , n}, (2.33)

і при цьому ψ̃γ∗n(k) = ψ̃n+k, k = 1, 2, . . .. Тому внаслідок (2.28)

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = ψ̃γ∗n(1) = ψ̃n+1.

Отже, має місце таке твердження про точні значення поперечників.

Теорема 2.6 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p. Тоді
при кожному n ∈ N справджуються рівності

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = ψ̃n+1, (2.34)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1. При
цьому для набору чисел γ∗n, означеного рівністю (2.33), мають місце
рівності

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = Eγ∗n(ψU

q
φ)p =

= Eγ∗n(ψU
q
φ)p = ψ̃γ∗n(1) = ψ̃n+1.

(2.35)

2.5.3. Найкращі наближення та базисні поперечники q-еліпсо-
їдів в просторах Spφ при 0 < p < q. Наведемо аналоги теорем 2.5
та 2.6 у випадку, коли q > p > 0. Як і вище, припускаємо, що система
чисел ψ підпорядкована умові (2.15), а також умові

‖ψ‖l pq
q−p

=

( ∞∑
k=1

|ψk|
pq
q−p

) q−p
pq

<∞, 0 < p < q. (2.36)

яка забезпечує вкладення
ψU qφ ⊂ Spφ, 0 < p < q. (2.37)

Теорема 2.7 ([52]). Нехай 0 < p < q, і ψ = {ψk}∞k=1 – система чисел,
підпорядкована умовам (2.15) та (2.36). Тоді для довільного набору γn
із n різних натуральних чисел, n ∈ N, справджуються рівності

Eγn(ψU
q
φ)p = Eγn(ψU

q
φ)p =

( ∞∑
k=1

(ψ̃γn(k))
p q
q−p

) q−p
p q

, (2.38)
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де послідовність ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1 – спадна перестановка послідовно-
сті {|ψγn(k)|}∞k=1.

Розглядаючи точні нижні межі обох частин рівності (2.38) по всіх мо-
жливих наборах γn, можна переконатись, що точна нижня межа правої
частини (2.38) реалізується набором γ∗n, який визначається співвідно-
шенням (2.33). Тому внаслідок (2.28)

Dn(ψ U
q
φ)p=D⊥

n (ψU
q
φ)p =

( ∞∑
k=1

(ψ̃γ∗n(k))
p q
q−p

)q−p
p q

=

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

)q−p
p q

.

Отже, справджується таке твердження про значення поперечників.

Теорема 2.8 ([52]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψk}∞k=1 – система чи-
сел, підпорядкована умовам (2.15) та (2.36). Тоді при кожному n ∈ N
мають місце рівності

Dn(ψ U
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p =

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

) q−p
p q

, (2.39)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1. При
цьому для набору чисел γ∗n, який визначається рівністю (2.33), справ-
джуються рівності

Dn(ψU
q
φ)p = D⊥

n (ψU
q
φ)p = Eγ∗n(ψU

q
φ)p = Eγ∗n(ψU

q
φ)p =

=

( ∞∑
k=1

(ψ̃γ∗n(k))
p q
q−p

) q−p
p q

=

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

) q−p
p q

.
(2.40)

Звернемо увагу на те, що послідовність ψ̃k, k ∈ N, в загальному
випадку є східчастою. Тому внаслідок (2.34) такий самий характер має
і величина Dn(ψU

q
φ)p при p ≥ q > 0. Якщо ж p < q, то згідно з (2.39)

ця величина строго спадає з ростом параметра n.
Зазначимо, що інтегральні аналоги теорем 2.5–2.8 встановлено в ро-

ботах [18, 57, 62, 63, 86]. У роботах [16, 74, 85] твердження теорем 2.5–2.8
було поширено відповідно на простори зі змінним показником підсу-
мовування lp, простори Орлича lM та модулярні простори Мусєляка-
Орлича lM.

2.6. Наближення поліномами, побудованими по областях gn(ψ),
та колмогоровські поперечники p-еліпсоїдів.

2.6.1. Наближення поліномами. Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – довільна сис-
тема комплексних чисел, які задовольняють умову (2.13). Розглянемо
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окремо випадок, коли апроксимуючі поліноми визначаються областя-
ми gn(ψ), побудованими по даній системі комплексних чисел ψ згідно
з формулами (2.17). Для довільного елемента f ∈ ψSpφ позначимо

Sn(f)φ,ψ := Sgn(ψ)(f) =
∑

k∈gn(ψ)

f̂(k)ϕk, S0(f)φ,ψ = θ, (2.41)

де gn(ψ), n = 1, 2, . . ., – елементи послідовності g(ψ), θ – нульовий еле-
мент простору Spφ, і

En(f)ψ, p = ‖ f − Sn−1(f)φ,ψ‖p . (2.42)
Якщо N – деяка підмножина з ψSpφ, то покладаємо

En(N)ψ, p = sup
f∈N

En(f)ψ, p. (2.43)

та
En(N)ψ, p = sup

f∈N
En(f)ψ, p. (2.44)

Враховуючи рівності (2.19) та прийняті позначення, наводимо такі
твердження – наслідки з теорем 2.5 та 2.7.

Наслідок 2.9 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1, – довільна система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p. Тоді
для кожного n ∈ N справджуються рівності

En(ψU
p
φ)ψ,p = En(ψ U

p
φ)ψ, p = εn, (2.45)

де εn – n-й член характеристичної послідовності ε(ψ).

Наслідок 2.10 ([52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – система комплексних
чисел, підпорядкована умовам (2.15) та (2.36), і 0 < p < q. Тоді для
кожного n ∈ N справджуються рівності

En(ψU
q
φ)ψ,p = En(ψU

q
φ)ψ,p =

( ∞∑
k=δn−1+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

, (2.46)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності {|ψk|}∞k=1, а δn –
члени характеристичної послідовності δ(ψ).
2.6.2. Колмогоровські поперечники p-еліпсоїдів. Нехай Y – лі-
нійний нормований простір, M – центрально-симетрична множина в
ньому і Fn – множина всіх підпросторів Fn розмірності n ∈ N простору
Y . Величину

dn(M;Y ) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈M

inf
u∈Fn

‖x− u‖Y

називають поперечником за Колмогоровим множини M у просторі Y .
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Теорема 2.11 ([52]). Нехай ψ = {ψk}, k = 1, 2, . . ., – система компле-
ксних чисел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15). Тоді при довіль-
них p ∈ [1,∞) та n ∈ N справджуються рівності

dδn−1(ψU
p
φ) = dδn−1+1(ψU

p
φ) = . . .

= dδn−1(ψU
p
φ) = En(ψU

p
φ)ψ,p = εn, (2.47)

у яких δs та εs, s = 1, 2, . . . , – елементи характеристичних послідов-
ностей δ(ψ) та ε(ψ) системи ψ, а δ0 = 0.

Зазначимо, що у скінченно вимірних просторах ldp твердження, ана-
логічне до теореми 2.11, випливає з теореми 2.1 глави VI монографії
А. Пінкуса [11]. У роботах [85], [16] та [74] твердження теореми 2.11 по-
ширено відповідно на простори зі змінним показником підсумовування
lp, простори Орлича lM та модулярні простори Мусєляка-Орлича lM.

2.7. Найкращі n-членні наближення.

2.7.1. Найкращі n-членні наближення q-еліпсоїдів в просторах
Spφ при 0 < q ≤ p. Нехай n ∈ N, γn – довільний набір з n натуральних
чисел і

Pγn =
∑
k∈γn

αkϕk, (2.48)

де αk – комплексні числа. Величину
en(f)p = en(f)φ,p = inf

αk, γn
‖f − Pγn‖p. (2.49)

називають найкращим n-членним наближенням елемента f ∈ Spφ в про-
сторі Spφ. Якщо N – деяка підмножина з Spφ, то покладаємо

en(N)p = sup
f∈N

en(f)p. (2.50)

Величини, аналогічні до величин (2.49), вперше введені С. Б. Стє-
чкіним [66], і їх властивості досліджувались в теорії наближень періо-
дичних функцій багатьма авторами (див., наприклад, [6, 21, 22, 43, 53]
та ін.). Варто зазначити, що раніше Е. Шмідт [14] розглядав величину
найкращого білінійного наближення, яка в ідейному плані є близькою
до величин вигляду (2.49).

В даному підрозділі визначаються величини вигляду (2.50) у випад-
ку, коли N є q-еліпсоїдами ψ U qφ (див. означення (2.16)). Як і вище,
вважаємо, що ψ = {ψk}∞k=1 – довільна система комплексних чисел, які
задовольняють умови (2.13) та (2.15). В такому випадку, як вже за-
значалося, при 0 < q ≤ p виконується вкладення ψU qφ ⊂ Spφ, а отже,
величина (2.50) має зміст.
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Теорема 2.12 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай ψ = {ψk}∞k=1 – система чи-
сел, підпорядкована умовам (2.13) та (2.15), і 0 < q ≤ p. Тоді при
довільному n ∈ N справджується рівність

epn(ψU
q
φ)p = sup

s>n
(s− n)

( s∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q

, (2.51)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1.
Точна верхня межа в правій частині (2.51) досягається при деякому
скінченному значенні s∗.

У випадку, коли всі числа послідовності ψ дорівнюють одиниці, тоб-
то, коли ψU qφ = U qφ, 0 < q ≤ p, має місце таке твердження.

Теорема 2.13 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < q ≤ p. Тоді при довільному
n ∈ N справджується рівність

epn(U
q
φ)p = sup

s>n

s− n

s1/q
. (2.52)

При p = q точна верхня межа в правій частині (2.52) дорівнює оди-
ниці. Якщо ж q < p, то вона досягається в одній із точок

[
n

1−q/p

]
або

ж
[

n
1−q/p

]
+ 1, де [c] – ціла частина числа c.

2.7.2. Найкращі n-членні наближення q-еліпсоїдів в просторах
Spφ при 0 < p < q. В цьому підрозділі наведено точні значення величини
en(ψU

q
φ)p за умови, що 0 < p < q. Як і вище, припускаємо, що система

чисел ψ підпорядкована умові (2.15), а також умові (2.36), яка гарантує
вкладення ψU qφ ⊂ Spφ.

Теорема 2.14 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψk}∞k=1
– система чисел, підпорядкована умовам (2.15) та (2.36). Тоді при
довільному n ∈ N справджується рівність

en(ψU
q
φ)p =

(
(s∗ − n)

q
q−p

( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+
∞∑

k=s∗+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

, (2.53)

де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1,
а число s∗ вибране з умови

ψ̃−q
s∗ ≤ 1

s∗ − n

s∗∑
k=1

ψ̃−q
k < ψ̃−q

s∗+1. (2.54)

Таке число s∗ існує і єдине.
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Зазначимо, що аналоги теорем 2.12, 2.13 та 2.14 у випадку апрокси-
мації інтегралами заданого рангу встановлено в роботах [57, 62, 63].
У просторах ldp скінченних послідовностей аналогічні твердження при
всіх 0 < p, q ≤ ∞ отримано в роботі [7].

У роботі [44] твердження теорем 2.12 та 2.14 розповсюджено на про-
стори Sp,µφ , а в [16] твердження теореми 2.12 дещо розповсюджено на
простори Орлича lM .

2.8. Порядкові оцінки найкращих n-членних наближень та по-
перечників q-еліпсоїдів в просторах Spφ. Аналіз теорем 2.5–2.8, 2.11
та 2.12–2.14, показує, що точні значення апроксимативних характе-
ристик у теоремах 2.5, 2.6 та 2.11, виражаються у термінах величин,
для яких явно прослідковується їх швидкість прямування до нуля при
n→ ∞. Вирази, у термінах яких визначені точні значення апроксима-
тивних характеристик у теоремах 2.8, 2.12 та 2.14, потребували дода-
ткових досліджень. Такі дослідження були здійснені, зокрема, у робо-
тах [15, 61—63]. При цьому ефективним виявився розвинений О. І. Сте-
панцем та його учнями апарат дослідження, який базується на наведе-
ній нижче класифікації опуклих функцій [54, Гл.3].

2.8.1. Класифікація Степанця опуклих функцій. Позначимо че-
рез M множину всіх опуклих донизу функцій ψ(t), неперервного аргу-
менту t ∈ [1,∞), які задовольняють умову lim

t→∞
ψ(t) = 0:

M =
{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ((t1 + t2)/2) + ψ(t2) ≥ 0

∀t1, t2 ∈ [1,∞), lim
t→∞

ψ(t) = 0
}
.

Множина M досить неоднорідна за швидкістю прямування до нуля при
t → ∞ її елементів: функції ψ(t) можуть спадати як дуже повільно,
так і дуже швидко. Тому виникає необхідність розбиття множини M
на підмножини, що об’єднують функції ψ ∈ M, які в певному сенсі
мають однакову швидкість прямування до нуля.

В ролі характеристики, за допомогою якої можна здійснити таке роз-
биття, О. І. Степанець обрав пару функцій η(t) = η(ψ; t) і µ(t) = µ(ψ; t),
що означаються в такий спосіб. Нехай ψ ∈ M, тоді через η(t) = η(ψ; t)
позначають функцію, яка пов’язана з ψ рівністю

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1. (2.55)

Внаслідок строгої монотонності функції ψ, характеристика η(t) для всіх
t ≥ 1 з (2.55) визначається однозначно: η(t) = η(ψ; t) = ψ−1(12ψ(t)).
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Функція µ(t) задається рівністю

µ(t) = µ(ψ; t) =
t

η(t)− t
.

В залежності від поведінки функції µ розрізняють такі підмножини
множини M:

M0 = {ψ ∈ M : 0 < µ(ψ; t) ≤ K ∀t ≥ 1 }1,

M∞ = {ψ ∈ M : 0 < K ≤ µ(ψ; t) <∞ ∀t ≥ 1 },

MC=M0 ∩M∞={ψ ∈ M : 0 < K1 ≤ µ(ψ; t) ≤ K2 ∀t ≥ 1}.
Через B позначимо множину всіх монотонно спадних до нуля при

t→ ∞ функцій ψ(t), t ≥ 1, які задовольняють так звану ∆2-умову:
ψ(t) ≤ Kψ(2t). (2.56)

Як показано в [54, Гл.3, §3.16] має місце рівність
B ∩M = M0. (2.57)

Зазначимо, що природними представниками множин MC є функції
t−r при r > 0, а також функції t−r lnε(t+a) при довільних ε ∈ R, до-
датних r і a, для яких a ≥ e3ε/r − 1 та ін. До множини M0 належать
також функції ln−r(t+ a) при довільних додатних r і a.

Через M+
∞ позначають підмножину всіх функцій ψ ∈ M, для яких

µ(ψ; t) монотонно і необмежено зростає при t→ ∞:
M+

∞ =
{
ψ ∈ M : µ(ψ; t) ↑ ∞

}
.

З цієї множини виділяють такі підмножини:
M ′

∞ =
{
ψ ∈ M+

∞ : α(ψ; t) ↓ 0, ψ(t)/|ψ′(t)| ↑ ∞
}
,

де

α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
, ψ′(t) := ψ′(t+),

Mc
∞ =

{
ψ ∈ M+

∞ : α(ψ; t) ↓ 0, 0 < K1 < ψ(t)/|ψ′(t)| < K2

}
і

M′′
∞ =

{
ψ ∈ M+

∞ : ψ(t)/|ψ′(t)| ↓ 0
}
.

Природними представниками множин M ′
∞ та Mc

∞ є функції exp(−λts),
λ > 0, при s ∈ (0, 1) та s = 1 відповідно. До множини M′′

∞ належать
функції exp(−λ(t+ a)r) при λ > 0, r > 1 і a ≥ ((r − 1)/(rλ))1/r − 1.

1K, K1, K2, . . . – деякі додатні сталі, що не залежать від параметра t.
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2.8.2. Порядкові оцінки найкращих n-членних наближень та
поперечників q-еліпсоїдів в просторах Spφ. Порядкові оцінки най-
кращих n-членних наближень q-еліпсоїдів в просторах Spφ містяться в
такому твердженні.

Теорема 2.15 ([15, 61, 62]). Нехай 0 < p, q < ∞, система чисел
ψ = {ψk}∞k=1 при всіх k ∈ N задовольняє рівність ψ̃k = ψ1(k), де
ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1, а
ψ1 – деяка додатна функція.

1) Якщо функція ψp1 належить множині B, а при 0 < p < q, крім
цього, при всіх t, більших деякого числа t0, є опуклою та задовольняє
умову

t|ψ′
1(t)|/ψ1(t) ≥ K0 > β, (2.58)

де ψ′
1(t) := ψ′

1(t+), β = d(1/p− 1/q), то

en(ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1)n

1
p
− 1
q .2

2) Якщо функція ψp1 ∈ M′
∞, то

en(ψU
q
φ)p � ψ1(n+ 1)(η(ψ1, n)− n)

1
p
− 1
q .

3) Якщо функція ψp1 належить множині Mc
∞ або M ′′

∞, то
en(ψU

q
φ)p � ψ1(n+ 1), n→ ∞.

Наведемо порядкові оцінки поперечників Dn(ψ U
q
φ)p та D⊥

n (ψ U
q
φ)p

при 0 < p < q <∞.

Теорема 2.16 ([15, 62]). Нехай 0 < p < q <∞, система чисел
ψ = {ψk}∞k=1

при всіх k ∈ N задовольняє рівність ψ̃k = ψ1(k), де ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спа-
дна перестановка послідовності чисел {|ψk|}∞k=1, а ψ1 – деяка додатна
функція.

1) Якщо функція ψp1 належить множині B, при всіх t, більших
деякого числа t0, є опуклою та задовольняє умову (2.58) з

β = d(1/p− 1/q),

то
Dn(ψ U

q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1)n

1
p
− 1
q .

2Для додатних послідовностей a(n) та b(n) вираз ”a(n) ≍ b(n)” означає, що існують
такі сталі K1,K2 > 0, що при всіх n ∈ N виконуються нерівності a(n) ≤ K2b(n) і
a(n) ≥ K1b(n).



614 А. С. Сердюк, А. Л. Шидліч

2) Якщо функція ψp1 ∈ M′
∞, то

Dn(ψ U
q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1)(η(ψ1, n)− n)

1
p
− 1
q .

3) Якщо функція ψp1 належить множині Mc
∞ або M ′′

∞, то
Dn(ψ U

q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p � ψ1(n+ 1).

Порівнюючи порядкові оцінки для величин en(ψU
q
φ)p та Dn(ψ U

q
φ)p

бачимо, що у випадку, коли 0 < q ≤ p, а послідовність ψ = {ψk}∞k=1

така, що при всіх натуральних k виконується рівність ψ̃k = ψ1(k), де
функція ψ1 задовольняє одну з умов 1) чи 2) теореми 2.15, мають місце
рівності

lim
n→∞

en(ψU
q
φ)p

Dn(ψ U
q
φ)p

= lim
n→∞

en(ψU
q
φ)p

D⊥
n (ψ U

q
φ)p

= 0.

Якщо ж 0 < p < q і ψ1 задовольняє одну з умов 1) чи 2), або ж якщо
0 < p, q <∞ і ψ1 належить до однієї з множин Mc

∞ чи M ′′
∞, то

en(ψU
q
φ)p � Dn(ψ U

q
φ)p � D⊥

n (ψ U
q
φ)p.

2.9. Найкращі n-членні наближення з обмеженнями.

2.9.1. Найкращі n-членні наближення з обмеженнями q-еліпсо-
їдів в просторах Spφ при 0 < q ≤ p. Нехай Γn – множина всіх наборів
γn з n різних натуральних чисел. В такому випадку величину en(f)p,
означена рівністю (2.49), можна записати у вигляді

en(f)p = inf
γn∈Γn

Eγn(f)p.

Поряд з en(f)p можна розглядати та величини

en(f ; Γ
′
n)p = inf

γn∈Γ ′
n

Eγn(f)p, (2.59)

де Γ ′
n – деяка підмножина з Γn. У зв’язку з цим величину en(f)p зручно

назвати абсолютним найкращим n-членним наближенням, а величину
en(f ; Γ

′
n)p – найкращим n-членним наближенням з обмеженнями, маю-

чи на увазі, що тут термін «обмеження» стосується вибору підмножини
Γ

′
n.
В ролі Γ ′

n розглянемо дві підмножини Γ
(1)
n та Γ

(2)
n . Через Γ

(1)
n позна-

чають множину наборів
γ(1)n = {j n+ 1, j n+ 2, . . . (j + 1)n}, j = 0, 1, . . . ;

а через Γ
(2)
n – множину наборів

γ(2)n = {j + 1, j + 2, . . . j + n}, j = 0, 1, . . . .



Задачі теорії наближень в абстрактних лінійних просторах 615

Зрозуміло, що завжди Γ
(1)
n ⊂ Γ

(2)
n ⊂ Γn та

en(f)p ≤ en(f ; Γ
(2)
n )p ≤ en(f ; Γ

(1)
n )p. (2.60)

Тому якщо N – деяка підмножина з Spφ і
en(N; Γ

′
n)p = sup

f∈N
en(f ; Γ

′
n)p , (2.61)

то мають місце нерівності
en(N)p ≤ en(N; Γ(2)

n )p ≤ en(N; Γ(1)
n )p. (2.62)

Як і раніше, в ролі множин N вибираємо множини ψ U qφ, які задаються
рівністю (2.16) при p = q.

Теорема 2.17 ([52, 55, 58]). Нехай 0 < q ≤ p і ψ = {ψk}∞k=1 – сис-
тема комплексних чисел, для яких послідовність |ψk|, k = 1, 2, . . . ,
монотонно прямує до нуля. Тоді при довільному n ∈ N виконуються
рівності

en(ψ U
q
φ; Γ

(1))p = en(ψ U
q
φ; Γ

(2))p =
(s∗ − 1)1/p( s∗∑

k=1

|ψ(k−1)n+1|−q
)1/q ,

де s∗ – деяке натуральне число, для якого

sup
s>1

(s− 1)1/p( s∑
k=1

|ψ(k−1)n+1|−q
)1/q =

(s∗ − 1)1/p( s∗∑
k=1

|ψ(k−1)n+1|−q
)1/q .

Таке число s∗ завжди існує.
2.9.2. Найкращі n-членні наближення з обмеженнями q-еліпсо-
їдів в просторах Spφ при 0 < p < q. У випадку, коли 0 < p < q точні
значення величин en(ψ U qφ; Γ(1))p містяться в такому твердженні.

Теорема 2.18 ([52, 55]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψk}∞k=1 – система
таких комплексних чисел, що виконуються умови (2.15) та (2.36) і
послідовність {|ψk|}∞k=1 не зростаючи прямує до нуля. Тоді при довіль-
ному n ∈ N

en(ψ U
q
φ; Γ

(1)
n )p =

(
(s∗ − 1)

q
q−p
( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+
∞∑

k=s∗n+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

,

де

ψ̃k =
( k n∑
i=(k−1)n+1

|ψi|
p q
q−p
) q−p

pq
, k = 1, 2, . . . ,
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Число s вибране з умови

ψ̃−q
s∗ ≤ 1

s∗ − 1

s∗∑
k=1

ψ̃−q
k < ψ̃−q

s∗+1.

Таке число s завжди існує і єдине.

Для величин en(ψU qφ; Γ(2)
n )p при 0 < p < q, взагалі кажучи, має місце

нерівність

en(ψU
q
φ; Γ

(2)
n )p ≤

(
(s∗ − 1)

q
q−p
( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+

∞∑
k=s∗n+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

.

Більш детально з цим випадком і зокрема, з умовами, за яких в остан-
ньому співвідношенні має місце рівність, можна ознайомитись у робо-
ті [55].

3. НАБЛИЖЕННЯ В ПРОСТОРАХ Sp.
3.1. Основні означення. Нехай, як і в п. 2.2, L = L(Td), d ≥ 1, –
множина всіх 2π-періодичних за кожною зі змінних функцій

f(x) = f(x1, · · · , xd),

сумовних на кубі періодів Td і (2.5) – ряд Фур’є функції f ∈ L за систе-
мою (2.7). Еквівалентні відносно міри Лебега функції ототожнюються.

Нехай, далі, Sp – простір, породжений множиною L, системою (2.7) і
деяким числом p ∈ (0,∞), зі скалярним добутком (2.8) і (квазі-)нормою
‖ · ‖p = ‖ · ‖Sp , визначеною згідно з (2.1):

‖f‖Sp =
( ∑
k∈Zd

|f̂(k)|p
)1/p

. (3.1)

Нехай тепер ψ = {ψ(k)}k∈Zd – довільна система комплексних чисел
– кратна послідовність. Якщо для функції f ∈ L з рядом Фур’є (2.5)
ряд ∑

k∈Zd
ψ(k)f̂(k)ei(k,x). (3.2)

є рядом Фур’є деякої функції F з L, то F називають ψ-інтегралом
функції f і позначають F = J ψ(f). При цьому функцію f називають
ψ-похідною функції F і позначають f = Dψ(F ) = Fψ. Множину ψ-
інтегралів всіх функцій f ∈ L позначають через Lψ. Якщо N – деяка
підмножина з L, то через LψN позначають множину ψ-інтегралів всіх
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функцій з N. Зрозуміло, що коли f ∈ Lψ, коефіцієнти Фур’є функцій
f и fψ пов’язані співвідношеннями

f̂(k) = ψ(k)f̂ψ(k), k ∈ Zd. (3.3)

В ролі N можна обрати одиничну кулю в Up в просторі Sp:

Up = {f ∈ Sp : ‖f‖p ≤ 1}. (3.4)

В такому випадку покладаємо Lψp := Lψp (Td) = LψUp. Система ψ, як і
вище, підпорядкована умові

lim
|k|→∞

ψ(k) = 0. (3.5)

Зазначимо, що коли f ∈ LψSp і |ψ(k)| ≤ K, k ∈ Zd, то f ∈ Sp. Тому за
умови (3.5) має місце вкладення Lψp ⊂ Sp.

Означимо характеристичні послідовності ε(ψ), g(ψ) і δ(ψ) аналогічно
до того як це зроблено у підрозділі 2.3 Через ε(ψ) = ε1, ε2, . . . позначимо
множину значень величин |ψ(k)|, k ∈ Zd, впорядковану за спаданням.
Розглянемо також послідовності g(ψ) = {gn}∞n=1 та δ(ψ) = {δn}∞n=1, де

gn = gn(ψ) = {k ∈ Zd : |ψ(k)| ≥ εn}, δn = δψn = |gn|

– кількість елементів k ∈ Zd, що належать множині gn.
З огляду на умову (3.5), в даному випадку послідовності ε(ψ) та

g(ψ) означаються рівностями (2.17) з врахуванням того, що k ∈ Zd. Як
і раніше, вважаємо, що g0 = g0(ψ) – порожня множина і δ0 := δ0(ψ) = 0.

Зазначимо, що крім природної умови (3.5) від системи ψ жодних
інших істотних обмежень не вимагатиметься. Тому ці системи ψ, а з
ними і їх характеристичні послідовності ε(ψ), g(ψ) та δ(ψ) в загальному
випадку можуть бути різноманітними та достатньо складними.

В багатовимірному випадку, напевно, найбільш простими і приро-
дними є системи ψ, у яких ψ(k) зображуються добутками

ψ(k) = ψ(k1, . . . , kd) =

d∏
j=1

ψj(kj), kj ∈ Z1, j = 1, d, (3.6)

значень одновимірних послідовностей ψj = {ψj(kj)}∞kj=1. Якщо при цьо-
му ψ(−kj) = ψj(kj), j = 1, d, то множини gn(ψ) будуть симетричними
відносно усіх координатних площин і, як неважно переконатися,

∑
k∈Zd

ψ(k)eikt =
∑
k∈Zd+

2d−q(k)
d∏
j=1

|ψj(kj)| cos
(
kjtj −

βkjπ

2

)
,
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де q(k) – кількість координат вектора k, які дорівнюють нулю, а числа
βkj означаються рівностями

cos
βkjπ

2
=

Re ψj(kj)
|ψj(kj)|

, sin
βkjπ

2
=

Im ψj(kj)

|ψj(kj)|
.

В такому випадку множина Lψ ψ-інтегралів дійсних функцій ϕ з L(Td)
складається з дійсних функцій f , і якщо при цьому ряд в (3.2) є рядом
Фур’є деякої сумовної функції Dψ(t), то достатньою умовою включення
f ∈ LψN є можливість зображення функції f у вигляді згортки

f(x) = (2π)−d
∫
Td

ϕ(x− t)Dψ(t)dt,

де ϕ ∈ N і майже скрізь ϕ(x) = fψ(x). Це, зокрема, означає, що мно-
жини LψN містять класи функцій, які зображуються у вигляді згорток
з фіксованими сумовними ядрами.

3.2. Застосування отриманих результатів до задач наближення
періодичних функцій багатьох змінних. Наведемо застосування
результатів попередніх підрозділів до розв’язання задач теорії набли-
ження функцій багатьох змінних в просторах Sp.

3.2.1. Найкращі наближення, найкращі n-членні наближення
та базисні поперечники класів Lψq в просторах Sp. Нехай f –
довільна функція з простору Sp, n – будь-яке натуральне число і γn
– довільний набір з n векторів k ∈ Zd. Розглянемо тригонометричні
поліноми

Pγn =
∑
k∈γn

ckei(k,·) та Sγn(f) =
∑
k∈γn

f̂(k)ei(k,·), (3.7)

де ck – будь-які комплексні числа, а f̂(k) – коефіцієнти Фур’є функції
f , а також величини

Eγn(f)Sp = inf
ck∈C

‖f − Pγn‖Sp і Eγn(f)Sp = ‖f −Sγn(f)‖Sp . (3.8)

Якщо N – деяка підмножина з Sp, то покладаємо

Eγn(N)Sp = sup
f∈N

Eγn(f)Sp і Eγn(N)Sp = sup
f∈N

Eγn(f)Sp

а також

Dn(N)Sp = inf
γn
Eγn(N)Sp і D⊥

n (N)Sp = inf
γn

Eγn(N)Sp .
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Через en(N)Sp позначаємо найкраще n-членне тригонометричне набли-
ження множини N в просторі Sp, тобто, величину

en(N)Sp = sup
f∈N

inf
γn
Eγn(f)Sp .

В ролі множини N розглядаємо множину Lψq ψ-інтегралів всіх функцій
з одиничної кулі простору Sq, 0 < p, q < ∞, за умов, що гарантують
вкладення Lψq ⊂ Sp.

За таких позначень мають місце такі твердження – наслідки відпо-
відних теорем підрозділів 3-6.

Твердження 3.1 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < q ≤ p, і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, підпорядкована умовам (3.5) і

ψ(k) 6= 0 ∀k ∈ Zd. (3.9)

Тоді для будь-якого n ∈ N і для довільного набору γn із n різних нату-
ральных чисел справджуються рівності

Eγn(L
ψ
q )Sp = Eγn(L

ψ
q )Sp = ψ̃γn(1),

де ψ̃γn(1) – перший член послідовності ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1, яка є спа-
дною перестановкою системи чисел {|ψγn(k)|}k∈Zd,

ψγn(k) =
{
0, k ∈ γn,

ψ(k), k∈γn,

при всіх n ∈ N виконуються рівності

Dn(L
ψ
q )Sp = D⊥

n (L
ψ
q )Sp = ψ̃n+1,

epn(L
ψ
q )Sp = sup

s>n
(s− n)(

s∑
k=1

ψ̄−q
k )

− p
q = (s∗ − n)(

s∗∑
k=1

ψ̄−q
k )

− p
q ,

в яких ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка системи чисел |ψk|, k ∈ Zd,
і s∗ – деяке натуральне число.

Твердження 3.2 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < p < q, і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, яка задовольняє умови (3.5) та∑

k∈Zd
|ψ(k)|

pq
q−p <∞. (3.10)
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Тоді для будь-якого n ∈ N і для довільного набору γn із n різних нату-
ральных чисел справджуються рівності

Eγn(L
ψ
q )Sp = Eγn(L

ψ
q )Sp =

( ∞∑
k=1

(ψ̄γn(k))
p q
q−p
) q−p

p q
,

де система чисел ψ̃γn = {ψ̃γn(k)}∞k=1 – спадна перестановка системи
чисел {|ψγn(k)|}k∈Zd; при всіх n ∈ N виконуються рівності

Dn(L
ψ
q )Sp = D⊥

n (L
ψ
q )Sp =

( ∞∑
k=n+1

ψ̃
p q
q−p
k

) q−p
p q
,

epn(L
ψ
q )Sp =

(
(s∗ − n)

q
q−p
( s∗∑
k=1

ψ̃−q
k

)− p
q−p

+

∞∑
k=s∗+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

,

в яких ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка системи чисел |ψk|, k ∈ Zd
і s∗ – деяке натуральне число.
3.2.2. Наближення поліномами, що побудовані за областями
gn(ψ), в просторах Sp. Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система чисел, підпо-
рядкована умовам (3.5) та (3.9), і функція f належить множині LψSp.
Розглянемо випадок, апроксимуючі поліноми будуються по наборах
γn, які визначаються через елементи gn(ψ) характеристичної послі-
довності g(ψ) системи ψ. Тоді поліноми (3.7) набуватимуть вигляду
Pgn(ψ) =

∑
k∈gn(ψ) cke

i(k,·) і

Sn(f)ψ = Sgn(ψ)(f) =
∑

k∈gn(ψ)
f̂(k)ei(k,·), (3.11)

S0(f)ψ := 0, а величини (3.8) –

En(f)ψ,Sp = inf
ak∈C

∥∥∥f − Pgn(ψ)

∥∥∥
Sp

і En(f)ψ,Sp = ‖f − Sn−1(f)ψ‖Sp .

Якщо N – деяка підмножина з LψSp, то покладаємо
En(N)

ψ,Sp = sup
f∈N

Eγn(f)ψ,Sp і Eγn(N)
ψ,Sp = sup

f∈N
Eγn(f)ψ,Sp .

Твердження 3.3 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < q ≤ p і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, підпорядкована умовам (3.5) та (3.9). Тоді для будь-
якого n ∈ N справджуються рівності

En(L
ψ
q )ψ,Sp = En(L

ψ
q )ψ,Sp = εn,

де εn – члени характеристичної послідовності системи ε(ψ).
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Твердження 3.4 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай 0 < p < q і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, яка задовольняє умови (3.5) та (3.10). Тоді для будь-
якого n ∈ N справджуються рівності

En(L
ψ
q )ψ,Sp = En(L

ψ
q )ψ,Sp =

( ∞∑
k=δn−1+1

ψ̃
pq
q−p
k

) q−p
pq

,

в яких ψ̃ = {ψ̃k}∞k=1 – спадна перестановка системи чисел |ψk|, k ∈ Zd,
а δn – члени характеристичної послідовності δ(ψ).

Аналоги теорем 2.3 та 2.4 у просторах Sp формулюються в такий
спосіб.

Твердження 3.5 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Lψp , p > 0 і
ψ = {ψ(k)}k∈Zd

– система чисел, яка задовольняє умову (3.5). Тоді ряд
∞∑
k=1

(εpk − εpk−1)E
p
k(f

ψ)
ψ,Sp

збігається, і при кожному n ∈ N має місце рівність

Epn(f)ψ,Sp = εpnE
p
n(f

ψ)ψ,p +
∞∑

k=n+1

(εpk − εpk−1)E
p
k(f

ψ)
ψ,Sp ,

де εk – елементи характеристичної послідовності ε(ψ).

Твердження 3.6 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай f ∈ Sp∩Lψ, p > 0, система
ψ = {ψ(k)}k∈Zd задовольняє умову (3.5) і

lim
k→∞

ε−1
k Ek(f)ψ,Sp = 0.

Тоді для того, щоб виконувалося включення f ∈ Lψp необхідно і доста-
тньо, щоб збігався ряд

∞∑
k=1

(ε−pk − ε−pk−1)E
p
k(f)ψ,Sp .

Якщо цей ряд збігається, то при довільному n ∈ N, справджується
рівність

Epn(f
ψ)ψ,p = ε−pn Epn(f)ψ,Sp +

∞∑
k=n+1

(ε−pk − εpk−1)E
p
k(f)ψ,Sp ,

де εk – елементи характеристичної послідовності ε(ψ).
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3.2.3. Поперечники за Колмогоровим класів Lψp . Нехай Gn – мно-
жина всіх n-вимірних підпросторів Gn в Sp, n ∈ N, і

dn(L
ψ
p )Sp = inf

Gn∈Gn
sup
f∈Lψp

inf
u∈Gn

‖f − u‖Sp , d0(L
ψ
p )Sp := sup

f∈Lψp
‖f‖Sp ,

– поперечники за Колмогоровим класів Lψp в просторі Sp.

Твердження 3.7 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай p ∈ [1,∞) і ψ = {ψ(k)}k∈Zd
– система чисел, підпорядкована умовам (3.5) та (3.9). Тоді при до-
вільних n ∈ N виконуються рівності

dδn−1(L
ψ
p )Sp = dδn−1+1(L

ψ
p )Sp = . . .

= dδn−1(L
ψ
p )Sp = En(L

ψ
p )ψ,Sp = εn,

де εn та δn – члени характеристичних послідовностей ε(ψ) та δ(ψ),
відповідно.
3.2.4. Деякі наслідки для просторів Lp(Td). Нехай Lp = Lp(Td),
p ∈ [1,∞), – простір функцій f ∈ L зі скінченною нормою (1.4). Зв’язок
між просторами Lp та Sp встановлює відома теорема Гаусдорфа-Юнга
(див., наприклад, [19]), з якої випливає, що при p ∈ (1, 2] і 1

p + 1
p′ = 1

мають місце формули

Lp ⊂ Sp′ і ‖f‖Sp′ ≤ ‖f‖Lp ,
Sp ⊂ Lp′ і ‖f‖Lp′ ≤ ‖f‖Sp .

Зокрема, при p = p′ = 2 виконуються рівності
L2 = S2 і ‖ · ‖L2 = ‖ · ‖S2 . (3.12)

Отже, теореми, доведені для просторів Sp, містять певну інформацію і
для просторів Lp, яка є найбільш повною внаслідок (3.12), у випадку,
коли p = 2.

У останньому випадку, з теорем 3.3 та 3.7 отримуємо наслідок

Наслідок 3.8 ([53, Гл. 11], [52]). Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система
чисел, підпорядкована умовам (3.5) та (3.9). Тоді для будь-якого n ∈ N
справджуються рівності

dδn−1(L
ψ
2 )L2

= dδn−1+1(L
ψ
2 )L2

= . . . = dδn−1(L
ψ
2 )L2

=

= En(L
ψ
2 )ψ,L2

= En(L
ψ
2 )ψ,L2

= εn,
(3.13)

де εn та δn – члени характеристичних послідовностей ε(ψ) та δ(ψ),
відповідно.
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Рівності (3.13) в одновимірному випадку (d = 1) для класів Соболєва
W r

2 (при ψ(k) = k−r, r ∈ N) отримав у 1936 році А. М. Колмогоров [9],
який започаткував новий напрям в теорії наближень, пов’язаний з до-
слідженням поперечників різних функціональних класів.

Як випливає з (3.13), у просторі L2 поперечники множин Lψ2 реалі-
зують суми Фур’є (3.11).

Зазначимо, що відомі класи диференційовних функцій Соболєва от-
римуються з LψU

Lp
, якщо ψ(k) має вигляд (3.6) з

ψj(kj) =

{
1, kj = 0,

(ikj)
−rj , kj 6= 0,

j = 1, d, rj ∈ R. (3.14)

Нехай d = 2, а послідовності ψ1(k1) та ψ2(k2) означені рівностя-
ми (3.14) за умови r1 = r2 = r > 0. У цьому випадку класи LψU

Lp
з точки зору знаходження поперечників вперше розглядалися К. І. Ба-
бенком в [26, 27], який цьому випадку фактично отримав співвідноше-
ння (3.13).

В цій ситуації характеристична послідовність ε(ψ) складається з еле-
ментів εn = n−r, n ∈ N, множини gn(ψ) векторів k = (k1, k2) ∈ Z2, які
задовольняють умову

k′1k
′
2 ≤ n,

де

k′j =

{
1, kj = 0,

|kj |, kj 6= 0, j = 1, 2.

Такі множини вперше з’явились у згаданих роботах К. І. Бабенка [26,
27] і зараз їх заведено називати гіперболічними хрестами.

3.3. Класи Fψ
q,r та їх апроксимативні характеристики.

3.3.1. Означення класів Fψ
q,r. Позначимо через ldp, 0 < p ≤ ∞, прос-

тір всіх послідовностей x = {xk}dk=1 ∈ Rd зі стандартною lp-нормою
(квазінормою)

|x|p := ‖x‖
ldp

=

{
(
∑d

k=1 |xk|p)1/p, 0 < p <∞,
sup1≤k≤d |xk|, p = ∞.

Розглянемо наступні функціональні класи:

Fψ
q,r = Fψ

q,r(Td) :=
{
f ∈ L(Td) : ‖{f̂(k)/ψ(|k|r)}k∈Zd‖lq(Zd) ≤ 1

}
,

де ψ = ψ(t), t ≥ 1, – деяка фіксована додатна спадна функція, така, що
ψ(0) := ψ(1) і 0 < q, r ≤ ∞.
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Зазначимо, що коли ψ(t) = t−s, s ∈ N і q = 1, класи Fψ
q,∞ =: Fs

q,∞
є множинами функцій, у яких частинні похідні порядку s мають аб-
солютно збіжні ряди Фур’є. Якщо ж q = 2, то класи Fs

2,∞ збігаються
з класами Соболєва W s

2 . Апроксимативні характеристики класів Fψ
q,r

для різних r ∈ (0,∞] і різноманітних функцій ψ досліджувались в
роботах [5, 10, 15, 20, 48, 80—82] та інших. Отримані для цих кла-
сів результати знаходять своє застосування до дослідження поведінки
апроксимативних характеристик функціональних класів у просторах
Лебега Lp(Td).

3.3.2. Порядкові оцінки найкращих n-членних тригонометри-
чних наближень в просторах Sp. Класи Fψ

q,r збігаються з множина-
ми Lψ

∗
q у випадку, коли система ψ∗ = {ψ∗(k)}k∈Zd задовольняє рівності

ψ∗(k) = ψ(|k|r), k ∈ Zd. Тому для них справджуються наведені вище
твердження 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 та 3.7. З огляду на можливі застосування
результатів до задач наближення у просторах Лебега Lp(Td) також є
корисними твердження цього підрозділу, у яких, зокрема, встановле-
но точні порядкові оцінки апроксимативних величин класів Fψ

q,r. Для
їх формулювання та доведення використовувалися згадані вище твер-
дження, а також наведена у підрозділі 2.8.1 класифікація Степанця
опуклих функцій.

Нехай ψ = ψ(t), t ≥ 1, – фіксована додатна спадна до нуля функція.
Тоді спадну перестановку ψ̃ = ψ̃(j), j = 1, 2, . . ., системи чисел ψ(|k|r)
можна визначити рівністю

ψ̃(l) = ψ(m), l ∈ (Vm−1, Vm], m = 1, 2, . . . ,

де Vm := |∆̃d
m,r| – кількість елементів множини

∆̃d
m,r := {k ∈ Zd : |k|r ≤ m, m = 0, 1, . . .}.

Далі, при формулюванні результатів важливо, щоб при всіх доста-
тньо великих m (більших, ніж деяке додатне число k0) виконувалось
співвідношення

Mr(m− c1)
d < Vm = |∆̃d

m,r| ≤Mr(m+ c2)
d, (3.15)

де Mr, c1 та c2 – деякі додатні сталі.
Зрозуміло, що у випадку, коли r = ∞, співвідношення (3.15) ви-

конується і M∞ = vol{k ∈ Rd : |k|∞ ≤ 1} = 2d, якщо ж r = 1, то
M1 = vol{k ∈ Rd : |k|1 ≤ 1} = 2d/d!.

Твердження 3.9 ([15, 81]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,
виконуються умова (3.15), і функція ψp належить множині B, а при
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0 < p < q, крім того, при всіх t, більших ніж деяке число t0, є опуклою
та задовольняє умову (2.58) з β = d(1/p− 1/q). Тоді

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(n

1
d )n

1
p
− 1
q . (3.16)

Враховуючи вигляд оцінки (3.16) і те, що умова (3.15) виконується,
зокрема, при r = 1 та r = ∞, з даного твердження легко отримати
такий наслідок.

Наслідок 3.10. Нехай d ≥ 1, 0 < p, q < ∞ і функція ψ задоволь-
няє умови твердження 3.9. Тоді для довільного r ∈ [1,∞] має місце
оцінка (3.16).

Дійсно, для довільних чисел r ∈ [1,∞], 0 < q < ∞ і будь-якої дода-
тної спадної функції ψ мають місце вкладення

Fψ
q,1 ⊂ Fψ

q,r ⊂ Fψ
q,∞.

Тому якщо виконуються умови наслідку 3.10, то для r ∈ [1,∞]

ψ(n
1
d )

n
1
q
− 1
p

� en(Fψ
q,1)Sp ≤ en(Fψ

q,r)Sp ≤ en(Fψ
q,∞)Sp � ψ(n

1
d )

n
1
q
− 1
p

.

Твердження 3.11 ([82]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,
виконуються умова (3.15), а функція ψp належить множині M′

∞ або
Mc

∞. Тоді

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(mn)(nα(ψ

p,mn))
1
p
− 1
q � ψ(mn)(nα(ψ,mn))

1
p
− 1
q , (3.17)

де
mn = (n/Mr)

1
d .

У випадку, коли d = 1, класи Fψ
q,r =: Fψ

q не залежать від r, умо-
ва (3.15) виконується з константоюMr = 2. Тому для довільної функції
ψp ∈ M′

∞ ∪Mc
∞ та будь-яких 0 < p, q <∞

en(Fψ
q )Sp(T1)

� ψ(n/2)(nα(ψ, n/2))
1
p
− 1
q . (3.17′)

Твердження 3.12 ([80]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p < q < ∞,
m ∈ N, ψp ∈ M′′

∞, виконується умова (3.15) та умова

k(d−1)/αψ(k + 1)/ψ(k) → 0, k → ∞, (3.18)
з α = p. Тоді при всіх n ∈ [Vm−1, Vm)

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)(Vm − n)

1
p n

1−d
dq . (3.19)



626 А. С. Сердюк, А. Л. Шидліч

Якщо виконуються умови твердження 3.12 і n ∈ [Vm−1, Vm), то

ψ(m)n
1−d
qd � en(Fψ

q,r)Sp � ψ(m)n
d−1
d

( 1
p
− 1
q
)
.

Твердження 3.13 ([80]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < q ≤ p < ∞,
m ∈ N, ψp ∈ M′′

∞, виконуються умови (3.15) та (3.18) при α = q. Тоді
1) при n = Vm−1 має місце оцінка

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m);

2) для всіх n ∈ (Vm−1, Vm) таких, що
q(Vm − Vm−1) ≥ p (Vm − n); (3.20)

справджується оцінка (3.19);
3) для всіх n ∈(Vm−1, Vm), що не задовольняють умову (3.20),

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)(n− Vm−1)

1
p
− 1
q .

Зазначимо, що у випадку, коли r=∞, для довільного m∈N маємо
Vm = |∆̃d

m,∞| = (2m + 1)d. Тому якщо n ∈ [Vm−1, Vm), то число m

визначається рівністю m = [(n+ 1)1/d/2].
У випадку d = 1, якщо n ∈ [Vm−1, Vm), то n = Vm−1=Vm − 1, а

m = [(n + 1)/2]. Тому для довільної функції ψp ∈ M′′
∞ та будь-яких

0 < p, q <∞
en(Fψ

q )Sp(T1)
� ψ([(n+ 1)/2]).

Як бачимо, при d > 1 у випадку 0 < q ≤ p < ∞ отримані оцін-
ки істотно залежать від розміщення числа n на півсегменті [Vm−1, Vm).
Розглядаючи у твердженнях 3.12 та 3.13 деякі конкретні підпослідов-
ності n(m) отримаємо такий наслідок.

Наслідок 3.14. Нехай d ≥ 1, m ∈ N, n ∈ [Vm−1, Vm), 0 < r ≤ ∞,
0 < p, q < ∞, ψp ∈ M′′

∞, виконуються умови (3.15) та (3.18) при
α = min{p, q}. Тоді

1) якщо n = n(m) = Vm − cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . , то для
довільних 0 < p, q <∞

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)n

1−d
dq ;

2) якщо n = n(m) = Vm−1 + cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . , то
для довільних 0 < p < q <∞

en(Fψ
q,r)Sp � ψ(m)n

d−1
d

( 1
p
− 1
q
)
; (3.21)

а для довільних 0 < q < p <∞
en(Fψ

q,r)Sp � ψ(m);
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3) якщо ж підпослідовність n = n(m) така, що

(Vm − Vm−1) � (Vm − n), (3.22)

то для довільних 0 < p < q < ∞ справджується оцінка (3.21), а при
0 < q ≤ p < ∞ оцінка (3.21) справджується за умови, що n = n(m) 6=
Vm−1, m = 1, 2, . . ..

3.3.3. Порядкові оцінки величин D⊥
n (F

ψ
q,r)Sp та Dn(Fψ

q,r)Sp містя-
ться в наступних твердженнях.

Твердження 3.15 ([80]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ і
m ∈ N. Тоді

1) якщо 0 < q ≤ p < ∞, то для довільної додатної спадної до ну-
ля функції ψ(t), t ≥ 1, при кожному n ∈ [Vm−1, Vm) справджується
рівність

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp = ψ(m);

2) якщо ж 0 < p < q < ∞, виконується умова (3.15), ψp ∈ M′′
∞ і

при α = pq
q−p має місце (3.18), то при кожному n ∈ [Vm−1, Vm) справ-

джується оцінка

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(m)(Vm − n)

1
p
− 1
q . (3.23)

У випадку d = 1 при 0 < q ≤ p <∞ з твердження 3.15 випливає, що
для довільної додатної спадної до нуля функції ψ(t), t ≥ 1,

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
= ψ([(n+ 1)/2]),

а при 0 < p < q <∞ для довільної функції ψp ∈ M′′
∞

Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
� ψ([(n+ 1)/2]).

Твердження 3.16 ([15, 81]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ і
виконується умова (3.15). Тоді

1) якщо 0 < q ≤ p < ∞, то для довільної функції ψ ∈ B має місце
оцінка

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(mn) � ψ(n1/d),

2) якщо ж 0 < p < q < ∞, а функція ψp належить B і при всіх
t, більших ніж деяке число t0, є опуклою та задовольняє умову (2.58)
при β = d(1/p− 1/q), то

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(n

1
d )n

1
p
− 1
q .
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Твердження 3.17 ([82]). Нехай d ≥ 1, 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞,
виконуються умова (3.15), а функція ψp належитьM′

∞ абоMc
∞. Тоді

для довільних 0 < q ≤ p <∞ має місце співвідношення
Dn(Fψ

q,r)Sp = D⊥
n (Fψ

q,r)Sp � ψ(mn),

а для довільних 0 < p < q <∞ – співвідношення

Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp � ψ(mn)(nα(ψ,mn))

1
p
− 1
q .

На підставі твердження 3.17 та означення множини Mc
∞ бачимо, що

для довільної функції ψp ∈ Mc
∞ та будь-яких 0 < p, q <∞ справджує-

ться оцінка
Dn(Fψ

q )Sp(T1)
= D⊥

n (Fψ
q )Sp(T1)

� en(Fψ
q )Sp(T1)

� ψ(n/2).

Співставляючи оцінки величин
en(Fψ

q,r)Sp , Dn(Fψ
q,r)Sp , D⊥

n (Fψ
q,r)Sp ,

робимо висновок, що у випадку, коли d = 1 і ψp ∈ M′′
∞ ∪ Mc

∞, для
будь-яких чисел 0 < p, q <∞

en(Fψ
q )Sp(T1)

� Dn(Fψ
q )Sp(T1)

= D⊥
n (Fψ

q )Sp(T1)
.

Якщо d > 1, то аналогічне співвідношення
en(Fψ

q,r)Sp � Dn(Fψ
q,r)Sp = D⊥

n (Fψ
q,r)Sp (3.24)

справджується коли 0 < p < q і функція ψ задовольняє умови твер-
джень 3.9 та 3.11. Якщо ж d > 1, а 0 < q ≤ p, то для довільної функції,
яка задовольняє умови тверджень 3.9 та 3.11

en(Fψ
q,r)Sp = o

(
Dn(Fψ

q,r)Sp
)
, n→ ∞. (3.25)

Коли ψp належить множині M′′
∞ і d > 1, то при 0 < q < p спів-

відношення (3.24) виконується (за відповідних додаткових умов твер-
джень 3.12 та 3.13) для підпослідовності вигляду

n = n(m) = Vm−1 + cm, cm ∈ N, cm ≤ K, m = 1, 2, . . . ,

а при 0 < p = q – для підпослідовності
n = n(m) = Vm−1, m = 1, 2, . . .

У випадку, коли 0 < p < q співвідношення (3.24) виконується для
підпослідовностей n = n(m), що задовольняють умову (3.22); якщо ж
дана підпослідовність n = n(m) така, що

Vm − n = o(Vm − Vm−1), m→ ∞,

то справджується співвідношення (3.25).
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3.4. Прямі та обернені теореми наближення в просторах Sp.

3.4.1. Попередні позначення. Нехай f – довільна функція з просто-
ру L = L(Td) з рядом Фур’є вигляду (2.5). Для будь-якого

ν ∈ N0 := {0, 1, 2, . . .}
покладемо

Hν(f)(x) :=
∑

|k|1=ν
f̂(k)ei(k,x), |k|1 :=

d∑
j=1

|kj |.

Тоді ряд Фур’є функції f можна записати у вигляді

S[f ](x) :=
∑
k∈Zd

f̂(k)ei(x,k) =
∞∑
ν=0

Hν(f)(x). (3.26)

Розглянемо множину T△
n , n ∈ N0, всіх поліномів вигляду

τn(x) :=
∑

|k|1≤n
akei(x,k),

де ak – довільні комплексні числа.
Величину

E△
n (f)Sp = inf

τn−1∈T△
n−1

‖f − τn−1‖Sp

називають найкращим наближенням функції f ∈ Sp порядку n− 1
поліномами, побудованим за трикутними областями.
Модулем гладкості функції f ∈ Sp порядку α > 0 називають вели-

чину

ω△
α(f, t)Sp := sup

|h|≤t
‖∆α

hf‖Sp = sup
|h|≤t

∥∥∥ ∞∑
j=0

(−1)j
(
α

j

)
f(· − jh)

∥∥∥
Sp
.

Функції ω△
α(f, t)Sp володіють усіма звичайними властивостями класи-

чних модулів гладкості. Зокрема, має місце таке твердження.

Лема 3.18. Нехай f, g ∈ Sp, α ≥ β > 0, t, t1, t2 ≥ 0. Тоді
(i) ω△

α(f, t)Sp , t ∈ (0,∞), є невід’ємною неперервною зростаючою
функцією і lim

t→0+
ω△
α(f, t)Sp = 0;

(ii) ω△
α(f, t)Sp ≤ 2{α−β}ω△

β (f, t)Sp , де {α} = inf{k ∈ N0 : k ≥ α};
(iii) ω△

α(f + g, t)Sp ≤ ω△
α(f, t)Sp + ω△

α(g, t)Sp ;
(iv) ω△

1 (f, t1 + t2)Sp ≤ ω△
1 (f, t1)Sp + ω△

1 (f, t2)Sp ;
(v) ωα(f, t)Sp ≤ 2{α}‖f‖Sp .
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3.4.2. Прямі теореми наближення.

Твердження 3.19 ([2]). Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система чисел, під-
порядкована умовам (3.5) та (3.9). Якщо для функції

f ∈ Sp, 1 ≤ p <∞,

існує похідна fψ з простору Sp, то при n ∈ N,
E△
n (f)Sp ≤ εnE

△
n (f

ψ)Sp , де εn = max
|k|1≥n

|ψ(k)|.

Сформулюємо тепер прямі теореми наближення в просторах Sp в
термінах найкращих наближень та модулів гладкості функцій. Зокре-
ма, наведемо нерівності типу Джексона вигляду

E△
n (f)Sp ≤ K(τ)ω△

α

(
f,
τ

n

)
Sp
, τ > 0,

і розглянемо питання про точні константи в цих нерівностях при фі-
ксованих n, α, τ та p. Для цього розглянемо величину

Kn,α,p(τ) = sup
{

E△
n (f)Sp

ω△
α(f,

τ
n)Sp

: f ∈ Sp ∩ L1,Y , f 6≡ const
}
,

де Y := Zd+∪Zd−, Zd+ та Zd− – підмножини векторів z ∈ Zd, всі координати
яких відповідно невід’мні або від’ємні,

L1,Y := L1,Y (Td) = {f ∈ L(Td) : f̂(k) = 0 ∀k ∈ Zd \ Y }.

Через M(τ), τ > 0, позначимо множину обмежених неспадних функ-
цій µ, відмінних від константи на [0, τ ].

Теорема 3.20 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp ∩ L1,Y , 1 ≤ p < ∞. Тоді для
довільних τ > 0, n ∈ N та α > 0 справджується нерівність

E△
n (f)Sp ≤ Cn,α,p(τ)ω

△
α

(
f,
τ

n

)
Sp
, (3.27)

де

Cn,α,p(τ) :=

(
inf

µ∈M(τ)

µ(τ)− µ(0)

2
αp
2 In(τ, µ)

)1/p

, (3.28)

і

In(τ, µ) = In,α,p(τ, µ) = inf
ν∈N:ν≥n

τ∫
0

(
1− cos ν

n
t
)αp

2
dµ(t).

Крім цього, існує функція µ∗ ∈M(τ), яка реалізує точну нижню межу
в (3.28). Нерівність (3.27) є непокращуваною на множині всіх функцій
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f ∈ Sp∩L1,Y , f 6≡ const, в тому сенсі, що для довільних α > 0 та n ∈ N
маємо

Cn,α,p(τ) = Kn,α,p(τ).

Зазначимо, що у просторах L2(T1) при α = 1 дане твердження дове-
дено О. Г. Бабенком [24]. У просторах Sp цей та інші результати цього
підрозділу отримано для функцій однієї та багатьох змінної відповідно
в роботах [2, 60].

Зазначимо також, що для f ∈ Sp умова f̂(k) = 0, k ∈ Zd \Zd± в теоре-
мі 3.20 взагалі кажучи є необхідною. Наприклад, розглянемо функцію

f(x) = ei(k∗,x),

де k∗ = (l,−l, 0, . . .), l ∈ N. Тоді при всіх n < 2l маємо En(f∗)Sp = 1,
однак ω(f∗, t) ≡ 0.

Наслідок 3.21 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp ∩ L1,Y , 1 ≤ p < ∞. Тоді для
довільних n ∈ N та α > 0 справджується нерівність

E△
n (f)

p
Sp ≤ 1

2
αp
2 In(

αp
2 )

π∫
0

ω△
α

(
f,
t

n

)p
Sp

sin tdt, (3.29)

де

In(λ) := inf
ν∈N:ν≥n

π∫
0

(
1− cos ν

n
t
)λ

sin tdt, λ > 0, n ∈ N. (3.30)

Якщо при цьому αp
2 ∈ N, то

In

(αp
2

)
=

2
αp
2
+1

αp
2 + 1

,

і нерівність (3.29) не може бути покращена для n ∈ N в тому сенсі,
що для кожного n ∈ N існує функція f∗ ∈ Sp ∩ L1,Y така, що

E△
n (f

∗)pSp =
αp
2 + 1

2αp+1

π∫
0

ω△
α

(
f∗,

t

n

)p
Sp

sin tdt.

В наступному твердженні містяться оцінки зверху при τ = π для
констант Kn,α,p(τ) , які не залежать від n і є не покращуваними у низці
важливих випадків.
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Наслідок 3.22 ([2, 60]). Для довільних 1 ≤ p < ∞, α > 0 та n ∈ N
справджуються нерівності

Kp
n,α,p(π) ≤

1

2
αp
2
−1In(

αp
2 )

≤
αp
2 + 1

2αp + 2
αp
2
−1(αp2 + 1)σ(αp2 )

,

де величина In(λ) означена рівністю (3.30) і

σ(λ) := −
∞∑

m=[λ
2
]+1

(
λ

2m

)
1

22m−1

(
1− (−1)[λ]

2

(
2m

m

)

−
m−1∑
j=0

(
2m

j

)
2

2(m− j)2 − 1

)
, λ > 0.

Якщо при цьому αp
2 ∈ N, то величина σ(αp2 ) = 0 і

Kp
n,α,p(π) ≤

αp
2 + 1

2αp
. (3.31)

Наступне твердження встановлює оцінку величинKn,α,p(π) рівномір-
но обмежену відносно усіх параметрів α > 0, n ∈ N та 1 ≤ p <∞.

Наслідок 3.23 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp ∩ L1,Y , 1 ≤ p < ∞, f 6≡ const.
Тоді для довільних α > 0 та n ∈ N

E△
n (f)Sp <

4

3 · 2α/2
ωα

(
f,
π

n

)
Sp
.

У просторах L2(T1) при α = 1 нерівність (3.29) доведено М. І. Черни-
хом [75, 76]. Нерівності такого типу, а також суміжні питання, пов’язані
з обчисленням значень поперечників класів функцій, що задаються ма-
жорантами їх модулів неперервності, досліджувалися в роботах [1, 23,
25, 31—34, 38, 47, 67, 68, 70] та ін.

3.4.3. Обернені теореми наближення. Перед формулюванням обер-
неної теореми наближення наведемо також нерівність Бернштейна, у
якій норма узагальненої похідної тригонометричного полінома оцінює-
ться через норму самого полінома (див., наприклад, [70, Гл. 4]).

Твердження 3.24 ([2, 60]). Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – система чисел,
які задовольняють умову (3.9). Тоді для довільного τn ∈ Tn, n ∈ N,
справджується нерівність

‖τψn ‖Sp ≤ 1

εn
‖τn‖Sp , де εn := min

0<|k|1≤n
|ψ(k)|.
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Наслідок 3.25. Нехай ψ(k) = ν−r, |k|1 = ν, ν = 0, 1, . . ., r ≥ 0. Тоді
для довільного полінома τn ∈ Tn, n ∈ N

‖τψn ‖Sp = ‖τ (r)n ‖Sp ≤ nr‖τn‖Sp .

Обернена апроксимаційна теорема в просторі Sp має такий вигляд.

Теорема 3.26 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp, 1 ≤ p < ∞. Тоді для довільних
n ∈ N та α > 0

ω△
α

(
f,
π

n

)
Sp

≤ πα

nα

( n∑
ν=1

(ναp − (ν − 1)αp)E△
ν (f)

p
Sp

)1/p

. (3.32)

Зазначимо, що в (3.32) сталу πα, взагалі кажучи, зменшити не мо-
жна, оскільки для довільного числа ε > 0 знайдеться функція f∗ ∈ Sp
така, що при всіх n, більших деякого номера n0 виконується протиле-
жна нерівність

ω△
α

(
f∗,

π

n

)
Sp
>
πα − ε

nα

( n∑
ν=1

(ναp − (ν − 1)αp)E△
ν (f

∗)pSp

)1/p

.

Оскільки ναp − (ν − 1)αp ≤ αpναp−1, то з нерівності (3.32) випливає,
що

ω△
α

(
f,
π

n

)
Sp

≤ πα(αp)1/p

nα

( n∑
ν=1

ναp−1E△
ν (f)

p
Sp

)1/p

. (3.33)

Звідси, зокрема, отримуємо такий наслідок.

Наслідок 3.27 ([2, 60]). Нехай f ∈ Sp, 1 ≤ p < ∞, послідовність
найкращих наближень E△

n (f)Sp функції f задовольняє співвідношення
E△
n (f)Sp = O(n−β) при деякому β > 0. Тоді для всіх α > 0,

ω△
α(f, t)Sp =


O(tβ) при β < α,

O(tα| ln t|1/p) при β = α,

O(tα) при β > α.

У просторах Sp(T1) 2π-періодичних функцій однієї змінної нерівно-
сті (3.33) були отримані в [65] та [60]. У просторах Sp(Td) функцій
багатьох змінних ці нерівності отримано в [2]. У просторах Lp(Td) не-
рівності типу (3.33) доведено М. П. Тіманом (див. [71, 72] та [70, Гл.
2]).

Прямі та обернені теореми наближення функцій, заданих на сфері,
у просторах Sp,q(σd), d ≥ 3, отримано в роботах [40, 41].
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3.4.4. Конструктивні характеристики класів функцій, визначе-
них їх модулями гладкості. Нехай ω – довільна мажоранта, визна-
чена на відрізку [0, 1]. Для фіксованого α > 0 покладемо

SpHω
α =

{
f ∈ Sp : ω△

α(f ; δ)Sp = O(ω(δ)), δ → 0 +
}
. (3.34)

Далі, розглядаємо мажоранти ω(t), t ∈ [0, 1], які задовольняють насту-
пні умови:

1) ω(δ) неперервна на [0, 1];
2) ω(δ) ↑;
3) ω(δ) 6= 0 для δ ∈ (0, 1];
4) ω(δ) → 0 при δ → 0,

а також відомі умови Барі (Bα) та (B) (див., наприклад, [28]):

(Bα), α > 0 :

n∑
v=1

vα−1ω
(1
v

)
= O

[
nαω

( 1
n

)]
,

(B) :

∞∑
v=n+1

1

v
ω

(
1

v

)
= O

[
ω

(
1

n

)]
.

Теорема 3.28 ([2, 60]). Нехай α > 0, ω – довільна функція, яка задо-
вольняє умови 1)-4) та умову (Bα). Для того, щоб функція

f ∈ Sp ∩ L1,Y

належала множині SpHω
α ∩ L1,Y , необхідно і достатньо, щоб

E△
n (f)Sp = O

[
ω
( 1
n

)]
.

Функція tr, r ≤ α, задовольняє умови 1)-4) та (Bα). Тому позначаючи
через SpHr

α множину SpHω
α при ω(t) = tr, 0 < r ≤ α, отримаємо таке

твердження.

Наслідок 3.29. Нехай α > 0, 0 < r ≤ α. Для того, щоб функція
f ∈ Sp ∩ L1,Y належала множині

SpHr
α ∩ L1,Y ,

необхідно та достатньо, щоб
E△
n (f)Sp = O(n−r).

3.5. Наближення лінійними методами функцій з просторів Sp.
У низці робіт (див., наприклад, [13, 35, 37, 46, 64, 78, 79, 84] та ін.)
досліджувалися різні проблеми, пов’язані з апроксимацією лінійними
методами підсумовування рядів Фур’є у просторах Spφ та просторах Sp
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зокрема. Так, в роботах [79, 84] розглядались загальні питанні теорії
лінійних методів підсумовування рядів Фур’є (регулярність, насичен-
ня) у просторах Spφ. В [64, 78] встановлено точні значення найкращих
n-членних наближень такими методами q-еліпсоїдів у цих просторах.
В роботі [35] отримано нерівності типу Джексона наближення сумами
Зигмунда в просторах Sp. Наведемо результати робіт [13, 46], у яких
встановлено прямі та обернені теореми наближення функцій середніми
Тейлора-Абеля-Пуассона, і в термінах похибок наближення цими се-
редніми в просторі Sp отримано конструктивну характеристику класів
функцій, узагальнені похідні яких належать множинам SpHω.

3.5.1. Позначення та постановка задачі. Нехай f – довільна функ-
ція з простору L(Td). Виходячи зі співвідношення (3.26), розглянемо
лінійні оператори S△

n , σ
△
n , P△

ϱ,s і A△
ϱ,r, визначені на L(Td) відповідно рів-

ностями
S△
n (f)(x) =

n∑
ν=0

Hν(f)(x), n = 0, 1, . . . ,

σ△n (f)(x) =
1

n+ 1

n∑
ν=0

S△
ν (f)(x) =

n∑
ν=0

(
1− ν

n+ 1

)
Hν(f)(x), n ∈ N,

P△
ϱ,s(f)(x) =

∞∑
ν=1

%ν
s
Hν(f)(x), s > 0, % ∈ [0, 1),

і
A△
ϱ,r(f)(x) = S△

r−1(f)(x) +
∞∑
ν=r

λν,rHν(f)(x),

де при r ∈ N та % ∈ [0, 1)

λν,r := λν,r(%) :=
r−1∑
k=0

(
ν

k

)
(1− %)k%ν−k =

r−1∑
k=0

(1− %)k

k!

dk

d%k
%ν .

Вирази S△
n (f)(x), σ△n (f)(x) і P△

ϱ,s(f)(x) називають відповідно трику-
тною частинною сумою ряду Фур’є, трикутною сумою Фейєра і узагаль-
неною трикутною сумою Абеля-Пуассона функції f . Вираз A△

ϱ,r(f)(x)
називають трикутною сумою Тейлора-Абеля-Пуассона функції f .

Оператори P△
ϱ,s в загальному випадку, як агрегати наближення функ-

цій функцій однієї змінної, мабуть, вперше розглядалися в [29, 30].
Оператори A△

ϱ,r введені в [45], де в їх термінах дано конструктивну
характеристику класів Гарді–Ліпшиця Hr

p Lipα функцій однієї змінної,
голоморфних в одиничному крузі комплексної площини. Апроксимацій
властивості цих операторів вивчалися в роботах [4, 12, 13, 42, 45, 46]
та ін. В частинному випадку, коли r = s = 1 оператори A△

ϱ,1 та P△
ϱ,1



636 А. С. Сердюк, А. Л. Шидліч

збігаються між собою і породжують класичний метод Абеля-Пуассона
підсумовування кратних рядів Фур’є по трикутних областях.

Нагадаємо, що інтегралом Пуассона функції f ∈ L(Td) називається
функція P (f), визначена в [0, 1)d × Rd рівністю

f(ϱ,x) =
∫
Td
f(x+ bt)P (ϱ, t)dt,

де

P (ϱ, t) :=
d∏
j=1

1− %2j
1− 2%j cos tj + %2j

, %j ∈ [0, 1),

— кратне ядро Пуассона і
x+ bt := (x1 + t1, . . . , xd + td).

Надалі домовимось під виразом f(%,x) розуміти інтеграл Пуассона,
в якому ϱ – це вектор з однаковими координатами, тобто ϱ= (%, . . . , %).

В даному підрозділі вивчаються оператори A△
ϱ,r і P△

ϱ,s як лінійних
методів наближення функцій в просторах Sp. При цьому основна ува-
га звертається на зв’язок апроксимативних властивостей сум A△

ϱ,r(f) і
P△
ϱ,s(f) із диференціальними властивостями функції f , а саме, власти-

востями похідних, означених в такий спосіб.
Нехай ψ = {ψ(k)}k∈Zd – довільна система комплексних чисел і

Z(ψ) := Zd(ψ) :=
{
k ∈ Zd : ψ(k) = 0

}
.

Надалі вважаємо, що множина Z(ψ) має скінченну кількість елемен-
тів.

Якщо для даної функції f ∈ L(Td) знайдеться функція g ∈ L(Td)
така, що

S[f ](x) =
∑

k∈Z(ψ)
f̂(k)ei(k,x) +

∑
k∈Zd

ψ(k)ĝ(k)ei(k,x), (3.35)

то кажуть, що у функції f існує ψ-похідна g, для якої використовують
позначення g = fψ. При цьому, якщо Z(ψ) = ∅, то перша сума в (3.35)
покладається рівною нулеві.

Зрозуміло, що ψ-похідна для функцій з простору Sp є єдиною з то-
чністю до суми ∑

k∈Z(ψ)
ake

i(k,x),

де ak – будь-які числа. Дане означення ψ-похідної пристосоване для
потреб досліджень, викладених у цьому підрозділі, і за суттю не відрі-
зняється від поняття ψ-похідної О. І. Степанця, наведеного в підрозді-
лі 3.1



Задачі теорії наближень в абстрактних лінійних просторах 637

Далі, розглядаються ψ-похідні функцій з L(Td) в таких двох випад-
ках:

1) ψ(k) = ν−r при |k|1 = ν, ν = 0, 1, . . ., r ≥ 0 і
2) ψ(k) = 0 при |k|1 = 0, 1, . . . , r − 1 та ψ(k) = (ν − r)!/ν! при

|k|1 = ν, ν ≥ r, r ∈ N.
При цьому у першому випадку для ψ-похідної функції f викори-

стовуємо позначення f (r), у другому – f [r], а при r = 0 покладаємо
f (0) = f [0] = f . Відмітимо також, що f (1) = f [1].

3.5.2. Прямі та обернені теореми наближення лінійними ме-
тодами. Перейдемо до формулювання основних результатів підроз-
ділу 3.5. При цьому будемо використовувати позначення, наведені в
підрозділах 3.4.2 та 3.4.4.

Твердження 3.30 ([13, 46]). Нехай 1 ≤ p <∞, f ∈ L(Td), d ∈ N і ω –
довільна функція, яка задовольняє умови 1)-4) та (B). Тоді наступні
твердження рівносильні:

i)
∥∥S△

n

(
f [1]
)∥∥

Sp
= O(nω( 1n)), n→ ∞;

ii) ‖f − σ△n (f)‖
Sp

= O(ω( 1n)), n→ ∞.
Крім цього, якщо виконується одне із тверджень i) чи ii), то

iii) f ∈ SpH1
ω.

Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то всі твердження i)-iii) є еквівалентними.
Зазначимо, що імплікація ii)⇒iii) є твердженням типу прямих та

обернених теорем для методу Фейєра [3].
В наступній теоремі даються прямі та обернені теореми наближення

функцій оператором A△
ϱ,r в просторі Sp в термінах мажорант ω.

Теорема 3.31 ([13, 46]). Нехай 1 ≤ p < ∞, r ∈ N, f ∈ L(Td), d ∈ N і
ω – довільна функція, яка задовольняє умови 1)-4) та (B). Наступні
твердження рівносильні:

i) ‖f −A△
ϱ,r(f)‖Sp = O((1− %)r−1ω(1− %)), %→ 1−;

ii)
∥∥P (f [r])(%, ·)∥∥

Sp
= O(ω(1−ϱ)1−ϱ ), %→ 1−;

Крім цього, якщо виконується одне із тверджень i) чи ii), то
iii) f [r−1] ∈ SpH1

ω.
Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то всі твердження i)-iii) є еквівалентними.
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Зазначимо, що імплікація ii)⇒iii) є твердженням типу теорем Гарді-
Літтлвуда [8].

Наведемо також апроксимаційні властивості сум P△
ϱ,s(f) в просторі

Sp. Застосування теореми 3.31 до функції
f = g(s−1)

зі значенням параметра r = 1 і врахування співвідношення
‖f − P△

ϱ,s(f)‖Sp ∼ ‖f (s−1) − P△
ϱ,1(f

(s−1))‖Sp , %→ 1−, (3.36)
дозволяє записати таке твердження.

Теорема 3.32 ([13, 46]). Нехай 1 ≤ p < ∞, s ∈ N, f ∈ L(Td), d ∈ N і
ω – довільна функція, яка задовольняє умови 1)-4) та (B). Наступні
твердження рівносильні:

i) ‖f − P△
ϱ,s(f)‖Sp = O(ω(1− %)), %→ 1−;

ii)
∥∥P (f (s))(%, ·)∥∥

Sp
= O(ω(1−ϱ)1−ϱ ), %→ 1−;

Крім цього, якщо виконується одне із тверджень i) чи ii), то
iii) f (s−1) ∈ SpHω.

Якщо ж f ∈ L1,Y (Td), то всі твердження i)-iii) є еквівалентними.
При d = 1 простір L1,Y (T1) збігається з простором L1(T1) і тому твер-

дження i)–iii) в твердженні 3.30 і теоремах 3.31 та 3.32 є рівносильними
без жодних застережень.

Зазначимо, що в [4] результати твердження 3.30, а також теорем 3.31
та 3.32, зокрема, розповсюджено на простори типу Орлича SM .
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Метод зрізки в задачах чисельного
підсумовування і диференціювання

Є. В. Семенова, С. Г. Солодкий, С. А. Стасюк

Abstract. The problems of numerical summation and differentiation of
functions with finite smoothness are investigated. In order to ensure stabil-
ity of approximations different variants of the truncation method are con-
sidered. For the constructed methods, error estimates are found in integral
and uniform metrics. Moreover the volume of the used Fourier coefficients is
calculated.

Анотація. Досліджено задачі чисельного підсумовування і диферен-
ціювання функцій скінченної гладкості. З метою забезпечення стійкості
наближень розглянуто різні варіанти методу зрізки. Для побудованих
методів знайдено оцінки похибки в інтегральній і рівномірній метриках,
а також обчислено обсяг використаних коефіцієнтів Фур’є.

1. ВСТУП
Як відомо, значну і суттєво важливу частину некоректних задач

складають задачі, що є нестійкими до малих збурень вхідних даних.
Вказана особливість унеможливлює розв’язування подібних задач шля-
хом виключно їх дискретизації, без застосування техніки регуляриза-
ції. Чисельному розв’язуванню саме таких задач присвячені дослідже-
ння групи фахівців Інституту математики НАНУ, що тривають більш
ніж 20 років. Дана стаття являє собою огляд їх основних досягнень
при розв’язуванні двох популярних нестійких задач: по-перше, задачі
відновлення функції скінченною сумою її ряду Фур’є (задачі підсумо-
вування), по-друге, задачі наближеного знаходження похідної функції
(задачі чисельного диференціювання). Метою наших досліджень є по-
будова та вивчення апроксимаційних властивостей чисельних методів
розв’язування вказаних задач на класах функцій двох змінних скін-
ченної гладкості у випадку, коли вхідна інформація про досліджувану

2010 Mathematics Subject Classification: 65D25, 47A52
УДК 519.653
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функцію являє собою набір її неточно заданих коефіцієнтів Фур’є. Для
досягнення вказаної мети задіяні два модельні варіанти методу зрізки,
що мають різні області підтримки (тобто використовують коефіцієнти
Фур’є з індексами, які належать різним областям координатної пло-
щини). Нижче наведемо опис основних результатів проведених дослі-
джень:

– для обох варіантів методу зрізки знайдено мінімальні оцінки по-
хибки,

– оцінено обсяги коефіцієнтів Фур’є, використаних обома варіантами
задля досягнення мінімальної похибки,

– розглянуто випадок невідомої гладкості досліджуваної функції,
– оцінки похибки обчислені в рівномірній та інтегральній метриках.
Стаття має наступну структуру. Розділ 2 присвячений задачі чи-

сельного підсумовування функцій скінченної гладкості. У підрозділі 2.1
сформульовано постановку досліджуваної задачі, надано коротку істо-
ричну довідку щодо досягнень попередників, а також наведено деякі
результати для функцій однієї змінної. Далі, введено у розгляд об’єкт
подальших досліджень – клас функцій двох змінних, що мають скін-
ченну гладкість, наведено опис двох варіантів, стандартного та мо-
дифікованого, методу зрізки, що побудовані з підтримкою на квадра-
ті/прямокутнику та гіперболічному хресті, відповідно. У підрозділі 2.2,
на класах функцій ізотропної гладкості, вивчається ефективність цих
підходів в сенсі точності й обсягу використаних коефіцієнтів Фур’є.
Вказані дослідження продовжуються в п. 2.3 у випадку функцій ані-
зотропної гладкості. Розділ 3 присвячений дослідженню задачі чисель-
ного диференціювання функцій скінченної гладкості. В підрозділах 3.1
– 3.4 розглянуто випадок періодичних функцій двох змінних зі збуре-
ними коефіцієнтами Фур’є за тригонометричною системою. Для обох
модельних варіантів методу зрізки досліджено їх ефективність для
функцій ізотропної (див. п. 3.1) та анізотропної (див. п. 3.3) гладкості,
а також (див. п. 3.2) вивчено випадок невідомого значення гладкості
наближуваної функції. В усіх згаданих вище дослідженнях оцінка по-
хибки вимірюється в рівномірній метриці. На противагу до попередніх
результатів, в п. 3.4 вивчається ситуація, коли оцінка похибки чисель-
ного диференціювання вимірюється в інтегральній метриці. Підрозділ
3.5 містить дослідження задачі диференціювання неперіодичних функ-
цій двох змінних у разі, коли вхідна інформація має вигляд збурених
значень коефіцієнтів Фур’є за системою поліномів Лежандра.
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2. ЧИСЕЛЬНЕ ПІДСУМОВУВАННЯ ГЛАДКИХ ФУНКЦІЙ ЗІ ЗБУРЕНИМИ
КОЕФІЦІЄНТАМИ ФУР’Є

Задача наближення функції скінченною сумою її ряду Фур’є (коро-
тше кажучи, задача підсумовування) є однією з класичних проблем
теорії функцій і станом на сьогоднішній день добре вивчена для бага-
тьох класів функціональних просторів у разі точно заданих коефіцієн-
тів Фур’є. Ситуація суттєво ускладнюється, якщо вхідні дані (у нашому
випадку, коефіцієнти Фур’є) відомі неточно. Внесення шуму в розгля-
дувану модель може по-різному вплинути на характер досліджуваної
задачі. Пояснимо цю думку наступним чином. Нехай збурення вхідних
даних вимірюється в метриці `2, а похибка підсумовування функції за
такими вхідними даними оцінюється в метриці простору L2. Тоді наяв-
ність малих збурень вхідних даних не впливає на стійкість розглядува-
ної задачі, а узгодження рівня дискретизації з рівнем збурення вхідних
даних відбувається лише з метою запобігти так званому ефекту наси-
чення (тобто ситуації, коли подальше збільшення кількості залучених
в обчисленнях коефіцієнтів Фур’є не покращує точності наближення).
Принципово інша ситуація спостерігається, якщо рівень збурення вхі-
дних даних залишається відомим в метриці `2, а вимірювати похибку
наближення треба в рівномірній метриці або в метриці простору Lq,
2 < q < ∞. На вказаних парах просторів задача підсумовування є
нестійкою до малих збурень вхідних даних. У цьому разі узгодження
рівня дискретизації з рівнем збурення дозволяє уникнути нестійкості
побудованих наближень, а також мінімізувати похибку наближення.
Зауважимо, що замалий вибір параметру дискретизації породжує за-
надто грубу модель задачі, що вивчається, а завеликий вибір параметру
дискретизації призводить до виникнення осциляції побудованих набли-
жень. Обидві вказані крайності мають своїм наслідком суттєве (іноді,
навіть як завгодно велике) зростання похибки. Тому процедура чисель-
ного підсумовування функцій потребує узгодження рівнів збурення і
дискретизації. Такий процес в теорії некоректних задач отримав назву
регуляризації .

2.1. Функції однієї змінної. Під L2,1 := L2[0, 1] будемо розуміти
простір функцій, сумовних в квадраті на відрізку [0, 1], з нормою

‖y‖L2 :=

(∫ 1

0
|y(t)|2 dt

) 1
2

.

Позначимо через
{ϕk(t)}∞k=1
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систему функцій, що є ортонормованою у L2,1[0, 1] відносно стандар-
тного скалярного добутку 〈·, ·〉, а через

∞∑
k=1

yk · ϕk(t), yk = 〈y, ϕk〉,

– ряд Фур’є функції y(t) ∈ L2,1 за системою функцій {ϕk(t)}. Під
C = C[0, 1] будемо розуміти простір неперервних на [0, 1] функцій. Не-
хай, крім того, `2 – простір числових послідовностей {xk}k∈N таких, що
виконується умова ∑

k∈N
|xk|2 <∞.

Розглянемо задачу підсумовування, яка є класичним прикладом не-
стійкої задачі і яку можна вважати відправною точкою відповідних
досліджень. Припустимо, що замість точних значень yk коефіцієнтів
Фур’є відомі лише їх деякі наближені значення yδk, що вельми часто
зустрічається у прикладних задачах. При цьому будемо вважати, що
рівень збурення коефіцієнтів Фур’є малий у сенсі норми простору `2 та
справджується нерівність

∞∑
k=1

|yk − yδk|2 ≤ δ2, δ ∈ (0, 1). (2.1)

Природним чином виникає важлива прикладна задача: за наближе-
ними значеннями коефіцієнтів Фур’є yδk відновити у даній фіксованій
точці t функцію y(t) ∈ C[0, 1] з рівнем похибки ε(δ), що прямує до нуля,
коли δ → 0.

Добре відомо, що така задача є некоректною, оскільки відхилення
функції y(t) ∈ C[0, 1] від суми її ряду

∞∑
k=1

yδk ϕk(t) у метриці простору

C[0, 1] може виявитися як завгодно великим.
Метод підсумовування називається стійким, якщо за неточними вхі-

дними даними задачі й відомою величиною їх збурення δ цей метод
породжує наближення з рівнем точності ε(δ) → 0 при δ → 0.

Вперше для розв’язування розглядуваної задачі А.М.Тіхоновим [31]
був запропонований стійкий до малих збурень коефіцієнтів Фур’є ме-
тод підсумовування рядів Фур’є. Цей метод ґрунтується на загальних
принципах регуляризації, що покладені в підвалини створеної ним тео-
рії некоректних задач (див. [32]), й полягає у наближенні за правилом

Tαn (y
δ)(t) =

n(δ)∑
k=1

r(k, α) yδk ϕk(t), (2.2)



648 Є. В. Семенова, С. Г. Солодкий, С. А. Стасюк

де регуляризуючий множник має вигляд

r(k, α) =
1

1 + αψk
.

При цьому припускалося, що {ψk}∞k=1 – послідовність додатних чисел,
порядок зростання яких при k → ∞ не нижчий ніж k2+ε, ε ≥ 0, а зна-
чення параметра регуляризації α мають бути узгодженими з похибкою
вхідних даних δ : α = α(δ). Згодом метод вигляду (2.2) отримав назву
методу зрізки. Суть цього методу полягає в заміні ряду Фур’є функції,
що відновлюється, її скінченною сумою Фур’є.

В [31] була доведена збіжність методу (2.2) на класі функцій

Cρ :=
{
y ∈ C[0, 1] :

∞∑
k=1

|〈y, ϕk〉|2 ψk ≤ ρ <∞
}
,

де {ϕk(t)}∞k=1 – задана ортонормована система.
Далі, в [23] для довільної ортонормованої системи рівномірно обме-

жених функцій {ϕk(t)}∞k=1 таких, що
‖ϕk‖C <∞, (2.3)

було знайдено оцінку точності для методу (2.2) при ψk = k2s, s > 1
2 ,

на класі функцій з коефіцієнтами Фур’є yk, |yk| = O(k−p), k = 1, 2, . . .,
p > 1 + s

2 .
Введемо тепер поняття, яке надалі матиме для нас важливе значен-

ня.
Означення 2.1.1. Будемо говорити, що повна ортонормована у про-
сторі L2,1 система функцій {ϕk(t)}∞k=1 належить до класу Kβ , якщо для
деяких β ≥ 0 і d > 0 виконується умова∥∥ϕk∥∥C ≤ d kβ, k = 1, 2, . . . . (2.4)
Приклад 2.1.2. Тригонометрична система функцій при β = 0 має
властивість (2.4), а тому задовольняє умову (2.3). Разом з тим система
поліномів Лежандра не задовольняє умову (2.3), проте належить до
класу Kβ при β = 1

2 .
У роботі П.Мате та С.В.Переверзєва [8] була розглянута варіація

методу зрізки (2.2), що визначається наступним чином

T λn (y
δ)(t) =

n∑
k=1

λk y
δ
k ϕk(t). (2.5)

Тут відносно трикутної матриці λ = {λk = λnk , k = 1, 2, . . . , n, n ∈ N}
припускалось, що існують такі константи c > 0 й θ > 0, що виконується
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умова

|1− λk| ≤ c

(
k

n

)θ
.

У такому разі будемо говорити, що метод підсумовування (2.5) має
порядок θ. Перевагою варіанту (2.5) перед варіантом (2.2) є простота
його застосування. А саме, метод (2.2) вимагає впровадження окремого
параметру регуляризації α, а також подальшого узгодження величин
α, n з δ, натомість для реалізації методу (2.5) достатньо лише нале-
жним чином вибрати параметр дискретизації n, який тут відіграє роль
параметра регуляризації.

В [8] на класах функцій

Wµ
2,1 =

{
y(t) ∈ L2,1 : ‖y‖2Wµ

2,1
=

∞∑
k=1

k2µ |〈y, ϕk〉|2 <∞
}

були знайдені оцінки похибки методу (2.5) у випадку довільних орто-
нормованих систем, що задовольняють умову 2.1.1.

Теорема 2.1.3 ([8]). Нехай задана послідовність збурених значень
(2.1), а {ϕk(t)}∞k=1 належить до класу Kβ. Якщо y(t, τ) ∈ Wµ

2,1 для
деякого апріорі відомого µ > β + 1

2 , то для методу зрізки T λn (yδ) (2.5)
порядку θ ≥ µ при n � δ−1/µ справджується оцінка

sup
∥y∥

W
µ
2,1

≤1

∥∥∥y − T λn (y
δ)
∥∥∥
C
� δ

µ−β− 1
2

µ .

Надалі в роботі [16] результат теореми 2.1.3 було узагальнено на ви-
падок гладких функцій з класу Wψ

2,1, що пов’язаний із заданою систе-
мою {ϕk(t)}∞k=1 ∈ Kβ таким чином

Wψ
2,1 =

{
y(t) ∈ L2,1 : ‖y‖2ψ =

∞∑
k=1

ψ2(k) |〈y, ϕk〉|2 <∞
}
,

де ψ(k) — деяка монотонно зростаюча функція. Оцінка точності для
методу зрізки (2.5) на класі функційWψ

2,1 міститься в наступному твер-
дженні.

Теорема 2.1.4 ([16]). Нехай виконуються умови теореми 2.1.3, а ме-
тод зрізки T λn (yδ) (2.5) має порядок θ. Якщо ψ(k) зростає не швидше
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ніж kθ, але швидше ніж kp, де p > β + 1
2 , то для n � ψ−1(1/δ) справ-

джується оцінка

sup
∥y∥

W
ψ
2,1

≤1

∥∥∥y − T λn (y
δ)
∥∥∥
C
� δ

[
ψ−1

(
1

δ

)]β+ 1
2

.

Нещодавно дослідження з [16] були продовжені в роботі [13] на ви-
падок, коли похибка вхідних даних вимірюється в метриці простору `p,
1 ≤ p <∞.

2.2. Функції двох змінних. Ізотропний випадок. Даний підроз-
діл містить результати досліджень задачі чисельного підсумовування
функцій двох змінних. Для викладення необхідних матеріалів нам зна-
добляться наступні позначення. Нехай Lq,2 := Lq(Q), 1 ≤ q < ∞, —
простір сумовних функцій двох змінних на квадраті Q = [0, 1]× [0, 1] зі
стандартною нормою

‖y‖Lq :=
(∫ ∫

Q

|y(t, τ)|q dt dτ
) 1
q

,

а під C = C(Q) надалі будемо розуміти простір неперервних на Q
функцій. Нехай, крім того, `p, 2 ≤ p < ∞, — простір числових послі-
довностей {xk,j}k,j∈N таких, що виконується умова∑

k∈N

∑
j∈N

|xk,j |p <∞.

Варто зазначити, що, на відміну від випадку функцій однієї змінної
(див. підрозділ 2.1), дослідження щодо зазначеної проблематики для
функцій багатьох змінних довгий час майже не проводились. Серед ві-
домих нам робіт попередників слід згадати дві статті [33] та [27]. Так,
в [33] був узагальнений метод зрізки (2.2) на випадок, коли

{
ϕk(t)

}∞
k=1

,
t ∈ RN , є фундаментальною системою функцій оператора Лапласа в
обмеженій N -вимірній області (N > 4), де регуляризуючі множники
мають вигляд (1 + αλk)

−s, s = [N/4] + 1. При цьому для методу підсу-
мовування (2.2) була встановлена його збіжність.

Пізніше в [27] аналогічні дослідження були проведені для функцій
двох змінних, що подані у вигляді ряду Фур’є за тригонометричною си-
стемою, де регуляризуючі множники було запропоновано факторизу-
вати, тобто використовувати множники вигляду

[
(1+αk21)(1+αk

2
2)
]−1.

Тут автори обмежилися встановленням факту збіжності запропонова-
ного методу підсумовування.
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В той самий час проблема визначення швидкості збіжності при під-
сумовуванні рядів Фур’є функцій багатьох змінних (на парі просторів
`2 й C) ще донедавна залишалась відкритою. Саме поданню досягнень
авторів огляду при дослідженні вказаної задачі присвячений матеріал
цього розділу.

Об’єктом наших подальших досліджень є наступний простір функцій
двох змінних скінченної гладкості:

Lµ̄2,2 = Lµ̄2 (Q) :=

{
y ∈ C(Q) : ‖y‖2

Lµ̄2,2
:=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

i2µ1 j2µ2 |yi,j |2 <∞
}
,

де 0 < µ1 ≤ µ2, а yi,j = 〈y, ϕiϕj〉 — коефіцієнти Фур’є функції y(t, τ) ∈
C(Q) за системою {ϕk(t)}∞k=1 ∈ Kβ. У разі функцій ізотропної гладкості
µ1 = µ2 = µ будемо використовувати позначення Lµ2,2 замість Lµ̄2,2.
Відомо (див., наприклад, [2], [3], [20]), що клас Lµ̄2,2 узагальнює класи
функцій двох змінних з домінуючою мішаною частинною похідною і є
модельним у багатьох задачах відновлення функцій.

Припустимо, що замість точних значень коефіцієнтів yi,j відомі їх
збурені значення, тобто задана послідовність чисел yδ := {yδi,j}∞i,j=1 та-
ких, що

yδi,j = yi,j + δ ξi,j , i, j = 1, 2, . . . , (2.6)

де δ ∈ (0, 1) й
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ξi,j |2 ≤ 1.

Наші дослідження присвячені застосуванню метода зрізки для стій-
кого наближення функцій з класів Lµ̄2,2 (Lµ2,2). Як зазначалося раніше,
з метою забезпечення стійкості наближення та досягнення необхідного
порядку точності, в методі зрізки необхідно належним чином вибрати
параметр дискретизації, який тут відіграє роль параметра регуляриза-
ції. Очевидно, що для функцій y з Lµ̄2,2 доцільно вибирати коефіцієнти
Фур’є yi,j з індексами (i, j), що розміщені навколо початку координат
декартової площини. У випадку функцій однієї змінної задача вибору
множини індексів може бути зведена до задачі відшукання верхньої
межі n їх значень. Що стосується функції двох (або більшої кілько-
сті) змінних, то тут виникає додаткова задача, а саме – якою має бути
форма області Ω, що описує найкращу можливу конфігурацію вико-
ристаних точок (i, j) декартової площини. У зв’язку з цим нагадаємо,
що область Ω, звідки беруться залучені у підсумовуванні індекси (i, j),
називається областю підтримки розглянутого методу підсумовування.
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У випадку довільної області підтримки Ω метод підсумовування мо-
же бути записаний наступним чином

T λΩ(y
δ)(t, τ) =

∑
(i,j)∈Ω

λi,jy
δ
i,j ϕi(t)ϕj(τ), (2.7)

де yδi,j означено за допомогою (2.6).
Слід зазначити, що підхід (2.7) містить в собі не лише стандартний

метод Фур’є (λi,j = 1, ∀i, j), але також відомі методи підсумовування,
такі як метод підсумовування Валле Пуссена, Фейєра, Рогозинського,
Зігмунда та інші.

На сьогодні існує декілька підходів щодо того, як вибрати область
підтримки (див., наприклад, [17—20]). В межах наших досліджень бу-
дуть розглянуті два найефективніших та найпопулярніших підходи до
вибору області підтримки, по-перше, стандартний варіант, коли Ω є
прямокутником/квадратом, а також альтернативний варіант, що пе-
редбачає застосування так званого гіперболічного хреста.

Мета досліджень розділу 2 — мінімізувати оцінку похибки

‖y − T λΩ(y
δ)‖C

через вибір області Ω залежно від значень параметрів µ1, µ2 і δ.
Розпочнемо з розгляду стандартного підходу до вибору області під-

тримки. Отже, для наближення функцій з класу ізотропної гладкості
Lµ2,2(Q) ми пропонуємо розглянути такий варіант методу зрізки (2.7):

T λn (y
δ)(t, τ) =

n∑
i=1

n∑
j=1

λi,j y
δ
i,j ϕi(t)ϕj(τ), (2.8)

де область Ω має форму квадрата [1, n] × [1, n], а відносно множини
λ = {λi,j = λni,j : i, j = 1, 2, . . . , n, n ∈ N} припускається, що існують
такі константи cλ > 0 й θ ≥ 0, що виконується умова

|1− λi,j | ≤ cλ

(
ij

n2

)θ
.

При цьому було встановлено наступний результат.

Теорема 2.2.1 ([17]). Нехай задана послідовність збурених значень
(2.6), а {ϕk(t)}∞k=1 належить до класу Kβ. Якщо y(t, τ) ∈ Lµ2,2 для
деякого апріорі відомого µ > β+ 1

2 , то для методу зрізки (2.8) порядку
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θ > µ при n � δ
− 1

µ+β+1
2 має місце оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1

∥∥∥y − T λn (y
δ)
∥∥∥
C
� δ

µ−β− 1
2

µ+β+1
2 .

Надалі під card ми розумітимемо обсяг коефіцієнтів Фур’є, викори-
станих в межах відповідного методу.

Наслідок 2.2.2. Метод (2.8) гарантує на класі Lµ2,2 точність підсу-

мовування ε � δ

µ−β− 1
2

µ+β+1
2 шляхом використання

card = O
(
ε
− 2

µ−β− 1
2

)
(2.9)

збурених коефіцієнтів Фур’є.
Другий підхід до вибору області підтримки Ω пов’язаний з ідеєю гі-

перболічного хреста, який вперше був застосований у наближеннях в
роботі [24]. В цьому підході ми будемо наближати функцію y, викори-
стовуючи тільки її збурені коефіцієнти Фур’є yδi,j з індексами в точках
(i, j) декартової площини xOz, які належать до області, що обмежу-
ється гіперболою xz = n. Ідея гіперболічного хреста застосовувалась
багатьма математиками для ефективного наближення функцій бага-
тьох змінних з домінуючою мішаною похідною (для більш детальної
інформації див. огляд [3]). Далі, для некоректних задач у формі рів-
нянь Фредгольма першого роду гіперболічний хрест використовувався
С.В.Переверзєвим [11]. Детальніша інформація про застосування гі-
перболічного хреста до розв’язування некоректних задач може бути
знайдена в [28, 29].

Отже, при наближенні функцій з класу ізотропної гладкості Lµ2,2 під
гіперболічним хрестом розумітимемо підмножину квадрату [1, n]×[1, n]
вигляду

{(i, j) : ij ≤ n, 1 ≤ i, j ≤ n} .

Тоді відповідний метод зрізки визначається за таким правилом

Sνn(y
δ)(t, τ) =

∑
ij≤n,1≤i,j≤n

νi,j y
δ
i,j ϕi(t)ϕj(τ). (2.10)

Апроксимаційні властивості методу Sνn(yδ) залежать від рівня дискре-
тизації n й від множини ν = {νi,j = νni,j : i, j = 1, 2, . . . , n, n ∈ N}.
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Будемо припускати, що існують такі констати σν > 0 і θ ≥ 0, що справ-
джується нерівність

|1− νi,j | ≤ σν

(
ij

n

)θ
.

При цьому було встановлено наступний результат.

Теорема 2.2.3. Нехай задана послідовність збурених значень (2.6),
а {ϕk(t)}∞k=1 належить до класу Kβ. Якщо y(t, τ) ∈ Lµ2,2 для деякого
апріорі відомого µ > β + 1

2 , то для методу зрізки (2.10) порядку θ > µ

при n � δ
− 1
µ має місце оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1

∥∥∥y − Sνn(yδ)
∥∥∥
C
� δ

µ−β− 1
2

µ

√
ln |δ|.

Наслідок 2.2.4. Метод (2.10) гарантує на класі Lµ2,2 точність під-

сумовування ε � δ
µ−β− 1

2
µ

√
| ln δ| шляхом використання

card = O
(
ε
− µ+β+1

2
µ(µ−β− 1

2 )
∣∣ ln ε∣∣ 12+ µ+β+1

2
µ(µ−β− 1

2 )

)
(2.11)

гармонік з індексами з гіперболічного хреста
{
(i, j) : ij≤n, 1≤ i, j≤n

}
.

Зауваження 2.2.5. Порівняння результатів, викладених у наслідках
2.2.2 і 2.2.4, дозволяє зробити висновок, що на відміну від стандартного
підходу (2.8) метод (2.10) не лише забезпечує кращий порядок точно-
сті на класі Lµ2,2, але при цьому є більш економічним у сенсі кількості
коефіцієнтів Фур’є yδi,j , які залучені в обчисленнях (див. (2.9) і (2.11)).

У викладених вище дослідженнях вважалось, що число µ, яке ви-
значає гладкість наближуваної функції, є відомим. Проте на практиці
така інформація швидше за все недоступна. Принципово нова (і більш
складна) задача полягає у тому, щоб вибрати n не знаючи µ та збе-
регти при цьому порядок точності методу (2.10) на класі Lµ2,2. Прави-
ла вибору n такого типу називаються апостеріорними правилами. В
межах наших досліджень за апостеріорне правило візьмемо принцип
рівноваги. Суть цього підходу полягає у поданні похибки наближен-
ня у вигляді суми двох функцій (зростаючої та спадної) залежно від
n і подальшому знаходженні точки перетину цих функцій. Знайдене
таким чином приблизне значення n мінімізує похибку наближення, а
тому береться за відповідний рівень регуляризації. Слід зазначити, що
ідея застосування такого правила при розв’язуванні некоректних задач
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була запропонована в роботах [6, 12]. Отже, введемо множину

M+ :=
{
n :
∥∥∥Sνn(yδ)− Sνm(y

δ)
∥∥∥
C
≤ 4c1 δ m

β+ 1
2

√
lnm ∀m > n

}
й число

n+ := min
{
n : n ∈M+

}
, (2.12)

де c1 > 0 — деяка відома константа.
Запропонований апостеріорний вибір параметра дискретизації поля-

гає у знаходженні n+ за правилом (2.12).

Теорема 2.2.6. Нехай величина n+ знаходиться за принципом рівно-
ваги (2.12). Тоді в умовах теореми 2.2.3 справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1

∥∥∥y − Sνn+
(yδ)

∥∥∥
C
� δ

µ−β− 1
2

µ ·
√
| ln δ|.

Зауваження 2.2.7. Очевидно, що знаходження величини n+ призво-
дить до збільшення загального обсягу обчислень під час реалізації ме-
тоду (2.10) в умовах невідомого µ. Таким чином, зазначене зростання
обчислювальних витрат можна розглядати як певну “платню” за від-
мову від знання точної величини µ при збереженні порядку похибки
наближення (див. теореми 2.2.3, 2.2.6).

Результати підрозділу 2.2 опубліковані в [18].

2.3. Функції двох змінних. Анізотропний випадок. Перейдемо
до функцій анізотропної гладкості з класів Lµ̄2,2, де µ1 < µ2. Тоді метод
зрізки по прямокутнику будується наступним чином

T λn (y
δ)(t, τ) =

n∑
i=1

ñ∑
j=1

λi,j y
δ
i,j ϕi(t)ϕj(τ), ñ = [n1/γ̃ ], (2.13)

де

γ̃ := µ̃2/µ̃1 =
(
µ2 − β − 1

2

)
/
(
µ1 − β − 1

2

)
> 1,

µ̃1 := µ1 − β − 1

2
, µ̃2 := µ2 − β − 1

2
.

Апроксимаційні властивості методу T λn (yδ)(t, τ) (2.13) залежать від рів-
ня дискретизації n і від множини

λ = {λi,j = λni,j : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ñ, n ∈ N}.
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Будемо вважати, що існують сталі σλ > 0 і θ > 0 такі, що виконується
нерівність

|1− λi,j | ≤ σλ

(
ij

n1+1/γ̃

)θ
. (2.14)

Теорема 2.3.1. Нехай послідовність збурених значень yδ задано в (2.6),
а {ϕk(t)}∞k=1 ∈ Kβ. Якщо y ∈ Lµ̄2,2 для деяких апріорі відомих

µ2 > µ1 > β +
1

2
,

то для методу зрізки (2.13) порядку θ > µ2 − β − 1
2 при

n � δ
− µ2−(β+1

2 )

µ1µ2−(β+1
2 )2 (2.15)

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ̄
2,2

≤1

∥∥∥y − T λn (y
δ)
∥∥∥
C

� δ

(µ1−(β+1
2 ))(µ2−(β+1

2 ))

µ1µ2−(β+1
2 )2 .

Наслідок 2.3.2. З теореми 2.3.1 випливає, що для досягнення то-
чності

ε � δ

(µ1−(β+1
2 ))(µ2−(β+1

2 ))

µ1µ2−(β+1
2 )2

на класі Lµ̄2,2, µ2 > µ1 > β + 1
2 , стандартний метод зрізки (2.13)

вимагає

card � n
1+ 1

γ̃ � δ
−µ1−(β+1

2 )+µ2−(β+1
2 )

µ1µ2−(β+1
2 )2 � ε

− µ̃1+µ̃2
µ̃1µ̃2 =

= ε
−
(

1

µ1−(β+1
2 )

+ 1

µ2−(β+1
2 )

)

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з прямокутника

{(i, j) : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , ñ, n ∈ N}, ñ = [n1/γ̃ ],

γ̃ =
(
µ2 − β − 1

2

)
/
(
µ1 − β − 1

2

)
.

Побудуємо тепер модифікований варіант методу зрізки для набли-
ження функцій з Lµ̄2,2 і порівняємо його властивості зі стандартним
варіантом (2.13). Нехай

Sνn(y
δ)(t, τ) =

∑
ijγ≤n

νi,j y
δ
i,j ϕi(t)ϕj(τ), (2.16)
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де γ > 1, а множина{
(i, j) : ijγ ≤ n, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , [n1/γ ], n ∈ N

}
називається нерівномірним гіперболічним хрестом. Апроксимаційні
властивості методу Sνn(yδ)(t, τ) залежать від рівня дискретизації n та
від множини

ν =
{
νi,j = νni,j : ij

γ ≤ n, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , [n1/γ ], n ∈ N
}
.

Припустимо, що існують сталі σν > 0 і θ > 0 такі, що виконується
нерівність

|1− νi,j | ≤ σν

(
ijγ

n

)θ
, γ > 1. (2.17)

Теорема 2.3.3. Нехай послідовність збурених значень yδ задано (2.6),
а {ϕk(t)}∞k=1 ∈ Kβ. Якщо y ∈ Lµ̄2,2, µ2 > µ1 > β + 1

2 , то для методу
зрізки (2.16) порядку θ > (µ2 − β − 1

2)/γ,

1 < γ <
µ2 − β − 1

2

µ1 − β − 1
2

,

при
n � δ

− 1
µ1

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ̄
2,2

≤1

∥∥∥y − Sνn(y
δ)
∥∥∥
C
� δ

µ1−β−
1
2

µ1 .

Зауваження 2.3.4. Розглянемо випадок стандартної тригонометри-
чної системи {ϕk(t)}, тобто β = 0, і відповідні класи Wµ1

2,1 і Lµ̄2,2, де
µ̄ = (µ1, µ2). У [8] стверджується, що в моделі (2.6) збурення вхідних да-
них порядок точності O

(
δ
µ1−1/2
µ1

)
не може бути покращений для функ-

цій з Wµ1
2,1. З іншого боку, зрозуміло, що будь-яка функція y ∈ Wµ1

2,1

однієї змінної може бути розглянута як елемент з Lµ̄2,2, µ̄ = (µ1, µ2).
Отже, порядок точності, що заданий теоремою 2.3.3 для β = 0, також
не може бути покращений на всьому класі Lµ̄2,2.

Наслідок 2.3.5. На класі Lµ̄2,2, µ2 > µ1 > β+ 1
2 , модифікований метод

зрізки (2.16) з

1 < γ <
µ2 − β − 1

2

µ1 − β − 1
2
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для досягнення точності підсумовування

ε � δ
µ1−β−

1
2

µ1 ,

вимагає
card � n � ε

− 1

µ1−β−
1
2

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з нерівномірного гіперболі-
чного хреста {(i, j) | ijγ ≤ n, i, j ∈ N}.
Зауваження 2.3.6. Порівняння результатів, викладених у наслідках
2.3.2 і 2.3.5, дозволяє зробити висновок, що на досліджуваних класах
функцій Lµ̄2,2 модифікований варіант методу зрізки (2.16) є більш ефе-
ктивним у порівнянні зі стандартним варіантом (2.13) як за точністю
наближень, так і за обсягом використаних коефіцієнтів Фур’є.

Результати підрозділу 2.3 опубліковані в [19].

3. ЧИСЕЛЬНЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ФУНКЦІЙ
Перейдемо до задачі чисельного диференціювання функцій зі збуре-

ними вхідними даними. Ця задача є відомим прикладом задачі, нестій-
кої до малих збурень, а відтак також потребує обов’язкового застосува-
ння регуляризації задля забезпечення стійкості наближення. Не зважа-
ючи на те, що проблема стійкого диференціювання вже тривалий час
привертала увагу фахівців, її інтенсивне дослідження має своїм джере-
лом створення теорії некоректних задач у 60-ті роки минулого сторіччя.
Першою роботою щодо диференціювання функцій, що була написана
з точки зору теорії некоректних задач, є [26]. Це дає підстави вважа-
ти [26] за точку відліку у розвитку сучасного етапу чисельного дифе-
ренціювання. Зауважимо, що в [26] було досліджено алгоритм, який
забезпечує збіжність в рівномірній метриці побудованих наближень до
першої похідної функції однієї змінної. Ці дослідження знайшли своє
продовження в [30], де вперше були встановлені оцінки точності в за-
дачі чисельного диференціювання.

Станом на сьогодні багатьма дослідниками було запропоновано та
обґрунтовано різні методи чисельного диференціювання функцій однієї
змінної (див., наприклад, [1, 4, 5, 7, 14, 21, 25]). Що стосується функцій
декількох (навіть двох) змінних, то вказана задача майже не вивчена.
Тут можна згадати лише роботи [9, 10, 22]. Наші подальші дослідження
мають на меті заповнити цю прогалину знань.

3.1. Періодичні функції. Ізотропна гладкість. Для викладу отри-
маних результатів необхідно навести деякі позначення. Через {ej}∞j=−∞
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позначимо тригонометричну систему ej = ej(τ) := exp(2πijτ), i2 = −1,
і введемо у розгляд простір періодичних функцій двох змінних

Lµ2,2 :=

{
y(t, τ) ∈ C(Q) : ‖y‖2

Lµ2,2
:=
∑
k∈Z

∑
j∈Z

|2πk|2µ1 |2πj|2µ2 |yk,j |2 <∞
}
,

де µ = (µ1, µ2), µ1, µ2 > 0, yk,j = 〈y, ekej〉 — коефіцієнти Фур’є функції
y(t, τ) за тригонометричною системою, m = m, якщо m 6= 0 та m = 1,
якщо m = 0.

Наступний ряд Фур’є

y(r1,r2)(t, τ) :=

∞∑
|k|=1

∞∑
|j|=1

y
(r1,r2)
k,j ek(t) ej(τ),

де
y
(r1,r2)
k,j = (2πik)r1 (2πij)r2 yk,j , r1, r2 ∈ N,

називається мішаною частинною похідною порядку (r1, r2) для функції
y ∈ C(Q). У випадку y ∈ Lµ2,2 ми, очевидно, маємо r1 ≤ µ1, r2 ≤ µ2.

Розглянемо випадок вхідних даних із малим рівнем збурення в ме-
триці простору `p, 2 ≤ p < ∞. Більш точно, припускатимемо, що за-
мість точних коефіцієнтів Фур’є yk,j досліджуваної функції маємо лише
їх збурення yδk,j , тобто є послідовність чисел yδ :=

{
yδk,j

}
k,j∈Z

таких, що

yδk,j = yk,j + δξk,j , k, j ∈ Z, (3.1)
і ∑

k∈Z

∑
j∈Z

|ξk,j |p ≤ 1. (3.2)

Задача полягає у наближенні похідної функції y(t, τ) ∈ Lµ2,2 порядку
(r1, r2) за допомогою збурених вхідних даних yδk,j . Наближення буду-
ватимемо методом зрізки, а похибку відновлення будемо оцінювати в
рівномірній метриці C(Q) та в інтегральній метриці просторів Lq,2(Q),
2 ≤ q <∞.

У випадку довільної області підтримки Ω метод зрізки для чисель-
ного відшукання похідної y(r1,r2) має форму

T λΩ(D
r1,r2yδ)(t, τ) =

∑
(k,j)∈Ω

λk,j(2πik)r1(2πij)r2yδk,j ek(t) ej(τ),

де
Dr1,r2 :=

∂r1+r2

∂tr1∂τ r2
,

а yδk,j означені за допомогою (3.1), (3.2).
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Метою досліджень є мінімізація норми величини похибки
y(r1,r2) − T λΩ(D

r1,r2yδ)

через вибір Ω залежно від значень параметрів µ1, µ2, r1, r2 і δ. Як і в
попередньому розділі, ми розглянемо два модельних підходи до вибору
області підтримки, стандартний та модифікований, а потім порівняємо
їх ефективність.

Для початку розглянемо випадок ізотропної гладкості функцій, тоб-
то µ1 = µ2 = µ. Крім того, вважатимемо, що r1 = r2 = r. За цих умов
область Ω, в межах стандартного підходу, перетворюється у квадрат,
а відповідний метод зрізки набуває форми

T λn (D
r,ryδ)(t, τ) =

n∑
|k|=1

n∑
|j|=1

λk,j (2πik)r (2πij)r yδk,j ek(t) ej(τ). (3.3)

Апроксимаційні властивості методу T λn (Dr,ryδ)(t, τ) (3.3) залежать від
рівня дискретизації n і від множини

λ = {λk,j = λnk,j : |k| = 1, . . . , n, |j| = 1, . . . , n}, n ∈ N.
Вважатимемо, що існують сталі σλ > 0 і θ > 0 такі, що виконується
нерівність

|1− λk,j | ≤ σλ

(
|kj|
n2

)θ
. (3.4)

Зауважимо, що в підрозділах 3.1–3.3 ми обмежуємось випадком p = 2
в моделі збурення вхідних даних (3.1), (3.2).

Теорема 3.1.1. Нехай задано послідовність збурених значень yδ, які
означені за допомогою (3.1), (3.2) з p = 2. Якщо y ∈ Lµ2,2 для деякого
апріорі відомого µ, µ − r > 1

2 , то для методу зрізки (3.3) порядку
θ > µ− r − 1

2 при

n � δ
− 1

µ+r+1
2

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r,r) − T λn (D

r,ryδ)‖C � δ

µ−r− 1
2

µ+r+1
2 .

Наслідок 3.1.2. З теореми 3.1.1 випливає, що для досягнення то-
чності ε � δ

µ−r−1/2
µ+r+1/2 на класі Lµ2,2, µ − r > 1

2 , стандартний метод
зрізки (3.3) вимагає

card = 4n2 � δ
− 2
µ+r+1/2 � ε

− 2
µ−r−1/2
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збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з квадрата{
(k, j) : |k| = 1, . . . , n, |j| = 1, . . . , n, n ∈ N

}
.

Розглянемо тепер модифікований метод зрізки з підтримкою на гі-
перболічному хресті

Sνn(D
r,ryδ)(t, τ) =

∑
0<|kj|≤n

νk,j (2πik)r (2πij)r yδk,j ek(t)ej(τ). (3.5)

Апроксимаційні властивості методу Sνn(Dr,ryδ)(t, τ) залежать від рівня
дискретизації n і множини
ν =

{
νk,j = νnk,j : 0 < |kj| ≤ n, |k| = 1, . . . , n, |j| = 1, . . . , n, n ∈ N

}
.

Ми припускаємо, що існують сталі σν > 0 та θ > 0 такі, що виконується
нерівність

|1− νk,j | ≤ σν

(
|kj|
n

)θ
. (3.6)

Оцінимо точність і обсяг обчислювальних витрат для методу (3.5)
на класі Lµ2,2, а також порівняємо вказані характеристики для обох
підходів.

Теорема 3.1.3. Нехай задано послідовність збурених значень yδ, що
означена за допомогою (3.1), (3.2) з p = 2. Якщо y ∈ Lµ2,2 для деякого
апріорі відомого µ, µ − r > 1

2 , то для методу зрізки (3.5) порядку
θ > µ− r − 1

2 при
n � δ

− 1
µ

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r,r) − Sνn(D

r,ryδ)‖C � δ
µ−r− 1

2
µ | ln δ| 12 . (3.7)

Наслідок 3.1.4. На класі Lµ2,2, µ > r + 1
2 , модифікований метод зріз-

ки (3.5) для досягнення точності

ε � δ
µ−r− 1

2
µ |ln δ| 12 ,

вимагає
card � n lnn � ε

− 2
2µ−2r−1 | ln ε|

1
2µ−2r−1

+1

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з рівномірного гіперболічного
хреста {(k, j) : 0 < |kj| ≤ n; k, j ∈ Z}.
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Зауваження 3.1.5. Порівняння наслідків 3.1.2 і 3.1.4 дозволяє зроби-
ти висновок, що метод з підтримкою на рівномірному гіперболічному
хресті має перевагу над методом з підтримкою на квадраті. Більш то-
чно, модифікований підхід (3.5) є ефективнішим у порівнянні зі стан-
дартним варіантом (3.3) в сенсі як точності, так і обсягу використаних
коефіцієнтів Фур’є на класі Lµ2,2, µ > r + 1

2 .
3.2. Періодичні функції. Апостеріорний випадок. Припустимо
тепер, що величина параметру µ, який визначає гладкість функції y,
не є відомою точно. Нова задача полягає у побудові методу зрізки
Sνn(D

r,ryδ) (3.5) без використання значення µ, але так, щоб зберегти
порядок точності O

(
δ(µ−r−1/2)/µ |ln δ|1/2

)
на всьому класі Lµ2,2, µ > r+ 1

2

(див. теорему 3.1.3). Як і в попередньому розділі, задля цього скори-
стаємось принципом рівноваги.

Отже, нехай y ∈ Lµ2,2, µ > r + 1
2 . Розглянемо множину

M+ := {n : ‖Sνn(Dr,ryδ)−Sνm(Dr,ryδ)‖C ≤ 4c2 δ m
r+ 1

2

√
lnm ∀m > n}

і число
n+ := min{n : n ∈M+}, (3.8)

де c2 – деяка відома константа. Запропонований варіант принципу рів-
новаги полягає у пошуку n+ згідно з (3.8).

Теорема 3.2.1. Нехай параметр регуляризації n+ вибирається з (3.8).
Тоді за умов теореми 3.1.3 справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1

∥∥∥y(r,r) − Sνn+
(Dr,ryδ)

∥∥∥
C
� δ

µ−r− 1
2

µ

√
| ln δ|.

Зауваження 3.2.2. Порівняння теорем 3.1.3 і 3.2.1 показує, що прин-
цип рівноваги дозволяє досягти порядку точності O(δ

µ−r−1/2
µ | ln δ| 12 ) без

використання величини µ.
3.3. Періодичні функції. Анізотропна гладкість. Далі ми розгля-
немо випадок анізотропної гладкості функції y. Нехай

µ1 − r1 = µ2 − r2 >
1
2 ,

але µ1 < µ2. У цьому разі квадрат та рівномірний гіперболічний хрест
дають найкращу точність серед усіх прямокутників та гіперболічних
хрестів, відповідно.
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За вказаних умов стандартний варіант методу зрізки будується за
правилом

T λn (D
r1,r2yδ)(t, τ) =

n∑
|k|=1

n∑
|j|=1

λk,j (2πik)r1 (2πij)r2 yδk,j ek(t) ej(τ), (3.9)

а модифікований варіант приймає вигляд

Sνn(D
r1,r2yδ)(t, τ) =

∑
0<|kj|≤n

νk,j (2πik)r1 (2πij)r2 yδk,j ek(t) ej(τ). (3.10)

Теорема 3.3.1. Нехай задано послідовність збурених значень yδ, що
означена за допомогою (3.1), (3.2) з p = 2. Якщо y ∈ Lµ2,2 для деяко-
го апріорі відомого µ1 < µ2, µ1 − r1 = µ2 − r2 >

1
2 , то для методу

зрізки (3.9) порядку θ > µ1 − r1 − 1
2 при

n � δ
− 1

µ1+r2+
1
2

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r1,r2) − T λn (D

r1,r2yδ)‖C � δ

µ1−r1−
1
2

µ1+r2+
1
2 . (3.11)

Наслідок 3.3.2. З (3.11) випливає, що для досягнення точності

ε � δ

µ1−r1−
1
2

µ1+r2+
1
2

на класі Lµ2,2, µ1 < µ2, µ1 − r1 = µ2 − r2 >
1
2 , стандартний метод

зрізки (3.9) вимагає

card � n2 � δ
− 2

µ1+r2+
1
2 � ε

− 2

µ1−r1−
1
2

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з квадрата

{(k, j) : |k| = 1, . . . , n, |j| = 1, . . . , n, n ∈ N}.

Теорема 3.3.3. Нехай задано послідовність збурених значень yδ, що
означена за допомогою (3.1), (3.2) з p = 2. Якщо y ∈ Lµ̄2,2 для деяко-
го апріорі відомого µ1 < µ2, µ1 − r1 = µ2 − r2 >

1
2 , то для методу

зрізки (3.10) порядку θ > µ1 − r1 − 1
2 при

n � δ
− 1
µ1−r1+r2 | ln δ|

1
2(µ1−r1+r2)
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справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ̄
2,2

≤1
‖y(r1,r2) − Sνn(D

r1,r2yδ)‖C � δ
µ1−r1−

1
2

µ1−r1+r2 | ln δ|
r2+

1
2

2(µ1−r1+r2) .

Наслідок 3.3.4. На класі Lµ2,2, µ1 < µ2, µ1− r1 = µ2− r2 >
1
2 , модифі-

кований метод зрізки (3.10) для досягнення точності підсумовування

ε � δ
µ1−r1−

1
2

µ1−r1+r2 | ln δ|
r2+

1
2

2(µ1−r1+r2) ,

вимагає
card � n lnn � ε

− 1

µ1−r1−
1
2 | ln ε|

1

2(µ1−r1−
1
2 )

+1

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з рівномірного гіперболічного
хреста

{(k, j) : 0 < |kj| ≤ n; k, j ∈ Z}.

Зауваження 3.3.5. Відповідно до наслідків 3.3.2 і 3.3.4 можна зро-
бити висновок, що метод зрізки з підтримкою на рівномірному гіпер-
болічному хресті має перевагу над методом зрізки з підтримкою на
квадраті. Точніше, модифікований підхід (3.10) є більш ефективним
у порівнянні зі стандартним підходом (3.9) в сенсі як точності, так і
обсягу використаних коефіцієнтів Фур’є на класі Lµ2,2,

µ1 < µ2, µ1 − r1 = µ2 − r2 >
1

2
.

Результати підрозділів 3.1–3.3 опубліковані в [15].

3.4. Періодичні функції. Інтегральна метрика. Оцінка похиб-
ки в L2,2(Q). Дослідимо задачу відновлення похідної y(r,r) з класу Lµ2,2,
µ > r, функцій з ізотропною гладкістю і оцінимо точність обох варі-
антів методу зрізки в метриці простору L2,2(Q). При цьому розгляда-
тимемо модель збурення вхідних даних в метриці `p, 2 ≤ p < ∞. За-
уважимо, що значення p впливатиме на величину мінімальної похибки
наближення.

Як і раніше, почнемо зі стандартного варіанту методу зрізки (3.3) в
задачі чисельного диференціювання.

Теорема 3.4.1. Нехай задано послiдовнiсть збурених значень yδ, що
означена за допомогою (3.1), (3.2), де 2 ≤ p < ∞. Якщо y ∈ Lµ2,2 для
деякого апріорі відомого µ, µ > r, то для методу (3.3) порядку θ > µ−r
при

n � δ
− 1

µ+r+1− 2
p
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справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r,r) − T λn (D

r,ryδ)‖L2 ≤ δ
µ−r

µ+r+1− 2
p .

Наслідок 3.4.2. За припущень теореми 3.4.1 для досягнення точно-
сті O

(
δ

µ−r
µ+r+1−2/p

)
на класі Lµ2,2, µ > r, стандартний метод зрізки (3.3)

вимагає
card = 4n2 � δ

− 2

µ+r+1− 2
p

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з
{(k, j) : |k| = 1, . . . , n, |j| = 1, . . . , n, n ∈ N}.

Розглянемо тепер модифікований метод зрізки (3.5) з підтримкою на
гіперболічному хресті.

Теорема 3.4.3. Нехай задано послідовність збурених значень yδ, що
означена за допомогою (3.1), (3.2), де 2 ≤ p < ∞. Якщо y ∈ Lµ2,2 для
деякого апріорі відомого µ, µ > r, то для методу зрізки (3.5) порядку
θ > µ− r при

n � δ
− 1

µ+1
2− 1

p | ln δ|
− 1

2+ 1
p

µ+1
2− 1

p

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r,r) − Sνn(D

r,ryδ)‖L2 � δ
µ−r

µ+1
2− 1

p | ln δ|
(µ−r)( 12− 1

p )

µ+1
2− 1

p . (3.12)

Наслідок 3.4.4. За припущень теореми 3.4.3 модифікований метод
зрізки (3.5) для досягнення точності

O

(
δ

µ−r
µ+1

2− 1
p | ln δ|

(µ−r)( 12− 1
p )

µ+1
2− 1

p

)
вимагає

card � n lnn � δ
− 1

µ+1
2− 1

p | ln δ|
µ

µ+1
2− 1

p

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з рівномірного гіперболічного
хреста {(k, j) : 0 < |kj| ≤ n; k, j ∈ Z}.
Зауваження 3.4.5. Порівняння наслідків 3.4.2 і 3.4.4 призводить до
висновку, що метод з підтримкою на рівномірному гіперболічному хре-
сті має перевагу над методом з підтримкою на квадраті. Точніше, моди-
фікований підхід (3.5) є більш ефективним у порівнянні зі стандартним
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підходом (3.3) в сенсі як точностi, так i обсягу використаних коефіці-
єнтів Фур’є на класі Lµ2,2, µ > r.

Оцінка похибки в Lq,2(Q), 2 < q < ∞. Продовжимо наші до-
слідження з чисельного диференціювання функцій з класу ізотропної
гладкості Lµ2,2 і оцінимо похибку обох варіантів, стандартного і модифі-
кованого, методу зрізки в метриці Lq, 2 < q < ∞. Очевидно, що тепер
для мінімізації похибки слід також враховувати значення параметра q.

Теорема 3.4.6. Нехай 2 < q < ∞ і задано послідовність збурених
значень yδ, що означена за допомогою (3.1), (3.2), де 2 ≤ p <∞. Якщо
y ∈ Lµ2,2 для деякого апріорі відомого µ, µ > r + 1

2 − 1
q , тоді для мето-

ду (3.3) порядку θ > µ− r − 1
2 + 1

q при

n � δ
− 1

µ+r+3
2− 1

q−
2
p

справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r,r) − T λn (D

r,ryδ)‖Lq � δ

µ−r− 1
2+1

q

µ+r+3
2− 1

q−
2
p .

Наслідок 3.4.7. За припущень теореми 3.4.6 для досягнення точно-
сті O

(
δ

µ−r−1/2+1/q
µ+r+3/2−1/q−2/p

)
на класі Lµ2,2, µ > r + 1

2 − 1
q , стандартний

метод зрізки (3.3) вимагає

card = 4n2 � δ
− 2

µ+r+3
2− 1

q−
2
p

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з квадрата
{(k, j) : |k| = 1, . . . , n, |j| = 1, . . . , n, n ∈ N}.

Теорема 3.4.8. Нехай 2 < q < ∞ і задано послідовність збурених
значень yδ, що означена за допомогою (3.1), (3.2), де 2 ≤ p <∞. Якщо
y ∈ Lµ2,2 для деякого апріорі відомого µ, µ > r + 1

2 − 1
q , то для модифі-

кованого методу зрізки (3.5) порядку θ > µ− r − 1
2 + 1

q при

n � δ
− 1

µ+1
2− 1

p | ln δ|
1
p− 1

2

µ+1
2− 1

p (3.13)
справджується оцінка

sup
∥y∥

L
µ
2,2

≤1
‖y(r,r) − Sνn(D

r,ryδ)‖Lq � δ

µ−r− 1
2+1

q

µ+1
2− 1

p | ln δ|
(µ−r− 1

2+1
q )(

1
2− 1

p )

µ+1
2− 1

p
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Наслідок 3.4.9. За припущень теореми 3.4.8 модифікований метод
(3.5) для досягнення точності

O

(
δ

µ−r− 1
2+1

q

µ+1
2− 1

p | ln δ|
(µ−r− 1

2+1
q )(

1
2− 1

p )

µ+1
2− 1

p

)
,

вимагає
card � n lnn � δ

− 1

µ+1
2− 1

p | ln δ|
µ

µ+1
2− 1

p

збурених коефіцієнтів Фур’є з індексами з рівномірного гіперболічного
хреста {(k, j) : 0 < |kj| ≤ n; k, j ∈ Z}.
Зауваження 3.4.10. Порівняння наслідків 3.4.7 і 3.4.9 дозволяє зро-
бити висновок, що метод з підтримкою на рівномірному гіперболічному
хресті має перевагу над методом з підтримкою на квадраті. Точніше,
модифікований підхід (3.5) є більш ефективним у порівнянні зі стан-
дартним підходом (3.3) в сенсі як точності, так і обсягу використаних
коефіцієнтів Фур’є на класі Lµ2,2, µ > r + 1

2 − 1
q .

3.5. Чисельне диференціювання неперіодичних функцій. Ок-
ремо дослідимо задачу диференціювання неперіодичних функцій, що
задані на квадраті Q = [−1, 1] × [−1, 1]. В цьому випадку доцільним є
розглядати вхідну інформацію у вигляді коефіцієнтів Фур’є за систе-
мою поліномів Лежандра. Введемо далі необхідні позначення. Через
{ϕk(t)}∞k=0 позначимо ортонормовану на [−1, 1] систему поліномів Ле-
жандра

ϕk(t) =

√
k +

1

2
(2kk!)

dk

dtk
[(t2 − 1)k], k = 0, 1, 2, . . .

Нехай L2 = L2,2(Q) – простір сумовних у квадраті на Q функцій f(t, τ)
зі скалярним добутком

〈f, g〉 =
1∫

−1

1∫
−1

f(t, τ) g(t, τ) dτ dt

і стандартною нормою

‖f‖2L2
=

∞∑
k,j=0

〈f, ϕk,j〉2,

де

〈f, ϕk,j〉 =
1∫

−1

1∫
−1

f(t, τ)ϕk(t)ϕj(τ) dτ dt
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— коефіцієнти Фур’є функції f(t, τ) за системою поліномів Лежандра.
Під C = C(Q) будемо розуміти простір неперервних на Q функцій.

Введемо у розгляд простір досліджуваних функцій

Lµ2,2 = Lµ2,2(Q) = {f ∈ L2(Q) : ‖f‖2µ =

∞∑
k,j=0

k2µ1j2µ2〈f, ϕk,j〉 <∞},

де µ = (µ1, µ2), µ1, µ2 > 0, k = max{1, k}, k = 0, 1, 2, . . . . У разі функцій
ізотропної гладкості µ1 = µ2 = µ будемо використовувати позначення
Lµ2,2 замість Lµ̄2,2.

Припустимо, що замість точних значень коефіцієнтів Фур’є 〈f, ϕk,j〉
маємо лише деякі їх збурення, такі що

∞∑
k,j=0

ξ2k,j ≤ δ2,

де ξk,j = 〈f − fδ, ϕk,j〉, k = 0, 1, 2, . . . .
Спочатку розглянемо випадок функцій з ізотропною гладкістю. От-

же, нехай f ∈ Lµ2,2, µ > 2. Метою наших досліджень є чисельне знахо-
дження похідної

f (1,1)(t, τ) =

∞∑
k,j=1

〈f, ϕk,j〉ϕ′
k(t)ϕ

′
j(τ). (3.14)

Наближення до похідної (3.14) будуватимемо методом зрізки, викори-
стовуючи збурені вхідні дані 〈fδ, ϕk,j〉. Стандартний варіант цього ме-
тоду має вигляд:

Dnfδ(t, τ) =

n∑
k,j=1

〈fδ, ϕk,j〉ϕ′
k(t)ϕ

′
j(t). (3.15)

У наступних двох твердженнях знайдено оцінки похибки для стан-
дартного методу зрізки (3.15) в інтегральній і рівномірній метриках.

Теорема 3.5.1. Нехай µ > 2. Тоді для будь-якої функції f ∈ Lµ2,2(Q)

та n � δ
1

µ+2 справджується оцінка

‖f (1,1) −Dnfδ‖L2 � δ
µ−2
µ+2 .

Теорема 3.5.2. Нехай µ > 3. Тоді для будь-якої функції f ∈ Lµ2,2(Q) і
n � δ

− 1
µ+3 справджується оцінка

‖f (1,1) −Dnfδ‖C � δ
µ−3
µ+3 .
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Далі розглянемо модифікований варіант методу зрізки, який вико-
ристовує ідею гіперболічного хреста і полягає в наближенні похідної
сумою

Dnfδ(t, τ) =
∑

1≤kj≤n
〈fδ, ϕk,j〉ϕ′

k(t)ϕ
′
j(τ). (3.16)

У наступних двох твердженнях знайдено оцінки похибки для моди-
фікованого методу зрізки (3.16) в інтегральній і рівномірній метриках.

Теорема 3.5.3. Нехай µ > 2. Тоді для будь-якої функції f ∈ Lµ2,2(Q)

та n � δ
− 1
µ справджується оцінка

‖f (1,1) − D̄nfδ‖L2 � δ
µ−2
µ ln 1

δ
.

Теорема 3.5.4. Нехай µ > 3. Тоді для будь-якої f ∈ Lµ2,2(Q) та
n � δ

− 1
µ справджується оцінка

‖f (1,1) − D̄nfδ‖C � δ
µ−3
µ ln3/2 1

δ
.

Зауваження 3.5.5. Порівняння теорем 3.5.1-3.5.4 дозволяє зробити
висновок, що модифікований підхід (3.16) є бiльш ефективним у порів-
нянні зі стандартним підходом (3.15) в сенсі точності і обсягу викори-
станих коефіцієнтів Фур’є на класі Lµ2,2, у разі коли похибка наближень
вимірюється в метриках просторів L2,2(Q) і C(Q).

Тепер розглянемо випадок функцій з анізотропною гладкістю. Отже,
нехай f ∈ Lµ2,2, µ1 > 2. Метою наших досліджень є чисельне знаходже-
ння похідної

f (1,0)(t, τ) =
∞∑
k=1

∞∑
j=0

〈f, ϕk,j〉ϕ′
k(t)ϕj(τ). (3.17)

Наближення до похідної (3.17) будуватимемо методом зрізки, викори-
стовуючи збурені вхідні дані 〈fδ, ϕk,j〉. Стандартний варіант цього ме-
тоду має вигляд:

Dn,mfδ(t, τ) =
n∑
k=1

m∑
j=0

〈fδ, ϕk,j〉ϕ′
k(t)ϕj(τ). (3.18)

У наступних двох твердженнях знайдено оцінки похибки для стан-
дартного методу зрізки (3.18) в інтегральній і рівномірній метриках.
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Теорема 3.5.6. Нехай µ1 > 2, µ2 > 0. Тоді для будь-якої функції
f ∈ Lµ2,2(Q) і m � n

µ1−2
µ2 , n � δ

− 1
µ1 справджується оцінка

‖f (1,0) −Dn,mfδ‖L2 � δ
µ1−2
µ1 .

Теорема 3.5.7. Нехай µ1 > 3, µ2 > 1. Тоді для будь-якої функції
f ∈ Lµ2,2(Q) та m � n

µ1−3
µ2−1 , n � δ

− µ2−1
µ1µ2−3 справджується оцінка

‖f (1,0) −Dn,mfδ‖C � δ
(µ1−3)(µ2−1)

µ1µ2−3 .

Далі розглянемо модифікований варіант методу зрізки, який вико-
ристовує ідею гіперболічного хреста і полягає в наближенні похідної
такою сумою

Dn,γfδ(t, τ) =
∑
kjγ≤n

〈fδ, ϕk,j〉ϕ′
k(t)ϕj(τ), (3.19)

де γ > 1.
У наступних двох твердженнях знайдено оцінки похибки для моди-

фікованого методу зрізки (3.19) в інтегральній і рівномірній метриках.

Теорема 3.5.8. Нехай 2 < µ1 < µ2+1, 1 < γ < µ2
µ1−1 . Тоді для будь-якої

функції f ∈ Lµ2,2(Q) та n � δ
− 1
µ1 справджується оцінка

‖f (1,0) −Dn,γfδ‖L2 � δ
µ1−2
µ1 .

Теорема 3.5.9. Нехай 3 < µ1 < µ2, 1 < γ < µ2−1
µ1−1 . Тоді для будь-якої

f ∈ Lµ2,2(Q) та n � δ
− 1
µ1 справджується оцінка

‖f (1,0) −Dn,γfδ‖C � δ
µ1−3
µ1 .

Зауваження 3.5.10. Порівняння теорем 3.5.6-3.5.9 дозволяє зробити
наступний висновок. Модифікований підхід (3.19) є більш ефективним
у порівнянні зі стандартним підходом (3.18) в сенсі обсягу використа-
них коефіцієнтів Фур’є на класі Lµ2,2, у разі коли похибка наближень ви-
мірюється в метриках просторів L2,2(Q) і C(Q). Крім того, підхід (3.19)
є більш точним, якщо похибка наближень вимірюється в C(Q). Разом з
тим, обидва підходи забезпечують однаковий порядок точності на класі
Lµ2,2, 2 < µ1 < µ2 + 1, якщо похибка наближень вимірюється в L2,2(Q).
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Відділ механіки та процесів керування
Інституту математики НАН України.
Кінець ХХ - початок ХХІ століття.

Нарис

В. В. Новицький

Abstract. Outlined, in the form of an essay, a short excursion into the life
of the Department of Mechanics and Control Processes of the Institute of
Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine of the end of
the XX - beginning of the XXI centuries is presented.

Анотація. Викладено, у вигляді нарису, короткий екскурс у життя від-
ділу механіки та процесів керування в Інституті математики НАН Укра-
їни в кінці двадцятого та на початку двадцять першого століть.

Шостого квітня 2021 року виповнилося 56 років наукової діяльності
в Інституті математики Національної академії наук України академіка
НАНУ, доктора фіз.-мат. наук, професора Володимира Миколайовича
Кошлякова. Саме в цей день 1965 року він був призначений завідувачем
відділу механіки та процесів керування. Підкреслимо, що на громад-
ських засадах Володимир Миколайович працював в Інституті з 1963
року та почав виховувати наукову молодь.

Далі роки наукової творчості, виховання учнів, розробка і практичне
втілення нових ідей та результатів з аналітичної механіки, теорії гіро-
скопічних систем, теорії гіроскопічних компасів, навігаційних систем.
У першу трійку учнів В. М. Кошлякова ввійшли:
• С. М. Онищенко, кандидат (1966) та доктор (1993) фіз.-мат. наук.
• А. Н. Поліщук, кандидат (1969) фіз.-мат. наук.
• С. П. Сосницький, кандидат (1969) та доктор (1993) фіз.-мат. наук,

на сьогодні провідний науковий співробітник Інституту математики
НАН України.
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Володимир Миколайович активно працює над узагальненнями та за-
стосуваннями в науці та практиці отриманих ним і його учнями науко-
вих результатів. Його першу монографію «Теорія гіроскопічних компа-
сів» (рос.) друкує в 1972 році московське видавництво «Наука». Вона
стала, без перебільшення, настільною книгою багатьох наукових пра-
цівників і практиків гірокомпасної справи.

На останньому курсі механіко-математичного факультету Київсько-
го державного університету імені Тараса Шевченка в 1972-1973 роках
мені пощастило і я попав на практику в Інститут математики до відді-
лу В. М. Кошлякова, де під керівництвом Остапа Пилиповича Бойчука
написав дипломну роботу з дослідження моделей навігаційних систем.

Напевно саме в ті дні перших справжніх наукових пошуків я від-
чув підтримку колективу, зокрема, Вченого секретаря Інституту мате-
матики у минулому, кандидата фіз.-мат. наук Вадима Миколайовича
Калиновича та кандидата технічних наук Володимира Петровича Ва-
силенка.

З’явилося велике бажання працювати у цьому відділі. Так склалося,
що мрія здійснилася лише через 15 років, оскільки я після закінчення
університету працював за розподілом в Київському НДІ гідроприла-
дів, де вступив до заочної аспірантури в 1976 році. Науковим керівни-
ком став Володимир Миколайович. З ним була погоджена тема кан-
дидатської роботи «Метод слабкого керування в теорії гіроскопічних
компасів», яка була наближена до наукової тематики відділу механіки
та процесів керування. Далі були НДІ «Сатурн» та Київський політе-
хнічний інститут. На «Сатурні» в обчислювальному центрі я познайо-
мився з Олександром Дмитровичем Федоренком, у майбутньому учнем
В. М. Кошлякова, кандидатом фіз.-мат. наук та працівником нашого
відділу в Інституті математики.

Стиль наукового керівництва Володимира Миколайовича мені імпо-
нував: аспіранта, після узгодження теми дисертації, відправляли в «са-
мостійне плавання», корегуючи періодично його наукові досягнення, а
тоді, коли з’являлися перші вагомі наукові результати, йшла активна
постійна підтримка в усіх напрямках діяльності аж до завершальних
акордів захисту. Таким чином виховувалися справжні самостійні нау-
ковці, які глибоко розуміли, що таке науковий пошук та наукова твор-
чість.

Отже, під керівництвом Володимира Миколайовича, який в 1978 ро-
ці став членом-кореспондентом АН УРСР, а також при безпосередній
участі доктора фіз.-мат. наук Володимира Борисовича Ларіна, я захи-
стив у 1980 році кандидатську дисертацію «Метод слабкого керування
в теорії гіроскопічних компасів».
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З 1981 року починається співпраця з Володимиром Миколайовичем
на викладацькій ниві: він домовляється з тодішнім завідувачем кафе-
дри теоретичної механіки Київського політехнічного інституту Михай-
лом Антоновичем Павловським і бере мене своїм асистентом з курсу
теоретичної механіки, який сам читав на вечірньому відділенні. Це був
оптимальний варіант, оскільки вдень я працював на основній роботі в
обчислювальному центрі Київського НДІ «Сатурн».

В. М. Кошляков уміло поєднує викладання з науковою діяльністю.
Яскравим свідоцтвом цього стала його монографія «Задачі динаміки
твердого тіла і прикладної теорії гіроскопів. Аналітичні методи» (рос.),
яку московське видавництво «Наука» друкує в 1985 році.

Щоб ефективніше проводити практичні заняття, починаю відвідува-
ти лекції Володимира Миколайовича з теоретичної механіки, які він
читав з великою любов’ю, спираючись на свій педагогічний талант
та величезний практичний досвід морських випробувань гіроскопічних
приладів і наукових досліджень наявних математичних моделей в гіро-
скопії. Майстерно і непомітно для студентів він прищеплював їм любов
до складного курсу теоретичної механіки. Напевно, саме на тих перших
лекціях, Володимир Миколайович прищепив і мені любов до викла-
дання. Підсумком його досягнень на ниві викладання стала книжка
«Короткий курс теоретичної механіки. Кінематика. Кінетика» (рос.),
затверджена Міністерством освіти України як підручник для студен-
тів технічних вишів і надрукована в 1993 році в Києві видавництвом
«Вища школа». Поступово для мене окреслились загальні наукові про-
блеми, пов’язані з задачею слабкого керування консервативними систе-
мами. Деякі з цих проблем були частково розв’язані в опублікованому
в Інституті математики препринті «Керування гіроскопічними систе-
мами» в 1982 році. Це були перші кроки до введення поняття «майже
консервативної динамічної системи».

З 1983 року дослідження інших наукових проблем проходили епізо-
дично, у зв’язку з моїм переходом на викладацьку роботу в Київський
політехнічний інститут на кафедру вищої математики. Наукові дослі-
дження керованих механічних систем я зміг відновити лише з вересня
1988 року, коли перейшов на постійну роботу до Інституту математики
АН УРСР у відділ механіки та процесів керування (з 1996 року за іні-
ціативою В. М. Кошлякова його перейменували на відділ аналітичної
механіки).

Цього ж року Інститут математики отримав нового директора. За-
мість академіка Ю. О. Митропольського директором обрали його учня
А. М. Самойленка. Інститут математики розпочав нове життя.
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Завдяки Володимиру Миколайовичу у відділі панувала творча до-
брозичлива атмосфера, яка спонукала до наукової творчості. Для ме-
не важливим результатом такої творчості стала докторська дисертація
«Методи декомпозиції та керування в механічних системах», яка була
захищена в Інституті математики НАН України в 1991 році. В 1992 ро-
ці В. М. Кошлякова обрано академіком НАН України. Саме в цей час
він цікавиться застосуваннями параметрів Родріга-Гамільтона до задач
механіки та завершує ці дослідження в 1994 році виданням в Інституті
математики монографії «Параметри Родріга-Гамільтона та їхні засто-
сування в механіці твердого тіла» (рос.). Тут слід з вдячністю згадати
нашу незмінну безвідмовну помічницю тоді та тепер у підготовці до
друку статей, монографій та звітів відділу Голуб Олену Григорівну.

Моє бажання робити певні підсумки у дослідженні керованих дина-
мічних систем переросло в цілеспрямовану роботу над монографією.
В її основу було покладено результати докторської дисертації та но-
ві наукові результати, отримані мною та моїми учнями, зокрема, моєю
першою науковою ученицею кандидатом фіз.-мат. наук (1996) Тетяною
Георгіївною Положий.

Володимир Миколайович, як завідувач відділу, активно підтримує
процес апробації нових результатів, постійно цікавиться ходом підго-
товки та навіть самим процесом написання монографії. Роботу було
завершено в 1995 році виданням в Інституті математики НАН України
книжки «Декомпозиція та керування в лінійних системах» та навчаль-
ного посібника у співавторстві з моїм другом з Київського політехні-
чного інституту Василем Васильовичем Ясінським «Прикладні задачі
декомпозиції та керування в динамічних системах», затвердженого Мі-
ністерством освіти України для студентів вищих навчальних закладів
за фахом «Прилади та системи керування літальними апаратами та
комплексами» та «Прилади та системи орієнтації, навігації та керува-
ння рухом у просторі».

Через кілька років, після моєї доповіді за матеріалами монографії на
Вченій раді Інституту математики НАН України, академік Юрій Ма-
карович Березанський розповів мені, що в 1957 році він займався «за-
критою» на той час проблемою стабілізації певних динамічних об’єктів
та знайшов умови стабілізовності (за сучасною термінологією – керо-
ваності) для загальної системи лінійних диференціальних рівнянь. Ва-
жливо, що ці умови не тільки по суті, а й за формою близькі до суті
та вигляду тепер уже класичних умов повної керованості Р. Калмана,
викладених на I конгресі IFAC. У зв’язку з тим, що робота Юрія Ма-
каровича виконувалася в рамках закритої тематики, то ці, безумовно
цікаві та важливі результати, тоді не могли бути опублікованими.
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У вересні 1995 року я прийняв запрошення обійняти посаду профе-
сора (за сумісництвом) кафедри математичного моделювання економі-
чних систем Національного технічного університету «Київський полі-
технічний інститут, де працював у майбутньому співробітник нашого
відділу кандидат технічних наук Микола Олександрович Зінчук. Про-
фесорське викладання дало можливість застосувати ідеї декомпозиції
для спрощення математичних моделей економічних систем, підготува-
ти до захисту та захистити моїх учнів Ольгу Анатоліївну Жуковську
(кандидат фіз.-мат. наук) та Євгенія Володимировича Бридуна (кан-
дидат економічних наук). А роком пізніше розроблені ідеї були засто-
совані до математичних моделей гемодинаміки (кровообігу).

Володимир Миколайович підтримав моє рішення внести в дослідже-
ння економічних систем нові ідеї та надалі активно цікавиться педаго-
гічним процесом і сучасним студентством. В той час предметом його
наукових досліджень стали структурні перетворення механічних си-
стем.

Наступного 1996 року відбулося знайомство з лікарем-неврологом,
кандидатом медичних наук, Уляною Богданівною Лущик, яка була,
зокрема, й фахівцем з процесів кровообігу в людському організмі, осо-
бливо з венозного кровообігу, зокрема, в мозку. Слід підкреслити, що
проблеми кровообігу in vivo (в живому організмі), з урахуванням, що
кров – неньютонівська рідина, майже не досліджені, хоча є особливо
важливими у практичних застосуваннях. На основі досліджень про-
цесів кровообігу в Першому в Україні Приватному медичному центрі
«ІСТИНА» було створено сучасні інноваційні медичні технології ліку-
вання для покращення здоров’я нашого народу. Таким чином у моїх
наукових зацікавленнях з’явився ще один важливий напрямок дослі-
джень: математичні моделі кровообігу. В 1998 році Уляна Богданівна
стала доктором медичних наук і досі успішно застосовує наші розроб-
ки та свої знання для покращення здоров’я пацієнтів. На основі дослі-
джень моделей кровообігу в нашому відділі спільно з Науковим цен-
тром «Істина-Veritas» створено технологію судинного скринінгу, яка
дає можливість діагностувати, контролювати та успішно лікувати рі-
зноманітні хвороби кровообігу. Інформацію про ці дослідження можна
знайти на сайті Наукового центру «Істина-Veritas».

У квітні 2004 року В. М. Кошляков на одній з Вчених рад урочисто
передав мені керівництво відділом аналітичної механіки, а сам пере-
йшов на посаду радника при дирекції та став науковим консультантом
нашого відділу. За час керівництва Володимиром Миколайовичем Ко-
шляковим у відділі сформувалися шість окремих наукових напрямків
досліджень:



678 В. В. Новицький

• Структурні дослідження механічних систем (академік В. М. Кошля-
ков);

• Застосування математичної теорії систем до проблем аналітичної ме-
ханіки та навігації (доктор фіз.-мат. наук К. І. Науменко);

• Розвиток і застосування ідей декомпозиції та керування в динамічних
системах, дослідження математичних моделей економічних систем (з
1995 року), дослідження моделей гемодинаміки (з 1996 року) (доктор
фіз.-мат. наук з 1991 року, професор з 2003 року В. В. Новицький);

• Дослідження консервативних динамічних систем, зокрема, обернен-
ня теорем Лагранжа – Діріхле та Рауса (доктор фіз.-мат. наук С. П.
Сосницький).
На жаль, академік В. М. Кошляков у лютому 2009 року назавжди

покинув нас. Дякуємо йому за те, що був з нами.
Завдяки процесу оптимізації відділів Інститутів Національної акаде-

мії наук України, з 2017 року наш відділ аналітичної механіки перестав
існувати, перетворився на дослідницьку групу і влився до колективу
відділу математичних проблем механіки та теорії керування.

Черговий захист кандидатської дисертації був 2018 року у моєї уче-
ниці І. Ф. Святовець.

Над докторськими дисертаціями продовжують працювати кандида-
ти фіз.-мат. наук старший науковий співробітник О. В. Константінов
та науковий співробітник О. П. Коломійчук.

Дослідницька тематика групи поповнилася новим науковим напрям-
ком: дослідження майже консервативних керованих та спостережува-
них систем. Продовжуються перспективні дослідження гемодинаміки.

Наприкінці травня 2021 року сталися дві важливі події: вибори ди-
ректора Інституту математики НАН України не відбулися, а завідувач
нашого відділу Олександр Миколайович Тимоха був вибраний акаде-
міком НАН України. Життя нашого Інституту продовжується.

СПИСОК ЗАХИЩЕНИХ ДИСЕРТАЦІЙ НА ЗДОБУТТЯ НАУКОВОГО
СТУПЕНЯ КАНДИДАТА НАУК, НАУКОВИЙ КЕРІВНИК В. В. НОВИЦЬКИЙ
• 1997, Положий Тетяна Георгіївна Структурні задачі синтезу на основі
другого методу Ляпунова та їхні застосування в механічних системах
(01.02.01 - теоретична механіка).

• 2002, Бридун Євгеній Володимирович Моделювання системи компен-
сації еколого-економічних збитків (08.03.02 - економіко-математичне моде-
лювання).

• 2005, Бакушевич Андрій Ярославович Модальне керування та опти-
мізація в задачах супроводу антенними системами (01.02.01 - теоретична
механіка).



Відділ механіки та процесів керування 679

• 2006, Жуковська Ольга Анатоліївна Інтервальні моделі прийняття
колективних рішень в умовах ризику (01.05.04 - системний аналіз і теорія
оптимальних рішень).

• 2009,МатусовЮрій Петрович Оцінки лінійних перетворень випадкових
функцій в стохастичній оптимізації (01.05.04 - системний аналіз і теорія
оптимальних рішень).

• 2010, Коломійчук Олег Петрович Задачі спостереження у майже кон-
сервативних динамічних системах (01.02.01 - теоретична механіка).

• 2012, Приз Андрій Миколайович Декомпозиція та механічні аналогії
в лінійних динамічних системах (01.02.01 - теоретична механіка).

• 2018,Святовець Ірина Федорівна Дослідження керованих гіроскопічних
майже консервативних систем (01.02.01 - теоретична механіка).
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