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100 років Математичного інституту
УАН

В. І. Герасименко, Ю. А. Дрозд, С. І. Максименко

Abstract. This foreword presents some facts from the 100-year history of
the Institute of Mathematics and the achievements of its founder.
In general, this volume of the Proceedings of the Institute of Mathematics,
a periodical founded in 1938 by Professor D. Grave, include reviews related
to advances in modern mathematics and the scientific preferences of leading
scientists of the Institute of Mathematics of the NAS of Ukraine 100 years
after the founding of the mathematical institution of the Ukrainian Academy
of Sciences.

Анотація. У цьому передньому слові наведено деякі факти зі 100-річної
історії Інституту математики та набутків його засновника. Загалом цей
том Праць Інституту математики, періодичного видання, заснованого в
1938 р. професором Д. О. Ґраве, містить огляди, пов’язані з напрямами
прогресу в сучасній математиці та науковими вподобаннями провідних
вчених Інституту математики НАН України через 100 років з часу за-
снування математичної інституції Української Академії наук.

У березні 2020 р. виповнилось 100 років від часу заснування ака-
деміком Д. О. Ґраве Математичного інституту Української Академії
наук (УАН).

Математична інституція у складі Української академії наук фор-
мально народилась за таких подій. Загальні збори УАН в лютому 1920 р.
постановили: обрати професора Д. О. Ґраве членом УАН на чергових
Загальних зборах 8 березня 1920 р. Професора Д. О. Ґраве обрали
одноголосно на кафедру чистої математики з дорученням якнайшвид-
ше організувати Математичний інститут УАН, який і «було засновано
в той самий час без зволікання».

За наступне десятиліття становлення Академії наук проходили пос-
тійні зміни (реорганізація) її структури. Значною мірою ці зміни від-
бувались під впливом зовнішніх факторів, зокрема, завдяки спробам
підпорядкувати самоврядну організацію державним та партійним ор-
ганам, які в той історичний період самі зазнавали постійних трансфор-
мацій. За умов політичного хаосу, зміни влад та режимів видатні вчені
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прагнули будь-що зберегти омріяну УАН. З огляду на це треба від-
значити, що при цьому реорганізація структури Академії не означала
зміни її наявних інституцій: вчених і напрямів їх досліджень.

Так, у жовтні 1920 р. Математичний інститут УАН було реорганізо-
вано в такі інституції математичного профілю (згодом – комісії):
− Інститут застосовної математики (директор – не академік Н. Сто-

ляров; із січня 1921 р. – це Геометричний інститут, на 17 березня
1921 р. у його складі було 9 осіб; в 1922 р. у складі залишився один
директор без зарплати; проіснував до 1924 р.);

− Інститут чистої математики (директор – академік Г. Пфейффер);
− Комісію застосовної математики й механіки (директор – академік

Д. Ґраве, проіснувала до 1923 р.).
Мотивацією такого розділення була та обставина, що крім фізико-ма-
тематичного відділення в Академії мало бути відділення застосовного
природознавства (з 1920 р. академік Д. Ґраве керує організацією цього
відділення).

У травні-червні 1921 р. спеціальним рішенням Уряду наявні на той
час в Україні наукові організації було об’єднано у дві структури:
− державну – Всеукраїнську академію наук (ВУАН) на базі УАН та
− громадську – на базі Українського наукового товариства.

3 червня 1921 р., за окремою постановою РНК УСРР, набув чинності
Статут ВУАН. В 1921 р. відбулося перше скорочення наукових співро-
бітників ВУАН (із 606 до 149 осіб), представники уряду були присутні
в Раді (Спільному зібранні) ВУАН, а наркомат освіти УСРР отримав
право затверджувати академіків та президію ВУАН.

До 1929 р. ВУАН являла собою суміш державних наукових установ
і громадських наукових організацій. Лише постановою Президії ВУАН
від 7 січня 1930 р. всі наукові товариства було виключено з Академії.
За задумом партійних органів реорганізація науково-дослідних установ
мала бути спрямована на злиття дрібних дослідницьких закладів з ме-
тою створення великих науково-дослідних інститутів. Кількість таких
інститутів у 1929–1930 рр. мала збільшитися до 34 у порівнянні з 16, які
діяли у 1928 р. Водночас зменшилося число науково-дослідних кафедр
– від 84 у 1928 р. до 4-х на кінець 1930 р.

У той час тло, на якому відбуваються зміни структури Академії,
висвітлено в статті академіка І. Дзюби [5]:
… Початок 30-х рр. приніс нові випробування Академії. На атмо-
сфері в ній гнітюче відбивалися політичні репресії в країні, ціле-
спрямоване «загострення класової боротьби», наслідки голодомо-
ру. Функцію «непримиренної боротьби проти ворожих елементів
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ВУАН» виконувала комуністична фракція ВУАН, що перетвори-
лася у своєрідного офіційного наглядача за діяльністю всієї Ака-
демії і кожного окремого її члена під приводом «всебічної, кон-
кретної, глибокого пророблення наукової продукції робітників ВУ-
АН, скерованої на допомогу у великій більшості науковців мето-
дологічно переозброїтись, а явно ворожих ізолювати» («Постано-
ва комуністичної фракції ВУАН про політичний стан Академії»,
20.05 1932 р.). Шал «боротьби» проти «ворожих елементів» наби-
рав такого моторошного характеру, що партійному керівництву
доводилося стримувати деяких надто войовничих функціонерів.
Наприклад, у згаданій постанові засуджено «виступ тов. Риба-
ка на зборах І Відділу ВУАН з критикою математичних праць
М. М. Крилова, з заявою академіку М. М. Крилову, що він йо-
го праць не читав і вважає, що й читати не треба їх, щоб да-
ти оцінку як буржуазному вченому». Під гаслом «критики й са-
мокритики» проводилися «чистки» кадрів у принизливій формі
публічного обговорення «громадського обличчя» видатних учених,
викриття «ворожих тенденцій» у їхніх працях, визначення їхніх
«здібностей» залежно від класового походження.
Зрештою математичні відділи структурі Академії набули форми «ци-

клів наук». Зокрема, фізико-математичний відділ відтепер мав у своє-
му складі 7 циклів, а до циклу фізико-математичних наук входили та-
кі установи: 1) Кафедра застосовної математики і Комісія застосовної
математики (керівник – Д. Ґраве); 2) Кафедра чистої математики і Ко-
місія чистої математики (керівник – Г. Пфейфер); 3) Кафедра матема-
тичної фізики і Кабінет математичної фізики (керівник – М. Крилов);
4) Кафедра математичної статистики, Комісія для вивчення матема-
тичних проблем у статистиці економіці і Кабінет математичної стати-
стики (керівник – М. Кравчук); 5) Кафедра експериментальної фізики
та Лабораторія експериментальної фізики (керівник – О. Гольдман);
6) Кафедра геофізики і Комісія з геофізики (керівник – Б. Срезнев-
ський).

У зв’язку з переїздом столиці з Харкова (офіційно 24.06.1934 р.) до
Києва відбулась чергова реорганізація структури Академії. Зокрема
було реорганізовано кафедри та відповідні комісії ВУАН: застосовної
математики (Д. Ґраве), чистої математики (Г. Пфейффер) і матема-
тичної статистики (М. Кравчук). Також було заплановано на 1932 р.
організувати в Києві Інститут математики.

У січні 1934 р. постановою сесії ВУАН було ліквідовано кафедри,
кабінети та інші установи. На їх основі було організовано академічні
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інститути, в тому числі й Інститут математики, посаду директора якого
став обіймати академік Д. О. Ґраве.

Треба наголосити, що «Інститут математики Академії наук УРСР
об’єднав комісії, створені при кафедрах прикладної математики, мате-
матичного аналізу і математичної статистики в період 1919–1930 рр.
Як в сенсі особового складу, так і в сенсі кола розроблюваних питань
Інститут значною мірою є продовжувачем роботи названих кафедр й
комісій» [7].

Не можна уявити історію Інституту математики без свого засновника
і творця, і навпаки, – розглядати постать академіка Д. О. Ґраве окремо
від математичної інституції Академії наук.

Дмитро Олександрович Ґраве
(6 вересня 1863, Кирилов - 19 грудня 1939, Київ)

Біографія фундатора математичної інституції в Академії неоднора-
зово викладена в численних джерелах, тому має сенс лише звернути
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увагу на власноруч написану Дмитром Олександровичем автобіогра-
фію з фондів бібліотеки Інституту математики НАН України [2].

Також не будемо детально затримуватися на його науковому набутку
оскільки найкраще це висвітлено в працях його учнів [8,9]. Найвідоміші
його праці [3,10,11] вже мають більш ніж вікову історію і досі не втра-
тили свого впливу на розвиток математики. У некролозі [4] написаному
Б. Н. Делоне наведено повний список наукових праць Д. О. Ґраве. Де-
які його відомі праці з алгебри, математичної фізики та інших галузей
математики, наприклад, актуарної математики (Д. О. Ґраве вважає-
ться одним з піонерів у створенні актуарної математики) увійшли до
зібрання вибраних праць Д. О. Ґраве [1], опублікованого в наш час.

Зазначимо, що у 1935 р. урочисто відзначалось 50-річчя науково-пе-
дагогічної діяльності Д. О. Ґраве. З цієї нагоди у книзі [8] було зібрано
праці його учнів.

Професор Д. О. Ґраве був видатною людиною в багатьох вимірах:
вчений, видатний організатор науки, талановитий педагог та громад-
ський діяч. Зокрема, він був засновником низки наукових і освітніх
інституцій.

Д. О. Ґраве був одним з натхненників створення Української Акаде-
мії наук. Наведемо бачення Голови-Президента УАН академіка В. І. Вер-
надського та професора Д. О. Ґраве: «…важливо було увільнити Вче-
ного від перевантаження обов’язками викладача навчального закладу,
у тому разі, якщо він виявив здатність рухати науку вперед: Акаде-
мія повинна складатися з об’єднання вчених людей, які отримують
кошти від держави і віддаються науці і дослідницькій роботі, як спра-
ві свого життя, визнаної державою за державно важливу» [6].

Фактично, Д. О. Ґраве мав права дійсного члена УАН ще до його
обрання академіком в 1920 р, а саме: у липні 1918 р. Д. О. Ґраве за
дорученням свого побратима академіка В. І. Вернадського був залуче-
ний до підкомісії з організації фізико-математичного відділення УАН:
«УАН мала сприяти створенню дослідницьких інститутів в усіх га-
лузях людських знань». У лютому 1919 р. Д. О. Ґраве став дійсним
членом постійної комісії зі складання біографічного словника україн-
ських діячів, а з листопада 1919 р. до кінця 1921 р. очолював Інститут
технічної механіки, заснований академіком С. П. Тимошенко в листо-
паді 1918 р.

Ще декілька прикладів невичерпної енергії видатного організатора
науки. У 1925 році Д. О. Ґраве разом з відомим інженером О. Я. Фе-
доровим (учень Д. О. Ґраве) очолював «Виставку з вивчення світових
просторів», яка проходила з червня по серпень в Києві.
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Професор Д. О. Ґраве – натурфілософ і математичний фізик: «На
засіданні Другого відділення Української академії наук від 13.05.1921 р.
(протокол 88) було постановлено за моєю доповіддю якомога швидко
влаштувати «Лабораторію експериментальних досліджень з нату-
ральної філософії»... той внутрішній світ ідей, які ми будуємо, пови-
нен бути не чим іншим, як сукупністю математичних теорій всіх
явищ природи. Натуральну філософію я розумів у англійському сенсі
слова, як механіку і математичну фізику...».

Відома видатна роль професора Д. О. Ґраве в створенні
− природничо-математичного факультету Київського державного укра-

їнського університету, який було засновано у 1917 р. і урочисто від-
крито 6 вересня 1918 р. (також 22 жовтня святково було відкрито
Кам’янець-Подільський державний український університет), та

− Таврійського університету (університету-здравниці, спочатку як фі-
ліалу Київського університету св. Володимира), який почав роботу
у травні 1918 р. (професор Д. О. Ґраве розробив навчальний план).

Видатні якості Д. О. Ґраве як дослідника вдало поєднувалися з його
хистом талановитого педагога. Педагогічній роботі він присвятив по-
над 45 років життя, викладав в університетах і інститутах Петербурга,
Харкова, Києва.

Зі спогадів академіка О. М. Крилова (відомого механіка і матема-
тика, у 1928–1932 рр. директора фізико-математичного інституту АН
СРСР – з 1934 р. Математичний інститут ім. Стеклова, перекладача
«Математичних начал натуральної філософії» Ньютона, кораблебудів-
ника, адмірала): «Я с удовольствием вспоминаю Ваши лекции, кото-
рые я слушал 49 лет тому назад в университете. Я думаю, что я
старейший из Ваших учеников. С глубочайшим уважением, искренне
Вам преданный А. Н. Крилов. 1936 г.»

І в наш час залишаються актуальними погляди О. М. Крилов про
значення Науки для людства: «Надо помнить, что затраты на истин-
но научное творчество окупаются затем в жизни государства не се-
дмирицею, не сторицею, а числами, для которых в древнем языке не
было названий».

Філософія професора Д. О. Ґраве на підготовку молодих вчених
– відбір має відбуватись не в процесі навчання, а в процесі творчої
роботи. З 1908 р. розпочалися знамениті наукові семінари професора
Д. О. Ґраве, що проходили в університеті та у нього вдома. За на-
слідками діяльності якого була створена перша велика математична
школа на теренах України. Одними з найвидатніших учнів Д. О. Ґра-
ве в той час були М. Г. Чеботарьов, який згодом створив відому ка-
занську алгебраїчну школу, Б. М. Делоне – син професора Київського
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політехнічного інституту М. Б. Делоне – вчителя відомого авіаконстру-
ктора І. Сікорського, який заснував ленінградську алгебраїчну школу.
Учнем Б. М. Делоне був Д. К. Фадєєв, який керував Ленінградським
алгебраїчним семінаром і виховав цілу плеяду відомих математиків.
У творчій атмосфері семінарських занять професора Д. О. Ґраве ви-
ховувалися й інші його учні: майбутній академік ВУАН М. П. Крав-
чук, який у 1924 р. захистив першу в Україні докторську дисертацію з
алгебри «Про квадратичні форми і лінійні перетворення» (його учня-
ми були, зокрема, А. П. Люлька, С. П. Корольов, Ю. В. Кондратюк,
В. М. Челомей), майбутній академік АН СРСР О. Ю. Шмідт, а також
А. М. Островський, який став відомим завдяки теоремі про нормування
поля раціональних чисел, М. Г. Крейн, В. П. Вельмін, Є. І. Жилінський
та багато інших.

Особливо теплі спогади професор Д. О. Ґраве залишив про свого
учня О. Ю. Шмідта: «О. Ю. Шмідт вступив до моєї школи, коли був
ще студентом, і незабаром зробив відкриття в теорії груп, що стало
сенсацією в Німеччині». О. Ю. Шмідт у 1929 році заснував кафедру
вищої алгебри Московського університету імені М. В. Ломоносова. Він
є автором першої у світі монографії з теорії груп, виданої в Києві у
1916 р., в якій розглядаються нескінченні групи. З 1934 р. (до 1939 р.)
після відродження Київського університету, який було ліквідовано в
1920 р., університету було присвоєно ім’я О. Ю. Шмідта.

У 1922 р. в Києві було організовано науково-дослідну кафедру мате-
матики. З 1923 р. її очолив Д. О. Ґраве. В цей період його цікавлять
проблеми математики і механіки. Серед його учнів можна побачити
М. О. Кільчевського, Ю. Д. Соколова і А. Л. Наумова, які багато зроби-
ли для розвитку механіки в Україні. Взагалі Д. О. Ґраве брав активну
участь у долі багатьох українських математиків, зокрема М. М. Бого-
любова, Н. І. Ахієзера, Є. Я. Ремеза, В. Є. Дяченко.

Треба відзначити еволюцію наукового семінару Д. О. Ґраве. У 20-
ті роки на науковому семінарі обговорювались, наприклад, такі те-
ми: «Класична гідродинаміка», «Механічна теорія ефіру», «Теорія еле-
ктрики Максвелла», «Механіка Герца», «Теорія Айнштейна», «Кванто-
ва механіка», «Механіка молекулярної будови речовин».

Академік М. М. Боголюбов сформувався як вчений в галузі матема-
тичної фізики під впливом наукового семінару Д. О. Ґраве і згодом,
працюючи в Інституті математики, написав фундаментальні праці із
статистичної механіки і квантової теорії поля [6]. В наш час заснова-
ний ним Інститут теоретичної фізики носить ім’я М. М. Боголюбова.

Всіх учнів професора Д. О. Ґраве навіть згадати в короткій статті
неможливо. Зазначимо лише, що з їхніми іменами пов’язані важливі



8 В. І. Герасименко, Ю. А. Дрозд, С. І. Максименко

віхи у розвитку як нашого Інституту, так і вітчизняної математики
загалом.

Не можна також не згадати про заснування Д. О. Ґраве перших
в країні математичних періодичних видань: «Журнал математичного
циклу Всеукраїнської Академії наук» (1931 р.), «Журнал Інституту
математики Всеукраїнської Академії наук» (1934 р.), «Збірник праць
Інституту математики АН УРСР» (1938 р.) як оберігає збереження най-
кращих традицій розвитку науку.

Заслуги професора Д. О. Ґраве з розвитку науки і освіти вшано-
вувались в різні періоди його життя такими нагородами: до 1917 р. –
дійсний статський радник, заслужений професор, орден св. Станислава
2-го ступ., орден св. Анни 2-го ступ., орден св. Володимира 4-го ступ.
та 3-го ступ.; після 1917 р. – «Про соціальне забезпечення заслужених
працівників науки» (1921 р.), почесний член АН СРСР, орден «Трудо-
вий Червоний Прапор». У наш час кратер на Місяці названо на честь
Ґраве.

У зв’язку з ювілейною датою варто згадати, що Інститут математики
дав початок низці наукових установ Академії. Серед них
− Інститут кібернетики (наукова школа: Д. О. Ґраве, О. Ю. Шмідт,

А. Г. Курош, С. Н. Черніков, В. М. Глушков), а саме, 6 вересня
1949 р., у зв’язку з організацією обчислювальної групи, відділ асим-
птотичних методів М. М. Боголюбова було перейменовано у відділ
математичної фізики; пізніше на основі цієї групи було створено ла-
бораторію обчислювальної техніки і математики, яку в 1956 р. очо-
лив В. М. Глушков; в 1957 р. лабораторію було виокремлено в само-
стійний науковий заклад – Обчислювальний центр, а вже з 1962 р.
– Інститут кібернетики.

− Інститут теоретичної фізики з 1966 р (наукова школа: Д. О. Ґраве,
М. М. Боголюбов, О. С. Парасюк),

− Інститут прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Під-
стригача НАН України (1978 р.) – з 1973 р. Львівський філіал ма-
тематичної фізики Інституту математики,

− Міжнародний математичний центр ім. Ю. О. Митропольського (нау-
кова школа: Д. О. Ґраве, М. М. Крилов, М. М. Боголюбов, Ю. О. Ми-
тропольський), який працював у 1992–2017 рр.

Інститут математики зберігає в академічній науці найкращі традиції,
започатковані корифеями математики – академіком Д. О. Ґраве та йо-
го найближчими учнями-наступниками. Велика кількість колишніх і
нинішніх співробітників доклали багато зусиль для того, щоб Інститут
математики перетворився на провідний, відомий світу науковий центр.
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Це відбувалося завдяки багаторічним дослідженням, поширенню до-
свіду від покоління до покоління, і дало можливість закласти традиції
та створити наукові школи світового рівня в пріоритетних напрямках
розвитку математичної науки.

Завершуючи розповідь про джерела Інституту математики, треба
наголосити, що інституція гідно витримала випробування часом, про-
йшовши складний шлях – від невеликого колективу вчених-однодумців
до потужної науково-дослідної установи. У наш час ім’я Д. О. Ґраве
залишається символом високої місії наукових досліджень, який дає на-
снагу ученим Інституту: «... вивчаючи чисту математику не повинні
втрачати енергії й віри у високе значення їх науки. Їх не повинна за-
лишати віра в існування закладених в надрах їх розуму якостей, що
дають можливість підноситися духом все вище і вище в нескінчен-
ність».
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Задачі про екстремальне розбиття
комплексної площини

О. К. Бахтін, І. В. Денега, Л. В. Вигівська, І. Я. Дворак

Abstract. This paper is presented the development of the well-known di-
rection of the geometric theory of the function of a complex variable, which
is called «the problem of extremal decomposition of a complex plane with
free poles» and arose from a deep idea of P. M. Tamrazov. In particu-
lar, we present a description of the results obtained in this direction in the
Department of Complex Analysis and Potential Theory of the Institute of
Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine for the period
since the 2000s.

Анотація. У роботі наведено розвиток відомого напрямку геометричної
теорії функції комплексної змінної, який має назву «задачі про екстре-
мальне розбиття комплексної площини з вільними полюсами» та виник
з однієї глибокої ідеї П. М. Тамразова. Зокрема, представлено опис ре-
зультатів, які отримані в цьому напрямку у відділі комплексного аналізу
і теорії потенціалу Інституту математики НАН України за період почи-
наючи з 2000-х років.

1. ВСТУП.
В цій статті відображається роль члена-кореспондента НАН Украї-

ни, доктора фізико-математичних наук, професора Промарза Меліко-
вича Тамразова в розвитку досліджень із геометричної теорії функцій
комплексної змінної в Інституті математики НАН України [80–83]. Вне-
сок Промарза Меліковича в розвиток і удосконалення різних методів
геометричної теорії функцій таких, як метод екстремальних метрик,
теорії квадратичних диференціалів, методу симетризації, варіаційних
методів та інших добре висвітлено в оглядових статтях [1,17,72]. В даній
статті ми зосередимо увагу на описі результатів і методів, отриманих
у відділі комплексного аналізу і теорії потенціалу Інституту математи-
ки НАН України за період 2000-2020 роки (див. [2–16, 18–24, 27–36, 42,
56–63,63–68,71]), які були отримані у відомому напрямку геометричної
теорії функцій, який виник з однієї досить глибокої ідеї П. М. Тамразо-
ва. В даний час вище вказаний напрямок геометричної теорії функцій
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має назву «задачі про екстремальне розбиття комплексної площини з
вільними полюсами» або «екстремальні задачі про неперетинні області
з вільними полюсами».

Теорія екстремальних задач для областей, які не перетинаються, роз-
починається з роботи М. О. Лаврентьєва [78], який у 1934 році, зокрема,
у цій роботі поставив і розв’язав задачу про добуток конформних ра-
діусів двох взаємно неперетинних областей. Далі, Г. М. Голузін [73] у
1951 році узагальнив постановку цієї задачі для n однозв’язних вза-
ємно неперетинних областей і отримав повний розв’язок для n = 3
(див. також [76, 77]). При n = 4 цю задачу було розв’язано у [49]
Г. В. Кузьміною. Для випадку, коли кількість взаємно неперетинних
областей більша від чотирьох, в цій задачі і досі не отримано повного
розв’язку. Загальну постановку екстремальних задач для однозв’язних
взаємно неперетинних областей з фіксованими полюсами сформулював
М. А. Лєбєдєв[79], який розглядав задачі про максимізацію добутку
конформних радіусів у деяких додатніх степенях на класах неперетин-
них однозв’язних областей. Однак, в кінці 60-х – на початку 70-х років
минулого століття подальший прогрес у розв’язанні задач такого типу
істотно призупинився.

У зв’язку з цим в 1968 році для того, щоб дати новий імпульс в
розвитку даної тематики П. М. Тамразов у [83] висунув нову ідею. А
саме: він запропонував розглядати такі екстремальні задачі, в яких
полюси відповідних квадратичних диференціалів не фіксовані, а ма-
ють певну «свободу», причому на кратність полюсів не накладались
жодні обмеження. Зокрема, у [83] наведено приклад розв’язаної екс-
тремальної задачі для п’яти простих вільних полюсів першого порядку
та запропоновано новий метод для розв’язання цієї задачі. В рамках
цієї ідеї П. М. Тамразова у 1974-1975 роках, дуже несподівано на той
час, в роботах Г. П. Бахтіної [25, 69,70] було запропоновано низку екс-
тремальних задач про неперетинні області, яким відповідають квадра-
тичні диференціали з вільними полюсами другого порядку і отримано
декілька часткових результатів в цих задачах.

Зокрема, одну з перших задач такого виду представлено Г.П. Бахті-
ною у її дисертації в 1974 р. [25], яка полягала у наступному: знайти
максимум функціонала

n∏
k=1

R(Bk, ak), (1.1)

де {Bk}nk=1 – довільна система однозв’язних взаємно неперетинних си-
метричних областей така, що ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n, де R(B, a)
– конформний радіус однозв’язної області B відносно внутрішньої то-
чки a.
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Зокрема, в роботі було одержано наступну оцінку
4∏

k=1

R(Bk, ak) ⩽ 1,

причому рівність досягається коли система областей {Bk}4k=1 і точок
{ak}4k=1, відповідно, є круговими областями і полюсами квадратичного
диференціала

Q(z)dz2 = − z2

(z4 − 1)2
dz2.

В. М. Дубінін [37–41] істотно узагальнив постановку Г. П. Бахті-
ної у наступному сенсі, а саме: він розглянув задачу про максимізацію
функціонала (1.1) для внутрішніх радіусів і довільних багатозв’язних
областей (які, взагалі кажучи, не обов’язково симетричні відносно оди-
ничного кола) і розв’язав цю задачу завдяки створеному ним новому
методу дослідження, який має симетризаційну природу, а саме завдя-
ки методу розділяючого перетворення. Стосовно методу симетризації
див. [84].

Суть цього метода полягає в тому, що він дозволяє зводити задачу з
великим числом полюсів до декількох задач з меншим числом полюсів.
І, зокрема, у [37] в 1978 році отримано такий результат.

Теорема 1.1. Для довільних попарно різних точок {ak}nk=1, n ≥ 2, які
лежать на колі |z| = 1 (і занумеровані в порядку зростання аргумен-
тів точок), та довільних попарно неперетинних областей {Dk}nk=1,
таких, що ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n, виконується нерівність

n∏
k=1

r(Dk, ak) ⩽
(
4

n

)n
,

де r(D, a) – внутрішній радіус області D відносно точки a.
Знак рівності досягається коли області {Dk}nk=1 і точки {ak}nk=1,

є, відповідно, круговими областями і полюсами квадратичного дифе-
ренціала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

В 1984 р. Г. П. Бахтіна у [26] розглянула наступну задачу про ма-
ксимум функціонала

n∏
k=0

Rαk(Bk, ak), (1.2)
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де {Bk}nk=0 – довільна система однозв’язних взаємно неперетинних обла-
стей, причому області {Bk}nk=1 симетричні відносно одиничного кола,
такі, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ U , ak ∈ Bk ⊂ C, αk ⩾ 0, k = 0, n, |ak| = 1,
k = 1, n, і отримала деякі часткові результати в даній проблемі.

Пізніше, Є. Г. Ємельянов [43–46], а потім і Г. В. Кузьміна [49–53]
розглянули задачі, у яких вільні полюси розташовані на двох колах.

У 1994 році В. М. Дубінін у [39] розглянув наступні задачі.
Задача 1.2. Довести, що максимум функціонала

In(γ) = rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak),

де B0, B1, . . . , Bn, (n ⩾ 2) – попарно неперетинні області в C такі, що
0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1, k = 1, n, r(Bj , aj) – внутрішній радіус
області Bj відносно точки aj (aj ∈ Bj), j = 0, n і 0 < γ ⩽ n досягається
для деякої конфігурації областей, які мають n-кратну симетрію.
Задача 1.3. Для кожного фіксованого γ ∈ (0, n] знайти максимум
функціонала

Jn(γ) = rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak)

за умови, що B0, B1, B2, …, Bn, (n ⩾ 2), – попарно неперетинні бага-
тозв’язні області в C, причому області B1, B2, . . . , Bn, (n ⩾ 2), симетри-
чні відносно точок одиничного кола, 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, |ak| = 1,
k = 1, n, (ak ∈ Bk), k = 0, n.
Задача 1.4. При всіх значеннях параметра γ ∈ R+ показати, що ма-
ксимум функціонала

Yn(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) ,

де {ak}nk=1 – довільна система попарно різних точок одиничного кола,
B0, B∞, {Bk}nk=1 – сукупність областей, які взаємно не перетинаються,
причому 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, досягається
для деякої конфігурації із областей Bk, B∞ і точок ak, ∞, k = 0, n, які
володіють n-кратною симетрією.

Таким чином, ідея П. М. Тамразова стимулювала виникнення нового
напрямку геометричної теорії функцій комплексної змінної. В подаль-
них підпунктах даної статті представлено прогрес у розвитку цього
напрямку, починаючи з початку 2000 років по даний час [18, 28, 54, 55,
61,62,66].
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Наведемо основні означення і позначення.
Нехай N – множина натуральних чисел, R – множина дійсних чисел,

C – площина комплексних чисел, C = C
⋃
{∞} – її одноточкова компа-

ктифікація, R+ = (0,+∞), χ(t) = 1
2

(
t+ t−1

)
– функція Жуковського.

Нехай B ⊂ C – однозв’язна область,
U = {z : |z| < 1}

– одиничний круг і a ∈ B. Згідно із теоремою Рімана про відображення,
існує конформне відображення області B на одиничний круг U при
якому f(a) = 0, f ′(a) > 0. Якщо розглянути обернене відображення
ϕ, яке здійснює відображення одиничного круга U на область B так,
що ϕ(0) = a. Тоді поняття конформного радіуса однозв’язної області
B ⊂ C відносно точки a ∈ B визначається наступним чином:

R(B, a) =
1

|f ′(a)|
= |ϕ′(0)|.

Узагальненням поняття конформного радіуса для багатозв’язних обла-
стей є поняття внутрішнього радіуса області, який визначається за до-
помогою узагальненої функції Гріна.

Нехай B ⊂ C, B 6= C. Функцією Гріна області B називається така
дійсна функція gB(z, a), яка визначена при всіх z, a ∈ B, z 6= a та при
кожному фіксованому a ∈ B виконуються наступні умови:
(1) функція gB(z, a) за змінною z є гармонійною в області B \ {a};
(2) якщо z → a, то gB(z, a) → +∞, при цьому різниця gB(z, a)− ln 1

|z−a|
залишається обмеженою для скінченого a, різниця gB(z, a) − ln |z|
обмежена для a = ∞;

(3) при наближенні до границі ∂B функція gB(z, a) прямує до 0.
Довільну область B ⊂ C завжди можна вичерпати послідовністю

областей B1 ⊂ B2 ⊂ . . ., для кожної з яких існує функція Гріна. Тоді за
теоремою Харнака про зростаючі послідовності гармонічних функцій
випливає, що для кожної точки a ∈ B \{∞} послідовність гармонічних
функцій

hBk,a(z) := gBk
(z, a)− ln 1

|z − a|
, z ∈ B \ {a},

визначена за неперервністю в точці a та рівномірно збігається на ком-
пактних підмножинах області B при k → ∞ або до +∞ або до деякої
гармонічної функції hB,a(z), яка не залежить від вибору областей B1,
B2, . . .. У цьому випадку функція

gB(z, a) := hB,a(z) + ln 1

|z − a|
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називається узагальненою функцією Гріна області B, а величина

r(B, a) := exp(hB,a(a))

називається внутрішнім радіусом області B відносно точки a. Все ска-
зане вище має місце і для w = ∞:

hBk,∞(z) := gBk
(z,∞)− ln |z|.

Таким чином,

gB(z, a) = ln 1

|z − a|
+ ln r(B, a) + o(1), z → a,

gB(z,∞) = ln |z|+ ln r(B,∞) + o(1), z → ∞.

Нехай n,m ∈ N. Систему точок

An,m := {ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m}

будемо називати (n,m)-променевою, якщо при всіх k = 1, n і p = 1,m
виконуються співвідношення:

• 0 < |ak,1| < . . . < |ak,m| <∞;

• arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,m =: θk;

• 0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2π.

У випадку m = 1, (n, 1)-променеву систему точок будемо називати n-
променевою і розглянемо більш прості позначення:

ak,1 := ak, k = 1, n, An,1 := An, an+1 := a1, a0 := an.

Величини

αk := αk(An,m) :=
1

π
[θk+1 − θk] , (k = 1, n),

αn+1 := α1,

α0 := αn :=
1

π
[2π − θk] ,

будемо називати кутовими параметрами (n,m)-променевої системи
точок An,m. Очевидно, що

n∑
k=1

αk(An,m) = 2. Якщо (n,m)-променева

система точок An,m має властивість αk(An,m) = 2
n , k = 1, n, то її буде-

мо називати рівнопроменевою. Величини {µk(R)}nk=1 ⊂ R+ при задано-
му R – коефіцієнти зміщення системи An,m, причому, µk(R) ⩽ m−2m,
R ∈ R+.
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Для фіксованого R ∈ R+ і будь-якої (n,m)-променевої системи точок
An,m введемо наступний «керуючий» функціонал:

LR(An,m) :=

n∏
k=1

m∏
p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p
R

∣∣∣ 1
αk

)
· χ
(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣ 1
αk−1

)] 1
2

· |ak,p|.

Очевидно, що L1(An,m) = L(An,m). Крім того,

LR(An,m) = Rmn · L
(
1

R
·An,m

)
.

Для довільної n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 та числа
γ ∈ R+ ∪ {0} введемо «керуючий» функціонал:

N (γ)(An) :=

n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)]1− 1
2
γα2

k
n∏
k=1

|ak|1+
1
4
γ(αk+αk−1).

Клас n-променевих систем точок для яких справедлива рівність
N (γ)(An) = 1

автоматично включає всі системи n попарно різних точок, що розміщені
на одиничному колі.

Нехай
Pk = Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1},

an+1 := a1, αk :=
1

π
arg ak+1

ak
, αn+1 := α1,

k = 1, n,
n∑
k=1

αk = 2.

Надалі позначимо χ(t) = 1
2(t+ t−1).

Для довільної системи попарно різних точок
An := {ak : |ak| = 1, k = 0, n}

і для відкритої множини D, An ∪ {0} ⊂ D, позначимо через D(ak)
зв’язну компоненту множини D, яка містить точку ak, k = 0, n.

Нехай Dk(0) – зв’язна компонента множини D(0) ∩ P k, яка містить
точку 0, Dk(ak) – зв’язна компонента множини D(ak)∩P k, яка містить
точку ak, Dk(ak+1) – зв’язна компонента множини D(ak+1) ∩ P k, яка
містить точку ak+1, для кожного k = 1, n, an+1 := a1.

Відкрита множина D, An ∪ {0} ⊂ D, задовольняє умову неналяган-
ня відносно системи точок An = {ak}nk=1, |ak| = 1, якщо справедлива
рівність

[Dk(0) ∩Dk(ak)] ∪ [Dk(0) ∩Dk(ak+1)] ∪ [Dk(ak) ∩Dk(ak+1)] = ∅,
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1 ≤ k ≤ n.
Система областей {Dk}nk=0 задовольняє умову часткового налягання

відносно заданої системи точок одиничного кола, якщо відкрита мно-
жина D = ∪n

k=0Dk задовольняє умову неналягання відносно системи
точок цього ж кола.

Одним із основних понять у даній роботі є поняття квадратичного
диференціалу. Нехай B – область розширеної комплексної площини Cz.
Під квадратичним диференціалом в B будемо розуміти символ

Q(z)dz2, (1.3)
де Q(z) – функція, мероморфна в B. Якщо область D ⊂ Cw конформно
еквівалентна області B і відображення ϕ : D → B конформне та одно-
листе, то будемо говорити, що квадратичний диференціал (1.3) поро-
джує в області D за допомогою функції ϕ квадратичний диференціал
Q̃(w)dw2 = Q(ϕ(w))(ϕ′(w))2dw2.

Скінчена точка z0 ∈ B називається нулем або полюсом порядку n
диференціала (1.3), якщо вона є відповідно нулем або полюсом функції
Q(z).

Нулі і полюси квадратичного диференціала (1.3) називаються його
критичними точками, причому нулі і прості полюси називаються скін-
ченними критичними точками.

Максимальна регулярна крива z(t), на якій
Q(z)dz2 ≡ Q(z(t))(z′(t))2dt2 > 0

(відповідно Q(z)dz2 < 0), називається траєкторією (відповідно орто-
гональною траєкторією) диференціала (1.3). При конформному одно-
листому відображенні траєкторії переходять у траєкторії.

Кругова область G для Q(z)dz2 містить єдиний подвійний полюс a
диференціала Q(z)dz2 і G\{a} заповнена траєкторіями Q(z)dz2, кожна
із яких є замкнутою жордановою кривою, яка відділяє точку a від
границі G. При певному виборі чисто уявної сталої τ функція

w = exp

{
τ

∫
(Q(z))

1
2dz

}
,

доозначена значенням нуль в точці a, конформно відображає G на круг
|w| < r, причому точка a переходить в точку w = 0. В цілому теорія
квадратичних диференціалів досить добре розроблена (див. [74]).

Нехай Cn = (C× C× . . .× C︸ ︷︷ ︸
n−разів

), n ∈ N – n-вимірний комплексний прос-

тір, Cn = (C× C× . . .× C)︸ ︷︷ ︸
n−разів

– компактификація простору Cn, де множи-

на нескінченно віддалених точок має комплексну розмірність n− 1.



18 О. К. Бахтін, І. В. Денега, Л. В. Вигівська, І. Я. Дворак

Нехай [D]n – (декартовий степінь області D ⊂ C) позначає декарто-
вий добуток D ×D × . . .×D︸ ︷︷ ︸

n−разів

, [d]n – (декартовий степінь точки d ∈ C)

позначає точку с Cn, яка має координат (d, . . . , d)︸ ︷︷ ︸
n−разів

. Ясно, що C1 = C,

C1
= C.
Область

B = B1 ×B2 × . . .×Bn ⊂ Cn,

де кожна область Bk ⊂ C, k = 1, n, називається поліциліндричною обла-
стю в Cn (див., наприклад, [85, Ч.ІІ]). Области Bk, k = 1, n, назвемо
координатними областями області B.

Узагальненим внутрішнім радіусом поліциліндричної області B від-
носно точки Ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ B, ωk ∈ Bk, k = 1, n будемо називати
величину

R(B,Ω) :=
n∏
k=1

r(Bk, ωk), (1.4)

де величини r(Bk, ωk), k = 1, n позначають внутрішні радіуси коорди-
натних областей Bk відносно ωk.

Для n = 1 величина (1.4) є звичайним внутрішнім радіусом області
B ⊂ C відносно Ω.

Нехай Un = [U ]n, де U = {z ∈ C : |z| < 1} (одиничний круг в
комплексній площині C). Позначимо через Γn множину точок

Ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) ⊂ Cn,

|ωs| = 1, s = 1, n.
Система {Bk}mk=1

(
Bk = B

(k)
1 × . . .×B

(k)
n , k = 1,m

)
називається си-

стемою поліциліндричних неперетинних областей, якщо для кожного
фіксованого p0, p0 = 1, n, система областей

{
B

(k)
p0

}
, k = 1,m є системою

неперетинних областей на C.
Систему точок {Ak}mk=1(

Ak =
(
a
(k)
1 , a

(k)
2 , . . . , a(k)n

)
∈ Cn, k = 1,m

)
,

назвемо променевою в просторі Cn, якщо для кожного фіксованого p0
послідовність

{
a
(k)
p0

}
, k = 1,m, є m-променевою системою точок на

відповідній комплексній площині C.
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В роботах [62,66] були узагальнені наведені вище задачі, а саме, роз-
глядались функціонали трьох типів. Фунціоналами першого типу на-
звемо функціонали виду

Jn,m(γ) = rγ0 (D, 0)

n∏
k=1

m∏
p=1

rγk,p (D, ak,p) ,

де γ0, γk,p ∈ R+, k = 1, n, p = 1,m, An,m = {ak,p} – (n,m)-променева
система точок, D – відкрита множина An,m ⊂ D ⊂ C, 0 ∈ D.

Фунціоналами другого типу назвемо функціонали виду

Jn,m(γ) = rγ∞ (D,∞)

n∏
k=1

m∏
p=1

rγk,p (D, ak,p) ,

де γ∞, γk,p ∈ R+, k = 1, n, p = 1,m, An,m = {ak,p} – (n,m)-променева
система точок, D – відкрита множина An,m ⊂ D ⊂ C, ∞ ∈ D.

Фунціоналами третього типу назвемо функціонали виду

Jn,m(γ) = rγ0 (D, 0) rγ∞ (D,∞)

n∏
k=1

m∏
p=1

rγk,p (D, ak,p) ,

де γ0, γ∞, γk,p ∈ R+, k = 1, n, p = 1,m, An,m = {ak,p} – (n,m)-променева
система точок, D – відкрита множина An,m ⊂ D ⊂ C, 0 ∈ D, ∞ ∈ D.

Внутрішнім радіусом r(D, a) відкритої множини D відносно точки a
називається внутрішній радіус зв’язної компоненти D(a) даної множи-
ни відносно точки a.

Якщо γ0 = 0, то функціонал першого типу набуде такого вигляду
Jn,m(0) =

n∏
k=1

m∏
p=1

rγk,p (D, ak,p).

Задачі, в яких ставиться питання про знаходження точних оцінок
зверху функціоналів першого (відповідно другого чи третього) типу,
будемо називати задачами першого (відповідно другого чи третього)
типу.

2. ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАДАЧ ПЕРШОГО ТИПУ
В цьому розділі розглядається наступна задача першого типу.

Задача 1. Для кожного фіксованого γ ∈ (0, nm] знайти максимум
функціонала

In,m(γ) = rγ (B0, 0)
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) , (2.1)
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та описати екстремалі, де n,m ∈ N, n ⩾ 2, An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, – довільна фіксована (n,m)-променева система точок, B0, Bk,p
– довільна система областей, що взаємно не перетинаються, таких, що
a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n, p = 1,m.

Відмітимо, що задача 1 в загальній постановці окрім деяких час-
ткових випадків на даний момент не піддається точному розв’язанню.
Зокрема, при γ = 0, при γ = n2

4 і довільній (n,m)-рівнопроменевій сис-
темі точок, при m = 1 та деяких γ цю задачу розв’язано у роботі [62].
Оскільки на даний момент сучасні методи не дозволяють розв’язати
цю задачу для переважної більшості значень параметру γ, то виникає
очевидне питання: вказати досить «хороші», в деякому сенсі, оцінки
зверху даного функціоналу при будь-яких допустимих значень пара-
метру γ.

У роботах [8,10,12,13] запропоновано метод, за допомогою якого, для
функціонала (2.1) знайдено оцінки зверху у вигляді деякої еволюційної
нерівності. А саме, має місце таке твердження.

Теорема 2.1 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm]. Тоді для
довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, і довільного набору областей, що взаємно не пере-
тинаються B0, {Bk,p}, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедлива нерівність

In,m(γ) ⩽ (nm)−
γ
2 (In,m(0))

1− γ
nm

 n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|


2γ
nm

, (2.2)

де

In,m(0) =
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) .

Якщо в формулі (2.2) покласти γ = nm і
n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| = ρ, то за умов

теореми 2.1, має місце наступне співвідношення

rnm (B0, 0)
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽ (nm)−
nm
2 · ρ2. (2.3)

Відмітимо, що в нерівності (2.3) за умов γ = nm і
n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| = ρ

структура точок і областей є не важливою.
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Отримана вище еволюційна нерівність (2.2) є дуже цікавою нерівні-
стю, яка раніше не була відома. Якщо в (2.3) покласти m = n = 1, тоді
ця нерівність співпадає з відомою нерівністю М. О. Лаврентьєва. Таким
чином, нерівність (2.3) є узагальненням теореми М. О. Лаврентьєва.

Використовуючи нерівність, доведену у роботі [62], а саме

In,m(0) ⩽ 2nm

(
n∏
k=1

αk

)m( n∏
k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)

та нерівність (2.2) отримаємо нерівність з «плаваючою» мажорантою
(величини αk, µk(R), LR(An,m) введені раніше).

Теорема 2.2 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+. Тоді
для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок

An,m = {ak,p} , k = 1, n, p = 1,m,

та довільного набору областей, які попарно не перетинаються, B0,
{Bk,p}, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, справедлива
нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽ (nm)−
γ
2×

×

2nm ·

(
n∏
k=1

αk

)m
·

(
n∏
k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)

1− γ
nm

×

×

 n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|


2γ
nm

.

(2.4)
Якщо у формулі (2.4) теореми 2.2 використати нерівності, отрима-

ні в [62], а саме:
n∏
k=1

αk ⩽
(
2
n

)n, µk(R) ⩽ m−2m, то в якості наслідку
отримаємо наступне твердження.

Теорема 2.3. [13] Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+.
Тоді для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m =
{ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, і довільного набору областей, що взаємно не
перетинаються, B0, {Bk,p}, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
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p = 1,m, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽

⩽ 4nm−γ · (LR(An,m))1−
γ

nm

nmnm− γ
2

·

 n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|


2γ
nm

.

(2.5)

Використовуючи попередні теореми і розглядаючи ті (n,m)-проме-
неві системи точок An,m, для яких LR(An,m) = 1, ми отримаємо оцінку
зверху у деякій задачі з вільними полюсами. А саме, справедливе твер-
дження.

Теорема 2.4 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+. Тоді
для довільної (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, такої, що LR(An,m) = 1 і довільного набору областей B0,
{Bk,p} що взаємно не перетинаються і таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽

⩽ (nm)−
γ
2

2nm ·

(
n∏
k=1

αk

)m
·

(
n∏
k=1

µk(R)

) 1
2

1− γ
nm

.

(2.6)

Знову використаємо нерівності
n∏
k=1

αk ⩽
(
2
n

)n, µk(R) ⩽ m−2m і в
якості наслідку отримаємо таке твердження.

Теорема 2.5 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+. Тоді
для довільної (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, такої, що LR(An,m) = 1 і довільного набору областей B0,
{Bk,p}, що взаємно не перетинаються і таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽
4nm−γ

nmnm− γ
2

. (2.7)

При m = 1 із вище вказаних теорем, отримаємо наступні результати.

Теорема 2.6 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тоді для будь-якої
фіксованої системи попарно різних точок {ak}nk=1 ∈ C\{0} та будь-
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яких областей {Bk}nk=0, які взаємно не перетинаються і ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерівність

In(γ) ⩽ n−
γ
2 (In(0))

1− γ
n

(
n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n

, (2.8)

де In(0) =
n∏
k=1

r (Bk, ak) .

Якщо γ = n та
n∏
k=1

|ak| = 1, тоді із вище сформульованої теореми 2.6,
маємо нерівність

rn (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
n
2 .

В теоремі 2.6 за умов γ = n і
n∏
k=1

|ak| = ρn, маємо нерівність

rn (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
n
2 ρ2n.

Нерівність (2.8), а також перераховані наслідки при γ = n є суттєвим
узагальненням відомої теореми М. О. Лаврентьєва і раніше не були
відомі.

У випадку вільних полюсів, тобто коли система точок An = {ak}nk=1

є n-променевою системою точок такою, що N (γ)(An) = 1, з теореми 2.6
випливає наступне твердження, яке є новим.

Теорема 2.7 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тоді для довільної
n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що N (γ)(An) = 1 і
довільного набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2 · (In(0))1−

γ
n

(
n∏
k=1

|ak|

) 2γ
n

. (2.9)

Якщо на вільні полюси, які розглядаються у теоремі 2.7 накласти
додаткове обмеження, а саме N (0)(An) = 1, то справедливе таке твер-
дження.
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Теорема 2.8 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тоді для довільної
n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що

N (γ)(An) = N (0)(An) = 1

і довільного набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2 · (In(0))1−

γ
n . (2.10)

Використовуючи результат роботи [62], а саме, що то за умов теоре-
ми 2.7 виконується нерівність

In(0) =

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ 2n
n∏
k=1

αk,

отримаємо такий результат.

Теорема 2.9 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тоді для довільної
n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що

N (γ)(An) = N (0)(An) = 1

і довільного набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2 · 2n−γ

(
n∏
k=1

αk

)1− γ
n

. (2.11)

Якщо використати нерівність
n∏
k=1

αk ⩽
(
2
n

)n, то отримаємо наступний
результат.

Теорема 2.10 ([8]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тоді для довільної
n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що

N (γ)(An) = N (0)(An) = 1

і довільного набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2 ·
(
4

n

)n−γ
. (2.12)

Вище згаданий метод отримання оцінок зверху для функціонала (2.1)
дає змогу також отримати наступне твердження.
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Теорема 2.11 ([29]). Нехай n ⩾ 2, γ ∈ (0, n), ∆ ∈ R+ і An = {ak}nk=1 –
довільна система попарно різних точок на C\{0}. Тоді для будь-якого
набору областей {Bk}nk=0, які попарно не перетинаються, і задоволь-
няють умови ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0 і In(γ) > ∆, справедлива
нерівність

r (B0, 0) ⩽

n−n
2 ·∆−1 ·

(
n∏
k=1

|ak|

)2
 1

n−γ

(2.13)

Ця теорема узагальнює результат, отриманий в роботі [63].
Тепер переходимо до задач про оцінки функціоналів, в яких отрима-

но точні результати. Сформулюємо цю задачу.
Задача 2. Для кожного фіксованого γ ∈ (0, n] знайти максимум функ-
ціонала

In(γ) = rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) , (2.14)

та описати екстремалі, де n ∈ N, n ⩾ 2, An = {ak}, k = 1, n, – довіль-
на n-променева система точок така, що N (γ) (An) ⩽ 1, N (0)(An) ⩽ 1,
{Bk}nk=0 – довільна система областей, що взаємно не перетинаються,
таких, що a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C при k = 0, n.

В цьому напрямку отримано наступний результат.

Теорема 2.12 ([13]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 3, γ ∈ (1, γn], γn =
√
n. Тоді

для будь-якої n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що
N (γ) (An) ⩽ 1, N (0)(An) ⩽ 1, і будь-якого набору областей {Bk}nk=0, що
взаємно не перетинаються, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ rγ (D0, 0)
n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, відповідно, полюсами і круговими обла-
стями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Наступна теорема узагальнює ряд результатів, раніше отриманих у
роботах (див. напр. [5]) в задачі 2. А саме справедливе твердження.
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Теорема 2.13 ([21]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2. Тоді для довільного β ∈ (0; 12 ]

існує n0(β) таке, що при всіх n ⩾ n0(β) і для кожного γ ∈ (1, nβ],
для будь-якої n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої, що
N (γ) (An) ⩽ 1, N (0)(An) ⩽ 1, і будь-якого набору взаємно неперетин-
них областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива
нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2.15)

Знак рівності в нерівності (2.15) досягається, коли точки ak і обла-
сті Bk, k = 0, n, є, відповідно, полюсами і круговими областями ква-
дратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.16)

Розглянемо послідовність чисел β1, β2, . . . , β8. Нехай

β1 = 0, β2 = 0.36, β3 = 0.44, β4 = 0.472,

β5 = 0.486, β6 = 0.493, β7 = 0.4982, β8 = 0.5.

Позначимо напівінтервали4k = (βk−1, βk], k = 2, 8. Тоді (0, 12 ] =
8⋃

k=2

4k.

Номер n0(β), вказаний в теоремі 2.13, можна конкретизувати нас-
тупним чином.

Теорема 2.14 ([21]). При умовах теореми 2.13 справедливі тверджен-
ння. Якщо β ∈ 4k, то n0(β) = k, k = 2, 8.

Поєднуючи результати двох попередніх теорем, маємо наступний ре-
зультат.

Теорема 2.15 ([21]). Для довільного β ∈ 4k і n ⩾ k, k = 2, 8, для
кожного γ ∈ (1, nβ], а також для будь-якої n-променевої системи
точок An = {ak}nk=1 такої, що N (γ) (An) ⩽ 1, N (0)(An) ⩽ 1, і будь-
якого набору взаємно неперетинних областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2.17)
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Знак рівності в нерівності (2.17) досягається, коли точки ak і обла-
сті Bk, k = 0, n, є, відповідно, полюсами і круговими областями ква-
дратичного диференціала (2.16).

Якщо величину r(B0, 0) обмежити певним чином, то при цій умові
отримано розв’язок задачі 2. А саме, справедливий наступний резуль-
тат.

Теорема 2.16 ([13]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ ∈ (1, n] і

K(n, γ) =
[
I0n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,

де

I0n(γ) =

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

,

а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1
· 1
√
γ

(
1− 1

√
γ

)n−1
]−1

.

Тоді для будь-якої n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої,
що N (γ) (An) ⩽ 1, N (0)(An) ⩽ 1, і будь-якого набору областей {Bk}nk=0,
що взаємно не перетинаються, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
таких, що

r(B0, 0) ⩽ K(n, γ),

справедлива нерівність

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2.18)

Знак рівності в (2.18) досягається тоді, коли ak і Bk, k = 0, n, є, відпо-
відно, полюсами і круговими областями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Розглянемо вище згадану задачу 2 при деяких обмеженнях на вели-
чини αk. В цьому напрямку отримані наступні результати.

Теорема 2.17 ([19]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ ∈ (1, γn],
γ4 = 4.17, γ5 = 5.71, γ6 = 7.5,

γ7 = 9.53, γ8 = 11.81, γn = 0.1215n2, (n ⩾ 9).
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Тоді для довільної n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 такої,
що N (γ)(An) = 1 і 0 < αk ⩽ 2/

√
γ, k = 1, n, і довільної системи

взаємно неперетинних областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедлива
нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

. (2.19)

Знак рівності досягається, коли ak і Bk, k = 0, n, є, відповідно,
полюсами і круговими областями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Відмітимо, що теорема 2.17, суттєво доповнює і посилює відомий
результат [47].

Нехай y0 є коренем рівняння ln 4y2

4−y2 = 2
y2
, y0 ≈ 1.3246. Тоді справе-

дливе наступне твердження.

Теорема 2.18 ([3]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, yn], yn = 0.4386n2 для
n ⩾ 9. Тоді для довільної n-променевої системи точок An = {ak}nk=1,
N (γ)(An) = 1 і при умові, що 0 < αk ⩽ y0/

√
γ, y0 ≈ 1.3246, k = 1, n і

довільної системи взаємно неперетинних областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

(2.20)

Знак рівності досягається, коли ak і Bk, k = 0, n, є, відповідно,
полюсами і круговими областями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Якщо розглянути задачу 2 у випадку, коли система попарно різних
точок An = {ak}nk=1, розташована на одиничному колі, то отримаємо
наступні результати.

Теорема 2.19 ([60]). Для довільного натурального n, n ≥ 126 і числа
γ ∈ (1;

√
n ] правильна нерівність

rγ(B0, a0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) ≤ rγ(D0, d0) ·
n∏
k=1

r(Dk, dk),
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де B0, B1, B2,…,Bn, (n ≥ 2) – попарно неперетинні області в C, a0 = 0,
|ak| = 1, a1 = 1, k = 1, n, а dk, Dk, – відповідно полюси і кругові області
квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Використовуючи оцінки зверху, отримані вище, вдалося отримати
наступну теорему, яка значно посилює попередній результат.

Теорема 2.20 ([12]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 3, γ ∈ (1, γn], γn =
√
n. Тоді для

будь-якої системи попарно різних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола
і будь-якого набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ rγ (D0, 0)
n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, відповідно, полюсами і круговими обла-
стями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

У випадку n = 2 і систем точок, розташованих на одиничному колі,
завдяки отриманим вище оцінкам зверху вдалося повністю розв’язати
відкриту проблему В. М. Дубініна [39]. А саме, справедлива теорема.

Теорема 2.21 ([12]). Нехай n = 2, γ ∈ (1, 2]. Тоді для довільних різних
точок a1 і a2 одиничного кола і довільних областей B0, B1, B2, що
взаємно не перетинаються, і таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C,
a2 ∈ B2 ⊂ C, справедлива нерівність

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) ⩽ I02 (γ)

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ
,

де

I02 (γ) = 4
(γ)

γ
2(

1− γ
4

)2+ γ
2

(
1−

√
γ
2

1 +
√
γ
2

)2
√
γ

,

Знак рівності в цій нерівності досягається, коли точки a0, a1, a2 і
області B0, B1, B2, є, відповідно, полюсами і круговими областями
квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2.
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Теорема 2.21 вперше реалізує повне доведення відомої гіпотези В. М. Ду-
бініна при n = 2.

В якості наслідку теореми 2.7 у випадку систем точок, розташованих
на одиничному колі, отримаємо наступне твердження, яке теж раніше
не було відоме.

Теорема 2.22 ([10]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, n]. Тоді для будь-якої
системи попарно різних точок {ak}nk=1 одиничного кола та будь-яких
областей, що взаємно не перетинаються, Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n,
a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2

(
n∏
k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

Якщо γ = n, тоді із теореми 2.22, маємо нерівність

rn (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
n
2 .

Ця нерівність, яка раніше не була відома, є істотним узагальненням
відомої нерівності теореми М. О. Лаврентьєва, яка випливає з цієї не-
рівності при n = 1.

Наступна теорема посилює результат роботи [5], а саме маємо ре-
зультат.

Теорема 2.23 ([21]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2. Тоді для довільного β ∈ (0; 12 ]

існує n0(β) таке, що при всіх n ⩾ n0(β) і для кожного γ ∈ (1, nβ],
для будь-якої системи попарно різних точок An = {ak}nk=1 одиничного
кола і будь-якого набору взаємно неперетинних областей {Bk}nk=0, ak ∈
Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

(2.21)

Знак рівності в нерівності (2.21) досягається, коли точки ak і обла-
сті Bk, k = 0, n, є, відповідно, полюсами і круговими областями ква-
дратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (2.22)

Справедливий наступний результат.
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Теорема 2.24 ([21]). Для довільного β ∈ 4k і n ⩾ k, k = 2, 8 для
кожного γ ∈ (1, nβ], для будь-якої системи попарно різних точок оди-
ничного кола і будь-якого набору взаємно неперетинних областей Bk,
ak ∈ Bk ⊂ C, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C (k = 1, n), справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

(2.23)

Знак рівності в нерівності (2.23) досягається, коли точки ak і обла-
сті Bk, k = 0, n, є, відповідно, полюсами і круговими областями ква-
дратичного диференціала (2.22).

Якщо накласти обмеження на величину r(B0, 0), то в задачі 2 для
точок одиничного кола справедлива така теорема.

Теорема 2.25 ([12]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ ∈ (1, n] і

K(n, γ) =
[
I0n(γ) · µn(γ)

] 1
γ ,

де

I0n(γ) =

(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

,

а

µn(γ) =

[
4n

(n− 1)n−1
· 1
√
γ

(
1− 1

√
γ

)n−1
]−1

.

Тоді для будь-якої системи попарно різних точок An = {ak}nk=1 оди-
ничного кола і будь-якого набору областей, що взаємно не перетина-
ються, B0, Bk, a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, таких,
що

r(B0, 0) ⩽ K(n, γ),

справедлива нерівність

rγ(B0, 0)
n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

.

Знак рівності в цій нерівності досягається коли ak і Bk, k = 0, n, є,
відповідно, полюсами та круговими областями квадратичного дифе-
ренціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Якщо замість обмеження на величину r(B0, 0), розглянути обмеже-
ння на кути αk, k = 1, n, то справедливий такий результат.

Теорема 2.26 ([18]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ ∈ (1, γn],
γ4 = 4.17, γ5 = 5.71, γ6 = 7.5,

γ7 = 9.53, γ8 = 11.81, γn = 0.1215n2, (n ⩾ 9).

Тоді для довільної системи An = {ak}nk=1 попарно різних точок одини-
чного кола і при умові, що 0 < αk ⩽ 2/

√
γ, k = 1, n і довільної системи

взаємно неперетинних областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0
справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

(2.24)

Знак рівності досягається, коли ak і Bk, k = 0, n, є, відповідно,
полюсами і круговими областями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Якщо розглянути систему областей, які задовольняють умову час-
ткового налягання (означення дивись вище) та обмеження на кути виду
0 < αk ⩽ 2/

√
γ, то справедливий такий результат.

Теорема 2.27 ([57]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 4, γ ∈ (1, γn],
γ4 = 4.17, γ5 = 5.71, γ6 = 7.5,

γ7 = 9.53, γ8 = 11.81, γn = 0.1215n2, (n ⩾ 9).

Тоді для довільної системи попарно різних точок одиничного кола
|ak| = 1 такої, що 0 < αk ⩽ 2/

√
γ, k = 1, n та для довільної системи

областей Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, які задовольняють умо-
ву часткового налягання відносно точок одиничного кола, справедлива
наступна нерівність

rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, ak) ≤
(
4

n

)n (
4γ
n2

) γ
n(

1− γ
n2

)n+ γ
n

(
1−

√
γ
n

1 +
√
γ
n

)2
√
γ

(2.25)

Рівність досягається якщо ak і Dk, k = 0, n, є, відповідно, полюсами
та круговими областями квадратичного дифеенціалу

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.
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Дана теорема, яка була отримана у 2017 році у публікації [57] є сут-
тєвим посиленням відомого результата Л. В. Ковальова [47].

Повертаючись до випадку, коли n = 2 і γ ∈ (0, 2], але для довільних
фіксованих точок a1, a2 ∈ C\{0}, маємо наступний результат.

Теорема 2.28 ([12]). Нехай n = 2, γ ∈ (0, 2]. Тоді для довільних по-
парно різних точок A2 = {a1, a2} ∈ C\{0} таких, що

|a1a2| ⩽ 1,

(
1

2
|a1 − a2|

)2−γ
⩽ 1,

і будь-яких областей B0, B1, B2, що взаємно не перетинаються, при-
чому a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, a1 ∈ B1 ⊂ C, a2 ∈ B2 ⊂ C, справедлива
нерівність

rγ (B0, 0) r (B1, a1) r (B2, a2) ⩽
4γ

γ
2(

1− γ
4

)2+ γ
2

(
1−

√
γ
2

1 +
√
γ
2

)2
√
γ

.

Знак рівності в цій нерівності досягається, коли точки a0, a1, a2 і
області B0, B1, B2, є, відповідно, полюсами і круговими областями
квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2.

3. ЗАДАЧА ДРУГОГО ТИПУ ПРО МАКСИМУМ ДОБУТКУ ВНУТРІШНІХ
РАДІУСІВ ОБЛАСТЕЙ

В цьому розділі наведені результати, які стосуються наступної зада-
чі.
Задача 3. Для кожного фіксованого γ ∈ (0, nm] знайти максимум
функціонала

Yn,m(γ) = rγ (B∞,∞)
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) , (3.1)

та описати екстремалі, де n,m ∈ N, n ⩾ 2, An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, – довільна фіксована (n,m)-променева система точок, B∞,
Bk,p – довільна система областей, що взаємно не перетинаються, таких,
що ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n, p = 1,m.

Завдяки запропонованому в роботі [13] методу оцінки зверху функ-
ціоналів (2.1) та (3.1) в наступній теоремі отриману деяку еволюційну
нерівність, яка раніше не була відома. А саме справедлива така теоре-
ма.
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Теорема 3.1 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm]. Тоді для
довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, і довільного набору областей, що взаємно не перети-
наються, B∞, {Bk,p}, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m,
справедлива нерівність

Yn,m(γ) ⩽ (nm)−
γ
2 (Yn,m(0))

1− γ
nm ,

де

Yn,m(0) =

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) .

Якщо γ = nm, то за умов теореми 3.1 має місце наступне співвідно-
шення

rnm (B∞,∞)

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽ (nm)−
nm
2 .

Ця нерівність є результатом, який раніше не був відомий, причому
структура точок і областей є неважливою.

З теореми 3.1, одержуємо наступні три твердження.

Теорема 3.2 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+.
Тоді для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m =
{ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, і довільного набору областей, що взаємно не
перетинаються, B∞, {Bk,p}, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедлива нерівність

rγ (B∞,∞)
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽

⩽ (nm)−
γ
2

2nm ·

(
n∏
k=1

αk

)m
·

(
n∏
k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An,m)

1− γ
nm

.

Теорема 3.3 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+.
Тоді для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m =
{ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, і довільного набору областей, що взаємно не
перетинаються, B∞, {Bk,p}, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедлива нерівність

Yn,m(γ) ⩽
4nm−γ · (LR(An,m))1−

γ
nm

nmnm− γ
2

.

У випадку вільних полюсів маємо наступний результат.
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Теорема 3.4 ([13]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+. Тоді
для довільної (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, такої, що LR(An,m) = 1 і довільного набору областей, що
взаємно не перетинаються, B∞, {Bk,p}, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C,
k = 1, n, p = 1,m, справедлива нерівність

Yn,m(γ) ⩽ nm− γ
2

(
4

nm

)nm−γ
.

Розглянемо випадок, коли m = 1 у задачі 3. Тоді з теореми 3.1 ви-
пливає наступний результат.

Теорема 3.5 ([13]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n]. Тоді для довільної
фіксованої n-променевої системи точок An = {ak}, k = 1, n, і до-
вільного набору областей, що взаємно не перетинаються, B∞, {Bk},
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, справедлива нерівність

Yn(γ) ⩽ (n)−
γ
2 (Yn(0))

1− γ
n ,

де

Yn(0) =

n∏
k=1

r (Bk, ak) .

Якщо γ = n, то за умов теореми 3.5 має місце наступне співвідноше-
ння

rn (B∞,∞)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (n)−
n
2 .

Ця нерівність є результатом, який раніше не був відомий, причому
структура точок і областей є неважливою.

З теореми 3.5, одержуємо наступні три твердження.

Теорема 3.6 ([13]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n], R ∈ R+. Тоді для
довільної фіксованої n-променевої системи точок An = {ak}, k = 1, n, і
довільного набору областей, що взаємно не перетинаються, B∞, {Bk},
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедлива нерівність

rγ (B∞,∞)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽ (n)−
γ
2

2n ·

(
n∏
k=1

αk

)
·

(
n∏
k=1

µk(R)

) 1
2

· LR(An)

1− γ
n

.
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Теорема 3.7 ([13]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n], R ∈ R+. Тоді для
довільної фіксованої n-променевої системи точок An = {ak}, k = 1, n, і
довільного набору областей, що взаємно не перетинаються, B∞, {Bk},
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедлива нерівність

Yn(γ) ⩽
4n−γ · (LR(An))1−

γ
n

nn−
γ
2

.

У випадку вільних полюсів маємо наступний результат.

Теорема 3.8 ([13]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, n], R ∈ R+. Тоді для
довільної n-променевої системи точок An = {ak}, k = 1, n, такої, що
LR(An) = 1 і довільного набору областей, що взаємно не перетина-
ються, B∞, {Bk}, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедлива
нерівність

Yn(γ) ⩽ n−
γ
2

(
4

n

)n−γ
.

4. ЗАДАЧА ПЕРШОГО ТИПУ З ДОДАТКОВОЮ УМОВОЮ СИМЕТРІЇ
Задача 4. Для кожного фіксованого γ ∈ (0, n] знайти максимум функ-
ціонала

Jn(γ) = rγ(B0, a0)

n∏
k=1

r(Bk, ak)

де B0, B1, B2, …, Bn, (n ⩾ 2) – довільна система попарно неперетинних
області в C, причому області B1, B2, . . . , Bn, симетричні відносно оди-
ничного кола, An = {ak}nk=1 – система точок така, що |ak| = 1, k = 1, n,
a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n.

Вище вказану задачу 4 сформулював як відкриту проблему В. М. Ду-
бінін у роботі [39], але лише при γ = 1. У частинному випадку коли
B0 ⊂ U і γ = 1 задача 4 була розв’язана у роботі [39] і названа задачею
Г. П. Бахтіної. В 2000 році Л. В. Ковальов розв’язав задачу 4 при γ = 1
у роботах [48,75].

При γ ∈ (0, 1] і n ≥ 2 задачу 4 вдалося розв’язати у роботі [61] лише у
2017 році. У 2018 році було доведено, що для довільного γ > 1 існує на-
перед невідомий номер (залежний від γ), починаючи з якого отримано
розв’язок задачі 4 (див. [58]). При γ ∈ (1;n

1
3 ] і n ≥ 14 розв’язок задачі 4

отримано у [20]. Також у 2018 році було запропоновано більш загаль-
не формулювання задачі 4, розв’язок якої отримано для γ ∈ (1, 32 ] i
n ⩾ 9 (див. [42]). І, нарешті, задачу 4 у 2019 році вдалося розв’язати
при γ ∈ (1,

√
n] i n ⩾ 8 у роботі [12] завдяки отриманим ефективним
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оцінкам зверху функціонала Jn(γ). Ці ефективні оцінки наведені у на-
ступних теоремах.

Теорема 4.1 ([30]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, n]. Тоді для будь-
якої системи попарно різних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола та
будь-якого набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, і, крім того, області Bk, k = 1, n, —
симетричні відносно одиничного кола, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2

(
n∏
k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
n

.

При γ = n, з теореми 4.1 випливає нерівність

rn (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
n
2 .

Використовуючи, як і раніше, нерівність
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ 2n
n∏
k=1

αk, то-
ді із теореми 4.1, маємо наступну оцінку з «плаваючою» мажорантою,
а саме маємо наступне твердження.

Теорема 4.2 ([30]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, n]. Тоді для довільної
системи попарно різних точок {ak}nk=1 одиничного кола та будь-якого
набору областей {Bk}nk=0, які взаємно не перетинаються, причому
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, а області Bk, k = 1, n, – симетричні
відносно одиничного кола, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ 2n−γ · n−
γ
2 ·

(
n∏
k=1

αk

)1− γ
n

.

Як і раніше, застосовуючи нерівність
n∏
k=1

αk ⩽
(
2
n

)n з теореми 4.2,
маємо оцінку зі «сталою» мажорантою, а саме:

Теорема 4.3 ([30]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, n]. Тоді при всіх
умовах теореми 4.2, має місце наступна нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ n−
γ
2

(
4

n

)n−γ
.

У роботі [61] було отримано розв’язок задачі 4 для довільного нату-
рального n ⩾ 2 і γ ∈ (0, 1).
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Теорема 4.4 ([61]). Нехай n ∈ N, n ≥ 2, γ ∈ (0, 1). Тоді для довільного
набору попарно різних точок одиничного кола ak, таких, що a0 = 0,
|ak| = 1, a1 = 1, k = 1, n, і довільного набору взаємно неперетинних
областей {Bk}nk=0, a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, причому області
Bk, k = 1, n, симетричні відносно одиничного кола, виконується не-
рівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n
·

(
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

·

(
1−

√
2γ
n

1 +
√
2γ
n

)√
2γ

.

Знак рівності в цій нерівності досягається, коли ak і Bk, k = 0, n, є,
відповідно, полюсами і круговими областями квадратичного диферен-
ціала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2. (4.1)

В роботі [6] отримано аналог для випадку симетричних областей ві-
домого результата В. М. Дубініна про максимум добутку внутрішніх
радіусів двох неперетинних областей відносно точок 1 і −1 на деяку
додатну степінь області відносно початку координат.

Теорема 4.5 ([6]). Нехай γ ∈ (0, 2]. Тоді для будь-якого фіксованого
набору областей, що взаємно не перетинаються B0, B1, B2, такого,
що 0 ∈ B0 ⊂ C, 1 ∈ B1 ⊂ C, −1 ∈ B2 ⊂ C, і, крім того, області B1, B2

– симетричні відносно одиничного кола, справедлива нерівність
rγ (B0, 0) r (B1, 1) r (B2,−1) ⩽

⩽ 21−γ

[
22γ+6 · (2γ)γ

(2−
√
2γ)

1
2
(2−

√
2γ)2 · (2 +

√
2γ)

1
2
(2+

√
2γ)2

] 1
2

.

Знак рівності в цій нерівності досягаєтся тоді, коли області B0, B1,
B2, є круговими областями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −γw
4 + 2(4− γ)w2 + γ

w2(w2 − 1)2
dw2.

Цей результат роботи [6] дозволяє отримати низку результатів у за-
дачі 4.

У випадку, коли γ > 1, зокрема, доведено справедливість такого
результату.

Теорема 4.6 ([56]). Для довільного γ > 1 існує таке n0(γ) ∈ N, що
для кожного n ⩾ n0(γ), для довільної системи попарно різних точок
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An = {ak}nk=1, |ak| = 1 і для довільного набору попарно неперетин-
них областей {Bk}nk=0, 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, причому
області {Bk}nk=1 симетричні відносно одиничного кола, виконується
нерівність

rγ(B0, 0)

n∏
k=1

r(Bk, ak) ⩽ rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏
k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

де a(0)k і B(0)
k , k = 0, n, – полюси і кругові області квадратичного дифе-

ренціала (4.1).
Теорема 4.6, як і переважна більшість наведених вище результатів,

може бути застосована для вивчення систем однолистих функцій, які
відображають одиничний круг на взаємно неперетинні області.

Нехай клас T = {fk}nk=0 множина систем однолистих функцій, які
відображають одиничний круг U = {z : |z| < 1} на взаємно непере-
тинні області {Bk}nk=0 (причому області {Bk}nk=1 симетричні відносно
одиничного кола) так, що

f0(0) = 0, |fk(0)| = 1, k = 1, n.

Тоді з теореми 4.6 для класа T справедливий наступний результат.

Теорема 4.7 ([56]). Для довільного γ > 1 існує таке n0(γ) ∈ N, що
для кожного n ⩾ n0(γ), та для довільної системи функцій {fk}nk=0 ∈ T
справедлива нерівність

|f ′0(0)|γ
n∏
k=1

|f ′k(0)| ⩽ |f (0)0

′

(0)|γ
n∏
k=1

|f (0)k

′

(0)|.

Знак рівності досягається для системи функцій {fk}nk=0 ∈ T , такої,
що f (0)k (U) = B

(0)
k , f (0)k (0) = a

(0)
k , a(0)0 = 0, (B(0)

k , a
(0)
k – кругові області і

полюсі квадратичного диференціала (4.1), відповідно.)

Тут було використано той факт, що кругові областіB(0)
k є однозв’язними

областями квадратичного диференціала.
У роботі [20] одержано розв’язок задачі 4 при n ≥ 14 і γ ∈ (1, n

1
3 ]. А

саме, справедлива теорема.

Теорема 4.8 ([20]). Нехай n ∈ N, n ≥ 14, γ ∈ (1, γn], γn = n
1
3 . Тоді

для довільних різних точок одиничного кола і будь-якого набору вза-
ємно неперетинних областей {Bk}nk=0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0,



40 О. К. Бахтін, І. В. Денега, Л. В. Вигівська, І. Я. Дворак

причому області {Bk}nk=1, симетричні відносно одиничного кола, спра-
ведлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)√
2γ

.

Знак рівності в нерівності досягається, коли ak і Bk, k = 0, n, є,
відповідно, полюсами і круговими областями квадратичного диферен-
ціала (4.1).

Якщо розглянути випадок фіксованих полюсів ak = e
2πki
n , k = 1, n,

то в роботі [58] у задачі 4 можна отримати більш потужний результат.

Теорема 4.9 ([58]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, 0, 5n2]. Тоді для
системи точок An = {e

2πki
n }nk=1, та довільного набора взаємно непе-

ретинних областей {Bk}nk=0, a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, причому
областi {Bk}nk=1 – симетричні відносно одиничного кола, справедлива
нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)√
2γ

,

знак рівності досягається коли ak і B(0)
k , k = 0, n, є, відповідно, полю-

сами і круговими областями квадратичного диференціала (4.1).
Якщо розглянути випадок, коли області {Bk}nk=1 симетричні віднос-

но кола радіуса R, тоді справедливе таке твердження.

Теорема 4.10 ([58]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, 0, 5n2]. Тоді для
довільної системи точок An = {Re

2πki
n }nk=1, та довільного набора вза-

ємно неперетинних областей {Bk}nk=0, a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
причому областi {Bk}nk=1 – симетричні відносно кола радіуса R, спра-
ведлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)√
2γ

·Rγ+n,
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знак рівності досягається коли ak і B(0)
k , k = 0, n, є, відповідно, полю-

сами і круговими областями квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −γw
2n + 2(n2 − γ)Rnwn +R2nγ

w2(wn −Rn)2
dw2 (4.2)

Нехай UR – відкритий круг радіуса R. Тоді у випадку задачі Г. П. Ба-
хтіної, коли область B0 ∈ UR, маємо наступне твердження.

Теорема 4.11 ([58]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (1, 0, 5n2]. Тоді для
системи точок An = {Re

2πki
n }nk=1, та довільного набора взаємно не-

перетинних областей {Bk}nk=0, a0 = 0 ∈ B0 ∈ UR ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n, причому областi {Bk}nk=1 – симетричні відносно кола радіуса
R, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)√
2γ

·Rγ+n,

знак рівності досягається коли ak і B(0)
k , k = 0, n, є, відповідно, полю-

сами і круговими областями квадратичного диференціала (4.2).
Завдяки оцінкам теореми 4.1 вдалося довести дуже цікавий резуль-

тат.

Теорема 4.12 ([12]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 8, γ ∈ (1, γn], γn =
√
n. Тоді для

довільної системи попарно різних точок An = {ak}nk=1 одиничного кола
і будь-якого набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетинаються,
a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, причому області {Bk}nk=1, – симетричні
відносно одиничного кола, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ rγ (D0, 0)

n∏
k=1

r (Dk, dk) ,

де dk, Dk, k = 0, n, d0 = 0, є, відповідно, полюси та кругові області
квадратичного диференціала (4.1).

В роботах [14, 22] при додаткових обмеженнях на кутові параметри
{αk}nk=1 отримано значно більш сильні результати. Наведемо ці твер-
дження.
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Теорема 4.13 ([22]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, γn],
γ2 = 1.49, γ3 = 3.01, γn = 0.25n2, (n ⩾ 4).

Тоді для довільних різних точок одиничного кола таких, що
0 < αk ⩽ 2/

√
2γ, k = 1, n

і для довільного набору областей {Bk}nk=0, що взаємно не перетина-
ються, a0 = 0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, і, крім того, області {Bk}nk=1, –
симетричні відносно одиничного кола, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)√
2γ

.

Знак рівності в цій нерівності досягається тоді, коли точки ak і
області Bk, k = 0, n, є, відповідно, полюсами і круговими областями
квадратичного диференціала (4.1).

У роботі [14] на кутові параметри {αk}nk=1 накладені більш жорсткі
обмеження, завдяки чому вдалося отримати найбільш сильний резуль-
тат. ехай y0 – корінь рівняння ln

(
x2

4−x2

)
− 4
x2

= 0 із проміжку 0 < x ⩽ 2,
тоді справедливо твердження.

Теорема 4.14 ([14]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, γn], γn = 0, 38n2. Тоді
для для довільних різних точок одиничного кола таких, що

0 < αk ⩽ y0/
√

2γ,

y0 ≈ 1.76, k = 1, n і довільного набору взаємно неперетинних областей
{Bk}nk=0„ a0 = 0 ∈ B0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, причому області {Bk}nk=1,
симетричні відносно одиничного кола, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽
(
4

n

)n (
2γ
n2

) γ
n(

1− 2γ
n2

)n
2
+ γ

n

(
n−

√
2γ

n+
√
2γ

)√
2γ

.

Знак рівності досягається, коли ak і Bk, k = 0, n, є, відповідно, полю-
сами і круговими областями квадратичного диференціала (4.1).

В задачі 4 надзвичайно важко отримати результат при γ > 1, якщо
n = 2. Але для n = 3 в роботі [23] вдалося отримати точну оцінку
функціонала задачі 4 при γ > 1. Справедливий наступний результат.

Теорема 4.15 ([23]). Нехай 0 < γ ≤ 1.233. Тоді для довільного набо-
ру попарно різних точок одиничного кола a1, a2, a3, занумерованих в
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порядку зростання аргуметну і довільного набору взаємно неперетин-
них областей {Bk}3k=0, a0 = 0 ∈ B0, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, 3, причому
області {Bk}3k=1, симетричні відносно одиничного кола, справедлива
нерівність

rγ (B0, 0)
3∏

k=1

r (Bk, ak) ≤
(
4

3

)3

· (2γ)
γ
3

27 (9− 2γ)
3
2
+ γ

3

·
(
3−

√
2γ

3 +
√
2γ

)√
2γ

.

Знак рівності в цій нерівності досягається, зокрема, у випадку, якщо
ak = a

(0)
k , Bk = B

(0)
k , k = 0, 3, де a(0)k і B(0)

k , k = 0, 3, є, відповідно,
полюсами і круговими областями квадратичного диференціалу

Q(w)dw2 = −γw
6 + 2(9− γ)w3 + γ

w2(w3 − 1)2
dw2.

Вдалося значно узагальнити постановку задачі 4.
Вважатимемо, що областьD0 належить до класу Λ, якщо 0 ∈ D0 ⊂ C

і C\
{
D0 ∪D⋆

0

}
– відкрита множина, яка має не порожній перетин з

одиничним колом, де D⋆
0 – область, симетрична D0 відносно одини-

чного кола. Вважатимемо, що область D0 належить до класу ∆, якщо
0 ∈ D0 ⊂ C і C\

{
D0 ∪D⋆

0

}
є деяка відкрита множина, D⋆

0 – область,
симетрична D0 відносно одиничного кола.

Систему непересічних областей {Dk,p}, k = 1, n, p = 1,m, будемо
називати системою областей, що взаємно не перетинаються, з додатко-
вою умовою симетрії, яка визначається областю D0, якщо має місце
наступне співвідношення

n⋃
k=1

m⋃
p=1

Dk,p ⊂ C\
{
D0 ∪D⋆

0

}
.

Очевидно, що D0, Dk,p, k = 1, n, p = 1,m, – система областей, що
взаємно не перетинаються.

Наведені вище міркування дозволяють суттєво узагальнити задачу
Г. П. Бахтіної, яка виникла із загальної ідеї П. М. Тамразова про екс-
тремальні задачі з вільними полюсами. Тобто, в цій задачі, яку ми
пропонуємо, замість точок одиничного кола можна розглядати довіль-
ні (n,m)-променеві системи точок. Сформулюємо задачу, яка значно
узагальнює постановку задачі 4.
Задача 5. Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2. Тоді для кожного фіксованого γ ∈
(0, nm] показати, що максимум функціонала

Jn,m(γ) = rγ (B0, 0)
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) , (4.3)
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досягається для деякої конфігурації областей і точок, яка має n-кратну
симетрію, де B0 належить до класу Λ, система областей Bk,p, k = 1, n,
p = 1,m є системою взаємно неперетинних областей з додатковою умо-
вою симетрії, яка визначається областю B0, а An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, – довільна (n,m)-променева система точок така, що a0 ∈ B0,
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n, p = 1,m, LR(An,m) = 1.

Розроблений в роботі [12] метод отримання ефективних оцінок зверху
для функціоналів типу задачі 5 дозволяє довести наступне твердження.

Теорема 4.16 ([11]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ R+. Тоді для будь-якої
фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p} ∈ C\{0},
k = 1, n, p = 1,m, та будь-якого фіксованого набору областей D0,
{Dk,p}, a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C, ak,p ∈ Dk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, де {Dk,p}
– система областей, що взаємно не перетинаються, з додатковою
умовою симетрії, яка визначається областю D0 ∈ Λ, справедлива не-
рівність

Jn,m(γ) ⩽ (nm)−
γ
2

( n∏
k=1

m∏
p=1

r(Dk,p, ak,p)
)1− γ

nm
( n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm
.

Якщо в теоремі 4.16 покласти γ = nm і
n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| ⩽ 1, тоді отри-

маємо нерівність

rnm (D0, 0)
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) ⩽ (nm)−
nm
2 .

Ця нерівність раніше не була відома. У цьому випадку структура
точок і областей є неважливою.

Як і раніше, використовуючи відомі нерівності, згадані вище, отри-
маємо твердження.

Теорема 4.17 ([11]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+. Тоді
для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок

An,m = {ak,p} , k = 1, n, p = 1,m,

і довільного набору областей D0, {Dk,p} таких, що a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C,
ak,p ∈ Dk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, причому {Dk,p} – система областей,
що взаємно не перетинаються і задовольняють додаткову умову си-
метрії, яка визначається областю D0 ∈ Λ, справедлива нерівність
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rγ (D0, 0)

n∏
k=1

m∏
p=1

r (Dk,p, ak,p) ⩽ (nm)−
γ
2×

×
(
2nm ·

( n∏
k=1

αk

)m
·
( n∏
k=1

µk(R)
) 1

2 · LR(An,m)
)1− γ

nm

×

×
( n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm
.

Нерівність, отримана в теоремі 4.17 має «плаваючу» мажоранту, яка
не є сталою і реагує на внутрішню будову (n,m)-променевої системи
точок. Якщо використати відомі нерівності, отримаємо твердження.

Теорема 4.18 ([11]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm] і R ∈ R+.
Тоді для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок

An,m = {ak,p} , k = 1, n, p = 1,m,

і довільного набору областей D0, {Dk,p} які взаємно не перетинають-
ся, задовольняють додаткову умову симетрії, яка визначається обла-
стю D0 ∈ Λ, і такі, що a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C, ak,p ∈ Dk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедлива нерівність

In,m(γ) ⩽
4nm−γ · (LR(An,m))1−

γ
nm

nmnm− γ
2

·
( n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|
) 2γ

nm
.

Якщо розглянути задачу 5 у випадку вільних полюсів, то справедли-
ве таке твердження.

Теорема 4.19 ([11]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ (0, nm], R ∈ R+. Тоді
для довільної (n,m)-променевої системи точок

An,m = {ak,p} , k = 1, n, p = 1,m,

такої, що
LR(An,m) = 1

і довільного набору областей D0, {Dk,p}, таких, що a0 = 0 ∈ D0 ⊂ C,
ak,p ∈ Dk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, причому {Dk,p} – система областей,
що взаємно не перетинаються і задовольняють додаткову умову си-
метрії, яка визначається областю D0 ∈ Λ, справедлива нерівність

In,m(γ) ⩽ nm− γ
2

(
4

nm

)nm−γ
.



46 О. К. Бахтін, І. В. Денега, Л. В. Вигівська, І. Я. Дворак

5. ЗАДАЧІ ТРЕТЬОГО ТИПУ
В цьому розділі вивчається наступна задача.

Задача 6. При всіх значеннях параметра γ ∈ R+ показати, що макси-
мум функціонала

Jn,m(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

де An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, – довільна (n,m)-променева си-
стема точок, B0, B∞, Bk,p, k = 1, n, p = 1,m – сукупність областей,
що взаємно не перетинаються, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n, p = 1,m,
0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, досягається для деякої конфігурації із обла-
стей Bk,p, B0, B∞ і точок ak,p, 0, ∞, k = 0, n, p = 1,m які володіють n-
кратною симетрією.

В 1988 році В. М. Дубініним [38] була вперше отримана оцінка для
функціонала Jn,m(γ) при m = 1 в задачі 6 при γ = 1

2 і n ⩾ 2 для
систем неперетинних областей методом симетризації, у випадку, коли
точки лежать на одиничному колі. Г. В. Кузьміна за допомогою мето-
ду екстремальних метрик [52, с. 267] посилила результат роботи [38] і
отримала у випадку однозв’язних неперетинних областей оцінку функ-
ціонала Jn,m(γ) при m = 1 для γ ∈

(
0, n

2

8

]
, n ⩾ 2.

О. К. Бахтін в роботах [62,66] запропонував метод «керуючих» функ-
ціоналів, який дає можливість послабити умови на геометрію розташу-
вання систем точок.

Для довільної n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 розглянемо
наступний «керуючий» функціонал:

N (0)(An) :=

n∏
k=1

χ

(∣∣∣ ak
ak+1

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak|.

Даний розділ присвячений отриманню ефективних оцінок зверху при
будь-яких значеннях параметра γ ∈ R+ для функціонала

Jn,m(γ) = [r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ,

де n,m ∈ N, n ⩾ 2, An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, – довільна фіксо-
вана (n,m)-променева система точок, B0, B∞, Bk,p – довільна система
областей, що взаємно не перетинаються, таких, що a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C при k = 1, n, p = 1,m.
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У цьому напрямку, за допомогою методу, який розроблено у [12, 13]
у цей період, отримано наступний результат.

Теорема 5.1 ([11, 13, 30]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ R+. Тоді для
довільної фіксованої (n,m)-променевої системи точок An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, і довільного набору областей, що взаємно не пере-
тинаються, B0, B∞, {Bk,p}, 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C,
k = 1, n, p = 1,m, справедлива нерівність

Jn,m(γ) ⩽

⩽



(nm+ 1)−γ
nm+1
nm+2

[
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p)

]1− 2γ
nm+2 n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p|
2γ

nm+2 ,

якщо γ ∈
(
0, nm+2

2

]
,

(nm+ 1)−
nm+1

2

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p|, якщо γ > nm+2
2 .

Якщо γ ⩾ 1
2 (nm+ 2) і

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| ⩽ R, то за умов теореми 5.1, має

місце наступне співвідношення

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

m∏
p=1

r (Bk,p, ak,p) ⩽ (nm+ 1)−
nm+1

2 ·R.

В теоремі 5.1 за умов γ ⩾ 1
2 (nm+ 2) і

n∏
k=1

m∏
p=1

|ak,p| ⩽ R структура

точок і областей є неважливою.
Використовуючи результат роботи [66, с.95], із теореми 5.1 одержу-

ємо наступне твердження в задачі 6, але у випадку вільних полюсів.

Теорема 5.2 ([11, 13, 30]). Нехай n,m ∈ N, n ⩾ 2, γ ⩾ 1
2 (nm+ 2) і

R ∈ R+. Тоді для довільної фіксованої (n,m)-променевої системи то-
чок An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, такої, що LR(An,m) = 1, і довіль-
ного набору областей B0, B∞, {Bk,p}, що взаємно не перетинаються,
причому a0 = 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедлива нерівність

Jn,m(γ) ⩽ (nm+ 1)−
nm+1

2 .

У випадку коли m = 1 отримаємо наступний результат.
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Теорема 5.3 ([11, 13, 30]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ R+. Тоді для будь-
якої фіксованої системи попарно різних точок

An = {ak}nk=1 ∈ C\{0,∞}

та будь-яких областей B0, B∞, Bk, що взаємно не перетинаються,
причому 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедлива
нерівність

Jn(γ) ⩽

⩽


(n+ 1)−γ

n+1
n+2

[
n∏
k=1

r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2 n∏

k=1

|ak|
2γ
n+2 , при γ ∈

(
0, n+2

2

]
;

(n+ 1)−
n+1
2

n∏
k=1

|ak|, при γ > n+2
2 .

Якщо γ ⩾ n+2
2 і

n∏
k=1

|ak| ⩽ 1, то з теореми 5.3 одержуємо наступну
нерівність

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (n+ 1)−
n+1
2 .

Ця нерівність раніше не була відома. В теоремі 5.3 за умов γ ⩾ n+2
2 і

n∏
k=1

|ak| ⩽ 1 структура точок і областей є неважливою.
З теореми 5.3 у випадку n-променевої системи точок слідують насту-

пні твердження.

Теорема 5.4 ([11, 13, 30]). Нехай n ∈ N, n ⩾ 2, γ ∈ R+. Тоді для будь-
якої фіксованої n-променевої системи точок An = {ak}nk=1 ∈ C\{0,∞}
та будь-яких областей B0, B∞, Bk, що взаємно не перетинаються,
причому 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедлива
нерівність

Jn(γ) ⩽

⩽


(n+ 1)−γ

n+1
n+2

[
n∏
k=1

r (Bk, ak)

]1− 2γ
n+2 n∏

k=1

|ak|
2γ
n+2 , при γ ∈

(
0, n+2

2

]
;

(n+ 1)−
n+1
2

n∏
k=1

|ak|, при γ > n+2
2 .

Оцінка, отримана у теоремі 5.4 навіть у випадку n-променевої систе-
ми точок не була раніше відома.
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Далі в цьому розділі наведемо дещо інші задачі, пов’язані з оцінками
функціонала на системах взаємно неперетинних областей. Якщо роз-
глянути систему точок, розташовану на дійсній осі, то маємо наступні
оцінки функціоналів.

Теорема 5.5 ([12]). Нехай p, q ∈ N, p + q ⩾ 3, γ ∈ (0, p + q]. Тоді
для будь-яких фіксованих точок дійсної осі ak, k = 1, p+ q, ak ∈ R+,
k = 1, p, ak ∈ R−, k = p+ 1, p+ q, та будь-якого набору областей B0,
Bk, що взаємно не перетинаються, причому 0 ∈ B0 ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, p+ q, справедлива нерівність

rγ (B0, 0)

p+q∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽ (p+ q)−
γ
2

(
p+q∏
k=1

r (Bk, ak)

)1− γ
p+q
(
p+q∏
k=1

|ak|

) 2γ
p+q

.

Якщо γ = p + q і |ak| ⩽ R, то за умов теореми 5.5, маємо співвідно-
шення

rp+q (B0, 0)

p+q∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (p+ q)−
p+q
2 ·R2(p+q).

Цей наслідок теореми 5.5 був раніше невідомим.
Якщо систему точок дійсної осі використати в задачі 6, тоді спра-

ведлива наступна теорема.

Теорема 5.6 ([12]). Нехай p, q ∈ N, p + q ⩾ 3, γ ∈ R+. Тоді для будь-
яких фіксованих точок дійсної осі ak, k = 1, p+ q, ak ∈ R+, k = 1, p,
ak ∈ R−, k = p+ 1, p+ q, і будь-якого набору областей B0, B∞, Bk,
що взаємно не перетинаються, причому 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, p+ q, справедлива нерівність

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
p+q∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽ ((p+ q) + 1)
−γ (p+q)+1

(p+q)+2

[
p+q∏
k=1

r (Bk, ak)

]1− 2γ
(p+q)+2

(
p+q∏
k=1

|ak|

) 2γ
(p+q)+2

.
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Якщо γ = 1
2 (p+ q + 2) і |ak| ⩽ R, то за умов теореми 5.6, маємо

співвідношення

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]p+q
p+q∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (p+ q + 1)−
p+q+1

2 ·R(p+q).

Ця теорема також є новою. Якщо систему точок дійсної осі використати
в задачі 3, тоді справедлива наступна теорема.

Теорема 5.7. Нехай p, q ∈ N, p + q ⩾ 3, γ ∈ (0, p + q]. Тоді для будь-
яких фіксованих точок дійсної осі ak, k = 1, p+ q (ak ∈ R+, k = 1, p,
ak ∈ R−, k = p+ 1, p+ q), і будь-якого набору областей, що взаємно
не перетинаються, B∞, Bk, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, p+ q,
справедлива нерівність

rγ (B∞,∞)

p+q∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (p+ q)−
γ
2

[
p+q∏
k=1

r (Bk, ak)

]1− γ
(p+q)

.

Якщо γ = p+ q, то за умов теореми 5.7, маємо співвідношення

rp+q (B∞,∞)

p+q∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽ (p+ q)−
p+q
2 .

Цей наслідок також є новим.
Що стосується результатів про точне вирішення задачі 6, то можна

навести наступну теорему.

Теорема 5.8 ([15]). Нехай 0 < γ ⩽ γn,
γ2 = 0.72, γ3 = 1.40, γ4 = 2.27, γ5 = 3.33, γ6 = 4.64,

γn = 0.0845n2 + 0.088n+ 0.0229, (n ⩾ 7).

Тоді для γ ∈ (0, γn], довільної n-променевої системи точок
An = {ak}nk=1

такої, що N (0)(An) = 1, і будь-якого набору взаємно неперетинних
областей {Bk}nk=0, B∞ (0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 1, n, справедлива нерівність

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Bk, ak) ⩽

⩽ [r (Λ0, 0) r (Λ∞,∞)]γ
n∏
k=1

r (Λk, λk) ,
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де області Λ0, Λ∞, Λk, і точки 0, ∞, λk, (k = 1, n, n ⩾ 2) є, відповідно,
круговими областями і полюсами квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −γw
2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Для n-вимірного комплексного простору Cn, n ⩾ 2 було отримано де-
які узагальнення раніше отриманих результатів. Наведемо один з них.

Нехай

Fδ(x) = 2x
2+6 · xx2+2−2δ · (2− x)−

1
2
(2−x)2(2 + x)−

1
2
(2+x)2 ,

x ∈ (0, 2], 0 ⩽ δ ⩽ 0.7. Тоді справедливе наступне твердження.

Теорема 5.9 ([35]). Нехай m,n ∈ N, m ⩾ 7,

γ ∈ (0, γ0], γ0 =
3
√
m,

0 ⩽ δ ⩽ 0.7, A0 = [0]n = (0, 0, . . . , 0). Тоді для довільної променевої
системи точок

{Ak}mk=1 = {a(k)p }mk=1 ∈ Cn, p = 1, n,

такої, що
{
a
(k)
p

}m
k=1

= 1, і довільного набору взаємно неперетинних
поліциліндричних областей Bk, Ak ∈ Bk ⊂ Cn, k = 0,m, A0 ∈ B0 ⊂ Cn,
правильна нерівність[

Rγ(B0,A0)
m∏
k=1

R(Bk,Ak)

] 1
n

⩽ γ−
δ·n
2 ·
( n∏
k=1

αk

)δ
·
[
Fδ
(
2
n

√
γ
)]n

2
.

Знак рівності досягається для системи поліциліндричних областей

{Bk}mk=0 =
{[
B

(0)
0

]n
,
[
B

(0)
1

]n
,
[
B

(0)
2

]n
, . . . ,

[
B(0)
m

]n}
,

і точок
{Ak}mk=0 =

{
[0]n,

[
b
(0)
1

]n
,
[
b
(0)
2

]n
, . . . ,

[
b(0)m
]n}

,

де області B(0)
k і точки b

(0)
k , k = 1,m, є, відповідно, круговими обла-

стями і полюсами квадратичного диференціала

Q(w)dw2 = −(n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

де R(B,Ω) – узагальнений внутрішній радіус, введений раніше.
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Matrix problems and
representations of algebras

Yu. A. Drozd

Abstract. This paper is devoted to the theory of matrix problems, a new
branch of modern algebra created and developed to a large extent by the
Kyiv algebraic school. It originated from the questions of the theory of
representations, but now has proved its efficiency in many areas, such as
algebraic geometry, algebraic topology, linear algebra, theory of groups etc.

Certainly, I could not embraced all achievements or even all directions of
investigation, so their choice in the paper is rather subjective. Moreover, I
only consider the “classical” results, not involving the new investigations and
applications to algebraic geometry and algebraic topology (see surveys [20,
21]).

Анотація. Ця стаття присвячена теорії матричних задач, новій галузі
сучасної алгебри, яка була створена й розвинена значною мірою Київ-
ською алгебричною школою. Вона виникла з проблем теорії зображень,
але зараз вже довела свою ефективність у багатьох галузях, таких як ал-
гебрична геометрія, алгебрична топологія, лінійна алгебра, теорія груп,
тощо.

Звичайно, я не міг охопити всі досягнення або хоча б усі напрямки
досліджень, тож їхній вибір у статті досить суб’єктивний. Більш того,
я обмежився лише «класичними» результатами, не торкаючись новітніх
досліджень і застосувань до алгебричної геометрії та алгебричної топо-
логії (дивись огляди [20,21]).
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1. INTRODUCTION
The new history of the representations theory of finite dimension al-

gebras starts with the Brauer-Thrall conjectures. We give corresponding
definitions and formulate these conjectures. In what follows k denotes a
field and we consider algebras over this field. If the opposite is not stated,
all algebras and modules are supposed to be finite dimensional. By r(d,A)
we denote the number of isomorphism classes of indecomposable A-modules
of dimension d (possibly r(d,A) = ∞). Recall that for finite dimensional
representations the Krull-Schmidt theorem holds true [22], that is every
representations decomposes into a direct sum of indecomposables and this
decomposition is unique up to isomorphism and permutation of summands.

Definition 1.1. They say that an algebra A is
• of finite representations type if it only has finitely many non-
isomorphic indecomposable modules;

• of bounded representations type if the dimensions of indecomposable
A-modules are bounded, i.e. there is an integer d0 such that r(d,A) = 0
for d > d0;

• of strongly unbounded representations type if there are infinitely
many d such that r(d,A) = ∞.

Obviously, if the field k is finite, bounded representation type is the same
as finite representation type and the strictly unbounded representation type
is impossible.

Conjecture 1.2 (see [9, 28,49]).
1st. If an algebra A is of bounded representation type, it is actually of

finite representation type.
2nd. If an algebra A over an infinite field k is of unbounded representation

type, it is actually of strictly unbounded representation type.
These conjectures we proved by Yoshii [50] if (radA)2 = 0. There were

more papers devoted to these conjectures, until in 1968 A. Roiter proved
the 1st Brauer-Thrall conjecture completely [42]. It was, in some sense, a
sensation which gave a wide publicity to the Kyiv school of the theory of
representations.

The 2nd Brauer-Thrall conjecture turned out to be much more difficult.
To approach it, L. Nazarova and A. Roiter started in 1970-es to develop
a new branch of the representation theory, namely, the theory of matrix
problems. The idea was completely clear and evident. Every representation
of an algebra is a set of matrices. Isomorphic representations correspond
to conjugate sets. One knows, from the standard course of linear algebra,
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how to deal with one matrix: there is the Jordan or Frobenius normal
form. Why not to reduce one of the matrices to this normal form, fix it
and consider only conjugations that do not disturb it.

Though the idea was so simple, its realization was far from being so.
The thing is that there are relations between the matrices defining a rep-
resentation and it is usually very troublesome to follow them during the
described process of reduction. Actually, it seemed to be non-realistic. A
countermeasure was first found in homological algebra, a powerful tool of
linearization non-linear problems. Indeed, if we fix an ideal I ⊂ A and
consider its annihilator J , we can include any module M into an exact se-
quence 0 → N → M → L → 0, where N = MI and L = M/MI. Then
N is a module over the quotient A/J and L is a module over the quotient
A/I. These new algebras are of smaller dimensions (at least if I ⊆ radA),
so one can suppose that the conjecture holds true for them and try to use
induction.

A problem is that non-equivalent extensions (in the sense of homologi-
cal algebra) can produce isomorphsic modules. On the level of the group
Ext1A(L,N) it is always so if the corresponding elements can be transformed
to one another by automorphisms of N and L. Moreover, usually one can
choose the ideal I in such a way that this condition is also necessary in
order that two extensions produce isomorphic modules.

The new problem looks much better, since Ext1A(L,N) is vector space
and there are no relations between its elements. If we know a decomposition
of L and N into a direct sum of indecomposable modules, the elements of
Ext1A(L,N) are presented by sets of matrices (with no relations).

The automorphisms of N and L are linear algebraic groups, so we just
have to find orbits of their action. The realization of this idea gave origin
to the theory of matrix problems. Roughly speaking, it is the study of some
specific actions of special algebraic groups on special vector spaces. In what
follows I will try to explain, what do the words ‘specific’ and ‘special’ mean
in this context.

In [38] L. Nazarova and A. Roiter announced that this method was ap-
plied to prove the 2nd Brauer-Thrall conjecture, the details were contained
in their preprint [40]. Unfortunately, it was never published in a journal pa-
per. So the first such papers with a complete proof of the 2nd Brauer-Thrall
conjecture only appeared in 1985 [1, 7, 25].

2. REPRESENTATIONS OF QUIVERS AND POSETS
The first two papers on matrix problems appeared almost simultane-

ously. They were the paper of P. Gabriel [26] and that of L. Nazarova and
A. Roiter [39].
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P. Gabriel introduced the notion of representations of quivers. Actually,
a quiver is an oriented graph Γ, perhaps with multiple edges and loops. We
denote by Γ0 the set of its vertices, by Γ1 the set of its arrows and suppose
that both Γ0 and Γ1 are finite. We write a : i → j if i is the source and j
is the target of the arrow a.

Definition 2.1. (1) A representation of the quiver Γ over a field k is
a map V that maps every vertex i to a vector space V (i) over k and
every arrow a : i→ j to a linear map V (a) : V (i) → V (j).

(2) A morphism of a representation V to a representation W is a map ϕ
that maps every vertex i to a linear map ϕ(i) : V (i) → W (i) so that
ϕ(j)V (a) =W (a)ϕ(i) for each arrow a : i→ j.

In particular, the representations V and W are isomorphic if and
only if there are isomorphisms of vector spaces ϕ(i) : V (i) → W (i)
such that W (a) = ϕ(j)V (a)ϕ(i)−1 for every arrow a : i→ j.

(3) The dimension dimV of the representation V is the vector
d = (di)i∈Γ0 ,

where di = dimV (i).
In other words, a representation of quiver is a set of linear maps between

vector spaces, and two representations are isomorphic if one can choose
bases in these spaces in two ways so that the matrices of the first set of
operators with respect to the first choice are the same as the matrices
of the second set of operators with respect to the second choice. Thus
it is a rather general problem of linear algebra and the classification of
such representations can be considered as the problem of finding canonical
forms of matrices of such sets of linear maps. For the simplest quiver • → •
it is one linear map A : V → W . For the loop •

yy it is one linear map
A : V → V , when the classification of representations is given by the Jordan
or the Frobenius normal form. For the Kronecker quiver K : • ((

66 • it
is the problem on matrix pencils solved by Kronecker.

Obviously, one can define the representations type of a quiver in the
same way as for an algebra. In [26] P. Gabriel proved both Brauer-Thrall
conjectures for quivers. Moreover, he gave a criterion for a quiver to be of
finite representation type and described the indecomposable representations
in the finite case. Namely, he considered the quadratic form

QΓ =
∑
i∈Γ0

x2i −
∑
a∈Γ1
a:i→j

xixj ,

known now as the Tits form of the quiver Γ, and proved the following
theorem.
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Theorem 2.2. (1) A quiver Γ is of finite representation type if and only
if the form QΓ is positive definite, i.e. QΓ(x) > 0 for every non-zero vector
x. If not, it is of strictly unbounded representation type.

(2) In this case there is an indecomposable representation V of the quiver
Γ such that dimV (i) = d if and only if QΓ(d) = 1. Moreover, for such
dimensions there is only one, up to isomorphism, indecomposable represen-
tation.

Actually, (2) was obtained from an explicit description of all indecom-
posable representations.

Note that the orientation of the arrows play no role in this theorem,
since it does not imply the Tits form. So the answer only depends on
the underlying non-oriented quiver |Γ|. The list of connected non-oriented
graphs with positive definite Tits form had been known for years and was
closely related to the theory of Lie algebras and groups. They are the so
called Dynkin graphs (see Table 2.1). Moreover, the integral vectors d such
that QΓ(d) = 1 are just the roots corresponding to these graphs, which are
also of great importance in Lie theory.

An : 1 2 3 · · · (n− 1) n

Dn :

1
GGG

3 4 · · · (n− 1) n (n ≥ 4)

2
www

E6 :

6

1 2 3 4 5

E7 :

7

1 2 3 4 5 6

E8 :

8

1 2 3 4 5 6 7

TABLE 2.1. Dynkin graphs

L. Nazarova and A. Roiter considered another class of matrix problems,
the so called representations of posets (partially ordered sets). We give the
version of their definition proposed by P. Gabriel.

Definition 2.3. Let S be a finite poset.
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(1) A representation of the poset S over the field k is a map V that
maps every element i ∈ S to a subspace V (i) of a vector space V (0)
over k so that V (i) ⊆ V (j) if i ≤ j in S.

(2) A morphism of a representation V to a representation W is a linear
map ϕ : V (0) →W (0) such that ϕ(V (i)) ⊆W (i) for every i ∈ S.

In particular, the representations V and W are isomorphic if and
only if there is an isomorphism of vector spaces ϕ : V (0) →W (0) such
that ϕ(V (i)) =W (j) for every element i ∈ S.

(3) The dimension dimV of the representation V is the vector
d = (d0, di)i∈S,

where di = dimV (i).
It is very easy to translate this definition to the original matrix one of [39].

Choose a basis v1, v2, . . . , vn of the space V (0) and for every i ∈ S choose
a basis ui1, ui2, . . . , uimi

of V (i) modulo
∑
j<i

V (j). Let uik =
n∑
j=1

aijkvj . Then

V is given by the set of matrices A1, A2, . . . , As, where Ai = (aijk)n×mi .
If we change the basis of V (0), the matrix Ai changes to S(0)Ai for an
invertible n× n matrix S(0). A bit more complicated is the change of the
basis ui1, ui2, . . . , uimi

, since we can also add to every uik the vectors from
V (j) for j < i. Therefore, under such changes Ai is transformed to

AiS(i) +
∑
j<i

AjSij .

Altogether, two such matrix representations {Ai} and {Bi} are isomorphic
if and only if there are invertible matrices S(0) (of size n× n) and S(i) (of
size mi ×mi) and matrices Sij (of size mi ×mj) for j < i such that

Bi = S(0)−1
(
AiS(i) +

∑
j<i

S(j)Sij
)
.

It is just the matrix definition of representations of posets from [39].
The paper [39] was devoted to the proof of the Brauer-Thrall conjecture

for representations of posets.

Theorem 2.4. Every poset is either of finite representation type or of
strictly unbounded representation type.

The proof rested upon an algorithm of reduction. Namely, choosing a
maximal element i ∈ S, they constructed, for every representation V , a
new representation V ′ of a new poset S′ (derived poset) such that the
correspondence V 7→ V ′ reflected isomorphisms and was one-to-one, except
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several “trivial” representations. In particular, representations type of S′

was the same as that of S. Afterwords, they proved that after several steps
the iterated derived poset becomes either trivial or of width 4 (i.e. contaning
4 non-comparable elements).In the first case S is of finite representation
type, in the second case it is of strictly unbounded representation type.

This paper did not contain neither a criterion for a poset to be of finite
representation type nor a description of indecomposable representatioins.
These problems were solved by M. Kleiner [29, 30]. In the first paper he
gave the following criterion.

Theorem 2.5. A poset S is of finite representation type if and only if it
does not contain subposets of the following forms:

• • • •
• • •
• • •

• •
• •

• • •
•
•
•

• •
• • •

•
•

• @@ • •
• • •

These posets are called critical and usually named, respectively, {1, 1, 1, 1}
{2, 2, 2}, {1, 3, 3}, {1, 2, 5} and {N, 4}.

A simpler proof of this result was proposed by A. Roiter in [45].
Note that, contrary to the case of quivers, there is no “good” list of

posets of finite representation type and their number grows rapidly with
the growth of the number of elements.

In the second paper M. Kleiner gave a complete descriprion of indecom-
posable representations. It was possible, since, as he proved, there is only
a finite number of posets of finite representation type which have sincere
indecompoosable representations, that is such that all matrices Ai are non-
empty, i.e.

∑
j<i

V (j) 6= V (i). As this list is rather big, we do not present it

here.
As M. Kleiner remarked (oral communication on a seminar), these results

could also be formulated in terms of some quadratic form. Namely, define
the Tits form of the poset S as

QS = x20 +
∑
i∈S

x2i +
∑
j<i

xixj −
∑
i∈S

x0xi.
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Remark 2.6 (Kleiner’s remark). (1) S is of finite representation type
if and only if the form QS is weakly positive in the sense that QS(x) > 0
for any nonzero vector with non-negative coordinates.

(2) If S is of finite representation type, the dimensions d of its indecom-
nposable representations are just the roots of this form in the sense that
QS(d) = 1.

Note that if the Tits form of a quiver is weakly positive, it is positive
definite, but it is not so for the Tits forms of posets.

Theorem 2.5 was further generalized by Yu. Drozd and E. Kubichka [23].
Namely, they considered representations over infinite fields and dimensions
of finite type, i.e. such that there is finitely many non-isomorphic repre-
sentations of this dimension, and proved the following result. We call a
dimension d critical, if its support {i ∈ S | di 6= 0} is a critical set and the
restriction of d onto its support is of one of the dimensions from Table 2.2.

/.-,()*+2
1 1 1 1

/.-,()*+3
1 1 1

2 1 1

/.-,()*+4
1 1

1 1

2 1 1/.-,()*+6 1

1

1

2 1

3 2 1

/.-,()*+5 1

1

1
<<
2 1

2 1 1

TABLE 2.2. Critical dimensions
Here we write dimensions di instead of the elements i of S. The encircled

number denotes the dimension of V (0).

We write d′ ≤ d if d′i ≤ di for all i. Using the approach analogous to [45],
they proved the following result.

Theorem 2.7. (1) The following conditions for a dimension d are equiv-
alent:

(a) d is of finite type;
(b) QS(d′) > 0 for any d′ ≤ d;
(c) there is no critical dimension d′ ≤ d.
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(2) If d is of finite type, the following conditions are equivalent:
(a) there is an indecomposable representation of dimension d;
(b) QS(d) = 1.

Moreover, in this case there is a unique (up to isomorphism) indecomposable
representation V of dimension d and EndV ' k.

Obviously, this theorem implies the Kleiner’s criterion (Theorem 2.5)
as well as his remark (Remark 2.6). An analogous result for quivers was
obtained by P. Magyar, J. Weyman and A. Zelevinsky [34].
Remark 2.8. Note that in all theorems 2.2-2.7 the ground field k plays
no role. The answer does not depend on this field.

3. REFLECTIONS AND COXETER FUNCTORS
The proofs of Theorems 2.2-2.5 rested on some matrix calculations. Ac-

tually, as J. Tits remarked, rather simple geometrical considerations show
that if a quiver QΓ is of finite type, then QΓ is positive definite, as well
as if a poset S is of finite type, then QS is weakly positive. One only has
to compare the dimension of the space of representations of a prescribed
dimension and the dimension of the group of transformations that define
isomorphisms of representations. Since there was also a one-to-one corre-
spondence between dimensions of representations and positive roots of the
quiver, one could presume that there must be an a priory way to establish
this correspondence as well as to prove that the positive definiteness of the
Tits form implies finite representation type. This presumption was realized
by I. Benstein, I. Gelfand and A. Ponomarev [4]. Their idea was the cat-
egorification of reflections, which played an important role in the study of
Lie algebras and Coxeter groups.

Namely, let Q be a quadratic form on Rn, B be the corresponding sym-
metric bilinear form e ∈ Rn be a vector with Q(e) 6= 0. The reflection with
respect to e is defined as the linear map

se : x 7→ x− 2
B(x, e)
Q(e) .

This map is isometric: Q(sex) = Q(x), and involutive: s2e = id. If Q = QΓ

is the Tits form of a quiver Γ and ei (i ∈ Γ0) are the basic vectors (the
i-th coordinate equals 1, all other coordinates are 0), set si = sei . The
subgroup W ⊆ GL(n,R) generated by these reflections is called the Weyl
group of the quiver. It is known (and rather easy to prove) that if QΓ is
positive definite, every root is of the form wei for some i and some w ∈W .
Moreover, in this case W is finite, so there are finitely many roots.
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I. Benstein, I. Gelfand and A. Ponomarev categorified these reflections.
Namely, if the vertex i is either a source (or a sink) in the quiver Γ, they
defined the action of si on representations. Actually, if V is a representation
of Γ, siV is a representation of the quiver siΓ obtained by reversing all
arrows that starts (or ends) at i. Moreover, except trivial cases,

dim siV = si dimV.

Using this categorification, they proved the following theorem. They used
a numeration of the vertices i1, i2, . . . , in such that i1 is a source, i2 is a
source in si1Γ, i3 is a source in si2si1Γ etc. The crucial role in their proof
played the Coxeter transformation C = sin . . . si2si1 .

Theorem 3.1. Let QΓ be positive definite. For every indecomposable rep-
resentation V there is an integer m such that V = si1si2 . . . simeim+1 (here
we set ik+nq = ik). The integer m is uniquely defined by dimV . On the
contrary, all such representations are indecomposable.

Obviously, it implies that Γ is of finite representation type and there is
a one-to-one correspondence between indecomposable representations and
positive roots.

The Kleiner’s remark 2.6 gave a hint that something similar could be
done for representations of posets. Indeed, in [14] Yu. Drozd constructed
an analogue C of the Coxeter transformation for representations of posets
and proved the following result.

Lemma 3.2. Let QS is weakly positive. Then every indecomposbale rep-
resentation is of the form CkU , where either U is not sincere or U = U0,
where U0(0) = k = U0(i) for all i ∈ S.

It implies the main theorem.

Theorem 3.3. Let QS is weakly positive.
(1) S is of finite representation type.
(2) There is an indecomposable representation of dimension d if and

only if QS(d) = 1. Moreover, in this case there is a unique (up to
isomorphism) indecomposable representation of dimension d.

The weakness of this paper was that the author could not construct all
reflections. Actually, only two operations, σ and ρ, were constructed, where
ρ could be considered as the reflection s0, while σ replaced the product of
all reflections si (i ∈ S). To improve this defect, in the paper [17] a
generalization of representations of posets was considered.
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Definition 3.4. (1) A bisected poset is a poset S together with a parti-
tion S = S+ tS− such that if i ∈ S− and j < i, then also j ∈ S−.
We set Ŝ = S ∪ {0}, where 0 /∈ S is a new symbol.

(2) A representation V of such a bisected poset consists of vector spaces
V (i) (i ∈ Ŝ) and linear maps v(i) (i ∈ S), where v(i) : V (i) → V (0)
if i ∈ S− and v(i) : V (0) → V (i) if i ∈ S+, such that V (i)V (j) = 0 if
j < i, j ∈ S−, i ∈ S+.

(3) A morphism ϕ of a representation V to a representation W is a set
of linear maps ϕ(i) : V (i) → W (i) (i ∈ Ŝ) and ϕ(ij) : V (i) → W (j),
where i < j and either i, j ∈ S+ or i, j ∈ S−, such that

ϕ(0)v(i) = w(i)ϕ(i) +
∑
j<i

w(j)ϕ(ji) if i ∈ S−,

w(i)ϕ(0) = ϕ(i)v(i) +
∑
i<j

ϕ(ij)v(j) if i ∈ S+.

One easily checks that ϕ is an isomorphism if and only if all ϕ(i) are so.
Remark 3.5. (1) If S+ = ∅, this definition becomes equivalent to the

usual definition of representations of a poset.
(2) This definition can be naturally formulated in the language of boxes

(see Section 4), as it was done in [17].
The Tits form for a bisected poset does not depend on the partition, it

is the same form

QS = x20 +
∑
i∈S

x2i +
∑
j<i

xixj −
∑
i∈S

x0xi.

An element i ∈ Ŝ is called positive if either i is minimal in S+ or i = 0
and S+ = ∅. It is called negative if either i is maximal in S− or i = 0 and
S− = ∅. In [17] all reflections si are defined for positive or negative i ∈ Ŝ.
Just as before, when doing reflections, the bisposet also changes. Namely,
the positive (respectively, negative) vertex i is displaced from S+ to S−

(respectively, from S− to S+), becoming negative (respectively, positive).
It is proved that, if QS is weakly positive and V is sincere (that is all
V (i) 6= 0), then dim siV = si dimV and s2iV ' V . It gives the proof of
the following theorem.

Theorem 3.6. S is of finite representation type if and only if QS is weakly
positive. In this case
(1) every indecomposable representation is of the form si1si2 . . . simW for

some m and some non-sincere indecomposable representation W ;
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(2) there is an indecomposable representation of dimension d if and only
if QS(d) = 1. Moreover, such representation is unique up to isomor-
phism.

4. BOXES, BIMODULES AND REDUCTION
In [31] A. Roiter and M. Kleiner gave a very general definition that

had to cover most cases of matrix problems known at that time. It was
formulated in terms of differential graded categories. An equivalent, but
more easy-to-use formulation was proposed by A. Roiter in [44] in terms
of boxes (or bocses, ukrainian бокси, from bimodule over a category with
coalgebra structure).

Definition 4.1. (1) A box is quadruple A = (A,V, µ, ε), where A is a
category, V is an A-bimodule, i.e. an additive bifunctor Aop×A → Vec
(the category of vector spaces), µ : V ⊗A V → V (comultiplication)
and ε : V → A (counit) are morphisms of A-bimodules furnishing
V with the structure of A-coalgebra. Recall that it means that the
following diagrams are commutative:

V
µ //

µ

��

V ⊗A V

µ⊗id
��

(coassociativity)

V ⊗A V
id⊗µ

// V ⊗A V ⊗A V

V
∼

vvmmm
mmm

mmm
mmm

mmm
m

∼

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
QQ

µ

��
(counit axiom)

V ⊗A A V ⊗A V
id⊗ε

oo
ε⊗id

// A⊗A V

(∼ marks the natural isomorphisms).
(2) A representation of the box A is an A-module, i.e. a functor

M : A → Vec.
(3) A morphism of a representation M to a representation N is a mor-

phism of A-modules ϕ : V ⊗A M → N .
(4) The product ϕψ of morphisms ϕ : M → N and ψ : L → N is the

composition

V ⊗A L
µ⊗id−−−→ V ⊗A V ⊗A L

id⊗ψ−−−→ V ⊗A M
φ−→ N.

We denote by RepA the category of representations of the box A.
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In most applications they use special classes of boxes.

Definition 4.2. Let A = (A,V, µ, ε) be a box. Denote by V̄ the kernel ker ε.
A section is a morphism of (left) A-modules (usually not of bimodules)
ω : A → V. Then V = Imω ⊕ V̄ as A-module. The box A is called
• free if A is a free category (i.e. isomorpic to the category of parths of
a quiver Γ) and V̄ is a free A-bimodule, i.e. a direct sum of bimodules
of the form AeiA, where ei is the trivial path at a vertex i.

In other words it means that there are sets of generators A0 of mor-
phisms of the category A and A1 of the A-bimodule V̄ such that there are
no nontrivial relations between them. They say that A = A0 ∪A1 is a
set of free generators of the box A.

• normal if there is a section ω such that µ(ωi) = ωi⊗ωi for every vertex
i ∈ Γ, where ωi = ω(ei).

In this case we set ∂a = aωi − ωja for a morphism a : i → j and
∂v = µ(v) − v ⊗ ωi − ωj ⊗ v, where v ∈ V̄(i, j). Note that ∂a ∈ V̄ and
∂v ∈ V̄ ⊗A V̄.

• triangular or Roiter box if it is free, normal and the set A of free
generators of A can be linear ordered so that, for every a ∈ A, ∂a is
contained in the subbox generated by the set {b ∈ A | b < a}. Such set of
generators is called triangular.

Remark 4.3. If V = A, the box A is called the principal box over the
category A. It is quite obvious that in this case RepA coincides with the
category A-mod of A-modules.

The category of representations RepA of a Roiter box A has “usual”
properties of the categories of modules, as was proved in [31]. Namely,
for a morphism ϕ : M → N and an element ξ ∈ V(i, j) we denote by
ϕ(ξ) :M(j) → N(i) the map sending x ∈M(j) to ϕ(ξ ⊗ x) ∈ N(i).

Theorem 4.4. Let A is a Roiter box, M,N ∈ RepA.
(1) A morphism ϕ : M → N is an isomorphism if and only if ϕ(ωi) is an

isomorphism for every i.
(2) RepA is fully additive (or Karubian, or idenpotent complete),

that is, for every idempotent endomorphism e ofM there are morphisms
M

π // M ′
ι

oo such that e = ιπ and πι = idM ′.
(Then M ' M ′ ⊕M ′′, where M ′′ is the object constructed in

the same way from the idempotent idM − e.)
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A lot of applications of boxes appear through another categorical con-
struction, namely, bimodule categories, first considered in [12].

Definition 4.5. Let B be a bimodule over a category A. The bimodule
category El(B) or the category of elements of the bimodule B is defined
as follows.

• Its set of objects is
⋃
i∈ObA B(i, i).

• If A ∈ B(i, i), B ∈ B(j, j), a morphism A→ B is a morphism ϕ : i→ j
such that ϕA = Bϕ (note that both paths are in B(i, j)).

• The bimodule B is called locally finite dimentional if all spaces
A(i, j) and B(i, j) are finite dimensional.

For instance, such a bimodule category appeared in the Introduction,
where A was the product of the categories of A/I-modules and A/J-
modules, while B(X,Y ) = Ext1A(X,Y ).

Another application of the bimodule categories was proposed by Y. Drozd
in [16]. Let A be a finite dimensional algebra, A-pro be the category of
projective A-modules, A = A-pro×A-pro, B be the A-bimodule such that

B(Q,P ) = HomA(Q, radP ),
I ⊂ El(B) be the ideal generated by the objects which are homomorphisms
of the form Q → 0 and C : El(B)/I → A-mod be the functor that maps a
homomorphism α to its cokernel.

Proposition 4.6. The functor C is an equivalence of the categories

El(B)/I ∼−→ A-mod.
Note that the indecomposable objects of El(B)/I are the same as in B,

except the “trivial” objects Q→ 0, where Q is an indecomposable projective
A-module.
Example 4.7. Let k be algebraically closed and (radA)2 = 0. If

P1, P2, . . . , Pn

are all pairwise non-isomorphic indecomposable modules, the indecompos-
able objects of A are the pairs (Pi, Pj) and if a ∈ EndA P is in radical,
it acts trivially on B. Therefore, we can factor out such morphisms. Re-
duced in this way, the bimodule category El(B) can be considered as that
of representations of the quiver Γ whose vertices are

{1, 2, . . . , n, 1′, 2′, . . . , n′}

and there are cij arrows i→ j′, where cij = dimHomA(Pi, Pj).
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This approach was used by P. Gabriel in [26], who deduced from his
result on representations of quivers a criterion for an algebra A with

(radA)2 = 0

to be of finite representation type.
The same approach was used by S. Kruglyak [33]. In fact, he also proved

the Gabriel’s Theorem 2.2 for this specific sort of quivers and obtained the
same finiteness criterion for algebras with (radA)2 = 0.

There is a close relation of bimodule categories to representations of
boxes. Namely, in [16] the following result was proved.

Theorem 4.8. Suppose that k is algebraically closed and the bimodule B is
locally finite dimensional. There is a Roiter box A such that the categories
RepA and El(B) are equivalent.
The box A and this equivalence were explicitly constructed.
Together with Proposition 4.6, it gives a tool to replace the study of

modules over an algebra A by representations of boxes.
The language of boxes has a powerful advantage. Namely, it allows to

make change of rings easily. Note that if γ : A → B is a homomorphism
of rings, every B-module can be considered as A-module, which defines a
functor γ∗ : B-mod → A-mod. Unfortunately, this functor is far from being
full, or faithful, or dense (essentially surjective). On the contrary, on the
level of boxes an analogous change of rings can be done perfectly, as shown
in [16] (see also [18]).

Theorem 4.9. Let A = (A,V, µ, ε) be a box and F : A → B be a functor.
Set W = B ⊗A V ⊗A B.
(1) There are natural morphisms ν : W ⊗B W → W and θ : W → B such

that AF = (B,W, ν, θ) is a box.
Actually, ν arises from the map V ⊗A V → V ⊗A B ⊗A V that

maps a⊗ b to a⊗ 1⊗ b and θ is the composition

B ⊗A V ⊗A B 1⊗µ⊗1−−−−→ B ⊗A A⊗A B ' B ⊗A B mult−−→ B,

where mult is the multiplication.
(2) The natural map F ∗ : RepAF → RepA gives a fully faithful functor

which establishes an equivalence of the category RepAF and the full
subcategory of RepA consisting of representations of the form MF ,
where M is a B-module.
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Often one can choose F such that every representation of A
is isomorphic to such composition. Then F ∗ is an equivalence
RepAF ∼−→ RepA.

Usually, the functor F is constructed as follows [18]. We choose a “simple”
subcategory A′ ⊂ A such that the A′-modules can be easily described. It
gives rise to a functor F ′ : A′ → B′ such that every A′-module of some
class C is isomorphic to M ′F ′ for some B′-module. Then we take for B the
pullback A

∐
A′ B′ of A and B′ over A′ and for F the extension of F ′ onto

A. In this case the image of F ∗ contains all representations such that their
restrictions onto A′ are form the class C. Note that there is a rather simple
algorithm that calculates the box AF . One can see [18, Sec. 6] for examples
of explicit calculations.

5. TAME AND WILD ALGEBRAS
When studying the algebras of infinite representation type, they found

out that there are two completely different sorts of them. The first paper
where it was remarked was, pehaps, that of S. Krugluak [32]. Namely, he
considered representations of the group P of type (p, p):

G = 〈a, b | ap = bp = 1, ab = ba〉,

for prime p > 2. He noticed that for any n-tuple of square matrices
X1, X2, . . . , Xn one can construct a representation M(X1, X2, . . . , Xn) of
the group P depending on this tuple so that

M(X1, X2, . . . , Xn) 'M(Y1, Y2, . . . , Yn)

if and only if there is an invertible matrix S such that Yi = S−1XiS for all
i. Thus, to classify all representations of G one has to classify all tuples of
matrices up to conjugation. Quite another story is if p = 2, when, for each
dimension, there is either finitely many indecomposable representations or
they form a 1-parameter family [2].

An analogous effect was noticed by I. Gelfand and V. Ponimarev [27] who
considered pairs of commuting operators, or, the same, representations of
the polynomial algebra k[x, y]. Again, they constructed representations

M(X1, X2, . . . , Xn)

with the same property as above. On the other hand, they have classified
all pairs (A,B) of mutually annihilating matrices, i.e. such that

AB = BA = 0.
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In 1972 Yu. Drozd divided all commutative finitely generated algebras over
an algebraically closed field into two types [13], whose representations be-
haved just as representations of the (p, p) group, respectively, for p = 2 and
for p > 2.

In their paper [11] P. Donovan and M. R. Freislich conjectured that all
finite dimensional algebras of infinite representation type can be split into
two classes, which they called tame and wild. Formal definitions of these
two classes were proposed by Yu. Drozd in [15]. We present here a bit
changed but equivalent version of this definition.

Definition 5.1. An algebra A over an algebraically closed field k is called
• tame if, for every dimention d its indecomposable representations form
a finite set of algebraic families parametrized by an open subset of the
projective line;
(Note that it is is allowed that some of these families are trivial, i.e. consist of
isomorphic representations. Thus representation finite algebras are also tame
according to this definition.)

• wild if for every finitely generated algebra B there is an exact functor
F : B-mod → A-mod such that
? FM ' FN if and only if M ' N ;
? FM is indecomposable if and only if so is M .

In the same paper it was proved that neither algebra can be both tame
and wild.

By this time a lot of examples were already known when the “tame-
wild dichotomy” took place. For representations of quivers P. Donovan and
M. R. Freislich [10] and, independently, L. Nazarova [36] proved that a
quiver Γ is tame if and only if its underlying graph is a disjoint union of
Euclidean (or extended Dynkin) graphs presented in Table 5.1. Otherwise
Γ is wild. Moreover, they gave an explicit description of representations of
Euclidiean quivers. We only present the qualitative part of this description.

Theorem 5.2. Let Γ be a Euclidean quiver, QΓ be its Tits form and d be
a dimension for its representations.
(1) There is an indecomposable representation of dimension d if and only

if QΓ(d) ≤ 1.
(2) If QΓ(d) = 1, there is exactly one indecomposable representation of

dimension d (up to isomorphism).
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Ãn : 1 1 1 · · · 1 1

D̃n :

1
GGG

1

2 2 · · · 2
ooo

OOOO
(n ≥ 4)

1
www

1

Ẽ6 :

1

2

1 2 3 2 1

Ẽ7 :

2

1 2 3 4 3 2 1

Ẽ8 :

3

2 4 6 5 4 3 2 1

TABLE 5.1. Euclidean graphs

(3) If QΓ(d) = 0, there are infinitely many non-isomorphic indecomposable
representations of dimension d that form an algebraic family of such
representations parametrized by the projective line.
Note that every dimension d with QΓ(d) = 0 is an integral

multiple of the smallest one. The coordinates of such smallest
dimensions are also given in Table 5.1.

In [37] L. Nazarova proved that a poset S is tame if and only if it does
not contain supercritical subsets listed in Table 5.2. Otherwise S is wild.

Finally, in [16] Yu. Drozd proved the result known now as “tame-wild
dichotomy”.

Theorem 5.3. Every box, as well as every finite dimensional algebra over
an algenraically closed field is either tame or wild.

The proof for boxes was based on the reduction procedure described in
Theorem 4.9. Using this procedure it turned necessary to consider a bit
bigger class of boxes obtained from Roiter boxes by a localization with
respect to a polynomial f(a), where a ∈ A0 was a loop such that

∂a = 0.

Then this result was extended to finite dimensional algebras using Propo-
sition 4.6 and Theorem 4.8.
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• • • • •
•

• • • •

•
• • •
• • •

•
• •
• •

• • •

•
•
•
•

• •
• • •

•
•
•

• @@ • •
• • •

TABLE 5.2. Supercritical posets
These posets are called, respectively,

(1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) and (N, 5).

The same approach was used by V. Bekkert and Yu. Drozd [3, 19] to
prove that tame-wild dichotomy also holds true for derived categories of
modules over finite dimensional algebras. Another important result was
obtained by Yu. Drozd and S. Ovsienko [24] who proved that tameness is
preserved in Galois coverings with torsion free Galois groups. Note that
coverings introduced by K. Bongartz and P. Gabriel [8] are now a powerful
tool in the representation theory of algebras and in the study of matrix
problems. Again, in these papers they had to widen the considered class of
boxes.

Perhaps, the first paper, where the “tame-wild dichotomy” was effec-
tively used, was that of V. Bondarenko and Yu. Drozd [6] devoted to the
representation type of finite groups. Let G a finite group and k be a field
of characteristic p > 0. By that time it had been known that the group
algebra kG is representation finite if and only if the Sylov p-subgroup of
G is cyclic. The result of Kruglyak [32] cited above had shown that, if
p > 2, all other group algebras are wild. If p = 2, V. Bondarenko [5] and
C. Ringel [41] described the representations of dihedral groups and actually
showed that they are tame. It was also known that there were at most two
more classes of 2-groups that are not wild. They were quasi-dihedral and
generalized quaternion groups. In [6] the representations of quasi-dihedral
groups were classified. From the tame-wild dichotomy it followed that any
subgroup of a tame group is tame and if the Sylov p-subgroup is tame,
so is the group G. Since generalized quatrenion groups are subgroups of
quasi-dihedral ones, the following result was proved.
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Theorem 5.4. The group algebra kG is tame if and only if either the Sylov
subgroup Gp of G is cyclic or p = 2 and Gp is dihedral, quasi-dihedral or
generalized quaternion. In all other cases kG is wild.

6. INVOLUTION
Papers [43] and [48] initiated the study of matrix problems with invo-

lution. Namely, in [43] A. Roiter introduced the general notion of boxes
with involution and proved an important result, which was a far-reaching
generalization of [35, § 23.2, Thm. 3].

Theorem 6.1. Let A be a box with involution over an algebraically closed
field k of characteristic 6= 2, M,N be its self-adjoint representations in the
involutive category of vector spaces with the standard involution

V 7→ V ∗ = Homk(V,k).

If M ' N in the category RepA, they are congruent, i.e. there is an
isomorphism φ :M

∼→ N such that φ−1 = φ∗.
In [48] this approach was applied to simple involutive quivers, i.e. such

quivers with involution ∗ that a 6= a∗ for any vertex a. The simplest example
of such a quiver is

1
α

**

β

44 2 ; 1∗ = 2, α∗ = β. (6.1)

A self-adjont representation of this quiver is actually given by a linear map
V → V ∗ or, the same, by a bilinear form in the space V . The Roiter’s
Theorem 6.1 shows that to classify such forms one has to classify self-adjoint
representations of the Kronecker quiver (6.1). Just in the same way, self-
adjoint representations of a simple involutive quiver can be identified with
systems of linear maps and bilinear forms. In [48] V. Sergeichuk defined the
scheme of a simple involutive quiver Γ as the (non-oriented) graph whose
vertices are in one-to-one correspondence with the pairs a, a∗ of vertices of
Γ and the edges between a, a∗ and b, b∗ are in one-to-one correspondence
with the arrows1.

a→ b, a→ b∗, a∗ → b, a∗ → b∗

For instance, the scheme of the involutive quiver (6.1) is just a loop •
In [48] V. Sergeichuk proved the following criterion.

Theorem 6.2. With respect to the classification of self-adjoint represen-
tations a simple involutive quiver with the scheme B is

1 Actually, the definition in [48] was a bit different but equivalent to this one.
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• representation finite if and only if B is Dynkin;
• tame if and only if B is Euclidean;
• wild otherwise.

In the paper [47] V. Sergeichuk developed a general theory of representa-
tions of categories with involution. Namely, let k be a field with involution
λ 7→ λ̄ (maybe, trivial). An involution ∗ on a k-linear category C maps
objects to objects, morphisms to morphisms so that

a∗∗ = a, (αβ)∗ = β∗α∗, (α+ β)∗ = α∗ + β∗, (λα)∗ = λ̄α∗.

for λ ∈ k. For a vector space V over k denote by V ∗ the space of semilinear
maps V → k and by ϕ∗ : W ∗ → V ∗ the adjoint map for the linear map
ϕ : V →W .

If F : C → Veck is a representation of C over k, the adjoint representa-
tion F ∗ is such that F ∗(a) = F (a∗)∗ for any object or morphism a.

Suppose that the involution ∗ is simple, i.e. a 6' a∗ for every object a.
Then there is a bisection

Ob C = Ob0 tOb1
such that if b ' a∗ the objects a and b are in different parts of this bisection.
The following procedure was proposed in [47] for the description of self-
adjoint representations of C. Let ind0 C be a full set of representatives
of isomorphism classes of indecomposable self-adjoint representations (i.e.
such that F ∗ = F ) and ind1 C be a full set of representatives of isomorphism
classes of indecomposable representations which are not isomorphic to any
self-adjoint one. For any representation F ∈ ind1 C define the self-adoint
representation F+ as follows.
• If a ∈ Ob0, then

F+(a) = F (a)⊕ F ∗(a);

if a ∈ Ob1, then
F+(a) = F ∗(a)⊕ F (a).

• If α : a→ b, then the matrix presentation of F+(a) with respect to the
preceding decompositions of F+(a) and F+(a) is
?
(
F (α) 0
0 F ∗(α)

)
if a, b ∈ Ob0;

?
(
F ∗(α) 0

0 F (α)

)
if a, b ∈ Ob1;

?
(

0 F ∗(α)
F (α) 0

)
if a ∈ Ob0, b ∈ Ob1;

?
(

0 F (α)
F ∗(α) 0

)
if a ∈ Ob1, b ∈ Ob0.
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Obviously, F+ ' F ⊕ F ∗, but the latter representation is not self-adjoint.
Let now

F ∈ ind0 C, Λ(F ) = EndF, ∆(F ) = Λ(F )/ radΛ(F ).
Note that Λ(F ) is an algebra with involution ∗ and ∆(F ) is a skewfield with
the induced involution, which we denote by ¯. If φ ∈ Λ(F ) is invertible and
φ = φ∗, set φ̃(a) = 1F (a) for a ∈ Ob0, φ̃(a) = φ(a) for a ∈ Ob1 and define
the representation F ϕ as follows.

• F ϕ(a) = F (a) for any object a.
• F ϕ(α) = φ̃(b)−1F (a)φ̃(a) for α : a→ b.

One easily sees that φ̃ is an isomorphism Aϕ
∼→ A (though not a congru-

ence). For a self-adjoint element ξ 6= 0 of the skewfield ∆(F ) choose a
self-adjoint preimage φ ∈ Λ(F ) and set F ξ = F ϕ. For a vector

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξm) ∈ ∆(F )m

with invertible components set

F ξ =

m⊕
i=1

F ξi , Qξ =

m∑
i=1

x̄iξixi

(it is a Hermitian form over the skewfield ∆(F )).
The following theorem (see [47, Thm1]) gives a complete description of

self-adjoint representations.

Theorem 6.3. Let k be a field of characteristic 6= 2, C be a k-category with
a simple involution. Every self-adjoint representation of C is congruent to
a direct sum

F+
1 ⊕ F+

2 ⊕ . . .⊕ F+
k ⊕ F ξ1

k+1 ⊕ F ξ2
k+2 ⊕ . . .⊕ F

ξn−k
n ,

where Fi ∈ ind1 C for 1 ≤ i ≤ k and Fi ∈ ind0 C for k < i ≤ n. This
decomposition is unique up to permutation of summands and replacing F ξl

k+l

by F ξ′l
k+l such that the Hermitian forms Qξl and Qξ′l

are equivalent over the
skewfield ∆(Fk+l).

This description becomes simpler if one knows the classification of her-
mitian forms, for instance, if k = C (either with trivial or with non-trivial
involution), or R, or a finite field (see [47, Thm. 2]).

Applying this theorem to the representations of simple involutive quivers,
one obtains classification results for a lot of problems of linear algebra such
as classification of bilinear forms, some sorts of operators in spaces with
bilinear metric etc. See, for instance, the book [46] for some results of this
sort.
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Нелінійні кінетичні рівняння
квантових систем

В. І. Герасименко

Abstract. The article overviews some achievements in the mathematical
understanding of the nature of kinetic equations of quantum many-particle
systems. The fundamental equations of modern mathematical physics, in
particular, the hierarchies of evolutionary equations of quantum systems and
their asymptotic behavior, which is described by nonlinear kinetic equations,
are studied.

Анотація. У статті розглядаються деякі досягнення в математичному
розумінні природи кінетичних рівнянь квантових систем багатьох части-
нок. Вивчаються фундаментальні рівняння сучасної математичної фізи-
ки, зокрема, ієрархії еволюційних рівнянь квантових систем та їх асим-
птотична поведінка, яка описується нелінійними кінетичними рівняння-
ми.

1. ПЕРЕДНЄ СЛОВО: ХРОНОЛОГІЯ ТЕОРІЇ КІНЕТИЧНИХ РІВНЯНЬ
Математично колективні властивості систем багатьох частинок в кі-

нетичній теорії описуються за допомогою кінетичних рівнянь - нелі-
нійних рівнянь, якими описується еволюція стану системи частинок в
термінах стану типової частинки. Генератор таких еволюційних рівнянь
складається з доданка, який описує вільну еволюцію (рух за інерцією)
типової частинки системи та нелінійного доданка, який моделює самов-
заємодію типової частинки (інтеграл зіткнень). За допомогою розв’язку
кінетичного рівняння визначаються середні значення спостережуваних
величин системи частинок. Загальновідомим прикладом кінетичного
рівняння є рівняння Больцмана, яким описується процес зіткнення ча-
стинок в розріджених газах. Квантові кінетичні рівняння є відповідни-
ми узагальненнями кінетичних рівнянь класичних систем частинок.
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З фізичної точки зору кінетичними рівняннями описується певний
етап процесу переходу (релаксації) з нерівноважного стану у стан тер-
модинамічної рівноваги системи багатьох частинок. А саме, в загаль-
ному випадку в процесі релаксації довільний нерівноважний стан си-
стеми частинок прямує до стану, який цілком описується в термінах
одночастинкової функції розподілу ймовірності (для квантових систем
– одночастинковим статистичним оператором, ядро якого відоме як
одночастинкова матриця густини), яка визначається з відповідного кі-
нетичного рівняння в залежності від потенціалу взаємодії частинок.
На наступному етапі релаксації такий стан системи частинок прямує
до локально-рівноважного стану, який характеризується гідродинамі-
чними параметрами. Еволюція гідродинамічних параметрів своєю чер-
гою описується за допомогою рівнянь суцільного середовища (рівнянь
гідродинаміки, дифузії).

Свої джерела сто п’ятдесят річна історія кінетичних рівнянь бере
з праць Дж. Максвелла (J. C. Maxwell, 1860 р., 1867 р.), та Л. Боль-
цмана (L.E. Boltzmann, 1872 р.). У 1972 р. Л. Больцман сформулював
еволюційне рівняння для одночастинкової функції розподілу і пока-
зав, що максвеллівський розподіл описує лише рівноважний стан газу.
Він довів так звану “H-теорему” (про зростання ентропії) – властивість
розв’язку цього рівняння, яка пояснювала незворотність макроскопі-
чної динаміки. Таким чином, з цього часу почався період розвитку тео-
рії кінетичних рівнянь, в основу якого було покладено феноменологічні
моделі кінетичних явищ.

Пізніше з метою узагальнення рівняння Больцмана на густі гази або
рідини для системи багатьох пружних куль було сформульовано кіне-
тичне рівняння Енскоґа (D. Enskog, 1922 р.); для виділеної (броунів-
ської) частинки в системі багатьох частинок (термостаті) – рівняння
Фоккера-Планка (A. D. Fokker,1914 р., M. Planck, 1917 р.) і його час-
тковий випадок - рівняння Смолуховського (М. Smoluchowski, 1906 р.);
для стохастичної динаміки системи частинок – рівняння Леонтовича
(М. А. Леонтович, 1935 р.). Для систем заряджених частинок (іоні-
зовані гази, плазма) в цей період розвитку кінетичної теорії були та-
кож сформульовані: рівняння Ландау (Л. Д. Ландау, 1936 р.), рівняння
Власова (А. А. Власов, 1937 р.), пізніше – рівняння Ленарда-Балеску
(A. Lenard, R. Balescu, R. L. Guernsey, 1960 р.)

З початком розвитку квантової теорії було сформульовано кванто-
вий аналог рівняння Больцмана – кінетичне рівняння Улінга-Уленбека
(L. W. Nordheim, 1928 р.; E. A. Uehling, G. E. Uhlenbeck, 1933 р.), як
наближення середнього (самоузгодженого) поля для чистих квантових
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станів - рівняння Хартрі (D.R. Hartree, 1928 р.) або систем ферміо-
нів і бозонів – рівняння Хартрі-Фока (В. А. Фок, 1930 р.). Пізніше в
наближенні середнього поля для далекосяжних потенціалів взаємодії
частинок було сформульовано квантове кінетичне рівняння Власова
(А. А. Власов, 1947 р.), для квантових систем в конденсованих ста-
нах – кінетичне рівняння Боголюбова (М. М. Боголюбов, 1947 р.) та
рівняння Ґросса-Пітаєвського (E. P. Gross, L. D. Pitaevskii, 1961 р.).

З другої половини 40-х років XX століття починається новий етап
у розвитку кінетичної теорії, а саме, створення формалізованої теорії
кінетичних явищ. У 1946 р. в Києві (Інститут математики) у відомій
монографії [4] М. М. Боголюбов сформулював послідовний підхід до
виведення кінетичних рівнянь з динаміки систем багатьох частинок, а
саме, фундаментальних рівнянь, якими описується еволюція всіх мо-
жливих станів систем частинок – ієрархії еволюційних рівнянь ББҐКІ
(Боголюбов-Борн-Ґрін-Кірквуд-Івон) або ланцюжка рівнянь Боголюбо-
ва. За допомогою методів теорії збурень було розроблено метод побу-
дови узагальнення рівняння Больцмана (кінетичне рівняння Боголю-
бова), кінетичних рівнянь Власова та Ландау. Завдяки цій роботі став
зрозумілим механізм виникнення незворотності макроскопічної еволю-
ції систем багатьох частинок, динаміка яких в мікроскопічному мас-
штабі описується зворотними у часі рівняннями руху.

Згодом в працях Г. Ґреда (H. Grad, 1958 р.) було сформульова-
но підхід до обґрунтування кінетичних рівнянь, як еволюційних рів-
нянь, якими описується асимптотика розв’язку ієрархії рівнянь ББҐКІ
у скейлінґовій границі за відповідним малим параметром. В останні де-
сятиріччя такий підхід використовується як загальноприйнятий метод
строгого виведення кінетичних рівнянь складних систем різноманітної
природи. В цілому проблема строгого виведення кінетичних рівнянь з
динаміки систем багатьох частинок залишається відкритою проблемою
кінетичної теорії.

На сучасному етапі розвитку кінетичної теорії найбільш розвине-
ною є математична теорія нелінійного рівняння Больцмана, що бере
свої джерела з праць А. Пуанкаре (H. Poincaré, 1906 р.), який при-
вернув увагу математиків до необхідності обґрунтування кінетичної
теорії та Д. Гільберта (D. Hilbert, 1912 р.), який встановив зв’язок
розв’язку рівняння Больцмана з рівняннями гідродинаміки (шоста про-
блема Д. Гільберта сформульована на Міжнародному конгресі матема-
тики в 1900 р.), а також праці Т. Карлемана (T. Carleman, 1932 р.) з
математичного аналізу просторово однорідного рівняння Больцмана.

Математична теорія нелінійних кінетичних рівнянь почала інтенсив-
но розвиватися з початку 80-х років XX століття. Одним з досягнень
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цього періоду було строге виведення рівняння Больцмана з динамі-
ки нескінченної кількості твердих куль в границі Больцмана - Ґре-
да [33,36]. Строгі результати з теорії кінетичних рівнянь та їх обґрунту-
вання наприкінці XX століття було підсумовано в монографіях [5,6,38].

За останнє десятиліття математичні результати з виведення кінети-
чного рівняння Больцмана для класичних систем частинок з коротко-
діючим потенціалом взаємодії були узагальнені в монографії [8] та роз-
винуто нові методи виведення рівняння Больцмана [9] та Енскога [20] з
динаміки частинок із зіткненнями [21] (більш детально див. посилання
в цих роботах).

У останні два десятиліття також було досягнуто значного прогресу в
проблемі виведення квантових кінетичних рівнянь в скейлінгових гра-
ницях розв’язку ієрархії рівнянь ББҐКІ побудованого методами теорії
збурень [2,31,35], зокрема, квантового рівняння Больцмана [1] в границі
слабкого зв’язку, нелінійного рівняння Шредінгера [3, 37] та рівняння
Ґросса-Пітаєвського [7] в границі середнього (самоузгодженого) поля.

Нижче вивчаються фундаментальні рівняння, якими описується при-
рода речей, а саме ієрархії еволюційних рівнянь квантових систем ба-
гатьох частинок, та непертурбативні методи побудови їх розв’язків. На
основі цього розглянуто два нових підходи до опису кінетичної еволю-
ції квантових систем [13]. Один з них полягає в описі еволюції кванто-
вих систем частинок в скейлінговій границі самоузгодженого поля за
допомогою ієрархії еволюційних рівнянь для спостережуваних [30] та
підхід, який ґрунтується на немарковському узагальненні квантових
кінетичних рівнянь [27].

2. ІЄРАРХІЇ ЕВОЛЮЦІЙНИХ РІВНЯНЬ КВАНТОВИХ СИСТЕМ
Як відомо, квантові системи описуються за допомогою таких понять,

як спостережувані та стан. Функціонал середнього значення (матема-
тичне сподівання) спостережуваної визначає двоїстість (дуальність)
спостережуваної та стану. Внаслідок цього існує два підходи до опи-
су еволюції квантової системи скінченної кількості частинок, а саме,
в термінах спостережуваних, еволюція яких визначаються рівнянням
Гейзенберга, або в термінах стану, еволюція якого визначається рів-
нянням фон Неймана (квантового рівняння Ліувілля) для оператора
густини (статистичного оператора), ядро якого відоме, як матриця гу-
стини, відповідно.

Еквівалентний підхід до опису еволюції систем багатьох частинок, як
скінченної й нескінченної кількості частинок, полягає в описі еволюції
або в термінах спостережуваних за допомогою послідовності операторів
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відомих як s-частинкові спостережувані (оператори редукованих спо-
стережуваних), еволюція яких визначається дуальною ієрархією рів-
нянь ББҐКІ (Боголюбова – Борна – Ґріна – Кирквуда – Івона) [13,18],
або в термінах стану за допомогою послідовності так званих s-частин-
кових операторів густини (редуковані оператори густини), еволюція
якої визначається ієрархією рівнянь ББҐКІ квантових систем [4].

Альтернативний метод опису еволюції стану квантової системи скін-
ченної кількості частинок полягає в описі стану за допомогою опера-
торів, які визначаються кластерними розкладами оператора густини.
Такі оператори інтерпретуються як кореляції стану, та їх еволюція опи-
сується ієрархією рівнянь фон Неймана для послідовності кореляцій-
них операторів [16,23,26].

2.1. Еволюційні рівняння систем багатьох частинок. Для загаль-
ності надалі розглядаються квантові системи нефіксованої кількості
однакових безспінових частинок, тобто довільної, але скінченної сере-
дньої кількості частинок, у просторі Rν , ν ≥ 1, які задовольняють ста-
тистиці Максвелла – Больцмана, і використовується система одиниць
де h = 2πh̄ = 1 – стала Планка, m = 1 – маса частинок.

Позначимо n-частинковий гільбертів простір як Hn = H⊗n та H⊗0 =
C. Простір Фока над простором H позначимо FH =

⊕∞
n=0Hn. Само-

спряжений оператор fn визначений на просторі Hn = H⊗n будемо на-
далі також позначати символом fn(1, . . . , n). Нехай L(Hn) – простір
обмежених операторів gn ≡ gn(1, . . . , n) ∈ L(Hn) з операторною нор-
мою ‖.‖L(Hn). Відповідно, простір L1(Hn) – простір ядерних операторів
fn ≡ fn(1, . . . , n) ∈ L1(Hn) з нормою:

‖fn‖L1(Hn) = Tr1,...,n|fn(1, . . . , n)|,

де символом Tr1,...,n позначено частинні сліди оператора fn. Підпростір
фінітних послідовностей вироджених операторів із нескінченно дифе-
ренційованими ядрами з компактними носіями позначимо L1

0(FH).
Для квантової системи нефіксованої кількості частинок спостережу-

вані описуються послідовностями A = (A0, A1(1), . . . , An(1, . . . , n), . . .)
самоспряжених операторів An ∈ L(Hn). Еволюція спостережуваних
A(t) = (A0, A1(t, 1), . . . , An(t, 1, . . . , n), . . .), де t ∈ R, визначається за-
дачею Коші для послідовності рівнянь Гейзенберга:

∂

∂t
A(t) = NA(t), (2.1)

A(t)|t=0 = A(0), (2.2)
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де послідовність A(0) = (A0, A
0
1(1), . . . , A

0
n(1, . . . , n), . . .) – початкова

спостережувана, генератор N = ⊕∞
n=0Nn визначається такою форму-

лою
Nngn

.
= −i (gnHn −Hngn), (2.3)

та самоспряжений оператор Hn =
∑n

j=1K(j) + ε
∑n

j1<j2=1Φ(j1, j2) –
гамільтоніан системи n частинок, тобто оператор K(j) – оператор кі-
нетичної енергії j частинки, Φ обмежений оператор парного потенціалу
взаємодії, ε > 0 – скейлінговий параметер.

Якщо A(0) ∈ L(FH), тоді для довільних t ∈ R в просторі L(FH)
єдиний розв’язок задачі Коші (2.1), (2.2) зображується за допомогою
однопараметричної сім’ї відображень G(t) = ⊕∞

n=0Gn(t):
A(t) = G(t)A(0),

де відображення Gn(t) визначається такою формулою

R1 3 t 7→ Gn(t)gn
.
= eitHngne

−itHn . (2.4)
У просторі L(Hn) однопараметричне відображення (2.4) утворює ∗-
слабко неперервну групу операторів, інфінітезімальний генератор якої
співпадає з оператором (2.3) на області його визначення.

Середнє значення (математичне сподівання) спостережуваної A(t) в
момент часу t ∈ R визначається неперервним лінійним функціоналом,
який зображується таким розкладом в ряд:

〈A〉(t) = (I,D(0))−1
∞∑
n=0

1

n!
Tr1,...,nAn(t)D0

n, (2.5)

де послідовність D(0) = (I,D0
1, . . . , D

0
n, . . .) позитивних самоспряжених

операторів D0
n ∈ L1(Hn) – послідовність операторів густини, якою опи-

суються всі можливі стани квантової системи нефіксованої кількості
частинок в початковий момент часу, та (I,D(0)) =

∑∞
n=0

1
n!Tr1,...,nD0

n –
нормуючий множник. Функціонал (2.5), яким визначається двоїстість
спостережуваних і станів, існує для D0

n ∈ L1(Hn) та An(t) ∈ L(Hn).
Для нормуючого множника справедлива рівність

(I,D(0)) = (I,G∗(t)D(0)), (2.6)
на просторі L1(FH) визначено спряжене до групи (2.4) однопараметри-
чне відображення G∗(t) = ⊕∞

n=0G∗
n(t):

R1 3 t 7−→ G∗
n(t)fn

.
= e−itHnfne

itHn , (2.7)
утворює сильно неперервну ізометричну групу операторів, яка зберігає
позитивність та самоспряженість операторів.
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Внаслідок рівності (2.6) для функціонала (2.5) справедливе таке зо-
браження:

(A(t), D(0)) = (I,D(0))−1
∞∑
n=0

1

n!
Tr1,...,n Gn(t)A0

nD
0
n =

(I,G∗(t)D(0))−1
∞∑
n=0

1

n!
Tr1,...,nA0

n G∗
n(t)D

0
n ≡

(I,D(t))−1(A(0), D(t)),

тобто еволюція квантових систем багатьох частинок в еквівалентний
спосіб може бути описана як еволюція стану. Дійсно, еволюція всіх
можливих станів, тобто послідовність D(t) = (1, D1(t), . . . , Dn(t), . . .) ∈
L1(FH) операторів густини Dn(t), n ≥ 1, описується задачею Коші для
послідовності рівнянь фон Неймана (квантових рівнянь Ліувілля):

∂

∂t
D(t) = N ∗D(t), (2.8)

D(t)|t=0 = D(0), (2.9)

де генератор N ∗ = ⊕∞
n=0N ∗

n рівняння фон Неймана (2.8) є оператором
спряженим до генератора (2.3) рівняння Гейзенберга (2.1) і визначає-
ться такою формулою

N ∗
nfn

.
= −i (Hnfn − fnHn). (2.10)

Оператор (2.10) має таку структуру:

N ∗
n =

n∑
j=1

N ∗(j) + ε

n∑
j1<j2=1

N ∗
int(j1, j2),

де оператор N ∗(j) – генератор рівняння фон Неймана невзаємодіючих
частинок та оператор N ∗

int визначається через оператор взаємодії ча-
стинок: N ∗

int(j1, j2)fn
.
= −i (Φ(j1, j2)fn − fnΦ(j1, j2)).

Таким чином, єдиний розв’язок задачі Коші (2.8), (2.9) зображується
групою операторів (2.4)

D(t) = G∗(t)D(0). (2.11)

Зауважимо, що оператор густини зображується опуклою лінійною ком-
бінацією проєкторів першого рангу. Оператор густини, який є проєкто-
ром першого рангу Dn(t) = Pψn(t), ψn ∈ Hn, відомий як чистий стан,
а довільний стан інтерпретується як змішаний стан. Внаслідок справе-
дливості для проєктора рівності: Pψn(t) = Pψn(t), де ψn(t) = e−itHnψn,
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еволюція чистого стану також може бути описана задачею Коші для
послідовності рівнянь Шредінгера:

i
∂

∂t
ψn(t) = Hnψn(t),

ψ(t)n
∣∣
t=0

= ψ0
n, n ≥ 1,

де оператор Hn – гамільтоніан системи n частинок.

2.2. Динаміка кореляцій станів. Альтернативний підхід до опису
стану квантової системи скінченної середньої кількості частинок по-
лягає в описі стану за допомогою кумулянтів операторів густини, які
трактуються як кореляції стану [17].

Введемо послідовність кореляційних операторів g(t) = (I, g1(t, 1), . . . ,
gs(t, 1, . . . , s), . . .) за допомогою кластерних розкладів операторів густи-
ни D(t) = (I,D1(t, 1), . . . , Dn(t, 1, . . . , n), . . .) :

Dn(t, 1, . . . , n) = gn(t, 1, . . . , n)+∑
P : (1, . . . , n) =

⋃
iXi,

|P| > 1

∏
Xi⊂P

g|Xi|(t,Xi), (2.12)

де n ≥ 1 та символом
∑

P:(1,...,n)=
⋃

iXi, |P|>1 позначено суму за всіма
можливими розбиттями P множини індексів (1, . . . , n) на |P| > 1 непо-
рожніх підмножин Xi ⊂ (1, . . . , n), які взаємно не перетинаються.

Розв’язки рекурентних співвідношень (2.12) визначаються такими
розкладами:

gs(t, 1, . . . , s) = Ds(t, 1, . . . , s)+∑
P : (1, . . . , s) =

⋃
iXi,

|P| > 1

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

D|Xi|(t,Xi), (2.13)

де s ≥ 1. Структура розкладів (2.13) така, що кореляційні оператори
можна трактувати як кумулянти (напівінваріанти) операторів густи-
ни (2.11).

Якщо g0s ∈ L1(Hs), s ≥ 1, тоді для t ∈ R послідовність кореляційних
операторів (2.13) є єдиним розв’язком задачі Коші для ієрархії рівнянь
фон Неймана [23,26]:
∂

∂t
gs(t, 1, . . . , s) = N ∗

s gs(t, 1, . . . , s)+∑
P: (1,...,s)=X1

⋃
X2

∑
i1∈X1

∑
i2∈X2

εN ∗
int(i1, i2)g|X1|(t,X1)g|X2|(t,X2),

(2.14)
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gs(t, 1, . . . , s)
∣∣
t=0

= g0s(1, . . . , s), s ≥ 1, (2.15)

де символом
∑

P: (1,...,s)=X1
⋃
X2

позначено суму за всіма можливими роз-
биттями P множини (1, . . . , s) на дві непорожні підмножини X1 та X2,
які взаємно не перетинаються, та оператори N ∗

s , N ∗
int(i1, i2) визначаю-

ться формулою (2.10). Підкреслимо, що ієрархія рівнянь фон Нейма-
на (2.14) – це система рекурентних еволюційних рівнянь.

Якщо початковий стан описується послідовністю кореляційних опе-
раторів g(0) = (I, g01(1), . . . , g

0
n(1, . . . , n), . . .) ∈ ⊕∞

n=0L
1(Hn), тоді еволю-

ція всіх можливих станів квантової системи багатьох частинок, тобто
послідовність g(t) = (I, g1(t, 1), . . . , gs(t, 1, . . . , s), . . .) кореляційних опе-
раторів gs(t), s ≥ 1, визначається групою нелінійних операторів [23]:

gs(t, 1, . . . , s) = G(t; 1, . . . , s | g(0)) .= (2.16)∑
P: (1,...,s)=

⋃
j Xj

A|P|
(
t, {X1}, . . . , {X|P|}

) ∏
Xj⊂P

g0|Xj |(Xj), s ≥ 1,

де
∑

P: (1,...,s)=
⋃

j Xj
– сума за всіма можливими розбиттями P множини

індексів (1, . . . , s) на |P| непорожніх підмножин Xj , які взаємно не пе-
ретинаються, множина

(
{X1}, . . . , {X|P|}

)
складається з елементів, які

є підмножинами Xj ⊂ (1, . . . , s), тобто |
(
{X1}, . . . , {X|P|}

)
| = |P|. Твір-

ний оператор A|P|(t) розкладу (2.16) є кумулянтом груп операторів (2.7)
|P|-го порядку, який визначається таким розкладом:

A|P|
(
t, {X1}, . . . , {X|P|}

) .
= (2.17)∑

P′ :
(
{X1},...,{X|P|}

)
=
⋃

k Zk

(−1)|P
′ |−1(|P′ | − 1)!

∏
Zk⊂P′

G∗
|θ(Zk)|(t, θ(Zk)),

де θ – відображення декластерізації: θ
(
{X1}, . . . , {X|P|}

) .
= (1, . . . , s).

У разі відсутності кореляцій між частинками в початковий момент
часу (початковий стан задовольняє умові хаосу [2, 38]), тобто послі-
довності початкових кореляційних операторів g(c)(0) = (0, g01(1), 0, . . .)
(у разі статистики Максвелла – Больцмана в термінах послідовності
операторів густини такий стан описується послідовністю D(c)(0) =

(
I,

D0
1(1), . . . ,

∏n
i=1D

0
1(i), . . .)

)
, розклади (2.16) набувають такого вигляду:

gs(t, 1, . . . , s) = As(t, 1, . . . , s)
s∏
i=1

g01(i), s ≥ 1,
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де кумулянт As(t) груп операторів (2.7) s-го порядку визначається роз-
кладом
As(t, 1, . . . , s) =

∑
P: (1,...,s)=

⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

G∗
|Xi|(t,Xi), (2.18)

і де використано позначення прийняті в формулі (2.16).
Таким чином, кумулянтна природа кореляційних операторів (2.13)

індукує кумулянтну структуру відображення (2.16).
Підкреслимо, що динаміка кореляцій, тобто ієрархія фундаменталь-

них рівнянь (2.14) якою описується еволюція кореляцій станів, може бу-
ти використана як основа опису еволюції станів системи скінченної, так
і нескінченної кількості частинок замість рівнянь фон Неймана (2.8)
для операторів густини.
2.3. Ієрархії еволюційних рівнянь ББҐКІ. Для опису квантових
систем як скінченної, так і нескінченної кількості частинок використо-
вується інший підхід до опису станів і спостережуваних, який екві-
валентний підходу, сформульованому вище у разі систем скінченної
середньої кількості частинок [5, 39].

Дійсно, функціонал середніх значень спостережуваних (2.5) може
бути зображений ще в такій формі

〈A〉(t) = (I,D(0))−1
∞∑
n=0

1

n!
Tr1,...,nAn(t)D0

n =

∞∑
s=0

1

s!
Tr1,...,sBs(t, 1, . . . , s)F 0

s (1, . . . , s),

(2.19)

де для опису спостережуваних і стану введено послідовності операторів
редукованих (s-частинкових) спостережуваних B(t) = (B0, B1(t, 1), . . . ,
Bs(t, 1, . . . , s), . . .) та редукованих (s-частинкових) операторів густини
F (0) = (I, F 0

1 (1), . . . , F
0
s (1, . . . , s), . . .), відповідно [38, 39]. Отже редуко-

вані спостережувані визначаються в термінах спостережуваних такими
розкладами [18,30]:

Bs(t, 1, . . . , s)
.
=

s∑
n=0

(−1)n

n!

s∑
j1 6=... 6=jn=1

As−n(t, (1, . . . , s) \ (j1, . . . , jn)),
(2.20)

де s ≥ 1, та редуковані оператори густини визначаються операторами
густини в такий спосіб [5]:

F 0
s (1, . . . , s)

.
= (I,D)−1

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nD

0
s+n(1, . . . , s+ n). (2.21)
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Підкреслимо, що можливість опису спостережуваних і стану за допо-
могою відповідних редукованих операторів закономірно виникає в ре-
зультаті ділення ряду у виразі (2.5) на ряд нормувального множника,
тобто внаслідок перевизначення зображення функціоналу середніх зна-
чень спостережуваних (2.19).

Якщо в початковий момент часу спостережувана визначена послі-
довністю редукованих спостережуваних B(0) = (B0, B

0
1(1), . . . , B

0
s (1,

. . . , s), . . .) ∈ L(FH), тоді для довільних t ∈ R послідовність B(t) =
(B0, B1(t, 1), . . . , Bs(t, 1, . . . , s), . . .) редукованих спостережуваних (2.20)
задовольняє задачу Коші для дуальної ієрархії рівнянь ББҐКІ [10, 13,
30]:

∂

∂t
Bs(t, 1, . . . , s) =( s∑

j=1

N (j) + ε

s∑
j1<j2=1

Nint(j1, j2)
)
Bs(t, 1, . . . , s)+

ε

s∑
j1 6=j2=1

Nint(j1, j2)Bs−1(t, 1, . . . , j1 − 1, j1 + 1, . . . , s),

(2.22)

Bs(t, 1, . . . , s)|t=0 = B0
s (1, . . . , s), s ≥ 1, (2.23)

де використано позначення прийняті в формулі (2.3). Зауважимо, що
ієрархія рівнянь (2.22) має структуру рекурентних еволюційних рів-
нянь, наприклад,

∂

∂t
B1(t, 1) = N (1)B1(t, 1),

∂

∂t
B2(t, 1, 2) =

( 2∑
j=1

N (j) + εNint(1, 2)
)
B2(t, 1, 2) +

ε Nint(1, 2)
(
B1(t, 1) +B1(t, 2)

)
.

Розв’язок задачі Коші (2.22), (2.23) зображується такими розклада-
ми [18,30]:
Bs(t, 1, . . . , s) = (2.24)

s∑
n=0

1

n!

s∑
j1 6=... 6=jn=1

A1+n

(
t, {(1, . . . , s) \ (j1, . . . , jn)},

(j1, . . . , jn)
)
B0
s−n(1, . . . , j1 − 1, j1 + 1, . . . , jn − 1, jn + 1, . . . , s),

де s ≥ 1, а твірний оператор розкладу є (1+n)-го порядку кумулянтом
груп операторів (2.4):
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A1+n(t, {(1, . . . , s) \ (j1, . . . , jn)}, (j1, . . . , jn))
.
=∑

P: ({(1,...,s)\(j1,...,jn)},(j1,...,jn))=
⋃

iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

G|θ(Xi)|(t, θ(Xi)),

і використано позначення аналогічні до формули (2.17). Зауважимо,
що розклад (2.24) для розв’язку може бути зображений у вигляді ряду
ітерацій (теорії збурень) рекурентних еволюційних рівнянь (2.22) вна-
слідок застосування аналогів рівняння Дюамеля до твірних операторів,
тобто кумулянтів груп операторів (2.4).

Згідно визначення (2.20) спостережуваним адитивного типу відпові-
дають однокомпонентні послідовності B(1)(0) = (0, b01(1), 0, . . .) редуко-
ваних спостережуваних, а послідовності B(k)(0) = (0, . . . , 0, b0k(1, . . . , k),
0, . . .) відповідають k-арного типу спостережуваним. Тоді для певного
типу спостережуваних структура розкладу (2.24) набуває відповідної
форми

B(1)
s (t, 1, . . . , s) = As(t, 1, . . . , s)

s∑
j=1

b01(j), s ≥ 1, (2.25)

де твірний оператор As(t) - кумулянт s-го порядку груп операторів
(2.4), і, якщо s ≥ k,
B(k)
s (t, 1, . . . , s) = (2.26)

1

(s− k)!

s∑
j1 6=... 6=js−k=1

A1+s−k
(
t, {(1, . . . , s) \ (j1, . . . , js−k)}, j1, . . . ,

js−k
)
b0k(1, . . . , j1 − 1, j1 + 1, . . . , js − k − 1, js − k + 1, . . . , s),

та, якщо 1 ≤ s < k, маємо: B(k)
s (t) = 0.

Традиційно еволюція систем багатьох частинок описується в термі-
нах еволюції станів за допомогою ієрархії рівнянь ББҐКІ для редуко-
ваних операторів густини [2, 5, 38,39].

Дійсно, для функціонала (2.19) справедливе таке зображення:
(B(t), F (0)) = (B(0), F (t)),

тобто еволюція квантових систем багатьох частинок в еквівалентний
спосіб може бути описана як еволюція стану за допомогою редукованих
операторів густини (2.21).

Якщо F (0) ∈ L1(FH), тоді для довільного t ∈ R послідовність F (t) =
(I, F1(t, 1), . . . , Fs(t, 1, . . . , s), . . .) редукованих операторів густини (2.21)
задовольняє задачу Коші для ієрархії квантових рівнянь ББҐКІ [5,39]:

∂

∂t
Fs(t, 1, . . . , s) = N ∗

s Fs(t, 1, . . . , s) + (2.27)
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ε

s∑
j=1

Trs+1N ∗
int(j, s+ 1)Fs+1(t, 1, . . . , s, s+ 1),

Fs(t, 1, . . . , s) |t=0= F 0
s (1, . . . , s), s ≥ 1, (2.28)

де використано позначення формули (2.10).
Розв’язок задачі Коші (2.27), (2.28) для ієрархії рівнянь ББҐКІ зоб-

ражується такими рядами [24,25]:

Fs(t, 1, . . . , s) =
∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nA1+n(t, {1, . . . , s}, (2.29)

s+ 1, . . . , s+ n)F 0
s+n(1, . . . , s+ n), s ≥ 1,

де твірний оператор ряду (2.29)
A1+n(t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n) =

=
∑

P :({1,...,s},s+1,...,s+n)=
⋃

iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

G∗
|θ(Xi)|(t, θ(Xi)) (2.30)

є (1+n)-го порядку кумулянтом груп операторів (2.7). У розкладі (2.30)
символ

∑
P означає суму за всіма можливими розбиттями P множи-

ни індексів ({1, . . . , s}, s + 1, . . . , s+ n) на |P| непорожніх підмножини
Xi ⊂ ({1, . . . , s}, s + 1, . . . , s+ n), які взаємно не перетинаються, та ви-
користано позначення введені в формулі (2.16).

Зауважимо, що один з методів побудови розв’язків (2.29) та (2.24)
ґрунтується на застосуванні кластерних розкладів [13,25] до груп опе-
раторів (2.7) та (2.4), які є твірними операторами рядів (2.21) для реду-
кованих операторів густини та розкладів (2.20) для редукованих спо-
стережуваних відповідно.

Відзначимо, що поширеною формою зображення розв’язку задачі
Коші для ієрархії рівнянь ББҐКІ є його зображення як ряд теорії збу-
рень (ряд ітерацій ієрархії рівнянь ББҐКІ) [34,39] (див. також [2,5] та
посилання в них):

Fs(t, 1, . . . , s) =

∞∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtnTrs+1,...,s+nG∗
s (t− t1)×

s∑
j1=1

N ∗
int(j1, s+ 1)G∗

s+1(t1 − t2) . . .G∗
s+n−1(tn−1 − tn)×

s+n−1∑
jn=1

N ∗
int(jn, s+ n)G∗

s+n(tn)F
0
s+n(1, . . . , s+ n),

(2.31)
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де s ≥ 1 та використано позначення з виразу (2.10). Зображення роз-
в’язку рядом (2.29) еквівалентно до ряду (2.31) внаслідок справедливо-
сті за відповідних умов на початкові дані і потенціал взаємодії частинок
аналогів рівнянь Дюамеля для твірних операторів (2.30) ряду (2.29),
тобто для кумулянтів груп операторів (2.4).

Таким чином, існує два підходи до опису еволюції квантових систем
багатьох частинок, а саме, в термінах спостережуваних, еволюція яких
описується дуальною ієрархією рівнянь ББҐКІ (2.22), або в термінах
стану, еволюція якого описується ієрархією рівнянь ББҐКІ (2.27). Для
систем скінченної кількості частинок ці ієрархії еволюційних рівнянь
еквівалентні рівнянню Гейзенберга (2.1) та рівнянню фон Неймана (2.8)
відповідно. У роботі [13] зазначені ієрархії еволюційних рівнянь уза-
гальнені для систем частинок з багаточастинковим потенціалом взає-
модії.

Альтернативний підхід, як зазначено вище, до опису еволюції стану
квантових систем, які складаються як зі скінченної, так і з нескінченної
кількості частинок, може бути сформульовано за допомогою операто-
рів, які визначаються кластерними розкладами редукованих операто-
рів густини, а саме:

Gs(t, 1, . . . , s) =∑
P : (1, . . . , s) =

⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

F|Xi|(t,Xi), s ≥ 1, (2.32)

де використано позначення формули (2.13). Такі кумулянти редукова-
них операторів густини інтерпретуються як редуковані кореляції ста-
ну [39].

У мікроскопічному масштабі макроскопічні характеристики флукту-
ацій спостережуваних безпосередньо визначаються за допомогою ре-
дукованих кореляційних операторів, наприклад, функціонал дисперсії
адитивного типу спостережуваних, тобто послідовності A(1) = (0, a1(1),
. . . ,

∑n
i1=1 a1(i1), . . .), зображується такою формулою

〈(A(1) − 〈A(1)〉)2〉(t) =

Tr1 (a21(1)− 〈A(1)〉2(t))G1(t, 1) + Tr1,2 a1(1)a1(2)G2(t, 1, 2),

де 〈A(1)〉(t) = Tr1 a1(1)G1(t, 1) – функціонал середніх значень спостере-
жуваних адитивного типу.

Якщо G(0) ∈∈ L1(FH), тоді для довільних t ∈ R послідовність реду-
кованих кореляційних операторів (2.32) задовольняє задачу Коші для
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ієрархії нелінійних еволюційних рівнянь (ієрархія квантових неліній-
них рівнянь ББҐКІ) [39]:
∂

∂t
Gs(t, 1, . . . , s) = N ∗

sGs(t, 1, . . . , s)+∑
P: (1,...,s)=X1

⋃
X2

∑
i1∈X1

∑
i2∈X2

εN ∗
int(i1, i2)G|X1|(t,X1)G|X2|(t,X2))+

Trs+1

∑
i∈(1,...,s)

εN ∗
int(i, s+ 1)

(
Gs+1(t, 1, . . . , s+ 1)+

∑
P : (1, . . . , s+ 1) = X1

⋃
X2,

i ∈ X1; s+ 1 ∈ X2

G|X1|(t,X1)G|X2|(t,X2)
)
,

(2.33)

Gs(t, 1, . . . , s)
∣∣
t=0

= G0
s(, 1, . . . , s), s ≥ 1, (2.34)

де використано позначення ієрархії рівнянь (2.14).
У разі початкового стану за відсутності кореляцій між частинками,

тобто стану, який описується послідовністю G(c) = (0, G0
1, 0, . . . , 0, . . .),

розв’язок задачі Коші (2.33), (2.34) зображується такими рядами:

Gs(t, 1, . . . , s) =

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nAs+n(t; 1, . . . , s+ n)

s+n∏
i=1

G0
1(i), (2.35)

де s ≥ 1, а твірний оператор As+n(t) є (s+n)-го порядку кумулянт (2.18)
груп операторів (2.7). Підкреслимо, що для зазначеного початкового
стану, вирази для редукованих операторів густини (2.29) і редукованих
кореляційних операторів (2.35) відрізняються лише порядком твірного
оператора для відповідних членів рядів, якими вони зображуються.

Для довільного початкового стану (2.34) розв’язок задачі Коші для
ієрархії нелінійних рівнянь ББҐКІ (2.33) побудовано в роботі [15] (див.
також [17]).

Відзначимо, що в основу опису еволюції стану квантових систем ба-
гатьох частинок за допомогою як редукованих операторів густини, так
і редукованих кореляційних операторів, може бути покладено підхід,
який ґрунтується на динаміці кореляцій, яка визначається ієрархією
рівнянь фон Неймана (2.14) для кореляційних операторів. При такому
підході редуковані оператори густини визначаються такими рядами:

Fs(t, 1, . . . , s)
.
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n g1+n(t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n),

(2.36)
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де s ≥ 1, а кореляційні оператори g1+n(t), n ≥ 0, кластера частинок і
частинок зображується розкладами:

g1+n(t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n) =∑
P: ({1,...,s}, s+1,...,s+n)=

⋃
iXi

A|P|
(
t, {θ(X1)}, . . . ,

{θ(X|P|)}
) ∏
Xi⊂P

g0|Xi|(Xi),

(2.37)

n ≥ 0, в яких використано позначення формули (2.16). Редуковані ко-
реляційні оператори визначаються відповідними рядами:

Gs(t, 1, . . . , s)
.
=

∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+n gs+n(t, 1, . . . , s+ n), (2.38)

де s ≥ 1, та кореляційні оператори gs+n(t), n ≥ 0, зображуються роз-
кладами (2.16).

Таким чином, внаслідок визначень (2.36) та (2.38) встановлюємо, що
кумулянтна структура твірних операторів розкладів для кореляційних
операторів (2.16), або більш загальних розкладів (2.37), індукує куму-
лянтну структуру твірних операторів рядів для редукованих операто-
рів густини (2.29) та редукованих кореляційних операторів (2.35), тобто
фактично еволюція стану системи нескінченної кількості частинок по-
роджується динамікою кореляцій стану.

Зауважимо, в роботі [19] ієрархії еволюційних рівнянь (2.14), (2.22),
(2.27), (2.33) вивчаються як еволюційні рівняння в функціональних по-
хідних.

3. УЗАГАЛЬНЕНЕ КІНЕТИЧНЕ РІВНЯННЯ
У цьому розділі викладено підхід до опису еволюції стану за допо-

могою стану типової частинки квантової системи багатьох частинок,
або, іншими словами, розглядаються основи опису еволюції стану за
допомогою квантових кінетичних рівнянь [12,22,27].

3.1. Про походження кінетичної еволюції станів. Розглянемо сис-
тему багатьох частинок, які задовольняють статистику Максвелла –
Больцмана, у разі відсутності кореляцій між частинками в початковий
момент часу, тобто початковий стан якої визначається одночастинко-
вим оператором густини, а саме, такою послідовністю редукованих опе-
раторів густини F (c) = (0, F 0

1 (1), . . . ,
∏n
i=1 F

0
1 (i), . . .). Підкреслимо, що

сформульоване припущення стосовно початкового стану притаманне
кінетичній теорії систем багатьох частинок [2, 13, 32].
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Зважаючи на той факт, що початковий стан визначається одноча-
стинковим оператором густини, для функціонала середнього значення
спостережуваних (2.19) справедливе таке зображення(

B(t), F (c)
)
=
(
B(0), F (t | F1(t))

)
,

тобто еволюція всіх можливих станів описується послідовністю F (t |
F1(t)) =

(
1, F1(t), F2(t | F1(t)), . . . , Fs(t | F1(t)), . . .

)
редукованих функ-

ціоналів стану Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)), s ≥ 2, які зображуються рядами:
Fs
(
t, 1, . . . , s | F1(t)

)
=

=
∞∑
n=0

1

n!
Trs+1,...,s+nV1+n

(
t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n

) s+n∏
i=1

F1(t, i),
(3.1)

s ≥ 2, відносно одночастинкового оператора густини

F1(t, 1) =

∞∑
n=0

1

n!
Tr2,...,1+nA1+n(t, 1, . . . , n+ 1)

n+1∏
i=1

F 0
1 (i), (3.2)

яким описується еволюція стану типової частинки квантової системи
багатьох частинок. Твірними операторами ряду (3.2) є кумулянти (2.30)
груп операторів (2.7) відповідного порядку.

Редуковані функціонали стану Fs(t | F1(t)), s ≥ 2, описують всі мо-
жливі кореляції, які виникають в процесі еволюції квантової системи
багатьох частинок в термінах стану типової частинки. Твірний опера-
тор (1 + n)-го порядку ряду (3.1) визначається таким розкладом [27]

V1+n

(
t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n

)
= n!

n∑
k=0

(−1)k
n∑

n1=1

· · ·

n−n1−...−nk−1∑
nk=1

1

(n− n1 − . . .− nk)!
Â1+n−n1−...−nk

(t, {1, . . . , s}, s+ 1,

. . . , s+ n− n1 − . . .− nk)
k∏
j=1

∑
Dj : Zj =

⋃
lj

Xlj ,

|Dj | ≤ s+ n− n1 − · · · − nj

1

|Dj |!
×

s+n−n1−...−nj∑
i1 6=... 6=i|Dj |=1

∏
Xlj

⊂Dj

1

|Xlj |!
Â1+|Xlj

|(t, ilj , Xlj ),

(3.3)

де символом
∑

Dj :Zj=
⋃

lj
Xlj

позначено суму за всіма розсіченнями лі-
нійно впорядкованої множини Zj ≡ (s+n−n1− . . .−nj +1, . . . , s+n−
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n1 − . . . − nj−1) на не більше ніж s + n − n1 − . . . − nj лінійно впоряд-
кованих підмножин та твірний оператор розкладу Â1+n(t) – кумулянт
(1 + n)-го порядку (2.30) груп операторів розсіяння

Ĝn(t)
.
= G∗

n(t, 1, . . . , n)

n∏
i=1

(G∗
1(t, i))

−1, n ≥ 1,

Наведемо найпростіші приклади твірних операторів розкладу (3.3):

V1(t, {1, . . . , s}) = Â1(t, {1, . . . , s}),

V1+1(t, {1, . . . , s}, s+ 1) = Â2(t, {1, . . . , s}, s+ 1)−

− Â1(t, {1, . . . , s})
s∑
i=1

Â2(t, i, s+ 1).

Таким чином, унаслідок визначення (2.36) кумулянтна структура
твірних операторів розкладів для кореляційних операторів (2.37) інду-
кує узагальнену кумулянтну структуру твірних операторів рядів для
редукованих функціоналів стану (3.1).

Зауважимо, у разі початкового стану який визначається одночастин-
ковим оператором густини F (c), наприклад, задача Коші (2.33), (2.34)
не є цілком коректною, оскільки початкові дані не є незалежними для
кожного невідомого редукованого оператора густини ієрархії рівнянь
ББҐКІ. Як наслідок, таку задачу Коші можна переформулювати як
нову задачу Коші для одночастинкового оператора густини з незале-
жною початковою умовою і послідовністю явно визначених функціона-
лів від розв’язку задачі Коші еволюційного рівняння для одночастин-
кового оператора густини (кінетичного рівняння). У цьому випадку
метод побудови редукованих функціоналів стану (3.1) ґрунтується на
застосуванні різновиду кластерних розкладів, так званих кінетичних
кластерних розкладів [27], до твірних операторів (2.30) рядів, якими
зображуються редуковані оператори густини (2.29).

3.2. Узагальнене квантове кінетичне рівняння. Якщо початко-
вий стан F 0

1 ∈ L1(H), тоді для довільного t ∈ R одночастинковий опе-
ратор густини (3.2) задовольняє задачу Коші для узагальненого кван-
тового кінетичного рівняння [27]:

∂

∂t
F1(t, 1) = N ∗(1)F1(t, 1) + εTr2N ∗

int(1, 2)F2

(
t, 1, 2 | F1(t)

)
, (3.4)

F1(t, 1)
∣∣
t=0

= F 0
1 (1), (3.5)

де інтеграл зіткнень визначається двочастинковим функціоналом ста-
ну (3.1) та використано позначення (2.10).
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У роботі [27] доведено існування розв’язку задачі Коші (3.4), (3.5) в
просторі ядерних операторів.

Таким чином, для початкового стану за відсутності кореляцій між
частинками, тобто стану який задано одночастинковим оператором гу-
стини, еволюція всіх можливих станів квантової системи багатьох ча-
стинок може бути описана без будь-яких наближень в термінах одноча-
стинкового оператора густини, еволюція якого визначається немарков-
ським кінетичним рівнянням (3.4) і послідовністю функціоналів ста-
ну (3.1) від його розв’язку (3.2).

3.3. Скейлінгові властивості еволюції станів. Загальноприйнята
філософія опису еволюції кінетичними рівняннями полягає в насту-
пному [4, 32]. Якщо початковий стан визначається за допомогою стану
типової частинки системи, тобто в початковий момент відсутні коре-
ляції між частинками (умова хаосу), тоді в певному скейлінговому на-
ближенні [2, 7, 13, 31] еволюція стану системи багатьох частинок може
бути ефективно описана за допомогою стану типової частинки, тобто
одночастинкового оператора густини, який визначається відповідним
нелінійним кінетичним рівнянням.

Надалі розглядається скейлінгова асимптотична поведінка редуко-
ваних функціоналів стану F (t | F1(t)) в конкретному випадку границі
середнього (самоузгодженого) поля [28].

Нехай існує границя самоузгодженого поля початкового одночастин-
кового оператора густини в такому сенсі

lim
ϵ→0

∥∥ε F 0
1 − f01

∥∥
L1(H)

= 0, (3.6)

де ε > 0 – скейлінговий параметр.
Оскільки для довільного скінченого інтервалу часу для асимптоти-

чно збуреного першого порядку кумулянта груп операторів (2.7), тобто
для сильно неперервної групи (2.7), справедлива така рівність

lim
ϵ→0

∥∥∥G∗
s (t, 1, . . . , s)fs −

s∏
j=1

G∗
1(t, j)fs

∥∥∥
L1(Hs)

= 0.

тоді для (1 + n)-го порядку, n ≥ 1, кумулянта асимптотично збурених
груп операторів (2.7) справедливі рівності:

lim
ϵ→0

∥∥∥ 1

εn
1

n!
A1+n(t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n)fs+n − (3.7)

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtn

s∏
j=1

G∗
1(t− t1, j)

s∑
i1=1

N ∗
int(i1, s+ 1)×
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s+1∏
j1=1

G∗
1(t1 − t2, j1) · · ·

s+n−1∏
jn−1=1

G∗
1(tn−1 − tn, jn−1)×

s+n−1∑
in=1

N ∗
int(in, s+ n)

s+n∏
jn=1

G∗
1(tn, jn)fs+n

∥∥∥
L1(Hs+n)

= 0,

де n ≥ 1. Останні рівності є наслідком справедливості для обмеженого
потенціалу взаємодії аналогів рівняння Дюамеля для кумулянтів (2.30)
груп операторів (2.7).

Згідно з рівностями (3.7) для одночастинкового оператора густи-
ни (3.2) справедлива така гранична теорема.

Якщо виконується умова (3.6), тоді для ряду (3.2) справедлива рів-
ність

lim
ϵ→0

∥∥εF1(t)− f1(t)
∥∥
L1(H)

= 0,

де для довільного скінченого інтервалу часу граничний одночастинко-
вий оператор густини f1(t) визначається збіжним за нормою простору
L1(H) рядом

f1(t, 1) =

∞∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtnTr2,...,n+1G∗
1(t− t1, 1)N ∗

int(1, 2)×

2∏
j1=1

G∗
1(t1 − t2, j1) . . .

n∏
in=1

G∗
1(tn − tn, in)×

n∑
kn=1

N ∗
int(kn, n+ 1)

n+1∏
jn=1

G∗
1(tn, jn)

n+1∏
i=1

f01 (i).

(3.8)

Для обмежених потенціалів взаємодії ряд (3.8) збігається за нормою
простору L1(H) за умови: t < t0 ≡ (2 ‖Φ‖L(H2)‖f01 ‖L1(H))

−1.
Для початкового стану f01 ∈ L1(H) граничний оператор (3.8) задо-

вольняє задачу Коші для квантового кінетичного рівняння Власова
∂

∂t
f1(t, 1) = N ∗

1 (1)f1(t, 1) + Tr2N ∗
int(1, 2)f1(t, 1)f1(t, 2), (3.9)

f1(t)|t=0 = f01 . (3.10)
Зауважимо, що для чистих станів, тобто f1(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)| або в

термінах ядра такого оператора f1(t, q, q
′) = ψ(t, q)ψ∗(t, q′), квантове

кінетичне рівняння Власова (3.9) зводиться до рівняння Хартрі

i
∂

∂t
ψ(t, q) = −1

2
∆qψ(t, q) +

∫
dq′Φ(q − q′)|ψ(q′)|2ψ(t, q).
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Зокрема, якщо ядро потенціалу взаємодії Φ(q) = δ(q) є мірою Дірака,
тоді кінетичне рівняння Хартрі перетворюється в нелінійне рівняння
Шредінгера з кубічною нелінійністю

i
∂

∂t
ψ(t, q) = −1

2
∆qψ(t, q) + |ψ(t, q)|2ψ(t, q).

Згідно властивості (3.7) для кумулянтів асимптотично збурених груп
операторів для твірних операторів (3.3) справедливі рівності:

lim
ϵ→0

∥∥∥(V1(t, {1, . . . , s})− I
)
fs

∥∥∥
L1(Hs)

= 0,

lim
ϵ→0

∥∥∥ 1

εn
V1+n(t, {1, . . . , s}, s+ 1, . . . , s+ n)fs+n

∥∥∥
L1(Hs+n)

= 0, n ≥ 1.

Внаслідок таких рівностей і збіжності в границі самоузгодженого по-
ля розв’язку задачу Коші для узагальненого квантового кінетичного
рівняння (3.4), (3.5) до розв’язку задачу Коші для квантового кіне-
тичного рівняння Власова (3.9), (3.10) для редукованих функціоналів
стану (3.1) справедливі такі рівності:

lim
ϵ→0

∥∥∥εsFs(t, 1, . . . , s | F1(t)
)
−

s∏
j=1

f1(t, j)
∥∥∥
L1(Hs)

= 0, s ≥ 2,

де граничний оператор f1(t) визначається рядом (3.8), яким зображу-
ється розв’язок квантового рівняння Власова (3.9).

Останнє твердження описує процес поширення початкового хаосу в
границі самоузгодженого поля, тобто, якщо в початковий момент часу
в системі відсутні кореляції, тоді в цьому наближенні в процесі еволюції
кореляції станів частинок не народжуються.

Зазначимо, що традиційний підхід до проблеми поширення поча-
ткового хаосу ґрунтується на встановленні асимптотичної поведінки
розв’язку квантової ієрархії ББҐКІ для редукованих операторів густи-
ни, побудованого методами теорії збурень [2, 31].

4. СКЕЙЛІНГОВА ЕВОЛЮЦІЯ СПОСТЕРЕЖУВАНИХ
У цьому розділі розглядається скейлінгова асимптотична поведінка

розв’язку (2.24) задачі Коші для дуальної ієрархії рівнянь ББҐКІ (2.22),
(2.23) у випадку границі середнього (самоузгодженого) поля [30] або, ін-
шими словами, розглядаються основи опису еволюції квантових систем
багатьох частинок за допомогою кінетичних рівнянь для спостережу-
ваних.
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4.1. Ієрархія кінетичних рівнянь для спостережуваних. Нехай
в початковий момент часу існує границя самоузгодженого поля для ре-
дукованих спостережуваних (2.23) в сенсі ∗-слабкої збіжності простору
L(Hs) обмежених операторів

w∗− lim
ϵ→0

(
ε−sBϵ,0

s − b0s
)
= 0, (4.1)

де ε > 0 – скейлінговий параметр. Тоді для редукованих спостережу-
ваних (2.24), які є розв’язком дуальної ієрархії рівнянь ББҐКІ (2.22)
справедлива така гранична теорема [14,30].

Якщо виконується умова (4.1), тоді для довільного скінченого ін-
тервалу часу існує границя самоузгодженого поля для послідовності
редукованих спостережуваних (2.24) в такому сенсі

w∗− lim
ϵ→0

(
ε−sBs(t)− bs(t)

)
= 0, (4.2)

де граничні спостережувані bs(t), s ≥ 1, визначаються такими розкла-
дами:

bs(t, 1, . . . , s) =

s−1∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtn G0
s (t− t1)×

s∑
i1 6=j1=1

Nint(i1, j1) G0
s−1(t1 − t2) . . .G0

s−n+1(tn−1 − tn)×

s∑
in 6= jn = 1,

in, jn 6= (j1, . . . , jn−1)

Nint(in, jn) G0
s−n(tn)b

0
s−n((1, . . . , s) \ (j1, . . . , jn)),

(4.3)

та для групи операторів невзаємодіючих частинок використано позна-
чення

G0
s−n+1(tn−1 − tn) ≡

∏
j∈(1,...,s)\(j1,...,jn−1)

G1(tn−1 − tn, j).

Для певного типу спостережуваних структура розкладу (4.3) набуває
спеціальної форми, наприклад, у разі k-арного типу спостережуваних
маємо:

b(k)s (t, 1, . . . , s) =

t∫
0

dt1 . . .

ts−k−1∫
0

dts−k G0
s (t− t1)× (4.4)

s∑
i1 6=j1=1

Nint(i1, j1)G0
s−1(t1 − t2) . . .G0

s−n+1(ts−k−1 − ts−k)×
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s∑
is−k 6= js−k = 1,

is−k, js−k 6= (j1, . . . , js−k−1)

Nint(is−k, js−k)G0
s−n(ts−k)b

0
k((1, . . . ,

s) \ (j1, . . . , js−k)), 1 ≤ s ≤ k.

Якщо b0 ∈ L(FH), тоді послідовність b(t) = (b0, b1(t), . . . , bs(t), . . .)
граничних спостережуваних (4.3) задовольняє задачі Коші для дуаль-
ної ієрархії рівнянь Власова:

∂

∂t
bs(t, 1, . . . , s) =

s∑
j=1

N (j) bs(t, 1, . . . , s)+

s∑
j1 6=j2=1

Nint(j1, j2) bs−1(t, (1, . . . , s) \ (j1)),
(4.5)

bs(t, 1, . . . , s) |t=0 = b0s(1, . . . , s), s ≥ 1. (4.6)

Наведемо приклади рівнянь дуальної ієрархії Власова (4.5) в термі-
нах ядер операторів граничних редукованих спостережуваних:

i
∂

∂t
b1(t, q1; q

′
1) = −1

2
(−∆q1 +∆q′1

)b1(t, q1; q
′
1),

i
∂

∂t
b2(t, q1, q2; q

′
1, q

′
2) =

(
− 1

2

2∑
i=1

(−∆qi +∆q′i
) +

(Φ(q′1 − q′2)− Φ(q1 − q2))
)
b2(t, q1, q2; q

′
1, q

′
2) +

(
Φ(q′1 − q′2)− Φ(q1 − q2)

)(
b1(t, q1; q

′
1) + b1(t, q2; q

′
2)
)
.

Зазначимо, що система рівнянь (4.5) має структуру рекурентних ево-
люційних рівнянь.

Таким чином, в скейлінговій границі середнього поля колективна по-
ведінка (кінетична еволюція) квантової системи багатьох частинок опи-
сується в термінах послідовності граничних редукованих спостережу-
ваних (4.3), зокрема, послідовності (4.4), еволюція яких визначається
задачею Коші для дуальної ієрархії рівнянь Власова (4.5), (4.6).
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4.2. Властивість поширення хаосу. Встановимо зв’язок колектив-
ної поведінки в границі самоузгодженого поля квантової системи ба-
гатьох частинок, яка описується дуальною ієрархією рівнянь Власо-
ва (4.5) для граничних редукованих спостережуваних, і нелінійним кі-
нетичним рівнянням Власова (3.9) для стану типової частинки системи.

Нехай початковий стан задовольняє умові хаосу, тобто в початко-
вий момент часу відсутні кореляції поміж частинками (статистично
незалежні частинки), а саме, такою послідовністю граничних (у грани-
ці самоузгодженого поля) редукованих операторів густини (статистика
Максвелла-Больцмана)

f (c) ≡
(
I, f01 (1), . . . ,

s∏
i=1

f01 (i), . . . ,
)
. (4.7)

Як зазначалося вище, таке припущення стосовно початкового стану ха-
рактерно для кінетичного опису газу, оскільки в цьому випадку стан
цілком визначається за допомогою одночастинкового оператора густи-
ни.

Для функціонала середніх значень (2.19) граничних спостережува-
них адитивного типу (4.4) і початкового стану (4.7) на скінченому про-
міжку часу справедлива рівність(

b(1)(t), f (c)
)
=

∞∑
s=0

1

s!
Tr1,...,s b(1)s (t, 1, . . . , s)

s∏
i=1

f01 (i) =

Tr1 b01(1)f1(t, 1),
де одночастинковий оператор густини зображується таким рядом

f1(t, 1) =

∞∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtnTr2,...,n+1

1∏
i1=1

G∗
1(t− t1, i1)×

N ∗
int(1, 2)

2∏
j1=1

G∗
1(t1 − t2, j1) . . .

n∏
in=1

G∗
1(tn − tn, in)×

n∑
kn=1

N ∗
int(kn, n+ 1)

n+1∏
jn=1

G∗
1(tn, jn)

n+1∏
i=1

f01 (i).

(4.8)

Одночастинковий оператор густини (4.8) задовольняє задачу Коші для
квантового кінетичного рівняння Власова (3.9), (3.10).

Таким чином, ієрархія еволюційних рівнянь (4.5) для граничних ре-
дукованих спостережуваних адитивного типу і початкового стану (4.7)
описує еволюцію квантової системи багатьох частинок в еквівалентний
спосіб до кінетичного рівняння Власова (3.9).
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Відповідно, для функціоналів середніх значень граничних спостере-
жуваних неадитивного типу (4.4) і початкового стану (4.7) на скінче-
ному проміжку часу справедливі рівності:(

b(k)(t), f (c)
)
=

∞∑
s=0

1

s!
Tr1,...,s b(k)s (t, 1, . . . , s)

s∏
i=1

f01 (i) =

1

k!
Tr1,...,k b0k(1, . . . , k)

k∏
i=1

f1(t, i), k ≥ 2,

(4.9)

де одночастинковий оператор густини зображується рядом (4.8), тобто
задовольняє задачу Коші для квантового кінетичного рівняння Власо-
ва (3.9), (3.10).

Рівність (4.9) описує процес поширення початкового хаосу (4.7) в
границі самоузгодженого поля за допомогою розв’язку (4.8) квантово-
го кінетичного рівняння Власова (3.9), а саме, на довільному скінчено-
му проміжку часу стан зображується такою послідовністю граничних
редукованих операторів:

fk(t, 1, . . . , k) =

k∏
i=1

f1(t, i), k ≥ 2, (4.10)

тобто, якщо в початковий момент часу в системі частинок відсутні ко-
реляції, тоді в цьому наближенні в процесі еволюції кореляції станів
частинок не народжуються.

4.3. Кінетичні рівняння з початковими кореляціями. Зазначи-
мо, що використаний вище підхід до виведення кінетичних рівнянь
дозволяє сформулювати кінетичні рівняння у разі більш загальних
початкових станів, якими описуються не лише гази квантових части-
нок (4.7), але й системи багатьох частинок в конденсованих станах [39].

Розглянемо початкові стани квантових систем багатьох частинок, які
визначаються одночастинковим оператором густини та кореляційними
операторами (статистика Максвелла – Больцмана) [14]

f (cc) =
(
I, f01 (1), g

0
2(1, 2)

2∏
i=1

f01 (i), . . . , g
0
n(1, . . . , n)

n∏
i=1

f01 (i), . . .
)
, (4.11)

де операторами g0n(1, . . . , n) ≡ g0n ∈ L1
0(Hn), n ≥ 2, визначаються ко-

реляції початкових станів частинок. Підкреслимо, що зазначене при-
пущення (4.11) стосовно початкового стану є типовим для кінетичного
опису систем багатьох частинок в конденсованих станах, які характе-
ризуються кореляціями, наприклад, плинів частинок [39].
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Тоді, використовуючи метод виведення кінетичних рівнянь на основі
ієрархії кінетичних рівнянь для спостережуваних, на довільному скін-
ченому проміжку часу встановлюємо, що стан описується послідовні-
стю граничних редукованих операторів густини f(t) =

(
I, f1(t, 1), . . . ,

fn(t, 1, . . . , n), . . .
)
, де одночастинковий оператор густини зображується

таким розкладом в ряд

f1(t, 1) =

∞∑
n=0

t∫
0

dt1 . . .

tn−1∫
0

dtnTr2,...,n+1

1∏
i1=1

G∗
1(t− t1, i1)×

N ∗
int(1, 2)

2∏
j1=1

G∗
1(t1 − t2, j1) . . .

n∏
in=1

G∗
1(tn − tn, in)×

n∑
kn=1

N ∗
int(kn, n+ 1)

n+1∏
jn=1

G∗
1(tn, jn)g

0
n+1(1, . . . , n+ 1)

n+1∏
i=1

f01 (i).

(4.12)

та граничні редуковані оператори густини fk(t, 1, . . . , k), k ≥ 2, визна-
чаються такою формулою [29]:

fk(t, 1, . . . , k) =

=
k∏

i1=1

G∗
1(t, i1)g

0
k(1, . . . , k)

k∏
i2=1

(G∗
1)

−1(t, i2)
k∏
j=1

f1(t, j), k ≥ 2.
(4.13)

Дійсно, для функціоналів середніх значень граничних спостережу-
ваних (4.4) і початкового стану (4.11) на скінченому проміжку часу
справедливі рівності:(

b(k)(t), f (c)
)
=

1

k!
Tr1,...,k b0k(1, . . . , k)fk(t, 1, . . . , k), k ≥ 1,

де послідовність f(t) визначається розкладами (4.12) та (4.13). У стат-
ті [29] аналогічний результат отримано за допомогою узагальненого
квантового кінетичного рівняння з початковими кореляціями.

У разі початкових станів, заданих послідовністю граничних коре-
ляційних операторів (4.11), процес поширення початкових кореляцій
описується наступною послідовністю кореляційних операторів (2.32)

gn(t, 1, . . . , n) =

=

n∏
i1=1

G∗
1(t, i1)

∑
P : (1, . . . , n) =

⋃
iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

g0|Xi|(Xi)×



108 В. І. Герасименко

n∏
i2=1

(G∗
1)

−1(t, i2)

n∏
j=1

f1(t, j), n ≥ 2.

Одночастинковий оператор густини (4.12) задовольняє задачі Коші
для квантового кінетичного рівняння Власова з початковими кореля-
ціями [29]:

∂

∂t
f1(t, 1) = N ∗(1)f1(t, 1) + (4.14)

+Tr2N ∗
int(1, 2)

2∏
i1=1

G∗
1(t, i1)g

0
2(1, 2)

2∏
i2=1

(G∗
1)

−1(t, i2)f1(t, 1)f1(t, 2),

f1(t)|t=0 = f01 , (4.15)

де використано позначення (2.10) та групою операторів (G∗
1)

−1(t) по-
значено обернену групу операторів до групи (2.4).

Зазначимо, що кінетичне рівняння (4.14) є немарковським кінети-
чним рівнянням. Для чистих станів рівняння (4.14) зводиться до кі-
нетичного рівняння Хартрі з початковими кореляціями. Для початко-
вих станів системи статистично незалежних частинок кінетичне рівнян-
ня (4.14) співпадає з квантовим рівнянням Власова (3.9), а редуковані
оператори густини (4.13) описують процес поширення початкового ха-
осу (4.10).

Зауважимо також, що в разі довільних початкових станів в границі
самоузгодженого поля послідовність редукованих операторів густини,
як й послідовність (4.12), (4.13), є розв’язком задачі Коші для ієрархії
рівнянь Власова

∂

∂t
fs(t, 1, . . . , s) =

s∑
i=1

N ∗(i)fs(t, 1, . . . , s)+

+

s∑
i=1

Trs+1N ∗
int(i, s+ 1)fs+1(t, 1, . . . , s+ 1),

fs(t)|t=0 = f0s , s ≥ 1.

Таким чином, в разі початкових станів, які задаються одночастинко-
вим оператором густини та кореляційними операторами (4.11), дуаль-
на квантова ієрархія Власова (4.5) для редукованих спостережуваних
адитивного типу описує еволюцію квантових систем багатьох части-
нок, так само як немарковське квантове кінетичне рівняння Власова з
початковими кореляціями (4.14). У разі граничних редукованих спосте-
режуваних неадитивного типу дуальна квантова ієрархія Власова (4.5)
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в еквівалентний спосіб описує в сенсі рівності (4.13) процес пошире-
ння початкових кореляцій в термінах редукованих операторів густи-
ни (4.13). Іншими словами, альтернативний метод опису еволюції ста-
нів квантових систем багатьох частинок в наближенні самоузгодженого
поля ґрунтується на немарковському кінетичному рівнянні Власова з
початковими кореляціями (4.14).

5. ВИДИ НА МАЙБУТНЄ
Вище розглянуто можливі підходи до опису еволюції квантових си-

стем багатьох частинок, а саме, в термінах спостережуваних, еволюція
яких описується дуальною ієрархією рівнянь ББҐКІ (2.22), або в термі-
нах стану, еволюція якого описується ієрархією рівнянь ББҐКІ (2.27).
Для систем скінченної кількості частинок ці ієрархії еволюційних рів-
нянь еквівалентні рівнянню Гейзенберга (2.1) та рівнянню фон Нейма-
на (2.8) відповідно. Зокрема, розглянуто можливі способи опису еволю-
ції станів за допомогою ієрархії фундаментальних рівнянь (2.14), якою
описується еволюція кореляцій станів.

Було встановлено, що поняття кумулянта (2.18) груп операторів скла-
дає основу розкладів для розв’язків фундаментальних еволюційних рів-
нянь, якими описується еволюція квантових систем багатьох частинок,
а саме: у разі груп операторів (2.4) – дуальної ієрархії рівнянь ББҐКІ
для редукованих спостережуваних, у разі груп операторів (2.7), від-
повідно, ієрархії фон Неймана (2.14) для кореляційних операторів, іє-
рархії рівнянь ББҐКІ (2.27) для редукованих операторів густини та іє-
рархії нелінійних рівнянь ББҐКІ (2.33) для редукованих кореляційних
операторів, а також в основі кінетичного опису нескінченних систем
частинок (3.1), (3.4).

Підкреслимо, що структура розкладів для кореляційних операто-
рів (2.37), в яких твірними операторами є відповідного порядку ку-
мулянти (2.17) груп операторів (2.7), індукує кумулянтну структуру
розкладів в ряд для редукованих операторів густини (2.29), редукова-
них кореляційних операторів (2.38) та редукованих функціоналів ста-
ну (3.1). Таким чином, динаміка систем нескінченної кількості частинок
породжується динамікою кореляцій станів частинок.

У статті також розглянуто два нових підходи до опису кінетичної
еволюції квантових систем багатьох частинок. Один з них полягає в
описі кінетичної еволюції квантової системи частинок за допомогою
редукованих спостережуваних в скейлінговій границі самоузгодженого
поля (4.5). Інший підхід заснований на немарковському узагальненні
квантових кінетичних рівнянь (3.4).
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Одна з переваг розглянутих підходів пов’язана з можливістю побудо-
ви кінетичних рівнянь в скейлінгових наближеннях з урахуванням ко-
реляцій частинок в початковий момент часу, які характеризують кон-
денсовані стану систем багатьох частинок. Інша перевага пов’язана з
проблемою строгого виведення кінетичних рівнянь немарковского типу
на основі динаміки квантових систем, які дозволяють описувати ефе-
кти пам’яті в наноструктурах.

Зауважимо, що підхід до виведення квантового кінетичного рівнян-
ня Власова з динаміки систем багатьох частинок, який ґрунтується на
узагальненому квантовому кінетичному рівнянні (3.4), дозволяє також
побудувати поправки вищого порядку до еволюції самоузгодженого по-
ля квантових систем.

Наведені вище результати можуть бути поширені на системи бага-
тьох бозонів або ферміонів [11,23].
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Формула конфліктної динаміки
Володимир Кошманенко

Abstract. We study various variants of the formula for conflict dynamics
between two and several opponents which are represented by stochastic vec-
tors or probability measures. A series of mathematical models of the conflict
dynamical systems are discussed.

Анотація. Досліджуються різні варіанти формули конфліктної динамі-
ки між двома та декількома опонентами, які представлені стохастичними
векторами або ймовірнісними мірами. Дискутується ряд математичних
моделей динамічних систем конфлікту.

1. ВСТУП
Конфліктна динаміка дає опис еволюції складної системи, яка мі-

стить у собі дві або декілька відносно незалежних динамічних підси-
стем конфліктно взаємодіючих між собою. Поведінку кожної окремої
динамічної підсистеми можна розглядати, як вільну еволюцію збурену
інтерактивною взаємодію, притягальною, відштовхувальною чи навіть
недетермінованою з іншими компонентами. Закон взаємодії є специ-
фічним у кожному конкретному випадку. Він може бути досить скла-
дним, змінюватися з часом, враховувати випадкові та зовнішні обстави-
ни, залежати від тактик та стратегій конфліктуючих сторін. В літера-
турі існує багато спроб запропонувати загальну формулу для опису вза-
ємодії між конкуруючими підсистемами. Наведемо лише декілька пу-
блікацій, як теоретичного напрямку так і прикладного: [1,7], [8], [10–13],
[17–19], [20,21], [22,23,25,26], [30,48]. Знайти універсальну формулу, яка
б описувала закон конфліктної взаємодії у вигляді рівнянь чи явної
математичної формули є нетривіальною задачею. Розв’язання такого
типу проблеми завжди ставало деяким відкриттям, яке породжувало
нову теорію. Так було із законом всесвітнього тяжіння, логістичним
рівнянням, рівняннями Лотки-Вольтерри, рівнянням Шрьодінгера.

В цій статті ми аналізуємо різні варіанти формули конфліктної вза-
ємодії між об’єктами, незалежна поведінка яких задана статистично, у
вигляді ймовірностних розподілів на спільному просторі. Взаємодіючі
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об’єкти в різній прикладній інтерпретації називаємо альтернативними
сторонами, противниками, гравцями, опонентами, тенденціями, тощо.
А взаємодію називаємо конфліктною, оскільки вона є причиною то-
го, що вільна еволюція кожної із сторін деформується і, як наслідок,
істотно змінюється незалежна статистична присутність сторін в різних
регіонах простору існування. Зокрема, змінюються значення пріорите-
тів в конфліктних позиціях: збільшуються, зменшуються, коливаються
або прямують до нуля.

Феномен конфліктної динаміки досліджуються вже давно і йому
присвячено багато публікацій переважно в контексті теорії ігор, еко-
номічних процесів та боротьби біологічних популяцій [20, 21, 49, 50, 64],
[51–53,56]. Змістовний приклад одновимірної конфліктної динаміки ві-
домий у формі логістичного рівняння

dP

dt
= P (α− γP ), (1.1)

яке описує кількість P (t) певної біологічної популяції з внутрішньою
конкурентною боротьбою за ресурс існування. Тут γ ≥ 0 – параметр
міжвидової конфліктності, а α > 0 – швидкість розмноження. Якби
ресурс був необмежений і конкуренція втратила б сенс, γ = 0, тоді б
популяція зростала за експонентою,

P (t) = expαt P0, P0 = P (t = 0),

що можна спостерігати локально. Але звичайно, ресурс є обмеженим і
неминуче виникає конкурентна боротьба, γ > 0. Тоді розв’язок рівнян-
ня (1.1) має вигляд

P (t) =
α expαt P0

α+ γP0(expαt−1)
, t ≥ 0. (1.2)

З (1.2) видно, що при t→ ∞, максимальна кількість популяції стабілі-
зується до обмеженої величини

lim
t→∞

P (t) = α/γ. (1.3)

Звичайно, це справедливо в припущенні, що параметр конкуренції γ
є постійним і не залежить від зростання популяції, тобто, від значень
P (t). В реальних випадках це не так і динаміка відбувається за значно
складнішими формулами (див. численні приклади в літературі [48–50]).

З математичної точки зору, навіть чисто абстрактний аналог логі-
стичного рівняння,

ẋ = λx(1− x), x ∈ [0, 1], 0 < λ < 4,
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або його різницевий варіант,

xn+1 = λxn(1− xn), n = 0, 1, 2, . . .

є досить нетривіальним (див. наприклад [15, 55, 63]). Завдяки неліній-
ності, і залежно від значень параметру λ, виникають типові ефекти
нелінійної динаміки, такі, як існування циклів різних періодів, висока
чутливість поведінки траєкторій до зміни початкового стану і, навіть,
хаос.

Досить потужна гілка теорії конфлікту з прикладним аспектом ґрун-
тується на рівняннях Лотки-Вольтери,

Ṗ = P (P + aR− bP ), Ṙ = R(R+ cP − dR), a, b, c, d > 0. (1.4)

Ці рівняння призначенні для опису динаміки кількісних змін двох біо-
логічних видів в результаті їх природної популяції, конкуренції та бо-
ротьби за виживання. Багато прикладів і моделей такого сорту наве-
дено в монографіях [49, 50] (див. також [8]). Виявляється, що рівнян-
ня (1.4) є в певному сенсі універсальним. Вони працюють не лише в
математичній біології, а і придатні до побудови моделей з конфліктною
взаємодією у складних системах різної фізичної природи, в екології, в
соціальних науках, процесах взаємодії мов, релігій, поширені політи-
чних поглядів, економіці і навіть воєнних баталіях (див., наприклад,
доповіді [31, 32, 35] та дискусії на подібні теми в лекціях I. Ерштей-
на [17]).

Важливо, що рівняння (1.4) описують динаміку кількісних змін опо-
нентів. Звичайно, у застосуваннях саме кількісні характеристики сто-
рін конфлікту мають вирішальне значення. Інформація про кількість
суттєво впливає на вибір стратегії ведення конфліктної боротьби. Ви-
користання рівнянь Лотки-Вольтерри дозволяє визначати переможця
в кожен момент часу та контролювати, щонайменше, виживання для
однієї із сторін. Питання про встановлення рівноваги чи компромісу
між опонентами як правило не ставиться.

Але завдяки природному принципу множинної повторюваності, будь-
яка ігрова ситуація конфлікної боротьби відбувається багатократно з
невеликими змінами. Тому досконала теорія конфлікту має ґрунтува-
тися на статистичному аналізі величезної кількості актів конфліктної
боротьби. Отже, застосування методів теорії ймовірностей є немину-
чим. Для адекватного опису конфліктної динаміки, необхідно викори-
стовувати рівняння в термінах станів складної системи, заданих розпо-
ділами випадкових величин пов’язаних з опонентами. Тут можна про-
вести деяку аналогію між переходом від рівнянь Лотки-Вольтерри до
рівнянь в термінах імовірнісних розподілів з подібного сорту переходом



116 В. Д. Кошманенко

від рівнянь класичної фізики до рівнянь квантової фізики в термінах
функцій в нескінченовимірному гільбертовому просторі.

Опишемо коротко постановку задачі в термінах ймовірнісних розпо-
ділів. Нехай Ω = {ω1, · · · , ωn}, n > 1 – скінчений дискретний простір
конфліктних позицій, за окупацію яких сперечаються опоненти А та
В. Стартова, на момент t = 0, оцінка належності кожної з позицій ωi,
i ∈ {1, n}, опонентам А та В є випадковою і визначається числами:

pt=0
i = P(ωi ∼ A), rt=0

i = P(ωi ∼ B), 0 ≤ pi, ri ≤ 1,

де P(·) позначає ймовірність належності позицій ωi до А чи В. Отже,
початковий стан системи визначається парою стохастичних векторів:

pt=0 = (p01, . . . , p
0
n), rt=0 = (r01, . . . , r

0
n).

Вважаємо, що конфліктна взаємодія відбувається у моменти дискре-
тного часу, t = 1, 2, . . . Пошук закону, за яким формуються вектори
pt, rt є проблемою. Один із варіантів її розв’язку описано далі.

Анзац формули для координат вектора pt=1 має вигляд
pt=1
i ≈ P(ωi ∼ A)−P(ωi ∼ A) ·P(ωi ∼ B) i ∈ {1, n}.

Ймовірність приналежності позиції ωi опоненту А після конфліктної
взаємодії з В, пропорційна початковій ймовірності p0i , мінус ймовірність
одночасної належності ωi до обох опонентів, яка є добутком початкових
ймовірностей (мінус, оскільки опоненти конфліктують). Цю формулу
переписуємо так:

pt=1
i = 1/zpP(ωi ∼ A) ·P(ωi � B) ≡ 1/zpp

0
i · (1− r0i ),

де коефіцієнт 1/zp забезпечує стохастичність нового вектора pt=1. Ана-
логічно для координат rt=1:

rt=1
i = 1/zrP(ωi ∼ B) ·P(ωi � A) ≡ 1/zrr

0
i · (1− p0i ).

Для довільного моменту часу координати векторів Pt, rt визначаю-
ться за ітераційним законом:

pti =
1

zt−1
p

pt−1
i (1− rt−1

i ), rti =
1

zt−1
r

rt−1
i (1− pt−1

i ), t ≥ 1. (1.5)

Саме ці формули є основою подальших уточнень та узагальнень.
Відзначимо, що вперше, найпростіший варіант формули конфліктної

взаємодії між парою дискретних динамічних систем заданих стоха-
стичними векторами розглянуто в роботі автора [37] (див. також [4,
14, 33, 38, 59, 60]), а для пари дискретних ймовірностних мір, в робо-
тах [2, 5, 6, 43]. В декількох публікаціях, спільних з С. Альбеверіо та
І. Самойленко [3, 40, 47] досліджувались різні моделі складних динамі-
чних систем прикладного характеру, які описують спрощені процеси
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типу міграції робочої сили, чи нелінійних взаємозалежностей між трі-
адою типу «ресурс - виробництво - споживання».

Пошук формули конфліктної взаємодії для опонентів представлених
довільними (не дискретними) мірами становило деяку проблему. Спра-
ва у тому, що формули (1.5) неможливо переписати в термінах мір без-
посередньо, бо добуток мір не є адитивною функцією. Для подолання
цієї проблеми замість добутку ptir

t
i пропонується ставити мінімальне

значення pti або rti . Тоді виявляється, що гранична асимптотика при
t→ ∞ не змінюється, а дискретні міри можна замінити і неперервним
(див. далі формули (2.2)-(2.7)).

2. ТЕОРЕМА ПРО КОНФЛІКТ. ІСНУВАННЯ РІВНОВАЖНИХ АТРАКТОРІВ
Нехай Ω позначає компакт з деякого топологічного простору, на яко-

му задана σ-алгебра борелевських підмножин B.
Позначимо через M+(Ω) сім’ю всіх σ-адитивних додатних мір на Ω.

Підклас ймовірностних мір позначаємо M+
1 (Ω).

Довільну пару мір µ, ν ∈ M+
1 (Ω) називаємо станом складної систе-

ми конфлікту між двома опонентами, початкові розподіли яких на Ω
задані цими мірами. Конфліктній взаємодії між опонентами ми стави-
мо у відповідність деяке бінарне відображення > у прямому добутку
M+

1 (Ω) ×M+
1 (Ω), яке називаємо композицією конфлікту. Для кожної

пари мір µ = µt=0, ν = νt=0 ∈ M+
1 (Ω), відображення > породжує трає-

кторію: {
µ0

ν0

}
>, t−→

{
µt

νt

}
, t > 0. (2.1)

Трійку {Ω,M+
1 (Ω),>} звемо динамічною системою конфлікту з трає-

кторіями (2.1).
Далі, відправляючись від формул (1.5) ми розглядаємо різні варіанти

задання відображення > різницевими або диференціальними рівняння-
ми в дискретному чи неперервному часі:

µt+1 ' µt(θt + 1− νt), νt+1 = νt(θt + 1− µt), (2.2)
µt+1 ' µt(θt + 1)− ηt, νt+1 = νt(θt + 1)− ηt, t = 0, 1, . . . , (2.3)
d

dt
µ ' µ(θ − ν),

d

dt
ν = ν(θ − µ), (2.4)

d

dt
µ ' µθ − η,

d

dt
ν = νθ − η, t ≥ 0. (2.5)

Тут θt ≡ θ(t) = θ(µ, ν) – додатній квадратичний функціонал на мірах
µt ≡ µ(t), νt ≡ ν(t). Він визначає вільну еволюцію опонентів і його яв-
ний вигляд визначається конкретною моделлю. Міра ηt ≡ η(t) = η(µ, ν)
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відповідає конфліктній взаємодії і називається показником конфронта-
ції. Символ ' означає, що вирази у правих частинах формул (2.2)-(2.5)
треба уточнити (наприклад, ввести нормувальний знаменник), щоб за-
безпечити належність мір µt, νt простору M+

1 (Ω).
Основне питання – існування граничних рівноважних станів

µ∞ = lim
t→∞

µt, ν∞ = lim
t→∞

νt

для динамічних систем конфлікту, які визначаються уточненими рів-
няннями виду (2.2)-(2.5). Поведінка траєкторій, існування циклічних
орбіт та атракторів для складних моделей, опис басейнів притягання,
стійкість нерухомих станів – ці питання розглянуті лише частково і
потребують подальших досліджень.

2.1. Регіоналізація ресурсного простору. Як з математичної, так і
для зручності застосувань, природно припускати, що простір Ω розбито
в скінчену кількість регіонів:

Ω = Ω1

⋃
· · ·Ωi

⋃
· · ·Ωn, n ≥ 2

і задачу про конфліктний перерозподіл можна звести до першого по-
рядку наближення, тобто з точністю до пошуку граничних значень

lim
t→∞

µt(Ωi) = µ∞(Ωi), lim
t→∞

νt(Ωi) = ν∞(Ωi), i ∈ 1, n,

без деталізації картини всередині регіонів Ωi, тобто покладаючи всі
міри рівномірно розподіленим на кожному регіоні Ωi.

В таких випадках рівняння динаміки набувають такого вигляду:

pt+1
i = pti(θ

t + 1− rti), rt+1
i = rti(θ

t + 1− pti), (2.6)

pt+1
i =

pti(θ
t + 1)− ηti
zt

, rt+1
i =

rti(θ
t + 1)− ηti
zt

, (2.7)

(i ∈ 1, n, t = 0, 1, . . .),

d

dt
pi = pi(θ − ri),

d

dt
ri = ri(θ − pi), (2.8)

d

dt
pi =

piθ − ηi
z

,
d

dt
ri =

riθ − ηi
z

, t ≥ 0 (2.9)

де pti ≡ pi(t) = µt(Ωi), r
t
i ≡ ri(t) = νt(Ωi), а zt = θ+ 1−

∑
i η
t
i в (2.7), та

z(t) = θ −
∑

i ηi в (2.9). Функціонал θ та міру η визначаємо, як

θt ≡ θ(t) :=
n∑
i=1

ptir
t
i , ηt ≡ η(t) := min{pti, rti}.
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Теорема 2.2 (Про конфлікт). Кожна траєкторія (2.1) динамічної
системи конфлікту

{Ω,M+
1 (Ω),>}

з початковим станом {µ, ν}, µ, ν ∈ M+
1 (Ω) і композицією > зада-

ною одним із рівнянь (2.6)-(2.9) збігається до рівноважного стану
{µ∞, ν∞}, який є нерухомою точкою системи. Якщо для усіх регіонів
µ(Ωi) = ν(Ωi) > 0, то усі граничні значення µ∞(Ωi), ν

∞(Ωi) рівні:
µ∞(Ωi) = ν∞(Ωi) = 1/n (2.10)

і цей стан є частково стійким (лише в множині пар тотожних
початкових мір). Якщо µ 6= ν, то

µ∞(Ωi) =
µ(Ωi)− ν(Ωi)

D
, νt(Ωi) = 0, (i ∈ N+), (2.11)

µ∞(Ωk) = 0, ν∞(Ωk) =
ν(Ωk)− µ(Ωk)

D
, (k ∈ N−), (2.12)

µ∞(Ωj) = 0 = ν∞(Ωj), (j ∈ N0), (2.13)
де

D :=

n∑
i=1

(µ(Ωi)− ν(Ωi)),

і
N+ = {i : µ(Ωi) > ν(Ωi)}, N− = {k : µ(Ωk) < ν(Ωk)},

N0 = {j : µ(Ωj) = ν(Ωj)},
при цьому, µ∞ ⊥ ν∞, (опоненти не конфліктують), але цей стан не
є стійким.
Доведення. Воно зводиться до аналізу поведінки різниць та відно-
шень

dti := µt(Ωi)− νt(Ωi), Rti := µt(Ωi)/ν
t(Ωi),

коли час прямує до нескінченності.
Неважко показати (докладніше див. [60]), що

dti → d∞i > 0, Rti → ∞, t→ ∞, i ∈ N+.

З цього випливає, що µ∞(Ωi) > 0, а ν∞(Ωi) = 0. Аналогічно доводимо,
що

dtk → −d∞k > 0, (Rtk)
−1 → ∞, t→ ∞, k ∈ N−.

Тому ν∞(Ωk) > 0, та µ∞(Ωk) = 0.
Для знаходження значень µ∞(Ωi), i ∈ N+, та ν∞(Ωk), k ∈ N−, які

є строго додатними, потрібно розглядати поведінку відношень dti1/d
t
i2
,
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i1, i2 ∈ N+, та dtk1/d
t
k2
, k1, k2 ∈ N−. Виявляється, що ці відношення не

залежать від часу. Тому граничні значення µ∞(Ωi) та ν∞(Ωk) пропор-
ційні значенням початкових різниць di та dk з коефіцієнтом пропорцій-
ності 1/D.

Для доведення (2.10) використовується метод впорядкування зна-
чень µt(Ωi) = νt(Ωi) по зростанню відносно індексу i і перевірки, що
різниця між найменшим та найбільшим прямує до нуля при t → ∞.
Тоді (2.10) випливає з того, що µ∞(Ω) = ν∞(Ω) = 1. Часткова стійкість
таких станів очевидна.

Рівність (2.13) доводиться припущенням від супротивного.
Нарешті нестійкість граничного стану в загальному випадку випли-

ває прямо з формул (2.11), (2.12). Будь-яке збурення, яке змінює хоча
б одну різницю di приводить до іншого граничного стану. □

Варто відзначити, що в загальному випадку граничний стан {µ∞, ν∞}
є рівноважним у тому сенсі, що в цьому стані опоненти припиняють
конфліктну взаємодію, граничні міри є інваріантними відносно компо-
зиції >, бо ці міри стають або тотожними, або ортогональними і зосе-
редженими на різних територіях, відповідно:

Ω+ =
⋃
i∈N+

Ωi, Ω− =
⋃

k∈N−

Ωk,

які не перетинаються. Множина Ω0 =
⋃
j∈N0 Ωj (на ній обидві граничні

міри дорівнюють нулю) стає в певному сенсі незалежною.

2.3. ε-апроксімація та фрактальне подрібнення простору. Тео-
рема 2.2 дає відповідь на питання про граничний по t→ ∞ стан системи
при конфліктної взаємодії, яка враховується з точністю до розбиття
простору Ω на регіони Ωi. Що відбувається всередині цих регіонів –
невідомо. Якщо початковий стан системи задано мірами µ, ν, які не є
рівномірно розподіленими на Ωi, то теорема 2.2 описує лише наближе-
ну картину перерозподілу ресурсного простору між альтернативними
сторонами. Чи існує формула конфліктної динаміки незалежна від ре-
гіоналізації простору Ω? Якщо так, то з якою точністю можна апро-
ксимувати остаточний результат (якщо він існує) зменшуючи розміри
регіонів Ωi? Відповідь на перше питання заявляється після спроб одер-
жати відповідь на друге.

Зафіксуємо на Ω деяку імовірністну міру λ, яку звемо основною. З
прикладної точки зору важливим є таке питання. Які значення мають
величини

λ(Ω+), λ(Ω−), λ(Ω0)?
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Ці величини визначають, наскільки «справедливо» поділили опоненти
ресурсний простір в результаті конфлікту. В попередньому підрозді-
лі це питання можна вирішити з точністю до значень λ(Ωi), i ∈ 1, n –
основної міри на окремих регіонах. Для точнішої відповіді на це пита-
ння, потрібно провести детальніше подрібнення регіонів, наприклад з
точністю до деякого малого ε > 0:

Ωi =
⋃
l

Ωil , λ(Ωil) ≤ ε.

Щоб сформулювати точний результат потрібні додаткові умови та обме-
ження.

Припустимо, що початкові міри µ, ν є абсолютно неперервними від-
носно основної міри:

µ(A) =

∫
A
m(x)dλ(x), ν(A) =

∫
A
n(x)dλ(x), (2.14)

для A ∈ B, m,n ∈ C(Ω). Тепер, використовуючи детальніше розбиття
кожного регіону:

Ω =

n⋃
i=1

mi⋃
k=1

Ωik , n ≤ ∞, mi <∞ (2.15)

поставимо у відповідність початковим мірам µ, ν їх кусково рівномірно
розподілені варіанти: µ̃, ν̃ за правилом:

µ̃(Ωik) = µ(Ωik), ν̃(Ωik) = ν(Ωik). (2.16)
Введемо умову на розбиття (2.15). Припустимо, що для наперед фіксо-
ваного ε > 0:

sup
Ωik

|Mik −mik | < ε, (2.17)

де
mik := inf

x∈Ωik

h(x)/D, Mik := sup
x∈Ωik

h(x)/D,

a

h(x) = m(x)− n(x), D =

∫ 1

0
|h(x)|dx.

Теорема 2.4. Нехай для пари мір µ, ν, абсолютно неперервних від-
носно міри λ, виконується умова (2.17). Тоді траєкторія динамічної
системи з початковим станом {µ̃, ν̃} і композицією > заданою одним
із рівнянь (2.6)-(2.9), де ptik ≡ pik(t) = µ̃t(Ωik), rtik ≡ rik(t) = ν̃t(Ωik),
збігається до рівноважного стану {µ̃∞, ν̃∞} із значеннями:

µ̃∞(Ωik) = µ̃+(Ωik), ν̃∞(Ωi′k) = ν̃−(Ωi′k), (2.18)
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де ik ∈ N+, i′k ∈ N−, а µ̃+, ν̃− – нормовані компоненти розкладу Гана-
Жордана для заряду ω̃ = µ̃− ν̃. Тому

µ̃∞(Ωik) = 1/D

∫
Ωik

h(x)dλ(x), Ωik ⊂ Ω+,

ν̃∞(Ωi′k) = 1/D

∫
Ωi′

k

h(x)dλ(x), Ωik ⊂ Ω−,

де Ω+, Ω− позначають додатну та від’ємну підмножини розкладу
Гана-Жордана.

Доведення теореми 2.4 нетривіальне, його можна знайти в роботі [39].
Позначимо через µ+, ν− нормовані компоненти розкладу Гана-Жор-

дана для заряду ω = µ − ν. Тоді неважко зробити висновок, що згід-
но (2.18) значення мір µ̃∞, µ+ та ν̃∞, ν− тотожні на множинах Ωik .
Для довільних A ∈ B взагалі µ̃∞(A) 6= µ+(A) та ν̃∞(A) 6= ν−(A). Але
вибираючи спосіб подрібнення простору Ω на регіони більш детальні-
шим, можна забезпечити, що відмінність між мірами µ̃∞, µ+ та ν̃∞,
ν− ставала, як завгодно малою, тобто щоб для довільної борелевської
множини були справедливими оцінки:

|µ̃∞(A)− µ+(A)| < ε, |ν̃∞(A)− ν−(A)| < ε, A ∈ B. (2.19)
Таким чином, з теореми 2.4 випливає, що граничні стани конфлі-

ктної динаміки (принаймні для абсолютно неперервних мір) припуска-
ють опис в термінах розкладів Гана-Жордана для мір. Ми використа-
ємо цей факт для виведення більш досконалої формули динаміки у
подальшому.

Цікаві факти зовсім іншого характеру можна одержати, якщо ви-
користовувати фрактальне подрібнення простору Ω. Почнемо з опи-
су ітераційної побудови фрактального подрібнення простору Ω. А са-
ме, нехай простір Ω підданий процедурі фрактальній регіоналізації. Це
означає, що до Ω застосовано послідовність розбиттів на подібні регіони
все меншого розміру:

Ω =

n⋃
i1=1

Ωi1 , 2 ≤ n <∞,

Ωi1 =

n⋃
i2=1

Ωi1i2 , Ω =

n⋃
i1,i2=1

Ωi1i2 , . . .

Ωi1...ik−1
=

n⋃
ik=1

Ωi1...ik , Ω =

n⋃
i1,...,ik=1

Ωi1...ik , . . .
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з умовою: |Ωi1...ik | = λ(Ωi1...ik) −→ 0, k → ∞, де λ позначає основну міру
на Ω, наприклад міру Лебега. Звичайно, таке подрібнення задається так
званою ітераційною функціональною системою (див. [9, 24, 58]).

Нагадаємо, що сім’я стискуючих відображень
K = {Ki}ni=1, 2 ≤ n <∞

в Rd зветься ітеруючою функціональною системою (IFS) на Ω, якщо
виконуються умови:

Ωi ⊂ Ω, де Ωi := KiΩ, ∀i,

та
Int(Ωi)

⋂
Int(Ωj) = ∅, i 6= j.

Зафіксувавши деяку ITF, можемо написати::

Ω =
n⋃

i1,...,ik=1

Ωi1...ik , Ωi1...ik := Ki1 ◦ · · · ◦KikΩ.

Тепер ми об’єднуємо ранг розбиття k та час t, тобто на кожному кроці
подрібнення застосовуємо операцію конфліктної взаємодії між дискре-
тними мірами. Опишемо акуратно цю процедуру.

Починаючи з довільної пари мір µ, ν ∈ M+
1 на Ω, на першому кроці,

t = 1, побудуємо пару кусково рівномірно розподілених мір µt=1, νt=1

асоційованих із стохастичними векторами
p1 = (p1i1) та r1 = (r1i1), i1 = 1, . . . , n,

координати яких визначаються за формулами,

p1i1 =
pi1(1− ri1)

1−
∑

i1
pi1ri1

, r1i1 =
ri1(1− pi1)

1−
∑

i1
pi1ri1

. (2.20)

де
pi1 = µ(Ωi1), ri1 = ν(Ωi1). (2.21)

На другому кроці, t = 2, ми визначаємо міри µ2, ν2, які пов’язані з
розкладом другого рангу простору Ω та застосуванням конфліктної
взаємодії другий раз:

µt=2(Ωi1i2) = pi1i2 := p1i1 · p
2
i2 , νt=2(Ωi1i2) = ri1i2 := r1i1 · r

2
i2 ,

де

p2i2 =
p1i2(1− r1i2)

1−
∑

i p
1
i r

1
i

, r2i2 =
r1i2(1− p1i2)

1−
∑

i p
1
i r

1
i

.
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За ітерацією,

µt=k(Ωi1...ik) = pi1...ik := p1i1 · · · p
k
ik
,

νt=k(Ωi1...ik) = ri1...ik := r1i1 · · · r
k
ik
, k ≥ 1.

де

pkik =
pk−1
ik−1

(1− rk−1
ik−1

)

1−
∑

i p
k−1
i rk−1

i

, rkik =
rk−1
ik−1

(1− pk−1
ik−1

)

1−
∑

i p
k−1
i rk−1

i

. (2.22)

Формули (2.20)-(2.22) описують ітерактивну конструкцію послідовно-
сті станів динамічної системи в термінах кусково рівномірно розподі-
лених мір µt=k(Ωi1...ik), νt=k(Ωi1...ik), t = 1, 2, . . .. Неважко показати,
що значення цих послідовностей майже завжди збігаються до нуля,
limt=k→∞ µt(Ωii...ik) = 0. Отже, згідно [46, 61, 62], гранична міра µ∞ є
сингулярно неперервною.

Цікаво поставити питання, яка умова може забезпечити збіжність
µt=k(Ωi1...ik) або νt=k(Ωi1...ik) до строго додатного значення, хоча б для
деяких послідовностей i1, . . . , ik, . . .?

Наступна теорема встановлює критерій виникнення точкового спе-
ктру в граничних розподілах динамічних систем конфлікту із відштов-
хувальною взаємодію задану формулами (2.20)-(2.22).

Теорема 2.5. Для довільної пари початкових ймовірнісних мір µ та
ν ∈ M(Ω), одна з граничних мір µ∞ (або ν∞), побудованих згідно
формул (2.21)-(2.22) по послідовності кусково рівномірно розподілених
мір µt=k, νt=k ∈ M(Ω), t = 1, 2, . . ., є чисто точковою, µ∞ ∈ Mpp (або
ν∞ ∈ Mpp), тоді і тільки тоді, коли одна з умов

µ(Ωi) > ν(Ωi), (µ(Ωi) < ν(Ωi))

виконується для єдиного фіксованого індексу 1 ≤ i ≤ n.
Доведення досить складне і грунтується на дослідженні поведінки

величин виду

µi1...ik... =

∞∏
k=1

pkik = lim
k→∞

pi1...ik , νi1...ik... =

∞∏
k=1

rkik = lim
k→∞

ri1...ik .

де

pi1...ik := p1i1 · · · p
k
ik
, ri1...ik := r1i1 · · · r

k
ik
,

а pkik , r
k
ik

визначенні згідно (2.22). Повний текст можна знайти в [36,41,
42].
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2.6. Рівноважний стан в термінах розкладу Гана-Жордана. Роз-
глянемо довільну пару µ, ν ∈ M+

1 (Ω), µ 6= ν. Згідно класичного резуль-
тата з теорії міри (див, наприклад, [16]) для заряду ω = µ − ν існує
розклад Гана множини Ω на дві частини:

Ω = Ω+ ∪ Ω−, Ω+ ∩ Ω− = ∅, (2.23)
такий, що для ω має місце розклад Жордана:

ω = ω+ − ω−, ω+(Ω−) = 0 = ω−(Ω+), (2.24)

де компоненти ω+, ω− ∈ M+(Ω) визначаються умовами:
ω+(A) = ω+(A+) = sup

B⊆A
ω(B), A+ = A ∩ Ω+, A,B ∈ B,

ω−(A) = ω−(A−) = sup
B⊆A

−ω(B), A− = A ∩ Ω−.

Звичайно, розклад Гана (2.23) не єдиний, але додатні міри ω+, ω− в (2.24)
фіксуються зарядом ω однозначно. Нормуючи їх на одиницю одержу-
ємо дві імовірнісні міри з M+

1 (Ω):

µ+ :=
ω+

ω+(Ω)
, ν− :=

ω−
ω−(Ω)

. (2.25)

Покладемо, що міра η в формулах (2.2)-(2.5) задається, як
η(A) := min{µ(A), ν(A)}, A ∈ B. (2.26)

Тоді справедлива наступна теорема.

Теорема 2.7. Кожна траєкторія динамічної системи конфлікту з
початковим станом µ, ν ∈ M+

1 (Ω) і заданою однією з систем рів-
нянь (2.2)-(2.5), де міра η визначена згідно (2.26), збігається до рівно-
важного стану µ∞, ν∞ ∈ M+

1 (Ω). При цьому, виконується рівність
µ∞ = µ+, ν∞ = ν−, (2.27)

де µ+, ν− визначені в (2.25).
Доведення цієї теореми встановлено для випадків, коли µ, ν – дис-

кретні міри, кусково рівномірно розподілені, абсолютно неперервні на
відрізку [0, 1]. Доведення в загальній ситуації ще не опубліковане.

3. НЕРУХОМІ ТОЧКИ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ ІЗ ВЗАЄМОДІЄЮ
ПРИТЯГАННЯ

Тут розвинуто теорію (див. [34]) для випадку, коли конфліктна вза-
ємодія має притягальний характер. Розглянемо випадок пари мір. Не-
хай M+

1 (Ω) × M+
1 (Ω), позначає прямий добуток просторів абсолютно
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неперервних ймовірнісних мір, де Ω ⊂ Rn - деякий компакт. Трійку
{Ω, M+

1 (Ω)×M+
1 (Ω), >} (3.1)

називаємо динамічною системою конфлікту з притягальною взаємоді-
єю, якщо перетворення > задано різницевими рівняннями

µN+1 =
1
zN

(µN (1 + ΘN ) + τN ),

νN+1 =
1
zN

(νN (1 + ΘN ) + τN ),
(3.2)

які генерують в дискретному часі t = N траєкторії
{µN , νN} → {µN+1, νN+1}, N = 0, 1, . . . (3.3)

з початковим станом заданим довільною парою мір µ0 = µ, ν0 = ν з
M+

1 (Ω). Тут ΘN = f(µN , νN ), де f – деяка додатна обмежена функція,
а притягальна взаємодія задана лінійною комбінацією,

τN = αµN + νN , α, β ≥ 0, α · β 6= 0.

Нормувальний знаменник вираховується за формулою:
zN = 1 +ΘN +WN ,

де ΘN = f(µN (Ω), νN (Ω)), а
WN = τN (Ω) = αµN (Ω) + βνN (Ω) = α+ β.

Теорема 3.1. Для будь-якої пари різних мір {µ, ν}, які належать
простору M+

1 (Ω)×M+
1 (Ω), траєкторія (3.3) динамічної системи кон-

флікту з притягальною взаємодією (3.1) збігається до ω-граничної
множини (рівноважного стану) {µ∞, ν∞}

µ∞(A) = lim
N→∞

µN (A), ν∞(A) = lim
N→∞

νN (A), A ∈ B,

який складається з пари тотожніх мір

µ∞(A) = ν∞(A) =
τ(A)

W
, A ∈ B.

Доведення. Покажемо, що для будь-якої борелевської множини A ∈
B значення міри τN не залежить від часу:.

τ(A) = τN (A), N = 0, 1, . . . (3.4)
Дійсно, за означенням

τN+1(A) = αµN+1(A) + βνN+1(A) =

= 1
zN

[(αµN (A) + βνN (A))(1 + ΘN ) + (α+ β)τN (A)] =

=
1

1 + ΘN +WN
[τN (A)(1 + ΘN + α+ β)] = τN (A),
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оскільки
WN = α+ β.

Позначимо DN (A) := µN (A) − τ(A)
W . Використовуючи рівняння (3.2)

та (3.4), одержуємо

DN+1(A) = µN+1(A)−
τ(A)

W
= µN+1(A)−

τN (A)

WN
=

=
1

1 + ΘN +WN

[
µN (A)(1 + ΘN ) + τN (A)−

τN (A)(1 + ΘN +WN )

WN

]
=

=
1 +ΘN

1 + ΘN +WN

(
µN (A)−

τN (A)

WN

)
=

1 +ΘN

1 + ΘN +WN

(
µN (A)−

τ(A)

W

)
.

Отже,
DN+1(A) = k0 · k1 · . . . kN ·D(A),

де
kN =

1 +ΘN

1 + ΘN +WN
< 1.

Покажемо, що kN 6→ 1, коли N → ∞. Припустимо протилежне, тоб-
то, що kN → 1. Тоді

1 + ΘN

1 + ΘN +WN
=

1

1 + WN
1+ΘN

→ 1,

а WN
1+ΘN

→ 0. Це можливо, лише якщо ΘN → ∞, що суперечить умові
обмеженості функції f .

Завдяки попереднім фактам, можна стверджувати, що
lim
N→∞

DN (A) = 0,

а, отже,
lim
N→∞

µN (A) =
τ(A)

W
.

Аналогічним способом доводиться існування границі

lim
N→∞

νN (A) =
τ(A)

W
. □

4. КОНФЛІКТНА ДИНАМІКИ В ТЕРМІНАХ ЩІЛЬНОСТЕЙ
Нехай Ω = [0, 1], B - борелевська σ-алгебра підмножин з Ω, M+

1 (Ω)
– простір ймовірнісних абсолютно неперервних відносно міри Лебега λ
мір:

µ(A) =

∫
A
ρ(x)dλ(x), ν(A) =

∫
A
σ(x)dλ(x), A ∈ R.

Ми припускаємо, що щільності є неперервними додатними функціями:
ρ(x), σ(x) ∈ C1

+(Ω).
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Покладаємо, що еволюція динамічної системи задана в термінах щіль-
ностей пари мір такими різницевими рівняннями:{

ρN+1(x) =
1
zN

(ρN (x)(ΘN + 1) + τN (x)),

σN+1(x) =
1
zN

(σN (x)(ΘN + 1) + τN (x)),
(4.1)

де ρ0 = ρ, σ0 = σ. Як і раніше, ΘN = Θ(ρN , σN ), де Θ – обмежений
неперервний функціонал, а

τN (x) = αρN (x) + βσN (x), α, β ≥ 0.

Нормувальний знаменник

zN = 1 +ΘN +WN ,

де WN =
∫
Ω τN (x)dλ(x) = α+ β.

Таким чином конфліктне перетворення > задане формулами (4.1)
генерує траєкторії динамічної системи в термінах щільностей:

{ρN , σN} → {ρN+1, σN+1}, N = 0, 1, . . . (4.2)

Теорема 4.1. Кожна траєкторія динамічної системи (4.1)-(4.2), яка
стартує із стану заданого довільною парою щільностей

{ρ, σ} ∈ C+
1 (Ω)× C+

1 (Ω),

збігається поточково до граничного стану {ρ∞, σ∞}:

ρ∞(x) = lim
N→∞

ρN (x), σ∞(x) = lim
N→∞

σN (x), x ∈ Ω.

При цьому,

ρ∞(x) = σ∞(x) =
τ(x)

W
.

Доведення. Випадок, коли ρ(x) = σ(x) для усіх x ∈ Ω є тривіаль-
ним. Розглянемо випадок, коли існують x ∈ Ω такі, що ρ(x) 6= σ(x).
Покажемо справедливість рівностей:

τ(x) = τN (x), N = 1, 2, . . . (4.3)

Дійсно,

τN+1(x) =
1

zN
((αρN (x) + βσN (x))(1 + ΘN ) + (α+ β)τN (x)).

Тому

τN+1(x) =
1

zN
τN (x)(1 + ΘN + α+ β) = τN (x).
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Позначимо DN (x) = ρN (x) − τ(x)
W . Використовуючи (4.1), (4.3) легко

бачити, що

DN+1(x) = ρN+1(x)−
τ(x)

W
=

1 +ΘN

1 + ΘN +WN

(
ρN (x)−

τ(x)

W

)
.

Тоді
DN+1(A) = k0 · k1 · . . . kN ·D(A),

де
kN =

1 +ΘN

1 + ΘN +WN
< 1.

Стандартним чином переконуємося, що kN 6→ 1 при N → ∞. Тому
lim
N→∞

DN (x) = 0,

або інакше:
lim
N→∞

DN (x) = lim
N→∞

(ρN (x)−
τ(x)

W
) = 0.

Це означає, що
lim
N→∞

ρN (x) =
τ(x)

W
.

Аналогічно доводиться

lim
N→∞

σN (x) =
τ(x)

W
. □

5. МОДЕЛЬ КОНФЛІКТНОГО СУСПІЛЬСТВА
Дослідження динаміки конфліктних процесів у суспільстві є темою

багатьох проєктів, зокрема державних, бо існування, розквіт чи зане-
пад кожної країни залежить від рівня таких досліджень та практичної
реалізації наукових передбачень. Побудова та аналіз чисто математи-
чних моделей економічної, політичної, соціальної динаміки є дуже не-
тривіальною проблемою. Головна трудність у знаходженні правильних
формул та моделей для адекватного опису реальних явищ, особливо у
моменти біфуркаційних змін або наближення до хаосу.

Навіть дуже спрощені постановки такої задачі, типу знаходження
умов абсолютного пріоритету чи досягнення консенсусу є нетривіаль-
ними. Наведемо лише декілька посилань [10–13], [17–19], [22,23,25], [27],
[31,32,35], [28], [30], [29,57,59], [53,54,56] з великої кількості публікацій
на цю тему.

Поведінка індивіда чи суспільного кластера у значній мірі визна-
чається пошуком оптимальної стратегії та прийняттям рішення, часто
на основі інтуітивною моделі. Але успішний результат забезпечує ли-
ше адекватна математична модель. Тому математичне моделювання є
потужним інструментом для прогнозу соціального розвитку.
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Математичні моделі соціальної динаміки можна поділити на два кла-
си, детерміністичні та ймовірнісні. Моделі першого типу дають кількі-
сне значення певних характеристик системи у фіксований момент часу.
Другий тип моделей передбачає імовірнісну оцінку різним станам си-
стеми.

Більшість відомих моделей належить до першого класу і ґрунтую-
ться на конкретних, часом досить складних формулах динаміки, які
призначені дати явний опис явищу, що досліджується (див., напри-
клад, [17–19]). Вибір формул і рівнянь (законів), які описують дина-
міку конфліктних взаємодій між індивідами є головним пунктом при
побудові моделей складних систем суспільства. Ці формули мають бу-
ти максимально простими, універсальними та одночасно адекватними
реальній картині. Лише тоді їх використання, з одного боку, буде під-
тверджувати спостереження, а з другого, передбачати нові, навіть не-
сподівані явища та ефекти.

Далі ми розвиваємо відносно просту математичну модель соціуму,
як багатокомпонентної динамічної системи. Вона ґрунтується на основі
теорії динамічних систем конфлікту розвинутої в роботах [28,31–33,35,
38–40,43–45,47]. Ця модель описує еволюцію змін імовірностей володіти
певним запасом соціальної енергії для кожного індивіда конфліктного
суспільства.

Ми розглядаємо декілька варіантів формули конфліктної взаємодії.
В першу чергу ми досліджуємо стихійний (дикий) конфлікт між ко-
жним окремим індивідом та конкурентним оточенням, де, як звичайно,
перемагає найсильніший. Більш досконалий варіант моделі включає в
себе урахування стратегічних параметрів, сили конфліктної взаємодії,
зовнішнього впливу та зв’язків між індивідами. При цьому, модель на-
стільки ускладнюється, що зараз можна говорити лише про деякі цікаві
ефекти, а не про побудову повної теорії.

Тому тут ми обмежуємося лише частковими випадками. А саме, спо-
чатку досліджуємо динаміку перерозподілу соціальної енергії між кон-
фліктуючими індивідами без введення параметрів взаємодії та зв’язків
(модель стихійного соціуму). В цьому варіанті моделі, як правило, ви-
никає єдиний переможець, той хто був найсильнішим в початковий
момент часу. Ми помічаємо, що на зростання (чи втрату) соціальної
енергії впливає величина (сила) конфліктної активності індивіда. Зок-
рема, якщо цей параметр має нульове значення, то індивід взагалі не
втрачає свою енергію, а лише накопичує. Параметр сили конфліктної
активності є стратегічним. Можливість його вибору перетворює мо-
дель стихійного соціуму в модель керованого конфліктного процесу.
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Встановлено, що в цьому випадку індивід з незначною початковою со-
ціальною енергією може стати переможцем, якщо обере «правильну»
стратегію регулювання параметром сили конфліктної активності. Зок-
рема, це веде до постановки та часткового розв’язана проблеми вибору
стратегії виживання для індивіда з довільно малою початковою соці-
альною енергією. Основний результат – теорема про існування рівно-
важних станів. Опис басейнів притягання до нерухомих точок, умов їх
стійкості, та ін., ці питання в загальній постановці потребують подаль-
ших удосконалень формули конфліктної динаміки.

5.1. Елементарна модель соціуму. Нехай

A = {ai}mi=1, 1 < m <∞,

– множина конкуруючих індивідів абстрактного суспільства, яке на-
зиваємо соціумом. Вважаємо, що соціум A є повністю конфліктним у
тому сенсі, що між усіма індивідами відбувається конкурентна бороть-
ба за умовний ресурс, який звемо соціальна енергія. В найпростішому
випадку кожному індивіду ai в початковий момент поставлена у відпо-
відність соціальна енергія (деякий життєвий ресурс):

ai ∼ Pi.

Значення Pi є додатними та обмеженими. Для спрощення припускаємо,
що повний запас енергії

∑m
i=1 Pi = P незалежний від часу: P (t) = const.

Задача полягає у досліджені динаміки перерозподілу соціальної енергії
в моменти конфліктної взаємодії заданої різними законами (формула-
ми).

Якщо > позначає фіксований закон конфліктної взаємодії, то еволю-
цію перерозподілу можна символічно представити, як складну багато-
компонентну динамічну систему:

{P1, . . . , Pm}
>,t−−−→ {P1(t), . . . , Pm(t)}, t = 1, 2, . . .

В наступних підрозділах ми досліджуємо поведінку Pi(t) в залежності
від формули, яка задає відображення >. А саме, в ситуаціях:

(1) стихійний конфлікт кожного з усіма (формула (5.1)),
(2) із урахуванням сили конфліктної взаємодії та величин зовні-

шнього впливу (формули (5.6), (5.8), (5.9)).
Підкреслимо, що ми застосовуємо ймовірнісний підхід. Тому замість
кількісних величин Pi(t) використовуємо величини pti = Pi(t)/P , які
нормовані на одиницю. Відповідно, рівняння динаміки записані в тер-
мінах координат стохастичних векторів Pt = {pti}mi=1, для яких викону-
ється умова,

∑m
i=1 p

t
i = 1, t ≥ 0.
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Оскільки ми вважаємо соціум A повністю конфліктним, тобто ви-
конується принцип – один проти всіх, або, кожен сам за себе, то для
кожного індивіда ai його конкуруюче оточення складається з множи-
ни усіх інших індивідів A⊥

i := {ak}k 6=i. Тоді соціальна енергія оточення
для ai є сумою енергій усіх індивідів з A⊥

i . Позначимо її Ri =
∑

k 6=i Pi.
Набору величин Ri відповідає нормований на одиницю стохастичний
вектор r = {ri}mi=1 з координатами ri := Ri/R, де R =

∑m
i=1Ri. Очеви-

дно, ri ≥ 0 та
∑m

i=1 ri = 1.

5.2. Найсильніший забирає все. Введемо закон конфліктної взає-
модії між окремим індивідом ai та оточенням A⊥

i у повністю конфлі-
ктному соціумі. Найпростіший варіант закону конфліктного перероз-
поділу соціальної енергії в дискретному часі (закон конфліктної взає-
модії) в термінах координат має вигляд:

pt+1
i =

pti(1− rti)

zt
, rti =

1− pti
m− 1

, pt=0
i ≡ pi, t = 0, 1, . . . (5.1)

де нормувальний знаменник zt = 1 −
∑m

k=1 p
t
kr
t
k. Тут pti, i ∈ 1,m, по-

значають координати стохастичного вектора pt, який задає розподіл
соціальної енергії між індивідами ai після t актів конфліктної взаємо-
дії.

Для кожного вектора p0 ≡ p ∈ Rm+,1 ітерація закону (5.1) породжує
деяку траєкторію динамічної системи в просторі Rm+,1:

p0 >,1−−→ p1 · · ·pt >,t+1−−−→ pt+1 · · · (5.2)
яку ми звемо динамічною системою конфлікту із відштовхувальною
взаємодією.

Виявляється, що формула (5.1) еквівалентна такій,

pt+1
i = pti(1 + θt − rti)

де θt :=
∑m

k=1 p
t
kr
t
k. У свою чергу, її можна переписати у вигляді:

pt+1
i = pti(1 +

pti − ‖pt‖2
m− 1

). (5.3)

де ‖pt‖2 :=∑m
k=1(p

t
k)

2.
Наступна теорема доводить, що динаміка у конфліктному суспіль-

стві з відштовхувальною взаємодією завжди приводить до існування
єдиного переможця.

Теорема 5.3. Кожна траєкторія (5.2) з довільною початковою то-
чкою p0 = p ∈ Rm+,1, ‖p‖2 6= 1/m, збігається до вектора P∞, у якого
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лише одна координата відмінна від нуля:
lim
t→∞

ptmax = p∞max = 1, ptmax := max
i

{pti}.

Для усіх інших координат,
lim
t→∞

pti = p∞i = 0, pti 6= ptmax.

Доведення. Позначимо
N+,t = {i | pti > ‖pt‖2}, N−,t = {i | pti < ‖pt‖2},

N0,t = {i | pti = ‖pt‖2}.
З (5.3) видно, що

• усі координати pti, при i ∈ N+,t, зростають, pt+1
i > pti,

• координати pti, з i ∈ N−,t, спадають, pt+1
i < pti,

• а pti, i ∈ N0,t, нерухомі, pt+1
i = pti.

Визначимо

dti := pti − rti = pti −
1− pti
m− 1

=
1

m− 1
(mpti − 1). (5.4)

Прямо з (5.4) одержуємо, що різниці dti > 0, якщо pti > 1/m, та dti < 0,
якщо pti < 1/m. Якщо pti = 1/m, то dti = 0.

Оскільки ‖pt‖2 ≥ 1/m і ‖pt‖2 = 1/m лише якщо усі pti = 1/m, то
ми робимо висновок, що для усіх i ∈ N+,t різниці dti є строго додатни-
ми і зростають, dt+1

i > dti. Використовуючи цей факт проаналізуємо
поведінку величин

D+,t =
∑

i∈N+,t
⋃
N0,t

dti, D−,t =
∑

k∈N−,t

dtk.

При цьому, будемо враховувати, що

Dt :=

m∑
i=1

dti = D+,t +D−,t = 0,

та те, що D+,t = D−,t = 0, лише якщо pti = 1/m, а також, те, що
в іншому екстремальному випадку, D+,t = 1, D−,t = −1, лише якщо
існує єдина координата pti = 1, а усі інші ptk = 0, k 6= i. Отже, взагалі,
виключаючі крайні випадки,

0 < D+,t = −D−,t < 1.

Ми хочемо показати, що D+,t зростає до 1 при t→ ∞. Завдяки (5.4),
маємо

D+,t =
1

m− 1
(mat − |N+,t ∪N0,t|), at =

∑
i∈N+,t∪N0,t

pti
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та

D−,t =
1

m− 1

(
m

∑
k∈N−,t

ptk − |N−,t|
)
=

1

m− 1
(m(1− at)− |N−,t|),

де ми використали рівність
∑m

i=1 p
t
i = 1. Тепер, завдяки

|N+,t ∪N0,t|
⋃

|N−,t| = m

знаходимо
D−,t =

1

m− 1
(|N+,t ∪N0,t| −mat).

Використовуючи D−,t = −D+,t, маємо

D+,t −D−,t = 2D+,t =
2m

m− 1
at − 2|N+,t ∪N0,t|

m− 1
.

Тепер розглянемо

D+,t+1 =
m

m− 1

∑
i∈N+,t+1∪N0,t+1

pt+1
i − |N+,t+1 ∪N0,t+1|

m− 1
.

Завдяки (5.3), маємо

D+,t+1 =
m

m− 1

∑
i∈N+,t+1∪N0,t+1

pti(1 +
pti − ‖pt‖2
m− 1

)− |N+,t+1 ∪N0,t+1|
m− 1

.

Відкидаючи в сумі доданки, які відповідають множині N0,t+1, отриму-
ємо нерівність

D+,t+1 ≥ m

m− 1

∑
i∈N+,t

pti +
m

m− 1

∑
i∈N+,t

pti
(pti − ‖pt‖2

m− 1

)
− |N+,t ∪N0,t|

m− 1
+

|N+,t ∪N0,t| − |N+,t+1 ∪N0,t+1|
m− 1

=
1

m− 1
(mat − |N+,t ∪N0,t|) + m

m− 1

∑
i∈N+,t

ptiQ
t
i +

ct

m− 1
> D+,t,

де враховано, що Qti :=
pti−‖pt‖2
m−1 > 0 для усіх i ∈ N+,t, та те, що

ct := |N+,t ∪N0,t| − |N+,t+1 ∪N0,t+1| ≥ 0.

Цим доведено монотонне зростання величини D+,t. Насправді, вона
збігається до 1, оскільки припущення lim

t→∞
D+,t = D+,∞ < 1 є очевидно

хибним. Згадуючи, що рівність D+ = 1 виконується лише у випадку,
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коли усі координати, за виключенням однієї, дорівнюють нулю, робимо
висновок що для якоїсь координати

lim
t→∞

pti = 1.

Насправді, цією координатою є ptmax, оскільки з (5.3) видно, що во-
на зростає найшвидше в порівнянні з іншими зростаючими до певного
моменту координатами, якщо такі є. □

В системах з багатьма гравцями, які змагаються за єдиний однови-
мірний ресурс граничний результат завжди є оптимальним виграшем:
переможець забирає все.

5.4. Формула динаміки для моделі з ефектами зовнішньо-
го впливу. В роботі [27] досліджувались математичних моделей, які
описують перерозподіл соціальної енергії між індивідами абстрактного
суспільства (соціуму) в результаті конфліктної боротьби. Тут додатко-
во додаються ефекти зовнішнього впливу у вигляді систематичних зсу-
вів (як додатних, так і від’ємних) величин, які визначають соціальний
статус окремого індивіда. Показано, що при введенні нетривіальних па-
раметрів зовнішнього впливу граничні розподіли істотно інші, ніж при
суто внутрішній боротьбі. Описано різні режими поведінки в термінах
траєкторій динамічних систем конфлікту та встановлено умови існува-
ння рівноважного (нерухомого) стану.

Нехай A = {ai}mi=1, 1 < m < ∞ є множиною відносно подібних еле-
ментів в абстрактному суспільстві (соціумі). Елементи ai відповідають
або окремому індивіду, або деякому їх об’єднанню (соціальному кла-
стеру індивідів). Кількість елементів m скінчена і як завгодно велика.

Покладаємо, що в загальному випадку динамікою системи керують
різницеві рівняння:

pt+1
i =

pti(1− rti) + bti
zt

, p0i = pi, t = 0, 1, . . . , (5.5)

де

rti =
1− pti
m− 1

, zt = 1−
∑
k

ptkr
t
k +

∑
k

btk.

Тут 0 ≤ bti < 1 позначають параметри зовнішнього впливу (підживле-
ння). Виключивши з (5.5) rti , отримуємо еквівалентні рівняння:

pt+1
i =

pti(1 + pti − ‖pt‖2) + bti
zt

, t = 0, 1, . . . , (5.6)
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де
zt = 1 +Bt, Bt =

∑
k

btk.

Далі покладаємо, що зовнішній вплив є пропорційним індивідуальній
енергії (звичайно, коефіцієнти пропорційності є різними):

bti = bip
t
i, 0 ≤ bi < 1, ∀i = 1,m.

Тоді в (5.6) знаменник має вигляд z = 1 +Bt = 1 +
∑

k bkp
t
k.

Розглянемо поведінку пари індивідів, які відповідають координатам
pti, p

t
k.

Твердження 5.5. Припустимо, що pti > ptk. Тоді ця нерівність поси-
люється, якщо

pti + bi > ptk + bk. (5.7)
Доведення. Розглянемо відношення координат

Rt+1
i,k :=

pt+1
i

pt+1
k

= Rti,k
1 + pti − ‖pt‖2 + bi
1 + ptk − ‖pt‖2 + bk

= Rti,kc
t
ik,

ctik =
1− ‖pt‖2 + pti + bi
1− ‖pt‖2 + ptk + bk

.

Звідси видно, що ctik > 1, лише якщо виконується умова (5.7). □
Отже, при порівнянні еволюцій пари індивідів, для того, щоб k-ін-

дивід, який на момент t має меншу енергію, ніж i-індивід (ptk < pti) з
наступного моменту часу став зменшувати різницю pt+1

i −pt+1
k , необхід-

но, щоб параметр його зовнішнього підживлення задовольняв умову:
bk > bi + pti − ptk.

Звичайно, це не гарантує йому виживання, бо цілком можливо, що
інші індивіди мають значно більші значення параметрів зовнішнього
підживлення.

Комп’ютерні симуляції показують, що типова траєкторія динамічної
системи з формулою конфліктної взаємодії (5.6) завжди приводить до
граничного стану з єдиним переможцем, як в Теоремі 5.3. Відмінність
у тому, що перемагає індивід, у якого зовнішній вплив забезпечує абсо-
лютний пріоритет над іншими індивідами. Для подальших досліджень
цікавими є такі питання. Яка стратегія вибору значень параметрів зов-
нішнього впливу збереже пріоритет найсильнішого при умові, що усі
bi > 0? Зокрема, за якої умови індивід, який має другу позицію за
ієрархією стартового пріоритету, стане єдиним переможцем? Коли де-
кілька індивідів поділять перемогу?
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Якщо формулу конфліктної динаміки із зовнішнім впливом змінити
на таку

pt+1
i =

pti(1 + pti − ‖pt‖2) + bi
zt

, t = 0, 1, . . . ,

де bi > 0 не залежать від часу, то комп’ютерний аналіз відповідних
траєкторій демонструє виживання усіх індивідів.

5.6. Існування нерухомого стану. Перепишемо рівняння (5.5) у виг-
ляді

pt+1
i =

pti

(
1 +

pti−‖pt‖2
m−1 + bi

)
zt

, (5.8)

де припускається, що bti = bip
t
i, bi > 0. При яких значенях p∗i рівнян-

ня (5.8) перетворюються в тотожність, а, отже, динамічна система (5.2)
ускладнена зовнішнім врливом перебуває у нерухомому стані? З рівно-
сті

p∗i =
p∗i

(
1 +

p∗i−‖p∗‖2
m−1 + bi

)
z∗

знаходимо, що координати нерухомого стану мають задовольняти умо-
ву:

p∗i − ‖p‖∗
m− 1

+ bi = B∗, B∗ =
∑
k

p∗kbk, ∀i.

Оскільки виходить, що
p∗i

m− 1
+ bi = B∗ +

1

m− 1
‖p∗‖2, ∀i,

то
p∗i

m− 1
+ bi =

p∗k
m− 1

+ bk, ∀i, k.

Звідси знаходимо відповідь, тобто значення координат нерухомого ста-
ну:

p∗i = (m− 1)
∑
k 6=i

bk.

Цей стан може реалізуватися лише при досить екзотичній умові на
зовнішній вплив. А саме, лише коли

B =
∑
k

bk =
1

(m− 1)2
.

Це є наслідком стохастичності вектора p∗. Дійсно, оскільки∑
i

p∞i = 1 =
∑
i

(m− 1)
∑
k 6=i

bk,
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то 1 =
∑

k(m− 1)2bk.
Таким чином, для існування нерухомого стану, зовнішній вплив, за-

даний коефіцієнтами пропорційності bi зсуву координат, не може бу-
ти занадто великими. Більш за те, при великій кількості індивідів,
m → ∞, нерухомий (рівноважний) стан можливий для дуже малих
значеннях цих коефіцієнтів.

Нерухомий стан динамічної системи, яка моделює конфліктне су-
спільство із ефектами зовнішнього впливу є нестійким репелером. Це
підтверджується комп’ютерними прикладами. Але якщо змінити знаки
зовнішнього впливу з додатних на від’ємні, то це приводить до вини-
кнення атракторів.

Значно складніший закон конфліктної динаміки у соціумі має вигляд

pt+1
i =

pti − ci · (
∑m

k=1 sikp
t
kr
t
i) + bti

zt
, rti =

1− pti
m− 1

, t = 0, 1, . . . (5.9)

Він враховує параметри ci – сили конфліктної взаємодії, матрицю стра-
тегічних зв’язків між індивідами S = {sik} та ефекти зовнішнього впли-
ву bi. Математичний аналіз поведінки моделей на основі формули (5.9)
є дуже нетривіальним. Комп’ютерні приклади демонструють широкий
спектр варіантів різного сорту поведінки з багатьма ефектами неліній-
ної динаміки. В таких моделях зявляються не лише рівноважні стати,
а і періодичні (циклічні) атрактори, біфуркаційні пороги, квазі-хаоти-
чні траєкторії. Встановлення точних математичних тверджень в таких
моделях є значно складнішою задачею.

6. ТЕОРЕМА ПРО КОНФЛІКТ ДЛЯ ДОВІЛЬНОЇ КІЛЬКОСТІ ОПОНЕНТІВ
Задача про компромісний розподіл спірної території між опонента-

ми, яких більше двох істотно відрізняється від випадку з двома про-
тивниками. Відмінність задачі з багатьма опонентами від випадку двох
дуже істотна. Принципова трудність полягає у некомутативності опе-
рації конфліктної взаємодії, яка виникає і приводить до невизначеності
вже навіть для трьох гравців з парною взаємодією. Це типова проблема
багатьох задач. Як математично коректно записати одночасну взаємо-
дію кожного одного з усіма іншими, двома або кількома? Однозначний
результат припускає взаємодія лише між двома противниками. Для
системи з кількістю гравців більше двох попарна взаємодія завжди ве-
де до неоднозначного результату. В реальній детермінованій дійсності
напевно саме так і відбувається. І лише багаторазове повторення одні-
єї і тієї ж конфліктної чи змагальної гри приводить до статистично
найбільш ймовірного результату. Можна очікувати, що саме такий ре-
зультат виникне, коли формула конфліктної динаміки буде виведена
не на основі парної взаємодії, а з принципу, кожний один проти всіх
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інших. Математичну формулу такого перетворення можна написати
на основі добре відомого методу «середнього поля». Для одновимірних
опонентів ми вже використовували найпростіший аналог цієї формули
в роботі [28]. Далі ми узагальнюємо цей підхід на ситуацію з багатьма
стохастичними векторами.

Нехай Ω позначає ресурсний простір, який є спільним для існування
m ≥ 2 альтернативних опонентів. Покладаємо, що Ω природним чином
поділено на регіони без перетинів:

Ω =

n⋃
j=1

Ωj , n ≥ 2, Ωj
⋂

Ωk = ∅, j 6= k.

Кількість опонентів, m ≥ 2, та кількість регіонів, n ≥ 2, взагалі
різна. Припустимо, що у початковий момент часу, присутність кожного
з m опонентів в Ωj , j ∈ 1, n задана статистично, тобто i-му опоненту,
i ∈ 1,m, ставиться у відповідність стохастичний вектор pi ∈ Rn+,

pi = (pi1, . . . , pin), pij ≥ 0, pi1 + · · ·+ pin = 1,

такий, що координата pij дорівнює ймовірності знаходження i-го опо-
нента в регіоні Ωj . У застосуваннях pij можна також інтерпретувати, як
соціальний, політичний чи економічний статус i-го опонента в регіоні
Ωj .

Розглядаючи сімейство стохастичних векторів

pi = {pij}nj=1 ∈ Rn+,1, i ∈ 1,m, n > 1,

припускаємо, що усі ці вектори є різними і, більш за те, усі їхні коор-
динати є різними і ненульовими:

0 6= pij 6= pkl 6= 0, i, k ∈ 1,m, j, l ∈ 1, n. (6.1)

Це припущення не є істотним, але скорочує доведення теорем.
Асоціюємо методом середнього поля з кожним pi стохастичний ве-

ктор ri = {rij}nj=1 ∈ Rn+,1, координати якого визначаються через мно-
жину усіх векторів pk, k 6= i:

0 < rij = 1/(m− 1)
∑
k 6=i

pkj < 1.

Поведінка в часі динамічної системи:

{pt1, . . . ,ptm}
>−→ {pt+1

1 , . . . ,pt+1
m }, pt=0

i ≡ pi, t = 0, 1, . . . (6.2)
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як і раніше позначається відображенням >, яке відповідає конфліктній
взаємодії між багатьма опонентами. В термінах координат це відобра-
ження задаємо такою формулою:

pt+1
ij =

ptij(Θ
t + 1)− ηtij
zti

, (6.3)

де

Θt = 1/2

m∑
i,k=1;i 6=k

(pti,ptk), (6.4)

ηij := min
j

{pi,j , rij}, (6.5)

а zi = Θt + 1−W t
i , де W t

i =
∑

j η
t
ij .

Ідея введення саме такої величини ηij обумовлена фактом неможли-
вості втратити в конфлікті більше, ніж мінімальне значення ресурсу на
даний момент, або ще меншого значення, яке є усередненням умовної
сили опонентів в кожному фіксованому регіоні.

Введемо термін «територія пріоритету» i-го опонента, яку познача-
ємо Ω+

i . Вона складається з усіх регіонів Ωj , j ∈ 1, n, в яких значення
j-ї координати вектора pi перевищують значення j-х координат усіх
інших m− 1 векторів:

Ω+
i :=

⋃
j∈N+

i

Ωj , N+
i := {j ∈ 1, n | pij > pkj , ∀k 6= i}.

Очікуваний результат ми формулюємо у вигляді теореми, хоча її
доведення не є бездоганним.

Теорема 6.1 (Теорема про конфлікт для багатьох опонентів). Нехай
динаміка системи (6.2) задана формулою (6.3). Тоді кожна траєкторія
такої динамічної системи з довільним початковим станом

{p1, . . . ,pm} ∈ Rn+ × · · · × Rn+
збігається до нерухомої точки. Тобто, існують усі граничні вектори

p∞i = lim
t→∞

pti
і вони інваріантні відносно дії відображення >:

{p∞1 , . . . ,p∞m} >−→ {p∞1 , . . . ,p∞m}.
При цьому, у векторів p∞i відмінні від нуля лише координати з регіонів
пріоритету, Ωj ∈ Ω+

i :
p∞ij = lim

t→∞
ptij > 0, j ∈ N+

i ,
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усі інші координати прямують до нуля, limt→∞ ptij → 0, j /∈ N+
i .

Доведення. Розглянемо спочатку найпростішу ситуацію, яку назвемо
правильна модель. Припустимо, щоm ≤ n, а також, що у кожного поча-
ткового вектора pi значення усіх пріоритетних координат, наприклад
pij , настільки перевищують значення усіх інших координат, pkj < pij ,
∀k 6= i, що для кожного j виконуються усі нерівності

pkj < ηij =
1

m− 1

∑
l 6=k

plj , ∀k 6= i.

Покажемо, що lim
t→∞

ptik → 0, ∀Ωk * Ω+
i . Зафіксуємо i, для якого множи-

на Ω+
i є не порожньою. Тоді усі координати pij з фіксованим j ∈ Ω+

i є
максимальними серед pkj по першому індексу. Припустимо додатково,
хоча це не зменшує загальності, що Ω+

i = Ω+
i , де Ω+

i позначає дода-
тну множину в розкладі Гана-Жордана заряду wi := pi − ri. Треба
довести, що усі ptik з k 6= i прямують до нуля, коли t → ∞. Позна-
чимо Ω−

i = Ω\Ω+
i . Пізніше ми доведемо, що усі координати ptik при

k ∈ Ω−
i \Ω

+
i також збігаються до нуля і у випадку, коли Ω+

i ⊂ Ω+
i .

Розглянемо поведінку відношення між ptij з j ∈ Ω+
i та ptik з k ∈ Ω−

i
для t = 1, 2, . . .:

Rt+1
i,jk := pt+1

ij /pt+1
ik = Rti,jk · kti,jk, kti,jk :=

Θt + 1− ηtij/pij

Θt + 1− ηtik/p
t
ik

.

Завдяки припущенню про правильну модель з (6.5) випливає, що
ηtik = ptik, оскільки k ∈ Ω−

i . Тому

ktj,ik =
Θt + εt

Θt
> 1, εt = 1− ηtij/pij > 0,

де ми використали нерівність ηtij < ptij . Це означає, що нерівність

Rti,jk < Rt+1
i,jk

буде виконуватися для усіх t ≥ 1. Отже pt+1
ij ≥ ptij і pt+1

ik ≤ ptik, при-
чому одночасна рівність неможлива завдяки стохастичності вектора
pt+1
i . Неважко переконатися, що kt+1

j,ik > ktj,ik. Отже, з необхідністю
Rtj,ik → ∞. Тому ptik → 0, оскільки ptij може зростати лише до обме-
женої границі.

Тепер відмовимося від припущення про правильність моделі. Нехай
Ω+
l \Ω

+
l 6= ∅ для деякого l 6= i. Будемо доводити, що ptlj збігається до

нуля, якщо j ∈ Ω+
i

⋂
Ω+
l . Звичайно, зараз можливо, що Ω+

i \Ω
+
i 6= ∅

також.
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Нехай wi, i ∈ 1, n визначає знакозмінну дискретну міру (заряд)
wi = pi − ri

з координатами wij = pij − rij . Визначимо
Ω+
i = {j ∈ 1, n | wij > 0}, Ω−

i = {j ∈ 1, n | wij < 0}.
для зручності і коректності позначень будемо вважати, що зараз

Ω = {1, 2, . . . , n}.
Згідно (6.1), зараз множина Ω0

i є порожньою. Тому

Ω = Ω+
i

⋃
Ω−
i , Ω+

i

⋂
Ω−
i = ∅

для кожного i.
Таким чином,

ηij = rij = 1/(m− 1)
∑
k 6=i

pkj , j ∈ Ω+
i ; ηij = pij , j ∈ Ω−

i .

Формулу конфліктної динаміки можемо переписати у вигляді:

pt+1
ij =

ptij(Θ
t + 1)− ηtij
zti

= ptij · ctij , i = 1, . . . ,m, (6.6)

де

ctij =
Θt + 1− ηtij/p

t
ij

Θt + 1−W t
i

= 1 +
W t − ηtij/p

t
ij

Θt + 1−W t
i

.

Розглянемо відношення між ptij та ptlj , тобто проаналізуємо поведінку
величини Rtil,j := ptij/p

t
lj .

Згідно (6.6) маємо:

Rt+1
il,j := pt+1

ij /pt+1
lj = Rtil,j · zti/ztl · ktil,j , ktil,j :=

Θt + 1− ηtij/p
t
ij

Θt + 1− ηtlj/p
t
lj

.

Порівнюючи вирази для ηtij/ptij , ηtlj/ptlj та беручи до уваги, що ptlj < ptij ,
ми робимо висновок, що ηtij/p

t
ij < ηtlj/p

t
lj . Тому ktil,j > 1. Далі, для

величини zti/ztl , яка є, очевидно, строго додатною і обмеженою, можемо
написати: c < zti/z

t
l < M . Тому вона не впливає на подальші висновки.

Тепер з нерівності kt+1
il,j > ktil,j випливає, що Rtil,j → ∞, а отже ptlj → 0,

бо ptij обмежене. □

Розглянемо додатково деякі окремі випадки. Зрозуміло, що взагалі
множина Ω+

i є лише частиною Ω+
i , тобто, Ω+

i ⊆ Ω+
i , оскільки з

pij > 1/(m− 1)
∑
k 6=i

pkj
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не випливає pij ∈ Ω+
i . Окрім того, можлива ситуація, коли деякі регіони

Ω+
i є порожніми, хоча усі Ω+

i 6= ∅.
Покладемо m = n та припустимо, що для кожного вектора pi існує

лише єдиний пріоритетний регіон Ω+
i , де значення лише однієї з його

координат, наприклад pij , перевищує значення координат pkj усіх ін-
ших векторів з j-тим індексом, а також єдиний регіон, в якому одна
з координат вектора pi, наприклад pil, є найменшою серед координат
pkl усіх інших векторів. Тобто, кожен вектор pi, i = 1, . . . ,m має лише
єдину максимальну та єдину мінімальну координату.

Позначимо
pmax,j = max

i
{pij}, pmin,j = min

k
{pkj} (6.7)

Теорема 6.2. Для правильної моделі усі координати ptmax,j = ptij ∈ Ω+
i

збігаються до строго додатних значень,
p∞ij = lim

t→∞
ptij > 0, (6.8)

а усі інші координати, які не є максимальними у початковий момент
часу, збігаються до нуля:

lim
t→∞

ptij → 0 при i 6= max, j = 1, . . . , n, (6.9)

Зокрема, значення усіх ηtij прямують до нуля,

ηtij → 0, t→ ∞, j = 1, . . . , n,

а отже і W t
i → 0, t→ ∞.

Доведення. Для доведення (6.9), з якого випливає (6.8), зафіксуємо
деякий вектор pi і припустимо, що його максимальна координата має
індекс s: pi,max = pis. Розглянемо замість M t,mt їх усічені значення:
M t
s :=

∑n
k 6=s p

t
k,max, та mt

s :=
∑n

k 6=s p
t
k,min = W t

s . Окрім того введемо
величину P ts :=

∑
k 6=s p

t
ik = 1 − pti,max = 1 − pis. Тепер використовуючи

те, що зараз mt
s =W t

s , проаналізуємо поведінку відношення
M t+1
s

P t+1
s

:= Rt+1
Ms,Ps

= RtMs,Ps
· Θ

t + 1−W t
s/M

t
s

Θt + 1−W t
s/P

t
s

=

= RtMs,Pi
·
Θt + εtMs

Θt + δtPs

= RtMs,Ps
· kts.

За побудовою, εtMs
> δtPi

та ktsi > 1. Отже Rt+1
Ms,Pi

> RtMs,Pi
. За індукцією

нерівності εtMs
> δtPi

стають сильнішими на кожному кроці. З цього
випливає, що RtMs,P

монотоно зростає до нескінченості. Тому P t → 0
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оскільки M t
s обмежене. Це означає, що усі координати ptki → 0, k 6= s з

t→ ∞. Отже, лише єдина координата ptsi = pmax,i → 1, t→ ∞. □

Твердження 6.3. Нехай r ∈ Rn+,1, n > 2m є новим (додатковим до
початкової множини pk, k ∈ 1, n) вектором правильної моделі. Для
простоти припустимо, що він має лише дві ненульові координати,
скажімо ri, rj, ri + rj = 1, які не перевищують максимальні коорди-
нати з тими з індексами, але водночас, є більшими за мінімальні
координати з тими ж індексами:

pmax,i > ri > pmin,i, pmax,j > rj > pmin,j .

Тоді rti → 0, rtj → 1, якщо ri ·pmin,j < rj ·pmin,i, і навпаки, rti → 1, rtj → 0,
якщо ri · pmin,j > rj · pmin,i. А якщо ri · pmin,j = rj · pmin,i, то вектор rt не
змінюється з часом,

rti = ri, rtj = rj .

Доведення. Згідно (6.6) формула динаміки для rt має такий вигляд:

rt+1
l =

rtl (Θ
t + 1)− pmin,l

ztr
= rtl

Θt + 1− pmin,l/rtl
Θt + 1−W t

r

, l = i, k, t = 1, 2, . . .

де W t
r = rti + rtj . Використовуючи цю формулу, знаходимо відношення:

rt+1
j

rt+1
i

=
rtj
rti

·
Θt + 1− pmin,j/rtj
Θt + 1− pmin,i/rti

.

Бачимо, що ці відношення зростають, якщо pmin,j/rtj < pmin,i/rti , або,
еквівалентно, якщо pmin,j · rti < pmin,i · rtj . Тобто, коефіцієнти пропорцій-
ності цих відношень збільшуються з часом. За ітерацією, відношення
rtj/r

t
i зростає до нескінченності і, отже, rti → 0. Це доводить твердження

в одну сторону.
Навпаки, якщо pmin,j/rtj > pmin,i/rti , тоді, завдяки аналогічним аргу-

ментам, відношення rti/rtj зростають до нескінченності і тому rtj → 0. Це
доводить твердження в інший бік. Нарешті, якщо pmin,j/rj = pmin,i/ri,
тоді очевидно, що відношення rtj/r

t
i = rj/ri і завдяки rj + ri = 1 це

приводить до того, що координати rj , ri є постійними. □

Припустімо, що кожен початковий вектор pi має лише єдину макси-
мальну координату, тобто значення усіх його координат, окрім одні-
єї, є меншими, ніж pmax,j (див. (6.7)). Зрозуміло, це неможливо, якщо
n > m. Отже, нехай n = m. Тоді з попереднього твердження, завдяки
нормованості на одиницю, випливає такий результат.
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Теорема 6.4. Нехай n = m і кожна максимальна, у сенсі (6.7), ко-
ордината pmax,j відповідає лише одному вектору pi. Тоді кожна трає-
кторія динамічної системи (6.2) заданої формулами (6.4), (6.5) збіга-
ється до нерухомого стану, в якому

lim
t→∞

ptmax,j = 1, j = 1, . . . , n,

а усі інші координати дорівнюють нулеві, limt→∞ pti,j = 0, i 6= max.
На кінець розглянемо випадок n > m. Тепер можливо, що якийсь

вектор має не одну, у сенсі (6.7), максимальну координату. Виникає
питання, які саме граничні значення при цьому виникають?

Введемо нові позначення: координату ptij будемо позначати p+,tij , якщо
вона є максимальною в сенсі, ptij ≥ ptkj , k 6= i, k ∈ [1,m], а також писати
p−,tij , якщо ptij < ptkj хоча б для одного k 6= i.

Теорема 6.5. В загальному випадку динамічної системи (6.2), коли
n ≥ m, граничні координати p∞ij векторів, які мають хоча б одну
максимальну, у сенсі (6.7), координату, припускають такий опис:

p∞ij =

{
p+,∞ij = w+

ij/zi, zi =
∑

j w
+
ij

p−,∞ij = 0,
(6.10)

де w+
ij позначають додатні координати векторів wi := pi − ri,

ri = {rij}mj=1, rij =
1

m− 1

∑
l 6=i

plj .

Доведення. Якщо у вектора pi значення pmax,j досягається лише для
однієї координати, тоді вже доведено, що p∞max,j = 1. Це частково під-
тверджує формулу (6.10). Припустімо тепер, що існує декілька, ну хоча
б два індекса, скажімо j та k такі, що

pmax,j = max
i

{pij} та pmax,k = max
i

{pik}.

Тоді з рівності
pt+1
ij − rt+1

ij

pt+1
ik − rt+1

ik

=
(ptij − rtij)(Θ

t + 1)− ηtj + 1/(m− 1)(ηtj + · · ·+ ηtj)

(ptik − rtik)(Θ
t + 1)− ηtk + 1/(m− 1)(ηtk + · · ·+ ηtk)

випливає, що
pt+1
ij − rt+1

ij

pt+1
ik − rt+1

ik

=
ptij − rtij
ptik − rtik

,

тобто незалежність цього відношення від часу. При цьому ми скори-
сталися тим, що поділ координат на p+,tij та p−,tij не залежить від часу.
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Тому
p∞max,j
p∞max,k

=
pmax,j − 1

m−1

∑
l 6=max plj

pmax,k − 1
m−1

∑
l 6=max plk

=
w+
ij

w+
ik

.

Звідси робимо висновок, що p∞max,j = w+
ij/zi, p∞max,k = w+

ik/zi, оскільки
граничний вектор p∞i є стохастичним, а усі його не максимальні стар-
тові координати збігаються до нуля, limt→∞ ptil = 0, l 6= j, k. У випадку
більшої, ніж два, кількості максимальних координат у якогось вектора,
доведення йде за тією ж схемою. □
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Deformations of functions on surfaces
Sergiy Maksymenko

Abstract. The paper contains a review on recent progress in the deforma-
tional properties of smooth functions on compact surfaces.

1. INTRODUCTION
LetM be a compact connected surface and P be either the real line R or

the circle S1. For a closed subset X ⊂M denote by D(M,X) the group of
all smooth (C∞) diffeomorphisms of M fixed on X. This group acts from
the right on the space C∞(M,P ) by the following rule: if h ∈ D(M,X) and
f ∈ C∞(M,P ), then the result of the action of h on f is the composition
map f ◦ h : M → P . For f ∈ C∞(M,P ) let Σf be the set of its critical
points, and

S(f,X) = {h ∈ D(M,X) | f ◦ h = f},
O(f,X) = {f ◦ h | h ∈ D(M,X)}

be respectively the stabilizer and the orbit of f under that action. It will
be convenient to say that elements of S(f,X) preserve f . Let also

S ′(f,X) = S(f) ∩ Did(M,X)

be the subgroup of S(f) consisting of isotopic to the identity diffeomor-
phisms relatively to X, though such an isotopy is not required to pre-
serve f . Endow these spaces with C∞ topologies and denote by Did(M,X)
and Sid(f,X) the corresponding path components of idM in D(M,X) and
S(f,X), and by Of (f,X) the path component of O(f,X) containing f .
We will omit X from notation whenever it is empty.

Let C∞
∂ (M,P ) ⊂ C∞(M,P ) be the subset consisting of maps f :M → P

satisfying the following axiom:
(B) The map f takes a constant value at each connected component of ∂M

and has no critical points in ∂M .

Keywords: diffeomorphism, surface, Morse function
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Let also M(M,P ) ⊂ C∞
∂ (M,P ) be the subset consisting of Morse maps,

i.e. maps having only non-degenerate critical points, i.e. in some local
coordinates (x, y) at such point f is given by the formula ±x2±y2 for some
choice of signs. Notice that such a polynomial can be characterized as a
non-zero homogeneous polynomial of degree 2 having no multiple factors.
A Morse map is called

• simple if each connected component of each level set of f contains at
most one critical point;

• generic if it takes distinct value at distinct critical points.
Every generic Morse map is evidently simple. Denote by Mgen(M,P ) and
Msmp(M,P ) the sets of all generic and simple Morse maps M → P . Then

Mgen(M,P ) ⊂ Msmp(M,P ) ⊂ M(M,P ).

It is well known that each of these three spaces is open and everywhere
dense in C∞

∂ (M,P ) with respect to C∞ topology, e.g. [16, Chapter 6].
More generally, let F(M,P ) ⊂ C∞

∂ (M,P ) be the subset consisting of
maps satisfying one more axiom:
(L) For every critical point z of f , there are local coordinates in which f

is a homogeneous polynomial R2 → R of degree ≥ 2 without multiple
factors.

The present paper contains a review of recent results about the homo-
topy types of S(f,X) and O(f,X) of maps f ∈ F(M,P ) obtained by
S. Maksymenko, B. Feshchenko, A. Kravchenko, I. Kuznietsova, Yu. Soroka,
[9, 19–21,29,31,33–37,39,40,43–47] and E. Kudryavtseva [23–25,27,28],

Notice that we have the following inclusions:
M(M,P ) ⊂ F(M,P ) ⊂ C∞

∂ (M,P ) ⊂ C∞(M,P ).

It is also easy to show (see §4.1) that every f ∈ F(M,P ) has only
isolated critical points, so the set of critical points is finite. Moreover, for
every isolated critical point z of a C3 map g : R2 → R the local topological
structure of level-sets of g near z is realized by level sets of homogeneous
polynomial without multiple factors, see §4.1.

Thus F(M,P ) consists of “typical” maps with “toplogically typical” criti-
cal points, and therefore the presented results thus describe typical defor-
mational properties of smooth maps on surfaces.

2. ALGEBRAIC PRELIMINARIES
In this section we will present necessary topological and algebraic defini-

tions and list of preliminary statements. The reader may skip this section
on first reading and use it for the references. Everywhere in the paper ↪→
will mean a “monomorphism”, →→ an “epimorphism”, and ∼= an isomorphism.
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2.1. Commutative diagrams. Suppose we are given two sequences of
homomorphisms of groups:

u : K1
α1−→ · · · αk−1−−−→ Kk, v : L1

β1−→ · · · βk−1−−−→ Lk.

Then by a homomorphism γ = (γ1, . . . , γk) : u → v we will mean a collec-
tion of homomorphisms γi : Ki → Li, i = 1, . . . , k, making commutative
the following diagram:

K1
α1 //

γ1��

K2
α2 //

γ2��

· · ·
αk−1 // Kk

γk��
L1

β1 // L2
β2 // · · ·

βk−1 // Lk

In this case γ is said to be an epimorphism (resp. monomorphism, isomor-
phism) whenever γi is so. In particular, one can talk about exact sequences
of sequences of homomorphisms. Also by a product u×v we will mean the
following sequence

u× v : K1 × L1
α1×β1−−−−→ K2 × L2

α2×β2−−−−→ · · · αk−1×βk−1−−−−−−−→ Kk × Lk.

More generally, one can define in an obvious way similar notions for com-
mutative diagrams of arbitrary fixed type not only for chains of homomor-
phisms. In particular, by exact (3×3)-diagram we will mean a commutative
diagram shown on the left:

u0 : K� _
��

� � // L� _
��

// // M� _

��
u1 : A � � //

����

B // //

����

C
����

u2 : P � � // Q // // R

(2.1)

in which each row and column is a short exact sequence. It can be regarded
as a short exact sequence of its rows u0 ↪→ u1 →→ u2 (or columns) being
in turn short exact sequences of groups homomorphisms. Notice that if
all monomorphisms in (2.1) are inclusions of subgroups, then L and A are
normal subgroups of B with K = L ∩ A and that diagrams is isomorphic
with the following one

A ∩ L� _
��

� � // L� _

��

// // L
A∩L� _
��

A � � //

����

B // //

����

B/A

����
A

A∩L
� � // B/L // // B/L

A/(A∩L)
∼= B/A

M/(A∩L)

(2.2)

via isomorphism being identity on A, L, and B.
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2.2. Sections of homomorphisms. Let p : G→ Z be a homomorphism.
Then another homomorphism s : Z → G is called a section of p, whenever
p ◦ s = idZ . In this case p must be surjective, and s isomorphically maps
Z onto the subgroup s(Z) of G.

An essential point here is that s must be a homomorphism. For instance
p : Z b mod n−−−−→→ Zn for n ≥ 2 has no sections. Indeed if s : Zn → Z a section,
then s(Zn) must be a finite subgroup of Z, and therefore it is {0}. Thus s
is the zero homomorphism, and thus p ◦ s = 0 6= idZn .

2.3. Direct products. Let G be a group, G1, . . . , Gk a collection of its
subgroups, and ψ :

k
Π
i=1

Gi → G a map defined by ψ(g1, . . . , gk) = g1 · · · gk.
Then ψ is an isomorphism of groups if and only if G1, . . . , Gk pairwise
commute, generate G, and Gi ∩ Gj = {e} for i 6= j. In that case G splits
into a direct product of its subgroups G1, . . . , Gk

2.4. Semidirect products. Let Z and A be two groups with units eZ and
eA respectively, and φ : Z → Aut(A) a homomorphism into the group of
automorphisms of A regarded as a group with respect to the composition
of automorphisms. For x ∈ Z and a ∈ A it will be convenient to denote
φ(x)(a) = xa, whence for x, y ∈ Z and a, b ∈ A we have that

(xy)a = φ(xy)(a) = φ(x)
(
φ(y)(a)

)
= x(ya),

x(ab) = φ(x)(ab) = φ(x)(a) · φ(x)(b) = xa · xb.
Then there is a group structure on the Cartesian product of sets A × Z,
denoted by AoϕZ and called a semidirect product of A and Z (with respect
to φ), defined by the following rule:

(a, x) · (b, y) := (a · xb, xy), (a, x), (b, y) ∈ A× Z.

If φ is assumed from the context, then AoϕZ is sometimes denoted simply
by Ao Z.

One easily check associativity of such multiplication, and that
(a, x) · (b, y) · (c, z) := (a · xb · xyc, xyz),

the unit is (eA, eZ), and (a, x)−1 = (x
−1
a−1, x−1).

It follows that the following maps
ρ : A→ Aoϕ Z, ρ(a) = (a, eZ),

σ : Z → Aoϕ Z, σ(z) = (eA, z),

π : Aoϕ Z → Z, π(a, z) = z,

are homomorphisms, ρ isomorphically maps A on A×eZ , and σ is a section
of π, i.e. π ◦ σ = idZ , and its isomorphically maps Z onto eA×Z. In other
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words, we have the following short exact sequence admitting a section:
A � � ρ // Ao Z

π // // Z.
σ

mm

The following statement characterizes semidirect products via short exact
sequences admitting sections.

Lemma 2.4.1. Let p : G → Z be a homomorphism with A = ker(p).
Suppose there exists a section s : Z → G of p. Then s(Z) acts on A by
conjugations, so we get a homomorphism

φ : Z → Aut(A), φ(z)(a) = s(z) · a · s(z)−1,

and can define the semidirect product Aoϕ Z. Moreover, the map

ψ : Aoϕ Z → G, ψ(a, z) = r(a)σ(z),

is an isomorphism which induces isomorphism of the following short exact
sequences:

A � � a7→(a,e) // Aoϕ Z

ψ∼= ��

(a,z) 7→z // // Z

A � � // G
p // // Z

(2.3)

2.5. Semidirect products with Z. Clearly, any epimorphism η : G→ Z
onto the group Z of integers, always has a section: just take any g ∈ G with
η(g) = 1, and put s(n) = gn. Then G is a semidirect product ker(η) o Z,
i.e. a Cartesian product ker(η)×Z of sets with the following multiplication:

(a,m)(b, n) =
(
agmbg−m, m+ n

)
. (2.4)

2.6. Wreath products. Let G be a group, m ≥ 1, and Gm be the m-
th power of G, so its elements are m-tuples of elements of G. Also for
n ≥ 1 one can regard the elements of mn-power Gmn of G as (m × n)-
matrices whose entries belong to G. In particular, there are the following
natural non-effective actions of Z on Gm and Z2 on Gmn by cyclic shifts of
coordinates:

Gm × Z → Gm,
(
{gi}m−1

i=0 , a
)
7→ {gi+a},

Gmn × Z2 → Gmn,
(
{gi,j}j=0,...,n−1

i=0,...,m−1, (a, b)
)
7→ {gi+a,j+b},

for a, b ∈ Z, where i + a is taken modulo m, and j + b is taken modulo
n. These actions reduce to effective actions of Zm on Gm and Zm × Zn on
Gmn. Let

G om Z, G o Zm, G omn Z2, G o (Zm × Zn)
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be the respective semidirect products induced by the above actions. Such
semidirect products are called wreath products. For instance, G om Z is a
cartesian product of sets Gm × Z with the following operation:

(g0, . . . , gm−1, a) · (h0, . . . , hm−1, b) =

=
(
g0ha, g1ha+1, . . . , gm−1ha−1, a+ b

)
,

where all indices are taken modulo m. The multiplications in other groups
G o Zm, G omn Z2, and G o (Zm × Zn) are similar.

These groups will play the key role in what follows. For a group G denote
by Z(G) its center and by G′ := [G,G] its derived subgroup (commutant).
Let also ab : G→ G/G′ be the natural abelianization epimorphism.

Lemma 2.6.1. [31] Let G be any group and m,n ≥ 1. Then

Z
(
G om Z

)
=
{
(g, . . . , g,mk) | g ∈ G, k ∈ Z

} ∼= Z(G)× Z,
Z
(
G om,n Z2

)
=
{
(g, . . . , g,mk, nl) | g ∈ G, k, l ∈ Z

} ∼= Z(G)× Z2.

Moreover, the following maps

γ : G om Z → (G/G′)× Z, γ(g1, . . . , gn, k) =
(
ab(g1 · · · gm), k),

δ : G om,n Z2 → (G/G′)× Z2, γ({gi,j}, k, l) =
(
ab
( m
Π
i=1

n
Π
j=1

gi,j
)
, k, l

)
are well-defined surjective homomorphisms with(

G om Z
)′
= ker(γ) =

{
(g1, . . . , gn, 0) |

m
Π
i=1

gi ∈ G′},(
G om,n Z2

)′
= ker(δ) =

{
({gi,j}, 0, 0) |

m
Π
i=1

n
Π
j=1

gi,j ∈ G′},
so we have the following commutative diagrams:

G om Z ab // GomZ(
GomZ

)′
η∼= ��

G om Z
γ // G/G′ × Z

G om,n Z2 ab // Gom,nZ2(
Gom,nZ2

)′
ν∼= ��

G om,n Z2 δ // G/G′ × Z2

for unique isomorphisms η and ν.
Finally, if G is torsion free, then so are G om Z and G o

m,n
Z.

Notes to the proof. Statements about centers, derived subgroups, and abelianization are
proved in I. Kuznietsova and Yu. Soroka [31]. The latter statement about torsion free
property of G ≀m Z is established in [44, Lemma 2.2], and the same arguments can be used
to prove it for G ≀m,n Z2. □
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2.7. Special short exact sequences. In what follows for m,n ≥ 1 we
will use the following short exact sequences:

z0 : {1} ↪→ {1} →→ {1}, (2.5)

z1 : Z ↪
id−−→ Z →→ {1}, (2.6)

zm : mZ ↪−−→ Z mod m−−−−−→→ Zm, (2.7)

zm,n : mZ× nZ ↪−−→ Z× Z (modm, modn)−−−−−−−−−−−→→ Zm × Zn, (2.8)

Then for a short exact sequence q : K ↪
α−−→ L

β−−→→M we have the following
two exact (3× 3)-diagram:

qm :� _

��

Km × 0� _

��

� � // Lm × 0� _

��

// // Mm × 0� _

��
q o zm :

����

Km ×mZ � � α′
//

����

L o
m
Z

β′
// //

p′����

M o Zm
����

zm : mZ � � // Z // // Zm

(2.9)

qmn :� _

��

Kmn × 0× 0� _

��

� � // Lmn × 0× 0� _

��

// // Mmn × 0× 0� _

��
q o zm,n :

����

Kmn ×mZ× nZ � � α′′
//

����

L o
m,n

Z2 β′′
// //

p′′����

M o (Zm × Zn)

����
zm,n : mZ× nZ � � // Z2 // // Zm × Zn

(2.10)

where p′ and p′′ are the projection to the last coordinates, and
α′(a1, . . . , am,mk) = (α(a1), . . . , α(am),mk),
β′
(
b1, . . . , bm, k

)
=
(
β(b1), . . . , β(bm), k mod m

)
α′′({ai,j},mk, nl) = ({α(ai,j)},mk, nl),

β′′
(
{bi,j}, k, l

)
=
(
{β(bi,j)}, k mod m, l mod n

)
,

αi ∈ K, βi ∈ L for all i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, and k, l ∈ Z. The middle
horizontal sequences of both diagrams will be called the wreath product of q
with zm and zm,n and denoted by qozm and qoz2m,n respectively. Thus (2.9)
and (2.10) can be written as short exact sequences of their rows:

qm ↪→ q o zm →→ zm, qmn ↪→ q o zm,n →→ zm,n (2.11)
Evidently,

q o z2m,1 ∼= q o z21,m,
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q o z1 ∼= q× z1 : K × Z ↪→ L o
1
Z ≡ L× Z →→ M,

zk o zm : (kZ)m ×mZ ↪−−→ Z o
m
Z −→→ Zk o Zm,

zk o z2m,n : (kZ)mn ×mZ× nZ ↪−−→ Z o
m,n

Z2 −→→ Zk o (Zm × Zn).

2.8. Garside elements. Let G be any group with unit e andm ≥ 1. Then
the element γ = (e, . . . , e︸ ︷︷ ︸

m

,m) ∈ G om Z will be called the Garside element.

By Lemma 2.6.1 γ belongs to the center of G om Z.

2.8.1. Garside sequences. Let q : K ↪→ L →→ M be a short exact sequence
and m ≥ 1. For simplicity assume that K is a subgroup of L and let e be
the common unit element of K and L. Consider the wreath product

q o zm : Km ×mZ ↪→ L o
m
Z →→M o Z. (2.12)

Then the Garside element γ = (e, . . . , e,m) of L o
m
Z belongs to Km ×mZ,

and γk = (e, . . . , e, km) for all k ∈ Z. It follows that there exists the
following exact (3× 3)-diagram:

z1� _
��

: em ×mZ� _

k 7→ γk

��

em ×mZ� _

��

// // 1� _

��
q o zm

����

: Km ×mZ � � //

����

L o
m
Z // //

����

M o Zm

q o zm : Km � � // L o Zm // // M o Zm

(2.13)

in which the bottom row sequence will be denoted by q o zm. The total
sequence z1 ↪→ q ozm →→ q ozm will be called the Garside sequence of q ozm.

Similarly, for m,n ≥ 1 one has analogous diagram

z21� _
��

: emn ×mZ× nZ� _

k 7→ γk

��

emn ×mZ× nZ� _

��

// // 1� _

��
q o z2m,n

����

: Kmn ×mZ× nZ � � //

����

L o
m,n

Z2 // //

����

M o (Zm × Zn)

q o z2m,n : Kmn � � // L o (Zm × Zn) // // M o (Zm × Zn)

(2.14)

The total sequence z21 ↪→ q o z2m,n →→ q o z2m,n will be called the Garside
sequence of q o z2m,n.
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2.8.2. Diagonal Garside sequences. More generally, let n ≥ 1, and for each
i = 1, . . . , n let qi : Ki ↪→ Li →→ Mi, be a short exact sequence, mi ≥ 1,
γi ∈ Li o

mi

Z be the corresponding Garside element, and

γ̂ = (γ1, . . . , γn) ∈
n
Π
i=1

(Kmi
i ×miZ)

be the “diagonal” element in the product of subgroups Kmi
i ×miZ gener-

ated by the corresponding Garside elements. Then we have the following
commutative diagram:

z1� _
��

: Z� _
k 7→ 〈γ̂〉k=(γk1 ,...,γ

k
n)��

Z� _

��

// // 1� _

��
n
Π
i=1
q o zm

����

:
n
Π
i=1

(Kmi
i ×miZ) �

� //

����

n
Π
i=1

(Li o
mi

Z) // //

����

n
Π
i=1

(Mi o Zmi)

(
n
Π
i=1
q o zm)/z1 :

( n
Π
i=1

(Kmi
i ×miZ)

)
/〈γ̂〉 �

� //
n
Π
i=1

(Li o
mi

Z)/〈γ̂〉 // //
n
Π
i=1

(Mi o Zmi)

(2.15)

which will be called diagonal Garside sequence of
n
Π
i=1
qi o zmi .

2.8.3. Several constructions. For every group A one can associate two short
exact sequences s(A) : A = A→→ 1 and d(A) : 1 ↪→ A = A.

Then for a pair k : A ↪→ B →→ C and l : P ↪→ Q →→ R of two exact
sequences one can also define the following split sequence of k and l:

s(k)× d(l) : k ↪→ k× l→→ l
k� _
��

: A � � //� _

��

B� _

��

// // C� _

��
k× l

����

: A× P � � //

����

B ×Q // //

����

C ×R

����
l : P � � // Q R

Also for each short exact sequence u : A ↪→ B →→ C one can define the
following exact (3× 3)-diagram

s(A)� _
��

: A A // //� _

��

1� _
��

u
����

: A � � //

����

B // //

����

C
����

d(A) : 1 �
� // C C

(2.16)

which can be viewed as a short exact sequence \u : s(A) ↪→ u →→ d(C) of
short exact sequences which will be denoted by \u.
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2.9. Characterization of qm ↪→ q o zm →→ zm. Suppose we have a short
exact sequence of short exact sequences k ↪→ l→→ zm:

k : K� _
��

� � // L� _
��

// // M� _

��
l : A � � //

����

B
ρ // //

η����

C
����

zm : mZ � � // Z modm // // Zm

(2.17)

in which K,A,L are normal subgroups of B and

A = ker(ρ) = η−1(mZ), L = ker(η), K = A ∩ L. (2.18)

Fix an element g ∈ B and let L0 ⊂ L be a subgroup. DenoteK0 = K∩L0

and M0 = L0/K0, so we get a short exact sequence u : K0 ↪→ L0 →→M0.
Also let Li := g−iL0g

i and Ki := g−iK0g
i for i = 0, . . . ,m − 1. Then

Li ⊂ L and Ki ⊂ K since L and K are normal.

Lemma 2.9.1. [44, Lemma 2.3], cf.[30]. Suppose that
(a) η(g) = 1 and gm commutes with L;
(b) L splits into the product subgroups L0, . . . , Lm−1, i.e. those subgroups

generate L, pairwise commute, and Li ∩ Lj = {e} for all i 6= j;
(c) K0, . . . ,Km−1 generate K.
Then the map β : L0 o

m
Z → B defined by

β(b0, b1, . . . , bm−1, k) =

= b0 (g
−1b1g

1) (g−2b2g
2) · · · (g−m+1bm−1g

m−1)gk =

= b0 g
−1 b1 · · · g−1 bm−1 g

−1+m+k,

for bi ∈ L0, i = 0, . . . ,m − 1, and k ∈ Z, is an isomorphism of groups
inducing an isomorphism of exact (3× 3)-diagrams:

Km
0 × 0� _

��

� � // Lm0 × 0� _

��

// // Mm
0 × 0� _

��

K� _

��

� � // L� _

��

// // M� _

��
Km

0 ×mZ � � α′
//

����

L0 o
m
Z

β′
// //

p����

M0 o Zm

����

β

∼=
+3 A � � //

����

B
ρ // //

η
����

C

����
mZ � � // Z // // Zm

id
mZ � � // Z // // Zm

being identity on the lower sequence. In other words, we get an “isomor-
phism over zm” of short exact sequences um ↪→ u o zm →→ zm and
k ↪→ l→→ zm.
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2.10. Characterization of qmn ↪→ q o zm,n →→ zm,n. Suppose we have a
short exact sequence of short exact sequences k ↪→ l→→ zm,n:

k : K� _

��

� � // L� _

��

// // M� _

��
l : A � � //

����

B
ρ // //

η����

C

����
zm : mZ× nZ � � // Z× Z

modm,modn// // Zm × Zn

(2.19)

in which K,A,L are normal subgroups of B and

A = ker(ρ) = η−1(mZ× nZ), L = ker(η), K = A ∩ L. (2.20)

Let L0 ⊂ L be a subgroup, K0 = K ∩ L0 and M0 = L0/K0, so we get a
short exact sequence u : K0 ↪→ L0 →→ M0. Fix also two elements g, h ∈ B
and for i = 0, . . . ,m− 1, j = 0, . . . , n− 1 put

Ki,j := gi hjK0 h
−j g−i, Li,j := gi hj L0 h

−j g−i.

Then Ki,j ⊂ K and Li,j ⊂ L since K and L are normal. The following
lemma can be proved similarly to Lemma 2.9.1.

Lemma 2.10.1. Suppose that
(a) gh = hg, η(g) = (1, 0), η(h) = (0, 1), and both gm and hn commute

with L;
(b) L splits into the product subgroups {Li,j}, i.e. those subgroups generate

L, pairwise commute, and Li,j ∩ Li′,j′ = {e} for all (i, j) 6= (i′, j′);
(c) {Ki,j} generate K.
Then the map β : L0 o

m,n
Z2 → B defined by

β
(
{bi,j}, k, l

)
=
(
Π
i,j
gi hj bi,j h

−j g−i
)
· gkhl,

for bi,j ∈ L0, i = 0, . . . ,m − 1, j = 0, . . . , n − 1, and k, l ∈ Z, is an
isomorphism of groups inducing an isomorphism of the following exact
(3× 3)-diagram:

um� _

��

Km
0 × 0× 0� _

��

� � // Lm0 × 0× 0� _

��

// // Mm
0 × 0× 0� _

��
u o zm,n

����

Km
0 ×mZ× nZ � � α′

//

����

L0 o
m,n

Z2 β′
// //

p
����

M0 o (Zm × Zn)

����
zm,n mZ× nZ � � // Z× Z // // Zm × Zn
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to the diagram (2.19) and that isomorphism is the identity on the lower
rows. In other words, we get an “isomorphism over zm,n” of short exact
sequences

um ↪→ u o zm,n →→ zm,n and k ↪→ l→→ zm,n.

3. HOMOGENEOUS POLYNOMIALS WITHOUT MULTIPLE FACTORS
The fundamental theorem of algebra implies that every real homogeneous

polynomial g : R2 → R is a product of finitely many linear Li = aix + biy
and irreducible over R quadratic factors Qj(x, y) = cjx

2 + 2djxy + ejy
2:

g(x, y) =

p∏
i=1

Li(x, y) ·
q∏
j=1

Qj(x, y).

Evidently, g has critical points if and only if deg g ≥ 2. Moreover, if g
has two proportional linear factors, that is Li = sLj for some i 6= j and
s 6= 0, then all the line Li = 0 consists of critical points of g. This implies
that the origin 0 ∈ R2 is a unique critical point of g iff deg g ≥ 2 and g has
no multiple linear factors.

In the latter case the number p of linear factors can be seen from the
topological structure of level sets of g, see Figure 3.1.

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3

FIGURE 3.1. Topological structure of level-sets of homoge-
neous polynomials without multiple factors

We will say that 0 ∈ R2 is
• a non-degenerate extreme if p = 0 and q = 1, so g = Q1;
• a degenerate extreme if p = 0 and q ≥ 2, so g = Q1Q2 · · ·Qq;
• a quasi saddle if p = 1, so g = L1 ·Q1 · · ·Qq;
• a non-degenerate saddle if p = 2 and q = 0, so g = L1L2;
• a saddle if p ≥ 2 and deg g = p+ 2q ≥ 3.

3.1. Symmetries. Let g : R2 → R be a homogeneous polynomial without
multiple factors. Let also S(g) be the group of germs at 0 ∈ R2 of diffeo-
morphisms h : (R2, 0) → (R2, 0) such that g ◦ h = g, and L(g) ⊂ GL(R, 2)
be the group of linear isomorphisms A : R2 → R2 which also preserve g,
that is g(Ax) = g(x) for all x ∈ R2. Then L(g) can be regarded as a
subgroup of S(g).
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Let h ∈ S(g), and A = J(h) be its Jacobi matrix at 0. Since g is
homogeneous, say of degree k, the identity g ◦ h = g easily implies that
g(Ax) = g(x) for all x ∈ R2, [32, Lemma 36]:

g(x) =
g(tx)

tk
=
g
(
h(tx)

)
tk

= g

(
h(tx)

t

)
−−→
t→0

g(Ax).

In other words, if a diffeomorphism preserves a homogeneous polynomial
g, then its Jacobi matrix at 0 also preserves g. Hence we get a natural
homomorphism:

J : S(g) → L(g), h 7→ J(h).

Since for a linear map given by a matrix A its Jacobi matrix is A, we see
that J is the identity on L(g). In other words, J is a retraction of S(g)
onto L(g), and in particular it is surjective.

Let also L+(g) = L(g) ∩ GL+(R, 2) and S+(g) be the subgroup of S(g)
consisting of orientation preserving germs. Then

J(S+(g)) = L+(g).

Lemma 3.1.1. [37, Lemma 6.2]. After a proper linear change of coordi-
nates in R2 and replacing (if necessary) g with −g, one can assume that
the following properties hold.
(a) Suppose 0 ∈ R2 is a non-degenerate local extreme, i.e. deg g = 2,

and g is an irreducible quadratic form. Then
g(x, y) = x2 + y2, L(g) = O(2), L+(g) = SO(2).

(b) If 0 ∈ R2 is a non-degenerate saddle, so deg g = 2, and g is a
product of two independent linear factors, then g(x, y) = xy,
L(g) =

{
±
(
t−1 0
0 t

)
| t 6= 0

}
, L+(g) =

{(
t−1 0
0 t

)
| t 6= 0

}
.

(c) Finally, assume that 0 ∈ R2 is a degenerate critical point of g, so
deg g ≥ 3. Then
(a) L+(g) is a finite cyclic subgroup of SO(2) of some order m ≥ 1

generated by the rotation by 2π
m ;

(b) L(g) either coincides with L+(g) or it is a dihedral group Dm of
order 2m generated by L+(g) and the reflection (x, y) 7→ (−x, y);

(c) if deg g is even, e.g. z is a degenerate local extreme, then m
is always even, since L+(g) contains the map q(x, y) = (−x,−y).

Remark 3.1.2. Statements (a) and (c) of Lemma 3.1.1 indicate an es-
sential difference between diffeomorphisms preserving degenerate and non-
degenerate local extremes. Suppose we have a continuous family

ht = (pt, qt) : (R2, 0) → (R2, 0), t ∈ [0, 1],
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of germs of diffeomorphisms preserving a homogeneous polynomial g(x, y),
such that this family defines a continuous path in S+(g) “with respect
to at least C1 topology”, which mean that the Jacobi matrices J(ht) are
continuous in t.

If, for example, g(x, y) = x2 + y2, so pt(x, y)
2 + qt(x, y)

2 ≡ x2 + y2,
then the matrices J(ht) can be arbitrary rotations. On the other hand, if
g(x, y) = x4 + y4, i.e. pt(x, y)4 + qt(x, y)

4 ≡ x4 + y4, then there are only
finitely many possibilities for J(ht). Actually, in this case J(ht) can only
be a rotation by kπ

2 for k = 0, 1, 2, 3. Therefore continuity of J(ht) in t
implies that now J(ht) must be the same for all t ∈ [0, 1].
3.2. Symmetry index of a degenerate local extreme. Suppose that
0 ∈ R2 is a degenerate local extreme of g, as in the in the case 3(c) of
Lemma 3.1.1. The order m of the cyclic group L(g) will be called the
symmetry index of 0 ∈ R2.
Example 3.2.1. Let

g(x, y) = x4 + y4 = (x2 +
√
2xy + y2)(x2 −

√
2xy + y2).

Then L+(g) ∼= Z4 is generated by rotation by π/2: r(x, y) = (−y, x),
and L(g) is isomorphic to the dihedral group D4 generated by r and the
reflection s(x, y) = (−x, y). Thus here m = 4.
3.3. Framings at a degenerate local extreme. Let v ∈ T0R2 = R2 be
a non-zero tangent vector at 0 ∈ R2. Then its orbit

Φ(0, v) = {T0h(v) | h ∈ S(g)}
with respect to L(g), and thus with respect to S(g), consists of either 2m
or m vectors that are cyclically order, see Figure 4.2.

This set Φ(0, v) will be called a framing at 0 ∈ R2, whenever either of
the following equivalent conditions hold:

(a) the action of L(g) to Φ(0, v) is effective, i.e. there is a non-unit
element A ∈ L(g) fixed on Φ(0, v);

(b) if h ∈ S(g) is such that T0h(w) = w for all w ∈ Φ(0, v), then
T0h = idR2 .

Roughly speaking the elements of L(g) can be distinguished by their action
on the finite set Φ(0, v).
Example 3.3.1. Let g(x, y) = (x2 + y2)(x2 + 2y2). Then L+(g) ∼= Z2

is generated by −idR2 , while L(g) is the dihedral group D2
∼= Z2 × Z2

generated by −idR2 and the reflection s(x, y) = (−x, y). Here m = 2. Also,
if v = (0, 1) ∈ R2, then Φ(0, v) = {±v} is not a framing, since s trivially
acts on Φ(0, v). For any other vector w ∈ R2 which is not collinear to v, its
orbit Φ(0, w) is a framing.
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Example 3.3.2. Let g(x, y) = (x2 + y2)(3x2 + 2y2)(x2 + xy + y2). Then
L(g) = L+(g) ∼= Z2 is generated by −idR2 . Here m = 2 as well and for any
non-zero vector w ∈ R2 its orbit Φ(0, w) is a framing.

The following easy lemma shows that one can always choose v so that
Φ(0, v) is a framing.

Lemma 3.3.3. The set Φ(0, v) is not a framing iff the following two
conditions hold:

(a) L(g) is the dihedral group D2
∼= Z2 × Z2, so m = 2;

(b) v is fixed under the reflection from L(g).

4. SPACE OF MAPS F(M,P )

In this section we will describe several properties of maps belonging to
F(M,P ). Recall that by definition a map f :M → P belongs to F(M,P )
if it satisfies axioms (B) and (L).

In the case when P = S1 one can also say about local extremes of f ,
and even about local minimums or maximums if we fix an orientation of
S1. Moreover, since S1 is a group R/Z, one can say about neighborhoods
of a point c ∈ S1 of the form (c− ε; c+ ε) for small ε > 0.

First we will study structure of maps from F(M,P ) at their critical
points.
4.1. Smooth functions on the plane with isolated critical points.
Let g : R2 ≡ C → R be a C∞ function such that 0 ∈ C is an isolated
critical point and g(0) = 0. Then there are germs of homeomorphisms
h : (C, 0) → (C, 0) and φ : (R, 0) → (R, 0) such that

φ ◦ g ◦ h(z) =

{
|z|2, if 0 ∈ C is a local extreme of f , [4],
Re(zm), otherwise, [3, 49].

(4.1)

In particular, critical points of homogeneous polynomials without multiple
factors cover all possible topological types of isolated critical points of maps
R2 → R.
4.2. f-adapted subsurfaces. Now let f ∈ F(M,P ). As mentioned above
condition (L) implies that each critical point of z ∈ Σf of f is isolated.

A connected component K of a level-set f−1(c), c ∈ P , will be called
a leaf (of f). We also call K regular if it contains no critical points, and
critical otherwise.

Evidently, a regular leaf of f is a submanifold of M diffeomorphic to the
circle. On the other hand, it follows from Axiom (L), (see also Figure 3.1)
that a critical leaf K has a structure of a 1-dimensional CW-complex whose
0-cells are critical points of f belonging to K. Notice that if K contains
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only quasi-saddles of f , see Figure 3.1 b), then it is a smooth submanifold
of M diffeomorphic to the circle, however it is still critical as a leaf of f .

Let K be a (regular or critical) leaf of f . For ε > 0 let Nε be the
connected component of f−1[c − ε, c + ε] containing K. Then Nε will be
called an f -regular neighborhood of K if ε is so small that Nε \K contains
no critical points of f and no boundary components of ∂M .

A submanifold V ⊂ M will be called f -adapted if V =
a
∪
i=1

Ai, where
each Ai is either a critical point of f or a regular leaf of f or an f -regular
neighborhood of some (regular or critical) leaf of f . We will denote by V (i),
i = 0, 1, 2, the union of connected components of V of dimension i.

Notice that if V is an f -adapted subsurface, then f |V : V → P satisfies
Axioms (B) and (L), that is f |V ∈ F(V, P ).
4.3. Graph of f ∈ F(M,P ). Consider the partition Γf of M into the
leaves of f , and let p : M → Γf be the natural map associating to each
x ∈ M the corresponding element of Γf containing x. Endow Γf with
the quotient topology, so a subset (a collection of leaves) A ⊂ Γf is open
iff p−1(A) (that is their union) is open in M . It follows from axioms (B)
and (L) that Γf has a natural structure of 1-dimensional CW-complex,
whose 0-cells correspond to boundary components of M and critical leaves
of f . We will call Γf the graph of f .

Since by definition f takes constant values on elements of Γf , it induces
a function f̂ : Γf → P such that f = f̂ ◦ p, see Figure 4.1.

FIGURE 4.1.

Remark 4.3.1. This graph was independently introduced in the papers by
G. Adelson-Welsky and A. Kronrod [1], and G. Reeb [50], and often called
Kronrod-Reeb or Reeb graph of f . It is a useful tool for understanding the
topological structure of smooth functions on surfaces, e.g. [22], [2]. It plays
as well an important role in a theory of dynamical systems on manifolds
and called Lyapunov graph of f following J. Frank [5,6,13,54]. The reason
is that for generic Morse maps Γf can be embedded into M , so that f will
be monotone on its edges.
Remark 4.3.2. Notice that if M is a torus or a Klein bottle, then there
exists a locally trivial fibrations f : M → S1, see maps (D) and (E) in
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Theorem 5.2.2. Such a map has no critical points and so f ∈ F(M,S1).
Evidently, the graph Γf of f is a circle and it has no “vertices” that cor-
respond to critical leaves. In this case we assume that Γf consists of one
edge (homeomorphic to the circle) and has no vertices.

Lemma 4.3.3. The induced maps p1 : H1(M,Z) → H1(Γf ,Z) of homology
groups is surjective and if H1(M,Z) 6= 0, always have a non-trivial kernel.
Therefore if M = S2, D2, S1 × [0, 1], RP 2, Möbius band, then Γf is a tree.
If M = T 2 or Klein bottle, then Γf is either a tree or has a unique cycle.

Denote by H(Γf ) the group of homeomorphisms of Γf . Then for each
h ∈ S(f) the identity f ◦ h = f implies that h(f−1(c)) = f−1(c) for all
c ∈ P . Thus h leaves invariant every level set of f , and in particular
induces a certain permutation ρ(h) of connected components of f−1(c), i.e.
leaves of f being in turn points of Γf . On other words, we get a map
ρ(h) : Γf → Γf . One can easily check that ρ(h) is a homeomorphism of Γf
making commutative the following diagram:

M
p //

h ��

Γf
f̂ //

ρ(h)��

P

M
p // Γf

f̂ // P

(4.2)

Moreover, the correspondence h 7→ ρ(h) is a homomorphism of groups
ρ : S(f) → H(Γf ). (4.3)

4.4. Enhanced graph of f ∈ F(M,P ). In order to encode an information
coming from degenerate local extremes of f , see Remark 3.1.2, we will add
to Γf new edges corresponding to framings at such points.

Let z be a degenerate local extreme of f and v ∈ TzM , and
Φ(z, v) = {Tzh(v) | h ∈ S(f, z)} ⊂ TzM

be its orbit with respect to the action of S(f, z). Similarly, to §3.3, we
will say that Φ(z, v) is a framing at z if for every h ∈ S(f, z) such that h
fixes each element from Φ(z, v) the tangent map Tzh : TzM → TzM is the
identity.

Let zi, (i = 1, . . . , l), be all the degenerate local extremes of f , and
Φi = Φ(zi, v

i
0) be some framing at zi containing ki edges. We will say that

such a collection of framings Φ = {Φi}i=1,...,l is f -adapted, if it is invariant
with respect to S(f), that is if h ∈ S(f) and h(zi) = zj for some i, j, then
Tzih(Φi) = Φj . One easily checks, that f -adapted framings always exist,
[40, Corolary 1].

Thus S(f) naturally acts on Γf as well as on each f -adapted framing Φ
via the corresponding differentials of maps. We want to “join” these actions.
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a) Framing at a degenerate local b) Enhanced graph
extreme with symmetry index m = 6

FIGURE 4.2.

Regard every point zi, i = 1, . . . , l, as a vertex of Γf of degree 1, and
glue to this vertex ki edges ei0, . . . , eiki−1 corresponding to the vectors in the
corresponding framing Φ(zi, v

i
0), see Figure 4.2b). The obtained graph will

be denoted by Γ̂f and called the enhanced graph of f .
One can assume that each new edge has length 1. Then the action of

S(f) on Γf extends to a unique action of S(f) on Γ̂f so that each h ∈ S(f)
interchanges edges (via length preserving maps) of Γ̂f \Γf in the same way
as its tangent map Th interchanges vectors in the f -adapted framing Φ.

4.5. Action of S(f) on Γ̂f . The previous paragraphs means that the ho-
momorphism (4.3) extends to a homomorphism

ρ : S(f) → H(Γ̂f ). (4.4)
associating to each h ∈ S(f) the induced homeomorphism of Γ̂f . Let

∆(f) = ker(ρ), G(f) = ρ(S(f)), G(f, V ) = ρ(S(f, V )),

where V is any f -adapted submanifold. Then, we obtain the following short
exact sequence:

b(f, V ) : ∆(f, V ) ↪→ S(f, V ) →→ G(f, V ). (4.5)
Evidently, h ∈ S(f) belongs to ∆(f) if and only if
• h preserves every leaf of f ;
• and for every degenerate local extreme z (being also a critical leaf) of
f the corresponding tangent map Tzh : TzM → TzM of h at z is the
identity.

For an f -adapted submanifold V let
∆′(f, V ) = ∆(f) ∩ Did(M,V ), (4.6)
S ′(f, V ) = S(f) ∩ Did(M,V ), (4.7)
G′(f, V ) = ρ(S ′(f, V )). (4.8)

Lemma 4.5.1. e.g. [21, Lemma 2.2] The group G(f, V ) is finite. Moreover,
if f is a generic Morse map, then G′(f, V ) is trivial.
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Lemma 4.5.2 ([44, Lemma 4.1]). Sid(f, V ) is the identity path component
of ∆′(f, V ). Therefore ∆′(f, V ) is a disjoint union of some path components
of S ′(f, V ), and the inclusion ∆′(f, V ) ⊂ S ′(f, V ) induces a monomorphism

π0∆
′(f, V ) ↪→ π0S ′(f, V ),

whence
G′(f, V ) ∼=

S ′(f, V )

∆′(f, V )
∼=
π0S ′(f, V )

π0∆′(f, V )
. (4.9)

It follows from (4.9) that we have another short exact sequence
b′(f, V ) : π0∆

′(f, V ) ↪→ π0S ′(f, V ) →→ G′(f, V ). (4.10)
This sequence will be called the Biebarbach sequence of the pair (f, V ). It
plays the main role in our considerations.

4.6. Simplification results. The following Lemmas 4.6.1 and 4.6.2 reduce
computation of b′(f, V ) to the case when M is connected and V consists of
critical points of f and boundary components of M . Let RV be a f -regular
neighborhood of V .

Lemma 4.6.1. ([44, Corollary 7.2]) The natural inclusions of pairs(
S(f,RV ),∆(f,RV )

)
⊂
(
S(f, V ),∆(f, V )

)
, (4.11)(

S ′(f,RV ),∆
′(f,RV )

)
⊂
(
S ′(f, V ),∆′(f, V )

)
, (4.12)

are homotopy equivalences, and therefore they induce isomorphisms of the
corresponding sequences:

b(f,RV ) ∼= b(f, V ), b′(f,RV ) ∼= b′(f, V ).

Lemma 4.6.2 (cf. [44, Lemma 5.2]). Let X1, . . . , Xk all the connected
components of M \RV , and X∂

i := Xi ∩ RV , i = 1, . . . , k, so X∂
i consists

of some common boundary components of Xi and RV . Then the natural
homomorphism

α : Did(M,V ) →
k∏
i=1

Did(Xi, X
∂
i ), α(h) =

(
h|X1 , . . . , h|Xk

)
,

induces an isomorphism b′(f, V ) ∼=
k∏
i=1
b′(f |Xi , X

∂
i ).

If M contains no connected components M1 and M2 that are diffeomor-
phic each other and do not intersect V , then we also have an isomorphism

b(f, V ) ∼=
k∏
i=1
b(f |Xi , X

∂
i ).
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Notes to the proof. In fact, Lemma 5.2 in [44] wrongly states that we always have an
isomorphism of sequences b(f, V ) ∼=

∏k
i=1 b(f |Xi , X

∂
i ). The gap is in the claim that the

map α : D(M,U) →
∏k

i=1 D(Xi, Ui) given by the same formula α(h) =
(
h|X1 , . . . , h|Xk

)
is well-defined, where Ui is a f -regular neighborhood of X∂

i in Xi, and U = ∪k
i=1Ui.

Indeed, the definition of α assumes that every h ∈ D(M,U) leaves invariant each con-
nected component of M . However, it might happen that M has two diffeomorphic con-
nected components M1 and M2 which do not intersect U . Then α is not-defined for a
diffeomorphism of M interchanging M1 and M2 and fixed on M \ (M1 ∪M2).

Nevertheless, the statement about isomorphism of b′-sequences remains true, since every
isotopic to the identity diffeomorphism preserves every connected component. □

The following lemma allows to cut an f -adapted collar of some boundary
component of M .

Lemma 4.6.3. ([44, Theorem 5.5(3)]) LetM be a not necessarily orientable
connected compact surface, f ∈ F(M,P ), and V be a connected component
of ∂M . Suppose there exists a regular component W of some level set of
f separating M and let B and A be the connected components of M \W .
Assume that V ⊂ A and let X ⊂ B \W be an f -adapted submanifold, see
Figure 4.3. Suppose A is an annulus and h(A) = A for all h ∈ S(f,X∪V ).

FIGURE 4.3.

Then we have the following homotopy equivalence:

S(f,X ∪ V ) ∼= S(f |B, X ∪W )× S ′(f |A, ∂A)

which induces the homotopy equivalence

S ′(f,X ∪ V ) ∼= S ′(f |B, X ∪W )× S ′(f |A, ∂A)

and homotopy equivalences between the corresponding ∆- and ∆′-groups.
In particular, we get isomorphisms of short exact sequences:

b(f,X ∪ V ) ∼= b(f |B, X ∪W )× b′(f |A, ∂A),
b′(f,X ∪ V ) ∼= b′(f |B, X ∪W )× b′(f |A, ∂A).

(4.13)

Moreover, if B is either a 2-disk or an annulus and X = ∅, then

b′(f, ∂M) ∼= b′(f |B, ∂B)× b′(f |A, ∂A). (4.14)
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4.7. Structure of π0∆(f, V ). Fix a possibly empty collection V of boun-
dary components of M .

Let e be an (open) edge of Γf , and x ∈ e be a point, so it corresponds
to a regular leaf γ of f in IntM . Then there exists a Dehn twist τγ ∈ ∆(f)
along γ supported in f -regular neighborhood of γ which does not intersect
∂M . We will call a Dehn twist around the edge e and also denote by τe.

Notice that by definition τe is fixed on ∂M ⊃ V . Then its isotopy class in
π0∆(f, V ) will be denoted by [τe]. Since for distinct edges e, e′ their Dehn
twists τe and τe′ have disjoint supports, we obtain that τe and τe′ commute.
Hence their isotopy classes [τe] and [τe′ ] in π0∆(f, V ) also commute.

Let also v0, v1 be the vertices of e, and Ki = p−1(vi), i = 0, 1, be the
corresponding leaves of f . Then each Ki is either a critical leaf of f or a bo-
undary components of M . We will say that e (as well as the corresponding
Dehn twist τe is internal for V if each Ki is one of following leaves:

• either a degenerate local extreme,
• or contains a saddle point of f ,
• or is contained in V .

Otherwise e is external with respect to V .

Lemma 4.7.1. (e.g. [34, Theorem 6.2]) Let V be a possibly empty collection
of boundary components of M .
(1) An edge e of Γf is external, if and only if τe ∈ Sid(f).
(2) Suppose K is a Klein bottle, and f : K → S1 is a map without critical

points, see map (E) in Theorem 5.2.2. Then there exists an isotopy
H : K × [0, 1] → K such that H0 = idK and H1 ∈ ∆′(f) preserves each
leaf of f and reverses its orientation. In this case π0∆′(f, V ) ∼= 0 and
π0∆(f, V ) ∼= Z2.

(3) In all other cases π0∆(f, V ) is a free abelian group freely generated by
internal for V Dehn twists, so π0∆(f, V ) ∼= Zk. Hence π0∆′(f, V ) is
also a free abelian group generated by relations between internal
Dehn twists in π0D(M,V ).

5. HOMOTOPY TYPES OF STABILIZERS AND ORBITS
In this section we assume thatM is a compact surface, f ∈ F(M,P ), and

V is f -adapted submanifold. We will expose the results about homotopy
types of S(f, V ) and orbits of O(f, V ). Everywhere the sign ' means
“homotopy equivalent”. For a set V we will denote by |V | the number of
points in V if it is finite, and ∞ otherwise.
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Theorem 5.1 ([34,51]). (1) The natural map into the orbit
p : D(M,V ) → O(f, V ), p(h) = f ◦ h

is a locally trivial principal S(f, V )-fibration.
(2) The restriction p : Did(M,V ) → Of (f, V ) is a locally trivial principal

S ′(f, V )-fibration.
(3) Of (f, V ) = Of (f, V ∪X) for any collection X of boundary components

of M .
(4) Of (f) is a Frèchet manifold, whence (by [48]) it has a homotopy type

of a CW-complex.
Notices to the proof. Statements (2) and (3) are simple consequences of (3) (see [43,
Corollary 2.1]). Statements (1) and (4) were proved by F. Sergeraert [51] for functions
f : M → R of the so-called finite codimension on a closed manifolds M and V = ∅. Further
it was extended to a more general context of tame actions of tame Lie groups on tame Frechet
spaces in [34, Appendix 11]. The latter includes Theorem 5.1, see [44, Theorem 1.1] for
details. □

Definition 5.1.1 (Weak homotopy equivalences of sequences of maps).
Suppose we are given two sequences of continuous maps of topological
spaces:

u : K1
α1−→ · · ·

αk−1−−−→ Kk, v : L1
β1−→ · · ·

βk−1−−−→ Lk.

Then by a morphism γ = (γ1, . . . , γk) : u → v of those sequences we will
mean the following commutative diagram

K1
α1 //

γ1

��

K2
α2 //

γ2

��

· · ·
αk−1 // Kk

γk
��

L1
β1 // L2

β2 // · · ·
βk−1 // Lk

Such a morphism will be called a weak homotopy equivalence, whenever each
γi is a weak homotopy equivalence. In this case we will write γ : u w' v.

The following sequence of maps will be called an O-sequence of (f, V ):
O (f, V ) : ∆′(f, V ) ↪→ S ′(f, V ) ↪→ Did(M,V )

p−→→ Of (f, V ), (5.1)
where the first two arrows are natural inclusions of normal subgroups, and
the last map is a projection to cosets (we denoted it by →→ meaning that it
is surjective).

We will study such sequences up to a weak homotopy equivalence and
one of the main tools are long exact sequence of fibration p:

· · · → πk+1Sid(f, V ) → πk+1Did(M,V )
pk+1−−−→ πk+1Of (f, V )

∂k+1−−−→
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→ πkSid(f, V ) → πkDid(M,V )
pk−→ πkOf (f, V )

∂k−→ · · ·

· · · → π1Did(M,V )
p1−→ π1Of (f, V )

∂1−→→ π0S ′(f, V ),

where the corresponding base points are idM and f .
The homotopy types of groups Did(M,V ) are computed in [52, The-

orem A], [7, Theorems 1,2], [8, Theorems 1B,1C,1D], [14, Théorème 1],
and are presented in the following Table 5.1, in which |V | is the number
of points in V , Mo is a Möbius band, and K is a Klein bottle. Moreover,
Theorem 5.2.1 below describes the homotopy type of S(f, V ). This will give
a complete information about higher homotopy groups of spaces in (5.1)
and a lot of information about fundamental groups.

TABLE 5.1.

M |V | Did(M)
homotopy homotopy groups

type π1 π2 πk, k ≥ 3

S2, RP 2 0 SO(3) ≡ RP 3 Z2 0 πkS
3 = πkS

2 = πkRP 2

T 2 0 T 2 Z2 0 0
D2, S1 × [0, 1], Mo, K 0

D2, S2, RP 2 1 S1 Z 0 0
S2 2

other cases point 0 0 0

Remark 5.1.2 (Explicit construction of ∂1). Let γ : [0, 1] → Of (f, V ) be a
loop with γ(0) = γ(1) = f , and [γ] its homotopy class in π1Of (f, V ). Since
p satisfies path lifting axiom, there exists a path γ̂ : [0, 1] → Did(M,V )
such that γ̂(0) = idM , and γ̂(1) ∈ S ′(f, V ). Then

p1([γ]) = [γ̂(1)] ∈ π0S ′(f, V )

is the isotopy class of γ̂(1) in S ′(f, V ).

Lemma 5.1.3. (1) Did(M,V ) is contractible if and only if χ(M) < |V |,
which in particular holds if V is infinite or when χ(M) < 0.

(2) If V = ∅, then π2Did(M) = 0 and for k ≥ 3 we have that

πkDid(M) = πkM =

{
πkS

3 if M = S2 or RP 2,

0 otherwise.

(3) The image of p1
(
π1Did(M,V )

)
is contained in the center of π1Of (f, V ),

([43, Lemma 2.2]).
(4) The set π0S ′(f, V ) is a group, and ∂1 : π1Of (f, V ) → π0S ′(f, V ) is a

homomorphism.
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5.2. Structure of Sid(f, V ). The following theorem is proved in [34] for
Morse maps and in [40] for all f ∈ F(M,P ). In fact, it is a consequence of
a series of papers [32,33,38,41,42] about diffeomorphisms preserving orbits
of flows. The technique developed in those paper is also extensively used
for the proof of almost all presented here results, e.g. Lemmas 4.7.1, 4.6.1,
6.1.1, Theorem 5.2.2.

Theorem 5.2.1. ([34, 40]). Suppose M is connected. Then Sid(f, V ) is
contractible if and only if either of the following conditions is satisfied:

(i) f is has at least one saddle critical point or degenerate local extreme;
(ii) M is non-orientable;
(iii) V contains more than χ(M) points (which holds e.g. when dimV ≥ 1

or χ(M) < 0).
In all other cases Sid(f, V ) is homotopy equivalent to the circle S1.
In fact the latter holds if and only if f is one of maps of types (A)-(D) of
Theorem 5.2.2 below.

The following theorem characterizes Morse maps having only local ex-
tremes and describes their O-sequences.

Theorem 5.2.2. ([34, Theorem 1.9]) Let f ∈ F(M,P ). Then every critical
point of f is a non-degenerate local extreme if and only if f is one of
the maps of the following types (A)-(E).
(A) f : S2 → P is a Morse map having precisely two critical points {a, b},

and those points are non-degenerate local extremes. In this case

O (f)
w' [S1 ≡ S1 ↪→ SO(3) →→ S2],

O (f, {a}) w' O (f, {a, b}) w' [S1 ≡ S1 ≡ S1 →→ •].

(B) f ∈ F(D2, P ) is a map having precisely one critical point a, and that
point is a non-degenerate local extreme. In this case

O (f)
w' O (f, {a}) w' [S1 ≡ S1 ≡ S1 →→ •].

(C) f ∈ F(S1 × [0, 1], P ) is a map having no critical points and

O (f)
w' [S1 ≡ S1 ≡ S1 →→ •].

(D) f ∈ F(T 2, S1) is a map without critical points. Let mZ ⊂ Z ∼= π1S
1 be

the image of the induced homomorphism f1 : π1T
2 → π1S

1 for some
m. Then m ≥ 1, f : T 2 → S1 is a locally trivial fibration whose fiber
is a disjoint union of m circles, and

O (f)
w' [S1 × 0 ↪→ S1 × Zm ↪→ S1 × S1 (w,z)7→zm−−−−−−→→ S1]
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(E) f ∈ F(K,S1) is be a map from Klein bottle to the circle having no
critical points. Let mZ ⊂ Z ∼= π1S

1 be the image of the induced
homomorphism f1 : π1K → π1S

1 ≡ Z for some m. Then m ≥ 1,
f : K → S1 is a locally trivial fibration whose fiber is a disjoint union
of m circles, and

O (f)
w' [0 ↪→ Zm ↪→ S1 z 7→zm−−−−→→ S1]

All the above weak homotopy equivalences are homotopy equivalences.
Remark 5.2.3. To clarify the statement notice that the first weak ho-
motopy equivalence O (f)

w' [S1 ≡ S1 ↪→ SO(3) →→ S2] in (A) means
that Of (f) is homotopy equivalent to 2-sphere S2, and S ′(f) is homotopy
equivalent to the circle S1. Since it is path connected, we also have that
S ′(f) = ∆′(f) = Sid(f).

For example, regard S2 = {x2+ y2+ z2 = 1} as a unit sphere in R3, and
let f : S2 → R be given by f(x, y, z) = z. Then f is a function of type (A).
Let H : S2 × [0, 1] → S2 be the linear rotations given by the formula:

H(x, y, z, t) =

 cos 2πt sin 2πt 0
− sin 2πt cos 2πt 0

0 0 1

xy
z


Evidently, each Ht preserves coordinate z, i.e. f ◦ Ht = f . Moreover,
H0 = H1 = idS2 . In other words, Ht is a loop in S(f) at idS2 . Then the
inclusion of this loop as a map ν : S1 → S(f), ν(e2πit) = Ht, which turns
out to be a homotopy equivalence.

Similar consideration can be applied to other cases and we refer the
reader to [34, Proof of Theorem 1.9].

Corollary 5.2.4. Suppose Sid(f, V ) is contractible. Then the following
statements hold.
(a) πnD(M,V ) ∼= πnOf (f, V ) for n ≥ 2 and we get the following short

exact sequence

π1Did(M,V ) ↪
p1−−−−→ π1Of (f, V )

∂1−−→→ π0S ′(f, V ). (5.2)
(b) If M 6= S2 and RP 2, then Of (f, V ) is aspherical1, so its homotopy

type is determined by the fundamental group π1Of (f, V ). In particular,
π1Of (f, V ) is torsion free.

(c) If χ(M) < |V |, then Did(M,V ) is contractible as well, and and Eq. (5.2)
yields an isomorphism

∂1 : π1Of (f, V ) ∼= π0S ′(f, V ). (5.3)
1A path connected topological space Q is aspherical, if πnQ = 0 for n ≥ 2. In this case

Q is also called Eilenberg–MacLane space K(π1Q, 1).
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Then π0S ′(f, V ) is also torsion free and this group completely deter-
mine the homotopy type of Of (f, V ).

5.3. Structure of π1Of (f, V ). We will describe here the general structure
of fundamental groups of orbits, see Theorem 5.5 and Remark 5.4.1.

Suppose that Sid(f, V ) is contractible. Then we have the following com-
mutative diagram:

π1D(M,V ) � � p1 // ∂−1
1

(
π0∆

′(f, V )
)

� _

��

∂1 // // π0∆′(f, V )� _

��
π1D(M,V ) � � p1 // π1Of (f, V )

∂1 // //

ρ◦∂1 ����

π0S ′(f, V )

ρ����
G′(f, V ) G′(f, V )

(5.4)

in which all horizontal and vertical sequences are exact. In fact, the middle
horizontal sequence is the last part of the above long exact sequence of p,
while the right vertical is b′-sequence for (f, V ).

Denote A = ∂−1
1

(
π0∆

′(f, V )
)

and consider the upper horizontal se-
quence:

π1D(M,V ) ↪
p1−−−−→ A

∂1−−→→ π0∆
′(f, V ). (5.5)

We know that π0∆′(f, V ) is a free abelian, π1D(M,V ) is abelian (0, Z2, Z,
or Z2) and its image is contained in the center of π1Of (f, V ), and therefore
in the center of A. One might expect that this sequence splits, i.e. ∂1
in (5.5) admits a section q : π0∆

′(f, V ) → A, which gave an isomorphism
φ : π1Did(M,V )⊕ π0∆

′(f, V ) ∼= A, φ(a, b) = p1(a) · q(b). This was initially
stated in [34, Theorem 1.5] for V = ∅, however the arguments contained a
gap and were completed in [40, Theorem 6].

The following theorem describes a more general effect. Let Tk be the
k-dimensional torus, i.e. a product of k circles.

Theorem 5.3.1. (cf. [40, Theorem 6]) Suppose Sid(f, V ) is contractible
and that π0∆′(f, V ) ∼= Zk for some k ≥ 0. Let ω : π1Tk → π0∆

′(f, V ) be
any isomorphism. Then there exists a continuous map η : Tk → Of (f, V )
such that we have the following commutative diagram:

π1Tk
ω
∼=

//

η
��

π0∆
′(f, V )� _

��
π1Of (f, V )

∂1 // π0S ′(f, V )

(5.6)

Hence for the map

ψ : Did(M,V )× Tk → Of (f, V ), ψ(h, s) = η(s) ◦ h
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the induced homomorphisms ψn : π1
(
Did(M,V ) × Tk

)
→ π1Of (f, V ) are

isomorphisms for n ≥ 2 and a monomorphism for n = 1, so we will have
the following commutative diagram:

π1D(M,V )⊕ π0∆
′(f, V )

p2 // //
� y

p1⊕ψ1

++WWWW
WWWWW

WWW
π0∆

′(f, V )� _

��
π1D(M,V ) � � p1 // π1Of (f, V )

∂1 // //
� w

ρ◦∂1 ))TTT
TTTT

TT
π0S ′(f, V )

ρ����
G′(f, V )

(5.7)

in which main diagonal, middle row and right column are exact.
Therefore, if σ : Õ → Of (f, V ) is a covering map corresponding to the

subgroup ψ1

(
π1
(
Did(M,V ) × Tk

))
of π1Of (f, V ), then ψ lifts to the map

ψ̂ : Did(M,V )×Tk → Õ such that ψ = σ◦ψ̂ and ψ̂ induces an isomorphism
of all homotopy groups, i.e. ψ̂ is a weak homotopy equivalence.

In particular, if G′(f, V ) is trivial (which holds e.g. when f is a generic
Morse map), then ψ1 is an isomorphism as well, whence ψ is a weak
homotopy equivalence (cf. [34, Theorem 1.5(3)]).
Proof. Let Ik = [0, 1]k be a k-dimensional cube. Then there is a natural
quotient map

ν : Ik → Tk, ν(t1, . . . , tk) =
(
e2πit1 , . . . , e2πitk

)
.

We will construct a certain continuous map ζ : Ik → Did(M,V ∪ Q) such
that for all i = 1, . . . , k, and t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tk ∈ [0, 1] we will have

f ◦ ζ(t1, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tk) = f ◦ ζ(t1, . . . , ti−1, 1, ti+1, . . . , tk).

This will imply existence of a unique continuous map η : Tk → Of (f, V )
with p ◦ ζ = η ◦ ν. Moreover, ζ will be constructed so that η will make
commutative the diagram (5.6).

Notation. Notice that [0, 1] can be regarded as a CW-complex with two
0-cells {0} and {1} and a 1-cell (0, 1). Then Ik = [0, 1]k inherits a CW-
structure, whose cells are product of cells of copies of [0, 1]. It will be
convenient to introduce uniform notation for such faces.

Let K = {1, . . . , k}. Then each i-th face E of Ik is determined by
partition of K into three mutually disjoint subsets A, B, C such that

• for each s ∈ A there is (t1, . . . , tk) ∈ E with 0 < ts < 1.
• for each s ∈ B and (t1, . . . , tk) ∈ E we always have ts = 0;
• for each s ∈ C and (t1, . . . , tk) ∈ E we always have ts = 1;

Denote such face by EA,B,C . Evidently, the dimension of EA,B,C equals
to the number of elements of A. Moreover, when writing points of EA,B,C
we will sometimes indicate only coordinates belonging to A.
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Construction of ζ. One can easily find
(a) a subset Q ⊂M such that |Q| > χ(M);
(b) pairwise commuting diffeomorphisms τ1, . . . , τk ∈ ∆′(f, V ) whose

isotopy classes [τi] constitute a basis for π0∆′(f) ∼= Zk;
(c) isotopies H i : M × [0, 1] → M relatively Q with H i = idM and

H i
1 = τi for all i = 1, . . . , k.

Indeed, for each edge e of Γf choose a Dehn twist τe along e. Then one
can assume that each τi is a product of some τe. This will guarantee
condition (b). Existence of Q and isotopies H i as in (a) and (c) is proved
in [40, Theorem 6] for V = ∅. That sets also suffice if V 6= ∅ is finite but
|V | < χ(M). E.g. if M = D2, then one can take Q = ∂D2. If |V | > χ(M),
then one can put Q = V .

Now ζ will be constructed by induction on d-dimensional faces of Ik.
Let d = 0. Put

ζ(ε1, . . . , εk) = τ ε11 ◦ · · · ◦ τ εkk =
k∏
i=1

τi, εi ∈ {0, 1}.

Since τi pairwise commute, one can write the product of τi in any order,
and therefore the notation

∏k
i=1 τi is well-defined. Then

f ◦ ζ(ε1, . . . , εk) = f ◦ τ ε11 ◦ · · · ◦ τ εkk = f.

Let d = 1. Every 1-dimensional cell has the form E{i}, B, C , and so it is
“parametrized” by its i-th coordinate ti. Then we define ζ on E{i}, B, C by

ζ(ti) =
(∏
j∈C

τj
)
◦H i

ti .

In other words, we first apply an isotopy H i, and if j-th coordinate of the
face is 1 (for j 6= i), then we additionally make a composition with τj . Since
all τi pairwise commute, ζ is correctly defined on 1-skeleton of Ik.

It follows that

f ◦ ζ(ti) = f ◦H i
ti , ti ∈ EA,B,C .

For example, if k = 2, then

ζ(t1, 0) = H1
t , ζ(t1, 1) = τ2 ◦H1

t , ζ(0, t2) = H2
t , ζ(1, t2) = τ1 ◦H2

t .

Let d = 2. Let i1 < i2 be two distinct indices and

E = E{i1,i2},K\{i1,i2},∅

be a 2-face of Ik in which all coordinates except for i1 and i2 are zeros.
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By the construction ζ(∂E) ∈ Did(M,V ∪ Q), and the latter space is
contractible. Hence ζ extends to some continuous map

H i1,i2 : E → Did(M,V ∪Q).

Extend ζ to each other 2-face E{i1,i2}, B, C spanned by coordinates i1, i2
in a similar way:

ζ(ti1 , ti2) =
(∏
j∈C

τj
)
◦H i1,i2(ti1 , ti2).

Then again
f ◦ ζ(ti1 , ti2) = f ◦H i1,i2(ti1 , ti2)

for any 2-face E{i1,i2}, B, C .
Let d = 3. The construction is similar to the case d = 2. Let i1 < i2 < i3

be three distinct indices and
E = E{i1,i2,i3},K\{i1,i2,i3},∅

be a 3-face of Ik in which all coordinates except for i1, i2, and i3 are zeros.
By the construction ζ(∂E) ∈ Did(M,V ∪ Q), and the latter space is

contractible. Hence ζ extends to some continuous map
H i1,i2,i3 : E → Did(M,V ∪Q)

and we extend ζ to each other 3-face E{i1,i2,i3}, B, C spanned by coordinates
i1, i2, i3 in a similar way:

ζ(ti1 , ti2 , ti3) =
(∏
j∈C

τj
)
◦H i1,i2,i3(ti1 , ti2 , ti3).

Applying the same arguments so on, we extend ζ to all of Ik.
Verification of properties of η. By construction the restriction of ζ to

each 1-face spanned by coordinate ti, is given by the loop γi := f ◦H i. But
due to description of ∂1 (see Remark 5.1.2), ∂1([γi]) = H i

1 = τi. This means
commutativity of (5.6). □

It is convenient to formulate the general observation about the homotopy
types of O(f, V ) in the form of the following property (Bib).

Definition 5.4. Let M be a compact surface, f ∈ F(M,P ), V be an f -
adapted submanifold, and G′(f, V ) be the group of automorphisms of the
graph of f induced by elements of S ′(f, V ), see (4.8). Say that a pair (f, V )
has property (Bib) whenever
(Bib) there exists a free action of the (finite) group G′(f, V ) on a k-torus Tk

for some k ≥ 0 such that we have the following homotopy equivalence:
Of (f, V ) ' Did(M,V )×

(
Tk/G′(f, V )

)
,



Deformations of functions on surfaces 179

where Tk/G′(f, V ) is the corresponding quotient space.
Remark 5.4.1. Evidently, Property (Bib) generalizes the effect described
in Theorem 5.3.1 for the case when G′(f, V ) is trivial. That property was
discovered by E. Kudryavtseva in a series of papers [23, 24, 26], in which
she described the homotopy structure of the spaces Fp,q,r of Morse func-
tions on orientable compact surfaces equipped with a numeration of their
critical points (such spaces are finite covering spaces of the spaces of all
Morse functions). She presented a “finite-dimensional” model for the strat-
ifications of those spaces into orbits of Morse functions, and demonstrated
Property (Bib) for them.
Remark 5.4.2. Notice that not all pairs (f, V ) have property (Bib). For
instance, if f : S2 → R is a Morse function with two only critical points as
in Theorem 5.2.1(A), then π1Of (f) = π1S

2 = 0. On the other hand, the
graph of f is a closed segment, whence G′(f) is trivial, and therefore

π1
(
Did(S

2)× (Tk/G′(f))
) ∼= Z2 × Zk 6= 0 for any k ≥ 0.

Nevertheless this property seems to be very typical. The following theo-
rem describes several cases when (Bib) holds.

Theorem 5.5. Let M be a compact connected surface, f ∈ F(M,P ), and
V be an f -adapted submanifold. Then the pair (f, V ) has property (Bib) in
the following cases.
(1) Sid(f, V ) is contractible, and G′(f, V ) is trivial (Theorem 5.3.1).
(2) M is orientable, V = ∅, and f ∈ M(M,R) is such that the Euler

characteristic χ(M) of M is less than the total number of fixed critical
points of S ′(f) (E. Kudryavtseva [23,24,26]).

Warning. In [44, Corollary 1.3 & Theorem 5.10] it was claimed that Property (Bib) holds
for pairs (f, V ) admitting a diagonal short exact sequence from (5.7). However, such a
statement is not in fact proved. The reason is that the above claims were just direct
applications of [44, Theorem 2.5] being in turn an incorrect formulation of a realization
theorem for crystallographic groups. That [44, Theorem 2.5] states that for every short
exact sequence Zk ↪→ Γ →→ G with finite G and torsion free Γ, there exists a free action
of G on Tk such that π1(Tk/G) ∼= Γ. In fact, in general one should additionally require
that Zk is a maximal abelian subgroup of Γ (this is a theorem by H. Zassenhaus, see
e.g. [53, Theorem 2.2]).

Nevertheless this does not mean that [44, Corollary 1.3 & Theorem 5.10] are wrong.
Indeed, consider the following short exact sequence zn : nZ ↪→ Z →→ Zn. Then nZ is not a
maximal abelian subgroup of Z, however there exists an action of Zn on T1 = S1 such that
π1(T1/Z3) ∼= Z.

Therefore to complete the proofs of [44, Corollary 1.3 & Theorem 5.10] one needs to
thoroughly check conditions on (f, V ) when such actions of G′(f, V ) on some tori exist.
This will be done in another paper. □
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In next sections we will describe algebraic structure of π1Of (f, V ) for
the case when M is orientable and distinct from S2.

6. MAPS ON SURFACES WITH χ(M) < 0

Let M be compact surface, f ∈ F(M,P ), and V an f -adapted subma-
nifold. In this section we give a complete description of algebraic structure
of Bieberbach sequence (4.5):

b(f, V ) : π0∆(f, V ) ↪→ π0S(f, V ) →→ π0G(f, V ).

for the case when M is orientable and differs from S2.

6.1. Reduction to the case χ(M) ≥ 0. Theorem 6.1.1 below shows that
computations of b′(f, V ) completely reduces to the case when χ(M) ≥ 0
(i.e. is one of the following surfaces: S2, T 2, D2, S1 × [0, 1], RP 2, Möbius
band and Klein bottle) and V consists of critical points of f and boundary
components of M .

Let RV be a f -regular neighborhood of V and D1, . . . , Dq all the con-
nected components of the closure M \RV which are diffeomorphic with a
2-disk. Then the union

NV := RV ∪D1 ∪ . . . ∪Dq

is called a canonical neighborhood NV of V (corresponding to RV ), see [17].

Theorem 6.1.1. ([39], [44, Theorem 5.4]) Suppose M is connected with
χ(M) < 0. Let also K be the union of all non-extremal critical leaves of
f whose canonical neighborhoods have negative Euler characte-
ristic, RK an f -regular neighborhood of K, B1, . . . , Bk all the connected
components of M \RK , and X∂

i := Bi ∩ (V ∪RK), i = 1, . . . , k. Then
(1) each Bi is diffeomorphic either with a 2-disk or a cylinder or a Möbius

band;
(2) the inclusion

(
S ′(f, V ∪RK),∆′(f, V ∪RK)

)
⊂
(
S ′(f, V ),∆′(f, V )

)
is

a homotopy equivalence, inducing therefore an isomorphism

b′(f, V ) ∼= b′(f, V ∪RK) ∼=
k∏
i=1

b′(f |Bi , X
∂
i ).

6.2. Relation between sequences b′(f, V ) and b(f). Denote by

j0 : π0S ′(f, V ) → π0S ′(f)

the homomorphism induced by the inclusion j : S ′(f, V ) ⊂ S ′(f).
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Lemma 6.2.1 ([44, Lemma 5.1]). Suppose M is connected and V is a
non-empty union of several boundary components of M . Suppose also
that Sid(f) is contractible.

(i) Then we have the following commutative diagram:

π1Did(M)
� � p1 //

α
11

π1Of (f)
∂ // //

β

))SSS
SSSS

SSSS
SSS

π0S ′(f)

π1Of (f, V )

∼=Theorem 5.1(3)

OO

∼=
(5.3)

// // π0S ′(f, V )

j0

OOOO

ker(j0)
?�

OO
(6.1)

In particular, it induces an isomorphism between the right column and the
upper row which coincides with the sequence (5.2).

(ii) We also have the following exact (3× 3)-diagram:

ker(j0)� _
��

ker(j0)� _

��

// {1}� _
��

b′(f, V ) : π0∆
′(f, V )

����

� � // π0S ′(f, V )

j0����

ρV // // G′(f, V )
∼= Γ′(V,∅)��

b′(f) : π0∆
′(f) � � //

ξ
JJ

π0S ′(f)
ρ // // G′(f)

(6.2)

Since the groups π0∆′(f, V ) and π0∆′(f) are free abelian, the left column
splits, so there is a section ξ : π0∆′(f) → π0∆

′(f, V ).
(iii) If χ(M) < 0, and thus Did(M) is contractible, then by (6.1), j0 is

an isomorphism, and (6.2) yields an isomorphism b′(f, V ) ∼= b′(f).
(iv) If χ(M) ≥ 0, so M is either a 2-disk, or a cylinder, or a Möbius

band (since ∂M 6= ∅), then ker(j0) ∼= π1Did(M) ∼= Z due to (6.1), and the
diagram (6.2) is a short exact sequence z1 ↪→ b′(f, V ) →→ b′(f).

In fact, for M being a 2-disk of a Möbius band, then ker(j0) is generated
by a Dehn twist along boundary component of M , and for M = S1 × [0, 1]
the kernel ker(j0) is generated by a pair of Dehn twists in different directions
along boundary components of M .

In the next two sections we will describe the algebraic structure of b(f, V )
for the cases when M is a 2-disk, cylinder and torus. Together with Theo-
rem 6.1.1 this will give complete information on b(f, V ) for all orientable
surfaces distinct from S2.
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7. MAPS ON 2-DISK AND CYLINDER
Suppose (M,V ) is one of the pairs (D2, ∂D2) or (S1×[0, 1], S1×0). Then

the group D(M,V ) is connected (in fact even contractible, see Table 5.1).
Hence D(M,V ) = Did(M,V ) and

S ′(f, V ) = S(f, V ) ∩ Did(M,V ) = S(f, V ) ∩ D(M,V ) = S(f, V ). (7.1)

Similarly, ∆′(f, V ) = ∆(f, V ). This implies that b(f, V ) = b′(f, V ).
Recall that if Sid(f) is contractible, then by Lemma 6.2.1(iv) we also

have the following short exact sequence:

z1 ↪→ b′(f, V ) →→ b′(f) (7.2)

which is the same as the diagram (6.2).

7.1. Maps with minimal number of critical points.

Theorem 7.1.1. ([44, Theorem 5.5]) Let (M,V ) = (S1 × [0, 1], S1 × 0).
(1) For each f ∈ F(M,P ) the inclusion of pairs

(
S ′(f, ∂M), ∆′(f, ∂M)

)
⊂
(
S ′(f, V ), ∆′(f, V )

) (7.1)
≡
(
S(f, V ), ∆(f, V )

)
is a homotopy equivalence, whence b′(f, ∂M) ∼= b′(f, V ) ≡ b(f, V ).

(2) If f ∈ F(M,P ) has no critical points, then

π0S ′(f, V ) = 0, π0S(f, ∂M) = Z.

In particular, b′(f, V ) ∼= z0 : {1} ↪→ {1} →→ {1}.

Theorem 7.1.2. ([44, Theorem 5.6]) Suppose f ∈ F(D2, P ) has a unique
critical point z being therefore a local extreme.

(1) If z is non-degenerate, then b′
(
f, ∂D2

) ∼= z0 : {1} ↪→ {1} →→ {1}.
(2) If z is degenerate of symmetry index m, then Sid(f) is contractible,

and the sequence (7.2) is isomorphic with (3 × 3)-diagram \zm,
see (2.16):

z1� _
��

: mZ� _
��

mZ� _
��

// // 0� _
��

b′(f, ∂D2) ∼= zm
����

: mZ
����

� � // Z
����

// // Zm
����

b′(f) : 0 �
� // Zm Zm
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7.2. General case. It follows from these theorems that

b(f, V )
(7.1)∼= b′(f, V ) ∼= b′(f, ∂M), (7.3)

where the second and third sequences coincide if M = D2 and are isomor-
phic for M = S1 × [0, 1] by Theorem 7.1.1(1). Our aim is to compute the
sequence (7.3).

Let K be a unique critical leaf of f such that the connected component
of M \K containing V includes no critical points of f . Equivalently, let v
be the vertex of Γf of f corresponding to V . Then v belongs to a unique
edge e of Γf , and K is the leaf of f corresponding to another vertex of e.

It follows from uniqueness of K that
h(K) = K, ∀ h ∈ S(f, V ). (7.4)

Let c = f(K) ∈ P and ε > 0. Denote by RK the connected component
of f−1[c− ε, c+ ε] containing K. Decreasing ε we can assume that RK \K
contains no critical points of f and RK ∩∂M ⊂ ∂RK (this intersection may
be empty). In particular, RK is an f -regular neighborhood of K.

Let Z be the collection of all connected components of M \RK . Since
by (7.4) K is S(f, V )-invariant, we have that so are RK and M \RK . In
other words, we get a natural action of S(f, V ) on Z. Let

S(Z) = {h ∈ S(f, V ) | h(Z) = Z for each Z ∈ Z} (7.5)
be its kernel of non-effectiveness. Then the quotient S(f, V )/S(Z) effec-
tively acts on Z.

• Let Zfix = {X0, X1, . . . , Xa} be all the elements of Z invariant under
all diffeomorphisms from S(f, V ), i.e. fixed points of S(f, V )/S(Z). Enu-
merate them so that V ⊂ X0, and in particular, X0 is always a cylinder.
Evidently, if M = D2, them all Xi, i ≥ 1, are 2-disks. On the other hand,
if M = S1 × [0, 1], then the element of Z containing another boundary
component S1 × 1 is invariant under S(f, V ) and we will always denote it
by X1. In this case X1 is a cylinder, and all others Xi, i ≥ 2, must be
2-disks.

• Let also Zreg := Z\Zfix = {Y1, . . . , Yb} be all other 2-disks of Z. Thus
each Yi is not invariant under some element of S(f, V ).

The following theorem expresses b′(f, ∂M) via the corresponding se-
quences {b′(f |Z , ∂Z)}Z∈Z. It is essentially based in Lemma 2.9.1,

Theorem 7.2.1. (A) Suppose that all elements of Z are invariant under
S(f, V ), which is equivalent to either of the following three conditions:

Zreg = ∅, Z = Zfix = {X0, X1, . . . , Xa}, S(f, V ) = S(Z).
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Then b′(f) ∼=
a
Π
i=1
b′(f |Xi , ∂Xi) :

a
Π
i=1

∆′(f |Xi , ∂Xi) ↪→
a
Π
i=1

S ′(f |Xi , ∂Xi) →→
a
Π
i=1

G′(f |Xi , ∂Xi), (7.6)

and the sequence (7.2): z1 ↪→ b′(f, V ) →→ b′(f) is isomorphic with a split
sequence (2.8.3): z1 ↪→ z1 × b′(f) →→ b′(f). In particular,

b′(f, V ) ∼= z1 × b′(f) ∼= b′(f)× z1 ∼= b′(f) o z1 :( a
Π
i=1

∆′(f |Xi , ∂Xi)
)
×Z ↪→

( a
Π
i=1

S ′(f |Xi , ∂Xi)
)
×Z →→

a
Π
i=1

G′(f |Xi , ∂Xi),

(B) Assume that Zreg = {Yi}bi=1 6= ∅.
(a) Then S(f, V )/S(Z) ∼= Zm for some m ≥ 2;
(b) The effective action of S(f, V )/S(Z) on Z is semifree, i.e. free on

the set Zreg of non-fixed elements, and has exactly either one or two fixed
elements.

In particular, m divides b and that action has exactly c := b/m orbits.
Fix any (2-disks) Y1, . . . , Yc ∈ Zreg belonging to mutually distinct non-fixed
Zm-orbits and define the following short exact sequence:

q :=
( c∏
j=1

b′(f |Yi , ∂Yi)
)
o zm : (7.7)

( a
Π
i=1

∆′(f |Xi , ∂Xi)
)m

× Zm ↪→
( a
Π
i=1

S ′(f |Xi , ∂Xi)
)
o
m
Z →→

a
Π
i=1

G′(f |Xi , ∂Xi).

Then the following statements hold.
(c) If S(f, V )/S(Z) has a unique fixed element, i.e. Zfix = {X0}, then

b′(f, ∂M) ∼= q.
(d) Otherwise, due to (b), S(f, V )/S(Z) has exactly two fixed elements,

so Zfix = {X0, X1}. Let A1 =M \X1. Then

ZfixA1
= Zfix \ {X1} = {X0},

whence the restriction f |A1 satisfies condition (B)(c). Therefore

b′(f |A1 , ∂A1) ∼= q, b′(f, ∂M)
(4.14)∼= b′(f |X1 , ∂X1)× q.

Corollary 7.2.2 (Decomposition into annuli and possibly one disk). Let
M be either a 2-disk or a cylinder and f ∈ F(M,P ). Then there are
f -adapted subsurfaces A1, . . . , An ⊂M having the following properties.
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(a) For i = 1, . . . , n− 1 the surface Ai is a cylinder, while An is either
a 2-disk or a cylinder. Moreover, the intersection Ai ∩Aj for i < j is non-
empty only for j = i+1 and in this case it is a common boundary component
of these subsurfaces. Also A1 contains some boundary component of M .

(b) For each i = 1, . . . , n − 1 there exist mi, ci ≥ 1 and certain f -
adapted mutually disjoint 2-disks Yi,1, . . . , Yi,ci ⊂ Ai, such that we have an
isomorphism

b′(f |Ai , ∂Ai)
∼=
( ci∏
j=1

b′(f |Yi,j , ∂Yi,j)
)
o zmi , (7.8)

while the last sequence b′(f |An , ∂An) is isomorphic either with a sequence
of type (7.8) or with z0 or with zmn for some mn ≥ 1.

(c) b′(f, ∂M) ∼=
n∏
i=1
b′(f |Ai , ∂Ai).

(d) The sequence (7.2): z1 ↪→ b′(f, ∂M) →→ b′(f) is isomorphic with
diagonal Garside sequence (2.15) for the sequences {b′(f |Ai , ∂Ai)}ni=1.

In order to formulate the general result about the structure of b′(f, ∂M)
it will be convenient to introduce a series of classes of groups and short
exact sequences, see Theorem 7.3.4.

7.3. Classes of groups and short exact sequences. A group B is called
crystallographic if it admits a short exact sequence: A ↪→ B →→ C in which
C is finite and A is a maximal abelian subgroup of B being also free abelian.
A crystallographic group B is Bieberbach if it is torsion free (i.e. has no
elements of finite order).

A short exact sequence u : A ↪→ B →→ C will be called nearly crystallo-
graphic if A ∈ Z, i.e. it is a free abelian and C is finite. In this case we also
say that u is crystallographic, if A is a maximal subgroup of B. Moreover, a
(nearly) crystallographic sequence u : A ↪→ B →→ C will be called (nearly)
Bieberbach if B is torsion free.

For example, for m ≥ 2 the sequence zm : mZ ↪→ Z →→ Zm is nearly
Bieberbach but not Bieberbach, since mZ is not a maximal subgroup of Z,
though the group Z is Bieberbach.

A group G is solvable if it has a finite increasing sequence of subgroups
1 = G0 ◁ G1 ◁ · · · ◁ Gn = G such that Gi is normal in Gi+1 and each
quotient Gi+1/Gi is abelian. It is well known and is easy to check that in a
short exact sequence of groups A ↪→ B →→ C if any two groups are solvable,
then so is the third one.

7.3.1. Classes of groups. Consider the following classes of groups.
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• Let Z = {Zn | n ≥ 0} be the set of all finitely generated free abelian
groups.

• Let B be the minimal set of isomorphism classes of groups such that
{1} ∈ B and if A,B ∈ B and m ≥ 1, then A×B and A o

m
Z ∈ B as well.

• Let B2 be the minimal set of isomorphism classes of groups such that
{1} ∈ B2 and if A,B ∈ B2 then A×B and A o

2
Z ∈ B.

• Let also P be the minimal set of isomorphism classes of groups such that
{1} ∈ P, and if A,B ∈ P and m ≥ 1 then A×B, A o Zm ∈ P as well.

• Let P2 be the minimal set of isomorphism classes of groups such that
{1} ∈ P2, and if A,B ∈ P then A×B, A o Z2 ∈ P2.
Evidently, B2 ⊂ B and P2 ⊂ P.
It is easy to check that a group G ∈ B (resp. B2, P, P2) if G is obtained

from the unit group by finitely many operations of direct products and
wreath products of the form · o

m
Z for some m ≥ 1 (resp. · o

2
Z only, · o Zm

for some m ≥ 1, · o Z2 only). For instance,

B 3 {1}, Z ∼= {1} o
m
Z, Zm, ((Z3 o

2
Z) o

m
Z)× (Z o

18
Z),

B2 3 {1}, Zm, ((Z3 o
2
Z) o

2
Z)× (Z o

2
Z),

P 3 {1}, Zm, ((Z6
2 o Z8) o Z11)× (Z3 o Z15),

P2 3 {1}, Z2, ((Z6
2 o Z2) o Z2)× (Z2 o Z2).

7.3.2. Classes of short exact sequences.
• Let Z̃BP be the set of isomorphism classes of all nearly crystallographic
sequences A ↪→ B →→ C, so A ∈ Z, B ∈ B, and C ∈ P.

• Let ZZI = {(z1)m : Zm = Zm →→ 1}m≥0.
• Let also ZBP be the minimal set of isomorphism classes of short exact
sequences such that z0 ∈ ZBP, and if q,q′ ∈ ZBP and m ∈ N then
q× q′ and q o zm ∈ ZBP as well.

• Let also ZBP2 be the minimal set of isomorphism classes of short exact
sequences such that z0 ∈ ZBP2, and if q,q′ ∈ ZBP2 then q × q′ and
q o z2 ∈ ZBP2 as well.

Similarly, a short exact sequence q belongs to ZBP (resp. ZBP2) iff it can
be obtained from z0 by finitely many operations of products of sequences
and wreath products of the form · o zm, m ∈ N, (resp m = 2 only).

The following lemma describes properties of the above classes.
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Lemma 7.3.3. ([44, Lemma 2.6])
(1) Every B ∈ B is solvable and nearly Bieberbach, and every C ∈ P is

solvable and finite.
(2) zm ∈ Z̃BP for all m ≥ 0.
(3) If qi : Zki ↪→ Bi →→ Ci, i = 1, 2, are (nearly) crystallographic (resp.

(nearly) Bieberbach) and m ≥ 1, then so are
q1 × q2 : Zk1+k2 ↪→ B1×B2 →→ C1×C2,

q1 o zm : Zk1m×mZ ↪→ B1 o
m
Z →→ C1 o Zm.

(4) ZBP2 ⊂ ZBP ⊂ Z̃BP.

Theorem 7.3.4. ([44, Theorem 5.10]) Let M be a connected orientable
compact surface distinct from S2 and T 2, f ∈ F(M,P ), and V ⊂ M an
f -adapted submanifold such that
(a) each connected component of V is of dimension ≥ 1, i.e. it is not a

critical point of f ;
(b) V 6= ∅ whenever M = D2 or S1 × [0, 1], so χ(M) < |V |, whence

Did(M,V ) is always contractible, and we have an isomorphism

π1Of (f, V )
∂1−−→∼= π0S ′(f, V ).

Then the sequence
b′(f, V ) : π0∆

′(f, V ) ↪→ π0S ′(f, V ) →→ G′(f, V ) (7.9)
belongs to the class ZBP.

In particular, π0∆′(f, V ) is a finitely generated free abelian group (which
is already stated in Lemma 4.7.1(3)), π1Of (f, V ) ∼= π0S ′(f, V ) are solvable
nearly Bieberbach group, and G′(f, V ) is solvable and finite.

If f ∈ Msmp(M,P ) is a simple Morse map, then b′(f, V ) ∈ ZBP2.
Notes to the proof. Assume that f ∈ F(M,P ) has exactly n critical points.

1) Suppose M is a 2-disk or a cylinder. If f has no saddle critical points, then by
Theorems 7.1.1 and 7.1.2 the sequence is either z0 or z0 ≀ z1. On the other hand, if f has
critical point, then Theorem 7.2.1 shows that b′(f, ∂M) expresses via analogous sequences
b′(f |Xi , ∂Xi) and b′(f |Yi , ∂Yi) by operations of direct products and wreath product · ≀ zm
for some m ≥ 1. Since each Xi and Yi is also a 2-disk and cylinder and contain less number
of critical points than f , one can apply the induction on n, and obtain that b′(f, ∂M) is
obtained from a sequence z0 by finitely many operations of direct products of short exact
sequences and wreath products · ≀ zm for some m.

2) If χ(M) < 0, then by Theorem 6.1.1 b′(f, ∂M) is again a product of sequences of
the form b′(f |B , ∂B), where B is either a 2-disk or a cylinder, and therefore b′(f, ∂M) is
also obtained from the sequence z0 by finitely many operations of direct products of short
exact sequences and wreath products · ≀ zm for some m.
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If f is a generic Morse map, then an f -regular neighborhood of each critical leaf of f is
a disk with two holes, which leads to the observation that in Theorem 7.2.1 we always have
that m = 2. This implies the last statement of Theorem 7.3.4. □

7.4. Realization theorems for b′(f, V ). We discuss here the question
when an abstract group G can be realized as one of the groups (7.9) for
some (M,f,X). The presented results are obtained in the papers S. Maksy-
menko and A. Kravchenko [21], B. Feshchenko and A. Kravchenko [18],
I. Kuznietsova and Yu. Soroka [31].

7.4.1. Signs on the boundary. Let M be a compact surface. Then by defi-
nition each f ∈ F(M,P ) takes constant values at connected components of
∂M . Fix an orientation on P (which is R or S1). Then for each boundary
component W of M one can say whether f takes a local maximum or local
minimum with respect to the orientation of P . Hence one can associate to
f a function εf : π0∂M → {±1} such that εf (W ) = −1 (resp +1) if f takes
on W a local minimum (resp. maximum) with respect to the orientation of
P .

For every function ε : π0∂M → {±1} define the following four spaces:
Fε(M,P ) = {f ∈ F(M,P ) | εf = ε},
Mε(M,P ) = M(M,P ) ∩ Fε(M,P ),

Msmp
ε (M,P ) = Msmp(M,P ) ∩ Fε(M,P ),

Mgen
ε (M,P ) = Mgen(M,P ) ∩ Fε(M,P ).

Also for every subspace X ⊂ F(M,P ) consider the following sets of iso-
morphism classes of groups

SX = {π0S ′(f, ∂M) | f ∈ X}, GX = {π0G′(f, ∂M) | f ∈ X},
and the following set of isomorphism classes of short exact sequences:

∆SGX := {b′(f, ∂M) | f ∈ X}.
Then we have the following relations between those classes:

SMgen
ε (M,P ) ⊂ Z, GMgen

ε (M,P ) = {1},
SMsmp

ε (M,P ) ⊂ B2, GMsmp
ε (M,P ) ⊂ P2,

SMε(M,P ) ⊂ SFε(M,P ) ⊂ B, GMε(M,P ) ⊂ GFε(M,P ) ⊂ P

∆SGMgen
ε (M,P ) ⊂ ZZI,

∆SGMsmp
ε (M,P ) ⊂ ZBP2,

∆SGMε(M,P ) ⊂ ∆SGFε(M,P ) ⊂ ZBP.
The inclusions for generic Morse maps follow from Lemma 4.5.1, and all
others from Theorem 7.3.4.
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Theorem 7.4.2. Let M be an orientable compact surface distinct from T 2

and S2, and ε : π0∂M → {±1} be any function.
(1) If M = S1 × [0, 1], and ε takes the same value on both connected

components of ∂M , then

SMsmp
ε (M,P ) = B2 \ {1}, SMε(M,P ) = SFε(M,P ) = B \ {1},

GMsmp
ε (M,P ) = P2, GMε(M,P ) = GFε(M,P ) = P,

∆SGMsmp
ε (M,P ) = ZBP2 \ {z0}, ∆SGMε(M,P ) = ∆SGFε(M,P ) =

= ZBP \ {z0}.

In particular, for every f ∈ Fε(M,P ), the group π0S ′(f, ∂M) is always
non-trivial.

(2) In all other cases of M and ε we have that

SMsmp
ε (M,P ) = B2, SMε(M,P ) = SFε(M,P ) = B,

GMsmp
ε (M,P ) = P2, GMε(M,P ) = GFε(M,P ) = P,

∆SGMsmp
ε (M,P ) = ZBP2, ∆SGMε(M,P ) = ∆SGFε(M,P ) = ZBP.

Notes to the proof. For groups GX the proof is given in S. Maksymenko and A. Krav-
chenko [21], and for groups SX by I. Kuznietsova and Yu. Soroka [31]. Notice that in the
case (1) any map f ∈ Fε(M,P ) has local minimum (or local maximum) on both boundary
components of M . Therefore f must have saddle critical points inside M , and therefore by
Theorem 7.2.1 the group π0S ′(f, ∂M) is always non-trivial. This explains why one should
remove the unit group {1} from the classes in the first line of (1).

A thorough analysis of arguments in [31] shows that they actually contain realization
theorems for sequences b′(f, ∂M). This gives the corresponding relations for ∆SGX .

The case M = T 2 is described in Theorem 8.3.3 below. □

8. MAPS ON 2-TORUS
In this section we will describe the results of S. Maksymenko, B. Fes-

hchenko, and A. Kravchenko [9–12, 18, 45–47] about algebraic structure of
π1Of (f) for the maps f ∈ F(T 2, P ).

Let f ∈ F(T 2, P ). If f has no critical points, then f is a locally trivial
fibration T 2 → S1 and the homotopy types of stabilizers and orbits for the
pair (f,∅) is described by Theorem 5.2.2(D).
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Assume that f has at least one critical point. Then we have the following
diagram (5.7) relating all the groups which we are interested in:

π1D(T 2)⊕ π0∆
′(f)

p2 // //
� w

p1⊕ψ1

**UUU
UUUU

UUUU
p1 ����

π0∆
′(f)� _

��
π1D(T 2) � � p1 // π1Of (f)

∂1 // //
� v

ρ◦∂1 ((RR
RRR

RRR
π0S ′(f)

ρ����
G′(f)

(8.1)

Recall that by Lemma 4.3.3 the graph Γf of f is either a tree or contains
a unique cycle. In each of those cases we will describe this diagram up to
isomorphism.

Lemma 8.1. ([18, Lemma 5.4]) Let f ∈ F(T 2, P ). If f is either simple,
or P = S1 and f is not null-homotopic, then Γf contains a cycle.
8.2. Maps f ∈ F(T 2, P ) whose graph Γf contains a cycle. Suppose
f : M → P be a map from F(T 2, P ) such that its graph Γf contains a
simple cycle γ. Let x be a point belonging to some open edge of γ. Then
x corresponds to some regular leaf C0 of f . Let

C = {h(C0) | h ∈ S ′(f)}

be the set of images of C0 under all maps of S ′(f). Then C consists of
finitely many, say n, leaves of f which can be cyclically ordered along T 2

and enumerated as follows:

C0, C1, · · · , Cn−1.

If n ≥ 2, then for each i the leaves Ci and Ci+1 bound a cylinder Qi
containing no other leaves Cj and IntQj ∩ IntQi = ∅ for i 6= j. Every
h ∈ S(f) cyclically shift those cylinders. Denote by Q one of them, e.g.
put Q = Q0.

Suppose n = 1, so C0 is invariant with respect to S ′(f), then T 2 \ C0

is an open cylinder “bounded by C0 from both sides”. In this case we put
Q = T 2 \RC0 , where RC0 is any f -regular neighborhood of C0

Now we will define several constructions and homomorphisms.
a) Recall that T 2 = S1 × S1 is a abelian group, and therefore for each

(a, b) ∈ T 2, the shift ηa,b : (x, y) 7→ (x+ a, y+ b) is a diffeomorphism of T 2.
Then the correspondence (a, b) 7→ ηa,b is an embedding η : T 2 ↪→ Did(T 2).
It is well known that η is a homotopy equivalence, see Table 5.1.

b) Let C ′
0 be a simple closed curve which transversely intersects C0 at a

unique point x. It will be convenient to imagine C ′
0 and C0 as a parallel and
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a meridian of T 2. Let λ = [C ′
0], µ = [C0] ∈ π1(T

2, x) be the corresponding
elements of the fundamental group of T 2. Then one can assume that

λ = (1, 0), µ = (0, 1) ∈ Z2 ∼= π1T
2 η−→∼= π1Did(T

2).

c) Let V0 and V1 be the boundary components of Q. By Corollary 7.2.2
one can represent Q as a “chain” of n cylinders A1, . . . , An having the fol-
lowing properties.

• V0 ⊂ ∂A1, V1 ⊂ ∂An, and only consecutive pairs Ai and Ai+1 intersects
and Ai ∩Ai+1 is their common boundary circle;

• b′(f |Q, ∂Q) ∼=
n∏
i=1
b′(f |Ai , ∂Ai);

d) Let ε : ∂Q→ {±1} be the function defining the sings on the boundary
of the restriction f |Q, see Section 7.4.1. Thus ε takes constant values on
each connected component V of ∂Q and equals +1 (resp −1) if f takes on
V a local maximum (resp. local minimum). Then it is easy to see if P = R,
then ε takes the same value on both boundary components of ∂Q, whence
by Theorem 7.4.2(1), π0S(f |Q, ∂Q) is a non-trivial group. On the other
hand, for the case P = S1, the function ε takes distinct values on boundary
components of ∂Q, whence in this case π0S(f |Q, ∂Q) can be trivial, which
holds, e.g. when f has no critical points, see Theorem 5.2.2(D).

e) To simplify notations define the following groupsAi := π0S ′(f |Ai , ∂Ai),
∆∂ := π0∆

′(f |Q, ∂Q), ∆ := π0∆
′(f |Q),

S∂ := π0S ′(f |Q, ∂Q), S := π0S ′(f |Q).

Then the latter isomorphism for the sequence b′(f |Q, ∂Q) contains an iso-
morphism

S∂ ∼=
n
Π
i=1

Ai.

f) Let λ̂ = ([idQ], . . . , [idQ],m) ∈ S∂ o
m
Z be the Garside element of the

group S∂ o
m
Z, see §2.8. Then λ̂ contained in the center of S∂ o

m
Z.

g) Let µ̂i be the Garside element of Ai, and µ̂ = (µ̂1 . . . , µ̂n) be the
diagonal Garside element of S∂ , see (2.15). Notice µ̂ is the generator of
the kernel j0 : S∂ → S, and corresponds to a pair of Dehn twists along
boundary components of Q produces in different directions.

h) Recall that by Lemma 6.2.1(ii) there exists a section
ξ : ∆ → ∆∂ ⊂ S∂ .

i) Then one can define the following homomorphism:
α : π1Did(T

2)×∆m → S∂ o
m
Z,
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α(λaµb, q1, . . . , qn) =
(
ξ(q1)µ̂

b, . . . , ξ(qn)µ̂
b, am

)
.

Since α(λ) = λ̂ and α(µ) = (µ̂, . . . , µ̂, 0) belongs to the center of S∂ o
m
Z,

one easily checks that α is in fact a well-defined homomorphism. Moreover,
it is also easy to see that α is injective.

Theorem 8.2.1. ([11,46,47]) Diagram (5.7) is isomorphic to the following
one:

π1D(T 2)⊕
(
π0∆

′(f |Q)
)m p2 // //

� x

α

**VVVV
VVVV

VVVV
VVVV

V
p1

����

(
π0∆

′(f |Q0)
)m

� _

��
π1D(T 2) � � α // π0S ′(f |Q, ∂Q) o

m
Z δ // //
� w

))TTT
TTTT

TTT

π0S ′(f |Q) o Zm

����
G′(f |Q) o Zm

where δ(s1, . . . , sm, k) = (j0(s1), . . . , j0(sm), k mod m), and other arrows
are obvious homomorphisms.

In particular, for the right columns of the corresponding diagrams we
have the isomorphism, see (2.13):

b′(f) ∼= b′(f |Q) o zm.
8.3. Maps f ∈ F(T 2, P ) whose graph Γf is a tree.

Lemma 8.3.1. ([45, Proposition 1]) Suppose Γf is a tree. Then there
exists a unique critical leaf K of f such that T 2 \ K is a union of open
2-disks.

It follows from uniqueness of such critical leaf, that h(K) = K for all
h ∈ S(f).

Let c = f(K) ∈ P . Take ε > 0 and consider the connected component
RK of f−1

(
[c− ε, c+ ε]

)
containing K. Decreasing ε one can assume that

RK ∩Σf = K ∩Σf . Then RK is an f -regular neighborhood of K, and it is
also invariant with respect to S(f).

Similarly to §7.2 let Z be the collection of all connected components of
T 2 \RK . Then by Lemma 8.3.1 each element of Z is a 2-disk, and S(f)
interchanges those disks. Let also

S(Z) = {h ∈ S ′(f) | h(Z) = Z for each Z ∈ Z} (8.2)
be the kernel of non-effectiveness of the action of S ′(f) on Z. Then the
quotient S ′(f)/S(Z) effectively acts on Z.
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Theorem 8.3.2. ([9–11,18,45])
(A) Suppose all elements of Z are invariant with respect to S ′(f). To

simplify notation put
∆ := Π

Z∈Z
π0∆

′(f |Z , ∂Z), S := Π
Z∈Z

π0S ′(f |Z , ∂Z), G := Π
Z∈Z

G′(f |Z , ∂Z).

Then diagram (5.7) is isomorphic to the following one:

π1D(T 2)⊕∆
p2 // //

� v

))SSS
SSSS

SSSS
p1 ����

∆� _

��
π1D(T 2) � � // π1D(T 2)⊕ S δ // //

� u

''PP
PPP

PPP
PP

S

����
G

(8.3)

In particular, for the right column we have an isomorphism

b′(f) ∼=
∏
Z∈Z

b′(f |Z , ∂Z).

(B) Otherwise, the following statements hold.
a) S ′(f)/S(Z) ∼= Zm ⊕ Zn for some n,m ≥ 1;
b) The action of S ′(f)/S(Z) on Z is free. For instance Z contains mnc

disks, where c ≥ 1 is the number of orbits of that action.
c) Choose any collection Z1, . . . , Zc of elements of Z belonging to mutually

distinct orbits and for simplicity denote

∆ :=
c
Π
i=1

π0∆
′(f |Zi , ∂Zi), S :=

c
Π
i=1

π0S ′(f |Zi , ∂Zi), G :=
c
Π
i=1

G′(f |Zi , ∂Zi).

Then diagram (5.7) is isomorphic to the following one:

π1D(T 2)⊕∆mn p2 // //
� v

))SSS
SSSS

SSSS
p1 ����

∆mn
� _

��
π1D(T 2) � � α // S o

m,n
Z2 δ // //

� v

))RRR
RRRR

RRR
S o (Zm × Zn)

����
G o (Zm × Zn)

(8.4)

where α : π1T
2 → S o

m,n
Z is given by

α(λaµb) = (e, . . . , e, a mod m, b mod n)
and e is the unit of S.
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In particular, for the right column we have an isomorphism, see (2.14):

b′(f) ∼=
(∏
Z∈Z

b′(f |Z , ∂Z)
)
o z2m,n.

Evidently, (8.3) is a particular case of (8.4) for m = n = 1. The last
identity can also be proved using Lemma 2.10.1.

We will now formulate the results about the structure of b′(f) sequences
for maps on T 2 similar to Theorems 7.3.4 and 7.4.2.

Define the following spaces of maps:
FΨ(T 2, P ) = {f ∈ F(T 2, P ) | Γf is a tree},

FO(T 2, P ) = {f ∈ F(T 2, P ) | Γf contains a cycle},

MΨ(T 2, P ) = M(T 2, P ) ∩ FΨ(T 2, P ),

MO(T 2, P ) = M(T 2, P ) ∩ FO(T 2, P ).

Then Lemma 8.1 implies that we have the following inclusions:
Mgen(T 2, P ) ⊂ Msmp(T 2, P ) ⊂ MO(T 2, P ) ⊂ FO(T 2, P ),

MΨ(T 2, P ) ⊂ FΨ(T 2, P ).

As a consequence of Theorems 7.4.2, 8.2.1, 8.3.2 we get the following:

Theorem 8.3.3. ([18,31]) The following identities hold:
SMgen(T 2,P ) = Z = {Zn | n = 0, 1, . . . , },
SMsmp(T 2,R) = {(A×B) o

m
Z | A,B ∈ B2 \ {1},m ≥ 1},

SMsmp(T 2,S1) = {A o
m
Z | A ∈ B2,m ≥ 1},

SMO(T 2,R) = SFO(T 2,R) = {(A×B) o
m
Z | A,B ∈ B \ {1},m ≥ 1},

SMO(T 2,S1) = SFO(T 2,S1) = B,
SMΨ(T 2,P ) = SFΨ(T 2,P ) = {A o

m,n
Z2 | A ∈ B,m, n ≥ 1},

GMgen(T 2,P ) = {1},
GMsmp(T 2,P ) = {G o Zm | for some G ∈ P2 and m ≥ 1},
GMO(T 2,P ) = GFO(T 2,P ) = P,
GMΨ(T 2,P ) = GFΨ(T 2,P ) = {G o (Zm × Zn) | G ∈ P,m, n ≥ 1},

∆SGMgen(T 2,P ) = ZZI,
∆SGMsmp(T 2,R) = {(u× v) o zm | u,v ∈ ZBP2 \ {z0},m ≥ 1},
∆SGMsmp(T 2,S1) = {u o zm | u ∈ ZBP,m ≥ 1},
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∆SGMO(T 2,P ) = ∆SGFO(T 2,P ) =

= {(u× v) o zm | u,v ∈ ZBP \ {z0},m ≥ 1},
∆SGMΨ(T 2,P ) = ∆SGFΨ(T 2,P ) =

= {u o z2m,n | u ∈ ZBP,m, n ≥ 1}.

The proof for classes GX is given in [18] and for SX in [31]. Those proofs
imply realization theorems for ∆SGX .

Partial computation of sequences b′(f) were obtained in [19, 20] and
in [29] for the cases when M is 2-sphere and Möbius band respectively.
They are not complete, and therefore we do not present them here.

9. FIRST HOMOLOGY GROUPS OF ORBITS
Let M be a connected compact orientable surface distinct from S2, and

f ∈ F(M,P ). Let also
B′ = SFΨ(T 2,P ) = {A o

m,n
Z2 | A ∈ B,m, n ≥ 1}.

Then by Theorems 8.3.3 and 7.4.2 the fundamental group G = π1Of (f)
belongs either to B or to B′. Moreover, as mentioned after definitions class
B in Sections 7.3.1, G is obtained from the unit group by finitely many
operations of direct products and wreath products of the form · o

m
Z, and

(for the case when M = T 2 and Γf is a tree) possibly a unique and the last
operation of wreath product of the form · o

a,b
Z2 for some a, b ≥ 1. One can

formalize this observation as follows.
Consider the following two alphabets:

A =
{
1, Z, (, ), ×

}
∪
{
o
a
Z
}
a≥1

A′ = A ∪
{

o
a,b

Z2
}
a,b≥1

,

so A it consists of the unit group 1, group on integers Z, brackets “(” and “)”,
a product sign “×”, and wreath product with Z symbols “o

a
Z” for all a ≥ 1,

while A′ additionally contains wreath products with Z2 symbols “ o
a,b

Z2” for

all a, b ≥ 1.
Then every group G ∈ B (resp. B′) is written (though not in a unique

way) as a word w in the alphabet A (resp. A′). For example, Z2 can be
written by the following words:

Z× Z, Z× (1 o
a
Z), 1× (1 o

a
Z)× (1 o

b
Z), 1 o

a,b
(Z× Z).
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for any a, b ≥ 1. Of course, there are words which do not define a group,
e.g. )Z o

4
.

Given a group G ∈ B (resp. B′) every word w which correctly defines G
will be called a realization of G in the alphabet A (resp. A′). Denote by
β1(w) the number of symbols Z in the word w.

The following result is obtained by I. Kuznietsova and Yu. Soroka as a
consequence of Lemma 2.6.1.

Theorem 9.1 ([31]). Let G ∈ B (resp. B′), and w be any realization of G
in the alphabet A (resp. A′). Then the center and the abelianization of G
are free abelian groups of the same rank β1(w):

Z(G) ∼= G/[G,G] ∼= Zβ1(w).

In particular, β1(w) does not depend on a concrete realization w of G in
the alphabet A (resp. A′).

Recall that by Hurewicz theorem, e.g. [15, Theorem 2A.1], for any path
connected topological space X with the fundamental group G = π1X we
have an isomorphism H1(X,Z) ∼= G/[G,G]. Hence we get the following

Corollary 9.2 ([31]). Let M be a connected compact orientable surface
distinct from S2, f ∈ F(M,P ), G = π1Of (f), and β1 be the number of
symbols Z in any realization of G in the alphabet A (or A′). Then the first
homology group H1(Of (f),Z) ∼= G/[G,G] is a free abelian group of rank
β1, that is β1 is the first Betti number of the orbit Of (f).
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Symmetries and supersymmetries of
generalized Schrödinger equations

A. G. Nikitin

Abstract. The contemporary results concerning Lie symmetries, higher
symmetries and supersymmetries in generalized Schrödinger equations are
presented. Namely, the standard Schrödinger equation with scalar and vector
potentials and position dependent mass Schrödinger equations are discussed
as well as the equations with matrix potentials. Group classification of the
mentioned equations is carried out, i.e., all inequivalent versions of them are
presented together with the admitted Lie symmetries. An extended class of
exactly solvable quantum mechanical problems admitting higher symmetries
and supersymmetries is specified.

Анотація. Предметом статті є класичні та сучасні результати відносно
ліївських, вищих та суперсиметрій стандартних та узагальнених рівнянь
Шредінгера. А саме, описано симетрії рівняння Шредінгера, що вклю-
чає скалярний та векторний потенціал зовнішнього електромагнітного
поля, рівняння Шредінгера-Паулі та рівняння Шредінгера для части-
нок зі змінною масою. Проведено групову класифікацію згаданих рів-
нянь, тобто знайдені всі їх нееквівалентні версії разом з повними набо-
рами неперервних груп перетворень залежних та незалежних змінних,
що зберігають їх форму. Представлено логічно замкнену колекцію точно
розв’язних квантовомеханічних систем, що володіють вищими симетрія-
ми та суперсиметріями.
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pendent mass, matrix potential, shape invariance.
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1. INTRODUCTION
The well known statement that mathematics is the quin of sciences can be

prolonged by the following maxima: the quin of mathematics is symmetry.
Indeed, symmetry appears as a very effective tool in numerous fields of
mathematics, but in the present paper we restrict ourselves to symmetries
of differential equations.

Starting with the pioneering papers and books of Sophus Lie, just sym-
metries play more and more recognised role in the qualitatively analysis of
differential equations and construction of their solutions. The interest to
the classical Lie results was reanimated thanks to efforts of Lev Ovsian-
nikov [74], but also of Nail Ibragimov [2], Wilhelm Fushchych [30] and their
collaborators.

It is important to note that Lie symmetries (i.e., invariance with respect
to continuous transformation groups) are representing only a very restricted
part of symmetries connected with differential equations. Let us enumerate
some important kinds of symmetries which generalize the Lie ones.

First we can mention so called hidden symmetries whose existence for rel-
ativistic wave equations had been discussed in [27,28,30]. The specific pro-
perty of such symmetries is that they are generated by integro-differential
operators.

The next important class of symmetries includes so called conditional
symmetries, see, e.g., [30]. To find them it is necessary to add some addi-
tional conditions on solutions of the equation under study. In particular
these conditions can be chosen as conditions of invariance with respect of
some one parametrical Lie groups. In this way it is possible to find new
exact solutions which cannot be obtained in the traditional Lie approach.

In seventieth of the previous century a new qualitatively new symmetry in
physics has been discovered and called supersymmetry (SUSY) see, e.g., [35,
36, 86, 89] but also [1, 24, 39, 41, 45, 49, 80, 81] where the idea of SUSY was
formulated in somewhat rudimentary form. Its rather specific property is
the existence of symmetry transformations mixing bosonic and fermionic
states.

Mathematically, SUSY is operating with the graded Lie algebras instead
of the usual ones, and the corresponding group parameters are not numbers
but Grasmanian variables. Moreover, just SUSY generated the essential
progress in the related fields of mathematics.

One of attractive properties of SUSY is that it presents effective tools
for understanding the relations between spectra of different Hamiltonians as
well as for explaining degeneracy of their spectra, for constructing exactly
or quasi-exactly solvable systems, for justifying formulations of initial and
boundary problems, etc.; see, e.g., surveys [18,21,33] and monograps [8,40].
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It generated a very attractive approach to quantum mechanical problems
called supersymmetric quantum mechanics (SSQM).

The SSQM was created by Witten [91,92] as a toy model for illustration
of global properties of the quantum field theory. Now it becomes a funda-
mental field attracting the interest of numerous physicists and mathemati-
cians. In particular the SSQM presents powerful tools for explicit solution
of quantum mechanical problems using the shape invariance approach [32].
The number of problems satisfying the shape invariance condition is rather
restricted but includes the majority of exactly solvable Schrödinger equa-
tions.

An important application of SUSY in quantum mechanics is the clas-
sification of isospectral Hamiltonians. In addition to the standard SUSY
there appear more refined approaches which presuppose using intertwin-
ing operators of higher order [6], the N -fold supersymmetry [82] and the
hidden nonlinear supersymmetry [20]. An important field of the contem-
porary SUSY is connected with using of so-called exceptional orthogonal
polynomials [72,78].

Let us mention that there exist also other generalized SUSYs which in-
clude the standard SUSY as a particular case. We can mention so called
parasupersymmetry [10, 11, 13, 79], which has good roots in real problems
of mathematical physics [14,15].

In addition to SUSY, there are other important generalized symmetries
of differential equations like higher order symmetries which specify superin-
tegrable systems and equations admitting solutions in separated variables.
We will discuss them in application to Schrödinger equation and some of its
generalizations. They belong to fundamental tools of quantum mechanics
and present us a perfect field for application of different kinds of symmet-
ries, which can be extended to many other partial differential equations.

We will not discuss generalizations of the standard SUSY in quantum
mechanics mentioned above, but restrict ourselves to the standard SUSY
quantum mechanics with the first order intertwining operators [12]. In
addition, the systems with extended SUSY as well as systems including
SEs with Pauli and spin-orbit couplings and with position dependent mass
will be considered. Notice that just these fields are the subjects of current
interest of numerous investigators.

Let us note that there are two faces of SUSY in quantum mechanics.
First, there exist QM systems like the charged particle with spin 1/2 in the
constant and homogeneous magnetic field which admit constants of motion
forming superalgebras. Secondly, it is possible to indicate the QM systems
with “hidden” SUSY like the Hydrogen atom, and just these systems can
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be solved exactly using the shape invariance of the related Schrödinger
equations. We will discuss both types of SUSY.

An inspiring example of QM problem with a shape invariant potential
was discovered by Pron’ko and Stroganov [77] while the relativistic version
of this problem was discussed in [23].

The specificity of the PS problem is that it can be reformulated usingma-
trix superpotential while in the standard SUSY in quantum mechanics the
superpotential is a scalar function. Matrix potentials and superpotentials
naturally appears in quantum mechanical models including particles with
spin (see, e.g., [19, Sections 10 and 11]) and in multidimensional models of
SSQM [3, 37]. Particular examples of such superpotentials was discussed
in [4, 5, 7, 22, 25, 38]. In papers [83, 84] such superpotentials were used for
modelling the motion of a spin 1

2 particle in superposed magnetic and scalar
fields. In paper [25] a certain class of such superpotentials was described,
while more extended classes of them were classified in [67, 68]. The con-
temporary results in this field will be discussed in the following.

In addition to SUSY, some SEs can posses one more nice property called
superintegrability. By definition, the Hamiltonian system is called superin-
tegrable if it admits more integrals of motion than the degrees of freedom.
Like SUSY, the superintegrability can cause the exact solvability of the
related SE.

As a rule superintegrable systems admit higher order integrals of mo-
tion realized by differential operators of order higher than one and even
higher than two [42, 54, 90]. Such integrals of motion have various interes-
ting applications including the construction of non-standard conservation
laws [29].

There exist a tight connection between the SI and SUSY, and many QM
systems are both supersymmetric and superintegrable. In fact the maximal
SI induces SUSY and vice versa, in spite of that this fact was never proven
for generic QM systems.

The superintegrable systems which are also supersymmetric will be a
special subjects of our discussion. Moreover, they will be the systems with
position dependent masses which are discussed in Section 6.

2. GENERALIZED SCHRÖDINGER EQUATIONS
In this section we specify the equations which will be a subject of our

analysis. First we consider the standard Schrödinger equation with a scalar
potential (

i ∂
∂t

−H

)
ψ(t,x) = 0, (2.1)
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where H is the Hamiltonian

H = −1

2
∂a∂a + V (x) (2.2)

with

∂a =
∂

∂xa
, x = (x1, x2, . . . , xn)

and summation is imposed over the repeating indices a over the values
a = 1, 2, . . . , n.

Equation (2.1) for n = 3 is one of corner stones of quantum mechanics. In
particular for V (r) being the Coulomb potential it is a model of Hydrogen
atom.

We will discuss also the stationary Schrödinger equations
Hψ = Eψ, (2.3)

where H is Hamiltonian (2.2) and E is its eigenvalue. The related eigen-
value problem usually includes the square integrability condition for eigen-
functions ψ and their zero values at x = 0.

A more general version of equation (2.2) we consider includes also vector
potentials. The corresponding Hamiltonian looks as follows:

H =
1

2
πaπa + eA0, (2.4)

where πa = pa − eAa, pa = −i ∂
∂xa

, A0 and Aa are components of the
vector-potential of the electromagnetic field, e is a (coupling) constant.

Equations (2.4) are modelling interactions of charged quantum mechan-
ical particles with superpositions of electric and magnetic fields, and their
symmetries also are very important and form the group-theoretical grounds
of quantum mechanics.

An important class of SEs includes more general, namely, matrix poten-
tials. Following Pauli, we write the related Hamiltonians in the following
form:

H =
1

2
πaπa + eA0 + gσaHa, (2.5)

whereHa = εabcπbπc is the magnetic field vector induced by vector-potential
Aa, g is the coupling constant and σa are Pauli matrices

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

The corresponding SE (2.1) described a charged particle with spin 1/2
interacting with the external electromagnetic field.
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The Pauli term gσaHa is requested also for a bit exotic case of neutral
particles with non-trivial dipole momentum, a perfect example of such par-
ticles is neutron. The related Hamiltonian again have the form (2.5) where
the coupling constant e is trivial:

H =
1

2
πaπa + V (x) + gσaHa. (2.6)

To keep a generality we introduce in (2.6) potential V (x) which repre-
sents an external field which is not necessary of electromagnetic nature.

The next class of Hamiltonians we consider include a position dependent
mass:

Ĥ = paf(x)pa − V (x) = −∂af(x)∂a − V (x). (2.7)

Here f = f(x) is a function of spatial variables which is associated with
the inverse mass.

SEs with position dependent mass are requested for description of various
condensed-matter systems such as:

– semiconductors,
– quantum liquids and metal clusters,
– quantum dots,

etc. However, in contrast with standard QM systems, their symmetries and
integrals of motion were never investigated systematically.

Thus the subjects of our research are just Schrödinger equations (2.1)
with generic potentials presented in formulae (2.3)-(2.6). We will study
their Lie symmetries and various kinds of generalized symmetries.

3. LIE SYMMETRIES
In this section we will study symmetries of the above presented equations

with respect to continuous groups of transformation of their independent
and dependent variables. Just symmetries of this kind has been discovered
by Sophus Lie and are called Lie symmetries.

3.1. Lie symmetries of free Schrödinger equation and Schrödinger
equationwith scalar potential.

3.1.1. Determining equations. Let us start with the simplest, but maybe
the most fundamental class of SEs presented by formulae (2.1) and (2.3),
and search for its symmetries with respect to continuous groups of transfor-
mations. We will not apply the generic Lie approach (whose presentation
can be found, e.g., in [30]) but restrict ourselves to its simplified version
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which is perfectly adopted to linear equation (2.1). We represent the infin-
itesimal operator of the searched transformation group in the form

Q = ξ0∂t + ξa∂a + η̃ ≡ ξ0∂t +
1

2
(ξa∂a + ∂aξ

a) + iη, (3.1)

where η̃ = 1
2ξ
a
a+ iη, ξ0, ξa and η are functions of independent variables and

∂t =
∂
∂t .

Generator (3.1) transforms solutions of equation (2.1) into solutions if it
satisfies the following operator equation

QL− LQ = αL, (3.2)
where L = i∂t −H and α is an unknown function of t and x.

Formula (3.2) represents the operator equation which should be satisfied
within action of the operators in the l.h.s. and r.h.s. on the arbitrary dif-
ferentiable function ψ. In other words the different differential operators
in (3.2) should be linearly independent. Evaluating the commutator in the
l.h.s. of (3.2) and equating coefficients for the linearly independent differ-
entials we obtain the following system of equations for unknowns ξ0, ξa, η,
V and α:

ξ̇0 = −a, ξ0a = 0, (3.3)

ξba + ξab −
2

n
δabξ

i
i = 0, (3.4)

ξii = −n
2
α, (3.5)

ξ̇a + ηa = 0, (3.6)
ξaVa = αV + η̇, (3.7)

where the dot denotes the time derivative and the subindexes indicate
derivatives with respect to the corresponding spatial variable: ξ0a = ∂ξ0

∂xa
,

etc.
It is typical for the determining equations that they are overdetermined.

In our case they can be solved by direct calculations, which, however, in-
clude some rather nontrivial steps.

In accordance with (3.3) both ξ0 and α do not depend on x. In ad-
dition, equations (3.4) and (3.5) define the 3d Killing vector and fix the
x-dependence of coefficients ξa:

ξa = −α
2
xa + θabxb + νa, (3.8)

where α, θab = −θba and νa are parameters which can depend on time. On
the other hand, in accordance with (3.6), θab are time independent, thus
we have five unknown functions α, η and νa depending on t.
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Integrating (3.6) we obtain the generic form of function η:

η =
α̇

4
x2 − ν̇axa + f(t), (3.9)

and equation (3.7) is reduced to the following form:(α
2
xa − νa − θabxb

)
Va + αV +

α̈

4
x2 − ν̈axa − ḟ = 0. (3.10)

Thus to classify point Lie symmetries of equation (2.1) it is necessary to
find all non-equivalent solutions of equation (3.10). It should be done up
to equivalence transformations, whose specification is a subproblem of our
classification problem. The evident equivalence transformations for (2.1)
which keep the generic form of this equation but can change the exact form
of the potential, are shifts, rotations and scalings of independent variables.
Such transformations form the Euclid group E(n) extended by simultane-
ous scaling of these variables. In addition, we can scale ψ and make the
following transformations:

ψ → exp(itC)ψ, V → V + C,

where C is a constant.
The mentioned transformations exhaust the equivalence group for equa-

tion (2.1) with arbitrary potential. However, for some particular potentials
there are additional equivalence transformations which will be specified in
the following sections.

3.1.2. Dependence of symmetries on time. Let us specify the possible time
dependence of the parameters involved into equations (3.9) and (3.10). In
accordance with conditions (3.3) function ξ0 does not depend on x, and so
our symmetries include the time derivative term of the following form:

Q = ξ0(t)∂t. (3.11)
Operators (3.1) and their part presented in (3.11) should form a basis

of a Lie algebra, the same is true for. Operators (3.11) are generators of
Lie groups on a line, and it was shown already by Lie that such groups
are as maximum three parametrical. The corresponding Lie algebra is
isomorphic to sl(2, R) and, up to a change of variables these generators can
be represented as:

Q1 = ∂t, Q2 = t∂t, Q3 = t2∂t. (3.12)
Thus corresponding function ξ0 in (3.1) is constant, linear or quadratic.

Changing variables in (3.12) we can obtain another realizations of this
algebra whose generic form is:

Q̃1 = f(t̃)∂t̃, Q̃2 = g(t̃)∂t̃, Q̃3 = h(t̃)∂t̃,
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where f(t̃), g(t̃) and h(t̃) are functions of the changed variable t̃ = F (t). In
order these changes to be compatible with symmetries of SE functions f(t̃)
and g(t̃) should be linear, quadratic, exponential or trigonometric functions
of t̃ [65]. This observation fixes the possible time dependence of functions
ξ0 included into symmetries (3.1).

3.1.3. Equivalence transformations. In addition to symmetries we consider
also equivalence transformations for equation (2.1) which keep its generic
form but can change exact forms of the arbitrary elements, i.e., of scalar
potential A0 and components A1, A2 of the vector potential.

To describe all admissible equivalence relations we will exploit the follow-
ing fact: the transformed equation should have the same generic form (3.1)
and (3.8) of symmetry operators as the initial one.

Transformations of the time variable were discussed in the previous sec-
tion. Since ξ0 in (3.1) are x-independent, the admissible changes of the
spatial variable are:

t→ t̃ = F−1(t), t = F (t̃). (3.13)
To describe functions F (t) we start with (3.12). As it is shown in the

previous section we should restrict ourselves to such transformations (3.13)
generate either second order polynomial, or trigonometric, or exponential
functions f(t̃), g(t̃) and h(t̃).

The second order polynomials generate operators in the canonical form
given by (3.12). The corresponding transformations have the following
generic form

t→ t̃ =
νt+ µ

t+ λ
, (3.14)

where µ, ν and λ are transformation parameters.
Whenever f(t̃), g(t̃) and h(t̃) are trigonometric or exponential functions

the corresponding transformation (3.13) is not a symmetry but can be-
longs to the equivalence groupoid of (2.1). To obtain the corresponding
transformed generators we have three qualitatively different possibilities
for function F (t̃):

F (t̃) = tan(ωt̃), F (t̃) = tanh(ωt̃) (3.15)
and

F (t̃) = e2ωt̃ (3.16)
with some numeric parameter ω.

Just the changes (3.15) were used in [50] to prove the equivalence of the
free particle and the oscillator SEs. However the related transformations
for the wave function presented in [50] are rather cumbersome.
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Let us consider in detail the change of the time variable given by (3.16).
It keeps the generic form of the equations (2.1) and (2.4) provided their
variables are transformed as:

t = e2ωt̃, x =
√
2ωeωt̃x̃, ψ(t,x) = eiω(x̃2−it) ψ̃(t̃, x̃). (3.17)

Transformations (3.17) connect the free particle and repulsive oscillator
equations and can be applied for all system which are conformal invariany.
The inverse transforms look as follows:

t̃ = ln(t)/2ω, x̃ = x/
√
2ωt (3.18)

and

ψ̃(t̃,~x) = t−
3
2 e−ix2/tψ(t,x). (3.19)

The much more cumbersome transformations proposed in [50] can be
represented as products of (3.17) and transformations (3.14) with

ν = λ = −µ = 1.

The components of vector x√
t
are nothing but invariants of the dilatation

transformations whose generator for the free SE can be written as follows:
X = 2t∂t + xa∂a. And just these invariants change the standard spatial
variables in transformations (3.18).

Notice that up no normalization (3.19) can be represented as

ψ̃(t̃,~x) = ψf ψ(t,x),

where ψf = (2
√
2π)−3t−

3
2 e−ix2/t is the fundamental solution of the free SE.

Our equivalence transformations are reduced to the change of the spatial
variables to the invariants of the dilatation transformation and the multi-
plication of the wave function by the fundamental solution.

3.1.4. Equivalence transformations which keep the time variable invariant.
Consider now admissible transformations of the following form:

xa → x̃a = Ga(x) +Ra(t) (3.20)

and find such of them which do not change the time variable.
It is easy to show that functions Ra(t) should be second order polyno-

mials in t:

Ra = µa + νat+ κat2.

Parameters µa and νa generate shifts of spatial variables and Galilei trans-
formations respectively and so can be neglected in search for the equivalence
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relations. To keep the derivative terms in (2.1) unchanged the related trans-
formation (3.20) with non-trivial κ has to be accompanied by the following
transformations:

xa → x′a = xa −
1

2
κat

2 − µ, t→ t′ = t,

ψ(t,x) → ψ′(t′,x′) = exp
(
−itκaxa +

i
3
κ2t3

)
ψ(t,x),

(3.21)

which connect the SE with trivial and free fall potentials [50] and also
equations with potentials not depending on xa.

Thus we specify the equivalence transformations admitted by the classi-
fied equations. They are given by relations (3.17)-(3.21), or belong to the
extended Euclid group, or are product of the mentioned transformations.

3.1.5. Symmetries for equations with trivial and isotropic oscillator poten-
tials. Setting in (3.10) V = 0 we easy solve the obtained reduced equations.
The corresponding admissible symmetries (3.1) are linear combinations of
the following operators:

Pa = −i∂a, Mab = xaPb − xbPa,

D = 2tP0 − xaPa +
in
2
,

(3.22)

P0 = i∂t, Ga = tPa − xa,

A = tD − t2P0 −
x2

2
.

(3.23)

Operators (3.22), (3.23) together with the unit operator I satisfy the
following commutation relations:

[P0, A] = iD, [P0, D] = 2iP0, [D,A] = 2iA,
[Pa, D] = iPa, [Ga, D] = −iGa,

(3.24)

[P0, Ga] = iPa, [Pa, Gb] = iδabI,
[Mab,Mcd] = i(δadMbc + δbcMad − δacMbd − δbdMac)

[Pa,Mbc] = i(δabPc − δacPb), [Ga,Mbc] = i(δabGc − δacGb),

(3.25)

(the remaining commutators are equal to zero) and form the Lie algebra
schr(1, n) whose dimension is N = n2+3n+8

2 . Commutation relations (3.25)
specify the Lie algebra g(1, n) of Galilei group, which is a subalgebra of
schr(1, n).
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Let us present some specific identities satisfied by operators (3.22) and
(3.23) (see, e.g., [30]):

PaGb − PbGa =Mab,

PaGa +GaPa = 2D + 2t(P 2 − 2P0),

GaGa = 2A+ t2(P 2 − 2P0).

(3.26)

On the set of solutions of equation (2.2) the term in brackets is equal to
−2V . Since in our case V = 0 relations (3.26) express generators Mab, D
and A via bilinear combination of Galilei group generators Pa and Ga. In
other words, the invariance with respect to rotation, dilatation and con-
formal transformations appears to be a consequence of the symmetry with
respect to the displacement and Galilei transformations.

Equations (2.1), (2.2) with trivial V admit symmetries (3.22), (3.23), but
also all equivalence transformations indicated in Section 3.1.3. The effect
of transformations (3.17) and (3.21) is the change of the trivial potential
to the quadratic one

V = −1
2ω

2x2,

and linear potential
V = κaxa

correspondingly.
Mapping (3.21) connects the systems with trivial and free fall poten-

tials [50]. However, its origin can be extended to all potentials linearly
dependent on a reduced number m of spatial variables with m < n.

Symmetries of equation (2.2) with quadratic potential can be obtained
from (3.24)-(3.25) applying transformations (3.17). These transformations
keep Mab but make the following changes:

P0 → A−(ω), D → P0, A→ A+(ω),

Pa → B−
a (ω), Ga → B+

a (ω), La → La,

where
A±(ω) = exp(±2ωt)(2P0 + ω2r2 ∓ ω(xaPa + Paxa)),

B±
a (ω) = exp(±ωt)(Pa ∓ ωxa).

(3.27)

Analogously, starting with (3.22), (3.23) and making transformations (3.21)
we find symmetries for equation (2.2) with the free fall potential. Their
explicit form can be obtained making the changes

P0 → P0 + κaGa +
1
2κ

2t2, Pa → Pa + κat, xa → xa +
1
2κat

2

in all generators (3.22) and (3.23).
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3.1.6. Classification results for arbitrary potentials. Let us consider equa-
tion (3.10) for arbitrary potential V . It can be solved using the separation
of variables and reducing the problem to solution of systems of ordinary
differential equations for time dependent functions α, νa and f . Then the
corresponding potentials are easily calculated integrating equations (3.10)
with found functions of t.

However this problem is rather complicated thanks to the presence of a
big number of arbitrary parameters. We use the algebraic approach whose
main idea is to exploit the basic property of symmetry operators, i.e., the
fact that they should form a basis of a Lie algebra.

To find potentials compatible with symmetries (3.22) it is necessary to
solve the system of equations (3.9) and (3.10) with constant parameters
θab = −θba, νa and α. In this case we have as much as seven arbitrary
parameters, which make it impossible to integrate this system directly. To
achieve this goal we will restrict ourselves to inequivalent reduced combi-
nations of these parameters.

Operators (3.22) form a basis of the extended Euclid algebra ẽ(3) whose
non-equivalent subalgebras has been classified in [26]. These subalgebras
generate non-equivalent linear combinations of symmetries which we have
to consider.

In accordance with [26] algebra ẽ(3) has four non-equivalent one-dimen-
sional subalgebras spanned on the following basis elements: [26]:

L3 =M12, L3 + P3, D + µL3, P3. (3.28)

The corresponding parameters in (3.8) are θ12 = 1 for L3, θ12 = ν3 = 1 for
L3 + P3, α = −2, θ12 = µ for D + µL3, ν3 = 1 for P3. Substituting these
data into (3.35) and (3.7) we come to exactly solvable equations whose
integrals give us the list of inequivalent potentials corresponding to the
one-dimensional subalgebras of ẽ(3).

The next step is to use the non-equivalent two-dimensional subalgebras
of ẽ(3). In accordance with [26], it is sufficient to consider the subalgebras
spanned on the following basis elements:

〈L3, P3〉, 〈D + κL3, P3〉, 〈P2, P3〉, 〈D,L3〉. (3.29)

Any sets (3.29) includes at least one element from (3.28). Thus we can
use the results obtained at the previous step and apply to them the addi-
tional restrictions which are nothing but equations (3.35) and (3.7) gener-
ated by the second basis elements of the considered algebra.

Analogously, considering the non-equivalent three-dimensional subalge-
bras of ẽ(3), whose basis elements are presented in the following formulae

〈D,P3, L3〉, 〈D,P1, P2〉, 〈L1, L2, L3〉, 〈L3, P1, P2〉
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〈P1, P2, P3〉, 〈L3 + P3, P1, P2〉, 〈D + µL3, P1, P2〉, µ > 0,

we obtain potentials compatible with three-dimensional subalgebras, and
so on.

The same strategy can be used for the case of symmetries with polyno-
mial dependence on time. Solving the determining equations corresponding
to the fixed subalgebras of the extended Euclid group we find all inequiv-
alent Hamiltonians and the related symmetries which are represented in
Tables 3.1, 3.2 for d = 3 and Table 3.3 for d = 2.

In the tables G(·) are arbitrary function, µ, κ and ωa are arbitrary real
parameters, ε1, ε2 and ε3 independently take values ±1, subindexes a and
k take values 1, 2, 3 and 1, 2 correspondingly. In addition, we denote
r =

√
x21 + x22 + x23, r̃ =

√
x21 + x22 and ϕ = arctan(x2/x1).

Table 3.1: Non-quadratic potentials and symmetries for 3d
Schrödinger equation

No Potential V Symmetries Invariance algebras

1 G(r̃, x3) + κϕ L3 + κt
n3,1 if κ 6= 0,
3n1,1 if κ = 0

2 G(r̃, x3 − ϕ) + κϕ L3 + P3 + κt
n3,1 if κ 6= 0,
3n1,1 if κ = 0

3 1
r2
G( rr̃ , r

κe−φ) D + κL3 s2,1 ⊕ n1,1
4⋆ G(x1, x2) G3, P3 n4,1
5∗ 1

r2
G(ϕ, r̃r ) A, D sl(2, R)⊕ n1,1

6∗ 1
r2
G( r̃r ) A, D, L3 sl(2, R)⊕ 2n1,1

7⋆ G(r̃) + κϕ L3 + κt, G3, P3
s5,14 if κ 6= 0,
n4,1 ⊕ n1,1 if κ = 0

8 1
r̃2
G(r̃κe−φ) D + κL3, G3, P3 s5,38

9⋆∗ 1
r̃2
G(ϕ) A, D, G3, P3 sl(2, R)⊂+n3,1

10⋆ G(x1) G3, P3, P2, G2, L1 g(1, 2)
11 G(r) L1, L2, L3 so(3)⊕ 2n1,1
12∗ κ

r2
A, D, L1, L2, L3 sl(2, R)⊕ so(3)⊕ n1,1

13⋆∗ κ
r̃2

A, D, G3, P3, L3 sl(2, R)⊂+n3,1 ⊕ n1,1
14⋆∗ κ

x21

A,D,G2, G3,
P2, P3, L1

schr(1, 2)

All presented systems by construction admit symmetry P0 and the unit
operator I. The additional symmetries are presented in Columns 3, where
Pa, La = 1

2εabcM
bc, D, A, Bε

a(ωa), and B̂ε
a(ωa) are generators (3.22), (3.23)

and (3.27).
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The related symmetry algebras are fixed in the fourth columns, where
na,b and sa,b are nilpotent and solvable Lie algebras of dimension a. To
identify these algebras for a ≤ 6 we use the notations presented in [88].
The symbol 2n1,1 (or 3n1,1) denotes the direct sum of two (or three) one-
dimension algebras. In addition, g(1, 2) and schr(1, 2) are Lie algebras of
Galilei and Schrödinger groups in (1+2)-dimensional space.

The algebras of symmetries presented in Items 6-10 of Table 3.2 are
solvable and have dimension d ≥ 8. We denote them formally as sd,a(·)
without refereing to any data base, since the classification of algebras of
such dimensions is still far from the completeness.

In the tables we specify also the admissible equivalence transformations
additional to ones belonging to the extended Euclid group. Namely, the
star near the item number indicates that the corresponding Schrödinger
equation admits additional equivalence transformation (3.21) for indepen-
dent variables xa provided ∂V

∂xa
= 0. The asterix marks the items which

specifies equations admitting transformation (3.17) and (3.21).

Table 3.2: Potentials including quadratic terms for 3d
Schrödinger equation

No Potential V Symmetries Invariance algebras

1 ε
ω2x23
2 +G(x1, x2) Bε

3(ω), B̂ε
3(ω)

s4,9 if ε = 1,
s4,8 if ε = −1

2 ε
ω2x23
2 +G(r̃) + µϕ

Bε
3(ω), B̂

ε
3(ω),

L3 + µt

s5,16 if ε = 1, µ 6= 0
s5,15 if ε = −1, µ 6= 0
s4,9 ⊕ n1,1

if ε = 1, µ = 0,
s4,8 ⊕ n1,1

if ε = −1, µ = 0

3⋆ ε
ω2x22
2 +G(x1)

Bε
2(ω), B̂

ε
2(ω),

P3, G3

s6,160 if ε = −1,
s6,161 if ε = 1

4 ε1
ω2
1x

2
1

2 + ε2
ω2
2x

2
2

2

+G(x3)

Bεk
k (ωk),

B̂εk
k (ωk), k = 1, 2

s6,162 if ε1 = ε2 = −1,
s6,164 if ε1ε2 = −1,
s6,166 if ε1 = ε2 = 1

5 εω
2r̃2

2 +G(x3) Bε
k(ω), B̂ε

k(ω), L3
s6,162 if ε = −1,
s6,166 if ε = 1

6 ε1
ω2
1x

2
1

2 + ε2
ω2
2x

2
2

2

+ε3
ω2
3x

2
3

2

Bεa
a (ωa), B̂

εa
a (ωa),

a = 1, 2, 3
s8,1(ε1, ε2, ε3)
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Table 3.2, continued
No Potential V Symmetries Invariance algebras

7⋆ ε1
ω2
1x

2
1

2 + ε2
ω2
2x

2
2

2
Bεk
k (ωk), B̂

εk
k (ωk),

P3, G3
s8,2(ε1, ε2)

8 εω
2r̃2

2 + ε3
ω2
3x

2
3

2

L3, B
εa
a (ωa),

B̂εa
a (ωa)

s9,1(ε, ε3)

9⋆ εω
2r̃2

2

G3, P3, L3,

Bε
k(ω), B̂

ε
k(ω)

s9,2(ε)

10⋆ ε
ω2x23
2

Bε
3(ω), B̂

ε
3(ω),

Pk, Gk, L3
s9,3(ε)

Let us present commutation relations which specify the algebras fixed in
Items 6-10 of Table 3.1:
[P0, B

ε
a] = iωB̂ε

a, [P0, B̂
ε
a] = iεωBε

a, [P0, G3] = iP3, [Bε
a, B̂

ε
b ] = iδabI,

[Bε
2, L3] = iBε

1, [Bε
1, L3] = −iBε

2, [B̂ε
2, L3] = iB̂ε

1, [B̂ε
1, L3] = −iB̂ε

2,

where only the non-trivial commutators are presented.

Table 3.3: Non-equivalent potentials and symmetries for 2d
Schrödinger equation

No Potential V Symmetries Invariance algebras

1 G(r̃) + κϕ L3 + κt
n3,1 if κ 6= 0,
3n1,1 if κ = 0

2 1
r̃2
G(rκe−φ) D + κL3 s2,1 ⊕ n1,1

3∗ 1
r̃2
G(ϕ) A, D sl(2, R)⊕ n1,1

4⋆ G(x1) P2, G2 n4,1
5∗ κ

r̃2
+ κϕ A, D, L3 + κt

sl(2, R)⊕ n3,1 if κ 6= 0,
sl(2, R)⊕ 3n1,1 if κ = 0

6⋆∗ κ
x21

A, D, G2, P2 sl(2, R)⊕ n4,1

7 ε
ω2x21
2 +G(x2) Bε

1(ω), B̂ε
1(ω)

s4,9 if ε = 1,
s4,8 if ε = −1

8 ε
ω2x21
2 Bε

1(ω), B̂ε
1(ω), P2, G2

s6,160 if ε = −1,
s6,161 if ε = 1

9 ε1
ω2
1x

2
1

2 + ε2
ω2
2x

2
2

2

Bε1
1 (ω1), B

ε2
2 (ω2),

B̂ε1
1 (ω1), B̂

ε2
2 (ω2)

s6,162 if ε = ε′ = −1,
s6,164 if εε′ = −1,
s6,166 if ε = ε′ = 1
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Thus we classify all non-equivalent Lie symmetries admitted by 3d and
2d Schrödinger equations (2.2). Some of them are well known, but a part of
them were overlooked by classics [17] and so are new. These new symmetries
are represented in Items 1, 2, 7 of Table 3.1, Item 2 of Table 3.2 Items 1, 5
of Table 3.3. Let us note that our analysis can be extended to the case of
SEs with larger numbers n of spatial variables. For n = 4 we have to start
with the following one-dimensional subalgebras:
P4, M12, M12 +M34, M12 + αM34 (0 < α < 1), M12 + νP4 (ν > 0),

D + λM12, D +M12 +M34, M12 + αM34 + βD (0 < α ≤ 1, β > 1).

The number of these subalgebra is more extended than in 3d case (compare
equation (3.28) but not dramatically large. We remind that the determining
equations (3.10) are defined for arbitrary n.

3.2. Lie symmetries of Schrödinger equations with scalar and vec-
tor potentials.

3.2.1. Previous speculations. Let us consider the standard SE equation for
a charged particle interacting with the external electromagnetic field whose
Hamiltonian is given in (2.3), where A0 and Aa are components of the vector
potential of the electromagnetic field, e is the coupling constant associated
with the particle charge, which, up to the redefinition of A0 and Aa can be
(and will be) chosen as the unity.

The vector-potential is supposed to satisfy the continuity equation which,
in view of its time independence, is reduced to the divergence-less condition
for the vector Aa. However in paper [65] we prefer to change it by the con-
dition A3 = 0 which always can be done using the gauge transformations.
In particular we can set:

A3 = 0, A1 = ∂1F̃ (x) + ∂2G(x), A2 = ∂2F (x)− ∂1G(x), (3.30)

where ∂1 = ∂
∂x1

, etc., F̃ and G are functions of x.
Alternatively using the gauge transformation

H → exp(−iF̃ (x))H exp(iF̃x)
we can reduce (3.30) to a more compact form

A1 = ∂2G(x), A2 = −∂1G(x), A3 = F (x), (3.31)

where F (x) = ∂3F̃ (x). Just representation (3.31) will be used in what
follows.

To simplify the following calculations we express functions A1 and A2

via another functions, i.e., F and G. Notice that just function G generates
the divergent less part of the vector-potential.
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Substituting (3.31) into (2.3) we reduce it to the following form:

H =
1

2
papa −

e

2
(Aa∂a + ∂aA

a) + V, (3.32)

where V is the effective potential:

V 0 = A0 +
e2

2
(A2

1 +A2
2 +A2

3). (3.33)

Setting in (2.4) G = F = 0 we come to the standard SEs with a scalar
potential V , which is a very particular subject of our analysis.

3.2.2. Determining equations and classification results. Like in the previous
section we represent the generator of symmetry group in the form (3.1).
Substituting (3.32) and (3.1) into (3.2) we again come to the determining
equations (3.3)-(3.5). However, equations (3.6) and (3.7) should be replaced
by the following more general ones:

ηa = Abξab − ξbAab + αAa − ξ̇a,

ξaVa = αV + η̇ − eAaηa.

The system of the determining equations (3.3)-(3.7) is rather complicated
and includes tree arbitrary elements A1, A2 and V whose form should be
fixed by the compatibility condition of this system. However, the subsys-
tem (3.3), (3.4), and (3.5) does not include these arbitrary elements. Its
generic solution is well known and can be represented in the form given by
formula (3.8).

Substituting (3.8) into (3.6) and integrating with respect to xa we obtain
the following generic form of η:

η0 =
α̇

4
x2 − ν̇axa +K(x, t) = 0, (3.34)

where parameters α and ν should satisfy the condition ανa = 0. In addition,
K(x, t) is a yet unknown function. In accordance with (3.6) and (3.34)
K(x, t) satisfies the following condition:

Ka = Abξab − ξbAab + αAa, (3.35)

which, in view of (3.8), can be reduced to the following form:

Ka =
α

2
(Aabxb +Aa) + θabAb − θbcxcA

a
b − νbAab . (3.36)
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One more equation for potentials is given by (3.7). Using again rela-
tion (3.8) and taking into account the time independence of θab we trans-
form it to the form:(

−α
2
xa + θabxb + νa

)
A0
a+

α̇

2
xaAa − ν̇aAa =

= αA0 +
α̈

2
r2 − ν̈axa + K̇.

(3.37)

It is convenient to consider the following algebraic consequences of (3.36):
a

2
xa(x ·A)a − θdcxc(x ·A)d − νb(x ·A)b + νbAb = xaKa,

a

2
xa(x×A)na − θdcxc(x×A)nd − νb(x×A)nb + (ν ×A)n = (x× ∂)nK,

where x·A = xaA
a, (x×A)n = εnabxaA

b, etc., with εnbc being the absolutely
antisymmetric unit tensor.

Thus to classify symmetries of the SE which include a superposition of
vector and scalar potentials, i.e., of equation (2.1) it is necessary to solve
the system of equations (3.36) and (3.37). This system includes parameters
α and ν which can depend on time, and time independent parameters θab.

In complete analogy with Sections 3.1.2-3.1.6 (but with evident complex-
ification connected with the more extended number of arbitrary elements)
we can solve the presented determining equations, see [65] for calculation
details. As a result we obtain the list of inequivalent systems and the
related Lie symmetries, which is presented in Tables 3.4-3.7.

Table 3.4: Symmetries polynomial in time variable

No Vector potentials V Symmetries Algebras

1
A1 = x3∂1F (x1, x2) + ∂2G(x1, x2),
A2 = x3∂2F (x1, x2)− ∂1G(x1, x2),
A0 = R(x1, x2)

P3

−F (x1, x2)
3n1,1

2
A1 = x1G

1(r̃, x3) + x2G
2(r̃, x3),

A2 = x2G
1(r̃, x3)− x1G

2(r̃, x3),
A0 = R(r̃, x3)

L3 3n1,1

3
A1 = x1G

1(r̃,κ) + x2G2(r̃,κ),
A2 = x2G

1(r̃,κ)− x1G
2(r̃,κ),

A0 = R(r̃,κ),κ = ϕ− x3

L3 + P3 3n1,1

4
A1 = x3∂1F (r̃) + ∂2G(r̃),
A2 = x3∂2F (r̃)− ∂1G(r̃),
A0 = R(r̃)

P3 − F (r̃),
L3

4n1,1
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Table 3.4, continued
No Vector potentials V Symmetries Algebras

5*
A1 = x3∂1 (F (ϕ)/r̃) + ∂2G(ϕ),
A2 = x3∂2 (F (ϕ)/r̃)− ∂1G(ϕ),
A0 = R(ϕ)/r̃2

D,

P3 − F (φ)
r̃

s3,1 ⊕ n1,1

6⋆
A1 = ∂2G(x1, x2),
A2 = −∂1G(x1, x2),
A0 = R(x1, x2)

P3, G3 n4,1

7*
A1 = x2F (θ, ϕ)/r

2 + ∂2G(θ),
A2 = −x1F (θ, ϕ)/r2 − ∂1G(θ),
A0 = 1

r2
R(θ, ϕ)

D, A sl(2, R)⊕ n1,1

8⋆ A1 = F (x3), A
2 = G(x3),

A0 = R(x3)
P1, P2 n1,1

9⋆ A1 = F (x3), A
2 = 0,

A0 = R(x3)
P1, P2, G2 n4,1 ⊕ n1,1

10⋆ A1 = ∂2G(r̃), A
2 = −∂1G(r̃),

A0 = R(r̃)
P3, L3, G3 n4,1 ⊕ n1,1

11*
A1 = x2F (θ)/r

2 + ∂2G(θ),
A2 = −x1F (θ)/r2 − ∂1G(θ),
A0 = 1

r2
R(θ, ϕ)

D, A, L3 sl(2, R)⊕ 2n1,1

12*⋆
A1 = ∂2G (r̃µ exp(−ϕ)) ,
A2 = −∂1G (r̃µ exp(−ϕ)) ,
A0 = 1

r̃2
R(r̃κe−φ)

D + µL3,
P3, G3

s5,38

13*⋆
A1 = λ

x3
, A2 = 0,

A3 = µ
x23

P1, P2,
G2, D

s6,96

Table 3.5: Symmetries induced by external magnetic fields

No Vector potentials V Symmetries Algebras

1

A1 = ∂1(F̃ (θ, z) + F (y, z)+

+∂2G(θ, z),

A2 = ∂2(F̃ (θ, z) + F (y, z))−
−∂1G(θ, z)

A0 = 1
r2
R(θ, z),

y = µ ln(r̃) + ϕ,

z = µ ln(r̃)− ϕ

D + µL3

+2µ∂yF (y, z)
s2,1 ⊕ n1,1
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Table 3.5, continued
No Vector potentials V Symmetries Algebras

2
A1 = ∂1F (y, z) + ∂2G(θ, z),
A2 = ∂2F (y, z)− ∂1G(θ, z),
A0 = 1

r2
R(θ, z)

D + µL3

+2µ∂yF (y, z),
P3, G3

s5,38

3⋆
A1 = F (x3)− αx2,
A2 = G(x3) + αx1,
A0 = R(x3), α 6= 0

P1 − αx2,
P2 + αx1

s4,7

4⋆
A1 = −αx2,
A2 = αx1,
A0 = R(x3), α 6= 0

P1 − αx2,
P2 + αx1, L3

s4,7 ⊕ n1,1

5
A1 = −αx2 + ν cos(x3),
A2 = αx1 + ν sin(x3),
A0 = R(ϕ− x3)

P1 − αx2,
P2 + αx1,
L3 + P3

s4,7 ⊕ n1,1

6
A1 = λx3∂1ϕ/r,
A2 = λx3∂2ϕ/r,
A0 = R(r)

L1 + x3A
2−

−λx1/r,
L2 − x3A

1−
−λx2/r, L3

so(3)⊕ 2n1,1

7
A1 = λx3∂1ϕ/r,
A2 = λx3∂2ϕ/r,
A0 = µ/r2

L1 + x3A
2−

−λx1/r,
L2 − x3A

1−
−λx2/r,

L3, D,A

so(3)⊕
⊕sl(2, R)⊕n1,1

8⋆ A1 = −αx2, A2 = αx1,
A0 = 0

P1 − αx2,
P2 + αx1,
P3, G3, L3

s7,1

Table 3.6: Symmetries induced by external electric fields

No Potentials Symmetries Algebras

1
A1 = x1G

1(r̃, x3) + x2G
2(r̃, x3),

A2 = x2G
1(r̃, x3)− x1G

2(r̃, x3),
A0 = R(r̃, x3) + κϕ

L3 + κt n3,1

2
A1 = x1G

1(r̃,κ) + x2G2(r̃,κ),
A2 = −x1G2(r̃,κ) + x2G

1(r̃,κ),
A0 = R(r̃,κ) + κϕ,κ = ϕ− x3

L3 + P3 + κt n3,1

3⋆ A1 = ∂2G(r̃), A
2 = −∂1G(r̃),

A0 = R(r̃) + κϕ
P3, L3 + κt, G3 s5,14
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Table 3.6, continued
No Potentials Symmetries Algebras

4
A1 = x3∂1F (r̃) + ∂2G(r̃),
A2 = x3∂2F (r̃)− ∂1G(r̃),
A0 = R(r̃) + κϕ

P3 − F (r̃),
L3 + κt

n3,1 ⊕ n1,1

5
A1 = ∂2G(x1, x2),
A2 = −∂1G(x1, x2)
A0 = R(x1, x2)−

ω2x23
2

B+
3 (ω), B−

3 (ω) s4,6

6
A1 = ∂2G(r̃), A2 = −∂1G(r̃)
A0 = R(r̃)− ω2x23

2

B+
3 (ω), B

−
3 (ω),

L3
s4,6 ⊕ n1,1

7⋆
A1 = 0, A2 = G(x1),

A0 = R(x1)−
ω2x23
2

B+
3 (ω), B

−
3 (ω),

P2
s4,6 ⊕ n1,1

8 A1 = 0, A2 = 0,

A0 = R(x3)− ω2r̃2

2

B+
1 (ω1), B

−
1 (ω1),

B+
2 (ω2), B

−
2 (ω2), L3

s7,2

9⋆
A1 = A2 = 0,

A0 = −ω2
1x

2
1

2 − ω2
2x

2
2

2

B+
1 (ω1), B

−
1 (ω1),

B+
2 (ω2), B

−
2 (ω2),

P3, G3

s8,1

10
A1 = A2 = 0,

A0 = −ω2
1x

2
1

2 − ω2
2x

2
2

2 − ω2
3x

2
3

2

B+
1 (ω1), B

−
1 (ω1),

B+
2 (ω2), B

−
2 (ω2),

B+
3 (ω3), B

−
3 (ω3)

s8,2

11⋆
A1 = A2 = 0,

A0 = −ω2x23
2

P1, P2, G1, G2

B+
3 (ω), B

−
3 (ω), L3

s9,1

12⋆A
1 = A2 = 0,

A0 = −ω2r̃2

2

B+
1 (ω1), B

−
1 (ω1),

B+
2 (ω2), B

−
2 (ω2),

L3, P3, G3

s9,2

13
A1 = A2 = 0,

A0 = −ω2r̃2

2 − ω2
3x

2
3

2

B+
1 (ω1), B

−
1 (ω1),

B+
2 (ω2), B

−
2 (ω2),

B+
3 (ω3), B

−
3 (ω3), L3

s9,3
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Table 3.7: Symmetries induced by superpositions of electric
and magnetic external fields

NoPotentials Aa Symmetries Algebras

1

A1 = x3∂1F (x1, x2)+

+∂2G(x1, x2),
A2 = x3∂2F (x1, x2)−

−∂1G(x1, x2),
A0 = G(x1, x2)−

ω2x23
2 +

+ωx3F (x1, x2)

B+
3 (ω)−
−eωtF (x1, x2)

s2,1 ⊕ n1,1

2
A1 = ∂2G(r̃), A

2 = −∂1G(r̃),
A0 = R(r̃)− ω2x23

2 + κϕ

B+
3 (ω), B

−
3 (ω),

L3 + κt
s5,15

3

A1 = x3∂1F (r̃) + ∂2G(r̃),
A2 = x3∂2F (r̃)− ∂1G(r̃),

A0 = R(r̃)− ω2x23
2

+ωx3F (r̃) + κϕ

B+
3 (ω)− eωtF (r̃),

L3 + κt
s2,1 ⊕ 2n1,1

4⋆
A1 = x3∂1F (x1),
A2 = G(x1),

A0 = R(x1)−
ω2x23
2

+ωx3F (x1)

B+
3 (ω)− eωtF (x1),

P2, and
G2 if A2 = 0

s2,1 ⊕ 2n1,1
or s5,14
if A2 = 0

5
A1 = F (x3), A

2 = G(x3),
A0 = R(x3) + ω1x1A

1

+ω2x2A
2 − ω2

1x
2
1

2 − ω2
2x

2
2

2

B+
1 (ω1), B

−
1 (ω1),

B+
2 (ω2), B

−
2 (ω2)

s6,162

6

A1 = F (x3)− αx2,
A2 = G(x3) + αx1,

A0 = R(x3)− ω2r̃2

2
+2αωx1x2

B+
1 (ω)− αeωtx2,

B−
2 (ω) + αe−ωtx1

s4,6

7⋆
A1 = −αx2, A2 = αx1,

A0 = −ω2x23
2

L3, P1 − αx2,
P2 + αx1,
B+

3 (ω), B
−
3 (ω)

s7,2

8⋆ A
1 = −αx2, A2 = αx1,

A0 = −ω2r̃2

2 + 2αωx1x2

B+
1 (ω)− αeωtx2,

B−
2 (ω) + αe−ωtx1,

P3, G3

s6,160

9
A1 = −αx2, A2 = αx1,

A0 = 2αωx1x2 − ω2r̃2

2

−ω2
3x

2
3

2

B+
1 (ω)− αeωtx2,

B−
2 (ω) + αe−ωtx1,

B+
3 (ω3), B

−
3 (ω3)

s6,162
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Table 3.7, continued
NoPotentials Aa Symmetries Algebras

10

A1 = ∂1F̃ (θ, ϕ) + ∂2G(θ, ϕ),

A2 = ∂2(F̃ (θ, ϕ)− ∂1G(θ, ϕ),

A0 = −ω2r2

2 + 1
r2
R(θ, ϕ)+

+ω(∂φG(θ, ϕ)−
−1

2 sin(2θ)∂θF (θ, ϕ))

A+(ω) s2,1 ⊕ n1,1

11

A1 = ∂1F̃ (θ) + ∂2G(θ),

A2 = ∂2F̃ (θ)− ∂1G(θ),

A0 = −ω2r2

2 + 1
r2
R(θ)−

−ω
2 sin(2θ)∂θF (θ)

A+(ω), L3 s2,1 ⊕ 2n1,1

12
A1 = x3∂1

F (φ)
r̃ ,

A2 = x3∂2
F (φ)
r̃ ,

A0 = 1
r̃2
R(ϕ)− ω2r2

2 + ωx3F (φ)
r̃

A+(ω),

B+
3 (ω)−

eωtF (φ)
r̃

s3,1 ⊕ n1,1

13
A1 = x1x3

r̃3
,

A2 = x2x3
r̃3

,

A0 = ν
r̃2

− ω2r2

2 − ωx3
r̃

A+(ω), L3,

B+
3 (ω) +

eωt

r̃

s3,1 ⊕ 2n1,1

14
A1 = x3

x21
, A2 = 0,

A0 = −ω2r2

2 − ωx3
x1

A+(ω), B+
2 , B

−
2

B+
3 (ω) +

eωt

x1

s6,124

Tables 3.4, 3.5, 3.6 and 3.7 present the exhaustive information about
inequivalent SEs with scalar and vector potentials and their symmetries.
Like in Tables 3.1 and 3.2 we indicate by star and (or) asterix such systems
which admit equivalence transformations (3.17) and (or) (3.21).

Symmetries presented in Table 3.4 belong (or can be reduced) to sym-
metries of the free SE. This reduction can be made using the gauge trans-
formations. It is possible to nullify the external electric field, or magnetic
field, or both of them, and the mentioned symmetries still would be valid.
In other words, the external fields presented there cause the reduction of
symmetries of the free SE but keep a part of them.

Symmetries presented in Table 3.5 do not belong to the symmetries of
the free SE. They are valid also for the trivial scalar potential. However,
the presence of the vector potentials is essential since they are constituent
parts of the mentioned symmetries.

The systems fixed in Table 3.6 also admit symmetries which are not
valid for the free SE. However, the vector potentials presented there can
be nullified without reduction of the admitted symmetries. The scalar
potentials should be non-trivial since in fact they generates the mentioned
symmetries.
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The most specific systems can be found in Table 3.7. In order to the
symmetries presented here be valid, both the vector and scalar potentials
should be non-trivial.
3.3. Lie symmetries of the Schrödinger-Pauli equations for charged
particles.
3.3.1. Preliminary notes. The next equation whose symmetry we discuss
is the SP equation represented by formulae (2.1) and (2.5).

Substituting (3.31) into (2.5) we reduce it to the following form:

H =
1

2
papa −

e

2
(Aa∂a + ∂aA

a) + V (3.38)

where V is the effective matrix potential:
V = V 0 + gσaHa,

V 0 = A0 +
e2

2
(A2

1 +A2
2 +A2

3)

and
H1 = ∂2F + ∂1∂3G, H2 = ∂2∂3G− ∂1F, H3 = −(∂21 + ∂22)G. (3.39)
Equation (2.1) with Hamiltonian (2.4) includes three arbitrary elements,

i.e., functions A0, F and G.
Let us represent the generator of the symmetry group in the standard

form (3.1) where η̃ = 1
2ξ
a
a+ iη, ξ0, ξa and η are functions of t,x and ∂t = ∂

∂t .
Moreover, η is a 2× 2 matrix which can be expanded via Pauli matrices:

η = η0σ0 + σaη
a (3.40)

where σ0 is the 2 × 2 unit matrix which will be omitted in the following
formulae. In contrary, ξ0 and ξa are scalar functions which can be treated
as multipliers for the unit matrix.

Substituting this expression together with (3.38) into (3.2) we come again
to the determining equations (3.3)-(3.5) and (3.6), (3.7). However, the
latter equations are now the matrix ones, i.e., any of them is a system of
four scalar equations.

Collecting in (3.6) the terms proportional to the unit matrix we obtain:
ξ̇a + η0a = e(Abξab − ξbAab + αAa), (3.41)

while the remaining terms are reduced to the following condition:
∂ηa

∂xb
= 0. (3.42)

Equation (3.7) also is decoupled to the scalar and vector parts:
ξaV 0

a = αV 0 + η̇0 − eAaη0a, (3.43)
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and
g(ξaHb

a − αHb + 2εbcdηcHd)− η̇b = 0, (3.44)
where εbcd is the absolutely antisymmetric unit tensor.

Substituting (3.41) into (3.43) and using definition (3.33) we reduce the
latter equation to the following form:

ξaA0
a + ξ̇aAa = αA0 + η̇0.

In other words, system (3.3)-(3.7) includes the autonomous subsystem
formed by equations (3.3), (3.4), (3.5), (3.41) and (3.43). Its solutions,
which give symmetries of equation (2.1), (2.4) in the particular case g = 0,
have been already obtained in the previous section. On the other hand set-
ting A1 = A2 = A3 = 0 we reduce our classification problem to description
of symmetries of the SP equation for chargeless particles. This description
had been made in paper [65]. The more general problem with nontrivial
coupling constant g and nontrivial vector potentials is solved in the present
section.
3.3.2. The connection with symmetries of Schrödinger equations. In accor-
dance with the above the first necessary step in description of symmetries
of the SP equation for charged particles is the group classification of the
standard Schrödinger equations including the vector potential of the ex-
ternal electromagnetic field. Then going over all inequivalent versions of
such external fields presented in Section 3.2.2 we will select such of them
which are compatible with equation (3.44) and specify the corresponding
functions ηb.

By construction equations (2.1), (2.3) with arbitrary potentials admit
two-dimensional symmetry algebra spanned on P0 = i ∂∂t and the unit ope-
rator. In accordance with the results presented in Section 3.1 there exist
six inequivalent cases when this algebra is extended to three-dimensional
one. The corresponding potentials and the related additional symmetries
Q are given by the following formulae:

A1 = ∂2G(x1, x2), A2 = −∂1G(x1, x2),
A3 = F (x1, x2), A0 = R(x1, x2),

(3.45)

P3 = p3 = −i∂3, (3.46)
where F (·, ·), G(·, ·) and R(·, ·) are arbitrary functions of the arguments
fixed in the brackets;

A1 = ∂2G(r̃, x3), A2 = −∂1G(r̃, x3),
A3 = F (r̃, x3), A0 = R(r̃, x3) + κϕ,

(3.47)

Q = L3 + κt (3.48)
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where r̃ =
√
x21 + x22, ϕ = arctan x2

x1
, L3 = x1p2−x2p1 and κ is an arbitrary

real parameter;
A1 = ∂2G(r̃,κ), A2 = −∂1G(r̃,κ),
A3 = F (r̃,κ), A0 = R(r̃,κ) + κϕ,

(3.49)

Q = L3 + p3 + κt, (3.50)
where κ = ϕ− x3;

A1 = ∂2G(θ, µ), A2 = −1

r
∂1G(θ, µ)

A3 =
1

r
(F (θ, µ) + F̃ (ν, µ)), A0 =

1

r2
R(θ, µ),

(3.51)

Q = D + αL3, (3.52)
where µ = αρ−ϕ, ν = ρ+ αϕ, ρ = ln(r̃) and D = 2tP0 − xapa + 3i/2;

A1 = ∂2G(x1, x2), A2 = −∂1G(x1, x2), A3 = F (x1, x2),

A0 = R(x1, x2)−
ω2x23
2

+ ωx3F (x1, x2),
(3.53)

B3 = exp(ωt)(p3 − ωx3); (3.54)
A1 = ∂2G(θ, ϕ), A2 = −∂1G(θ, ϕ),

A3 = 1
r (F̃ (θ, ϕ) + (∂ρ + 2)F (ρ, ϕ)),

A0 = −ω2r2

2 + 1
r2
R(θ, ϕ) + 4ω∂ρF (ρ, ϕ),

A+ = exp(2ωt)(p0 + ω2r2 − ω
2 (xapa + paxa)). (3.55)

Notice that L3 is nothing but the third component of the orbital moment.
Up to rotation it can be replaced by the first component L1 = x2p3 − x3p2
or the second component L2 = x3p1 − x1p3.

Consider consequently all potentials and symmetries (3.45)-(3.55) in
more detail and verify their compatibility with equation (3.44). The vec-
tor of magnetic field corresponding to potentials (3.45) has the following
components (refer to (3.39)):

H1 = −∂2F (x1, x2), H2 = ∂1F (x1, x2),

H3 = −(∂21 + ∂22)G(x1, x2). (3.56)
The related symmetry (3.46) includes only a part of matrix η which is

proportional to the unit matrix, i.e., only the first term from the r.h.s. of
equation (3.40). Whenever the Pauli term is present, it is necessary to add
the remaining part of η equal to σaηa, i.e., replace (3.46) by the following
operator:

P̂3 = p3 + η0 + ηaσa,
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where η0 and ηa are unknown functions. The corresponding condition (3.44)
is reduced to the following form:

g(∂3H
b + 2εbcdηcHd)− η̇b = 0. (3.57)

All components of the magnetic field presented in (3.56) do not depend on
x3, the same is true for functions ηa in view of equation (3.42). This means
that condition (3.57) nullifies all functions ηa, a = 1, 2, 3 if F (x1, x2) and
G(x1, x2) are arbitrary. However, for the very special case of these functions
corresponding to constant magnetic field (3.56) equation (3.57) has non-
trivial solutions which, up to rotation transformations, can be represented
in the following form:

H1 = H2 = 0, H3 = c1,

η1 = c2 sin(2c1gt) + c3 cos(2c1gt),
η2 = c2 cos(2c1gt)− c3 sin(2c1gt), η3 = c4,

(3.58)

where c1, . . . , c4 are arbitrary parameters. Moreover, up to scaling of the
independent variables and standard trigonometric manipulations we can
reduce these parameters to the form c1 = 1, c2 = 0, c3 = 1, c4 = c.

The next system we consider is given by relations (3.47). The corres-
ponding symmetry (3.49) again has to be generalised by adding matrix η,
whose components should satisfy condition (3.44) which is reduced to the
following form:

g((x1∂2 − x2∂1)H
b + 2εbcdηcHd)− η̇b = 0 (3.59)

or

g(∂φH
b + 2εbcdηcHd)− η̇b = 0. (3.60)

But in accordance with (3.39) and (3.47) the related components of the
magnetic field can be represented as:

H1 = −∂3(x2G1 − x1G
2), H2 = ∂3(x1G

1 + x2G
2),

H3 = (2 + r̃∂r̃)G
2, (3.61)

where G1 and G2 are functions of r̃ and x3. In view of (3.61) equa-
tions (3.60) are reduced to the following form:

2g(η1H2 − η2H1) = η̇3, (3.62)
g(2η2H3 + (2η3 − 1)H1) = η̇1,

g(2η1H3 + (1− 2η3)H
2) = −η̇2.

(3.63)
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For generic magnetic field whose components are given by equation (3.61)
we obtain from (3.62) that

η1 = 0, η2 = 0, η3 =
1

2
. (3.64)

However, for the constant magnetic field there is one more solution given
by equations (3.58).

In the complete analogy with the above it is possible to consider the re-
maining systems (3.47)-(3.55) and prove, that all symmetries (3.50), (3.52),
(3.54) and (3.55) valid for the Schrödinger equation are kept for the Schrö-
dinger-Pauli equation also, provided L3 is changed to J3 = L3 +

1
2σ3. The

main point of the proof is that H3 always depends on invariant variables
for these symmetries, and so in all cases we have the same equation (3.64)
which nullifies either η1, η2 or H1, H2.

The obtained results can be formulated as the following statement.

Theorem 3.4. All Lie symmetries of the Schrödinger equation with time
independent scalar and vector potentials can be extended to the symmetries
of the corresponding SP equation, if we change the orbital momentum op-
erators La by the total orbital momentum operators Ja = La +

1
2σa. In

addition, for constant magnetic fields or for the fields with the only non-
trivial component H3 the additional symmetry

Q = σ1 cos(2gt) + σ2 sin(2gt) + cσ3

or
Q̃ = σ3

is valid.
Since the symmetries of the Schrödinger equation with time independent

scalar and vector potentials have been described in Section 3.2, in fact we
have in hands all inequivalent symmetries of the related SP equation.
3.5. Symmetries of Schrödinger-Pauli equations for neutral parti-
cles.
3.5.1. Determining equations. The SP Hamiltonian for neutral particles is
given by equation (2.6). In contrast to the equations considered in the
previous section, now equation does not include vector potentials but only
scalar one and three arbitrary components of the external magnetic field.

Evaluating the commutator in the l.h.s. of (3.2) and equating coefficients
for the linearly independent differentials we obtain the following system of
equations for unknowns ξ0, ξa, η, V and α:

ξ̇0 = −α, ξ0a = 0, (3.65)
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ξba + ξab −
2

n
δabξ

i
i = 0, (3.66)

ξii = −n
2
α, (3.67)

ξ̇a + ηa = 0, (3.68)
ξaVa = αV + η̇ + i[η, V ] (3.69)

where η̇ = ∂η
∂t and ηa = ∂η

∂xa
.

Formally speaking, system of the determining equations (3.3)-(3.7) is
rather complicated since it includes four arbitrary elements V 0, V 1, V 2 and
V 3 whose form should be fixed from the compatibility condition of this
system. However, the major part of this system, i.e., equations (3.3), (3.4),
(3.5) and (3.6), do not include these arbitrary elements. The immediate
consequences of equation (3.6) are the following conditions:

∂ηa

∂xb
= 0 (3.70)

and
ξ̇a + η0a = 0.

Equation (3.7) in its turn is decoupled to the scalar and vector parts:
ξaV 0

a = αV 0 + η̇0,

and
ξaV b

a = αV b + η̇b − 2εbcdηcV d, (3.71)

where εbcd is the absolutely antisymmetric unit tensor.
In other words, system (3.3)-(3.7) includes the autonomous subsystem

formed by equations (3.3), (3.4), (3.5), (3.41) and (3.43). Solving this
subsystem we recover symmetries of the standard SE describing a spinless
particle. Then, to find symmetries of the SP equation it is sufficient to
solve equations (3.41) and (3.44) where ξb and α are functions found at the
previous step.

Symmetries of the standard SE are presented in Section 3.1. Thus all
what we need is to solve the related equations (3.41) and (3.44) with ξb and
α presented in Tables 3.1 and 3.2.

3.5.2. Symmetries of SP equations which do not include oscillator terms.
Since we have in hands all inequivalent solutions of equations (3.4)-(3.6)
which are found in the previous section, the only thing we need is to find
the corresponding solutions of equations (3.44) where ξa and α are known
and, in accordance with (3.70), ηa are not dependent on x. In other words,
it is necessary to consider all cases indicated in Table 1 and extend them
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to the case of non-trivial V a solving the corresponding equation (3.71) for
potential components V a.

First we consider the cases when SP equation admit one-dimensional
algebras whose generators are presented in (3.28). The related scalar po-
tentials are enumerated in items 1-4 of Table 3.1. In item 4 we can find one
more symmetry, namely, G3, but it can be treated as induced by P3.

Let us start with the case which is not included into Table 3.1: no symme-
try, all coefficients ξa and η0 are trivial. The corresponding equation (3.44)
is reduced to the following form:

η̇b − 2εbcdηcV d = 0. (3.72)

Up to constant matrix transformation the generic solution of (3.72) is:

V 1 = V 2 = 0, V 3 = λ,

η1 = cos(t), η2 = sin(t), η3 = ρ, and
η1 = sin(t), η2 = − cos(t), η3 = ρ,

where λ and ρ are arbitrary constants.
Thus we find the symmetry of SP equation for a neutral particle inter-

acting with the constant magnetic field which without loss of generality can
be directed along the third coordinate axis. However, like in the case of
the harmonic oscillator, the related SP equation (2.1) can be reduced to
the equation with trivial potential, which can be done using transforma-
tion (3.21).

Let us consider consequently the matrix extensions of all potentials and
symmetries presented in Table 3.1. For the first symmetry specified in
Item 4, i.e., for P3 we have ξ = 1 while ξ1, ξ2 and α are trivial. Substituting
these data into (3.44) we obtain:

V a
3 = η̇a − 2εabcηbV c. (3.73)

Differentiating (3.73) w.r.t. t we obtain the condition η̈a = 2εabcη̇bV c,
and so

η̇aη̈a =
1

2

∂

∂t
(η̇aη̇a) = 0. (3.74)

In accordance with (3.74) vector components η̇a should be time indepen-
dent, and so

ηa = kat+ na

with some constants ka and na. Moreover, up to constant matrix transfor-
mations, k1 = k2 = n2 = 0. As a result equation is reduced to the following
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system:
V 1
3 = 2n3V 2, V 2

3 = 2(n1V 3 − n3V 1),

V 3
3 = k3 − 2n1V 2, k3V 1 = k3V 2 = 0,

(3.75)

which has two classes of solutions defined up to constant matrix transfor-
mations:
V 1 = V 2 = 0, V 3 = k3x3 +Φ(x1, x2), η1 = η2 = 0, η3 = k3t+ n3,

V 1 = V 2 = 0, V 3 = Φ(x1, x2), η1 = η2 = η3 = 0,
(3.76)

and
V 1 = Φ cos(2nx3) + Φ̃(x1, x2) sin(2nx3),

V 2 = Φ(x1, x2) sin(2nx3)− Φ̃(x1, x2) cos(2nx3),
V 3 = G̃(x1, x2),

η1 = η2 = 0, η3 = n3 = n,

(3.77)

where Φ(x1, x2), Φ̃(x1, x2), G(x1, x2) and G̃(x1, x2) are arbitrary functions
of x1 and x2.

Solutions (3.76) are not interesting since they correspond to the direct
sum of ordinary SEs considered in the previous section. However, solu-
tions (3.77) generate the matrix potential which cannot be diagonalized.
Namely, these solutions generate the following potential:

V = N(x1, x2) + F (x1, x2)M(n, x3), (3.78)
where N(x1, x2), F (x1, x2) and M(n, x3) are matrices of the following
generic form:

N(x1, x2) = G(x1, x2) + σ3G̃(x1, x2),

F (x1, x2) = Φ(x1, x2) + iσ3Φ̃(x1, x2),
M(n, x3) = σ1 cos(2nx3) + σ2 sin(2nx3)

(3.79)

with arbitrary functions G, G̃, Φ and Φ̃.
In the case of standard SE the symmetry P3 induces the symmetry G3.

It can be verified by the direct calculation that for matrix potential (3.77)
it is not the case, and so the related SP equation is not Galilei invariant.

Thus we have generalized the potential V = G(x1, x2) presented in Item 4
of Table 1 which admit symmetry P3 to the case of matrix potential given by
equation (3.78). However the SE with potential V = G(x1, x2) admits equ-
ivalence transformation (3.21) while in the case of matrix potential (3.79)
it looses this property. It means that the term κx3 which we omit in the
case of scalar potential (since it can be reduced to zero by the equivalence
transformation (3.21)) now cannot be omitted.
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In complete analogy with the above we solve equations (3.44) correspon-
ding to the other symmetries presented in Table 3.8. We will not present
here the related cumbersome calculations (which can be found in [66]).

In Table 3.8 the symbols M(·), N(·), F (·) denote matrices defined in
equations (3.79) where n can take arbitrary values including zero, G(r)
and Φ(r) are arbitrary functions.

Table 3.8: Symmetries for SP equation with non quadratic
potential

No Potential V Symmetries

1 N(x1, x2) + F (x1, x2)M(n, x3) + nκx3
P3 + σ3n+ nκt
and G3 if n = 0

2 N(r̃, x3) + F (r̃, x3)M(n, ϕ) + nκϕ L3 + nκt+ σ3n
3 N(r̃, x3 − ϕ) + F (r̃, x3 − ϕ)M(n, ϕ) L3 + P3 + σ3n+ nκt

4
1
r2
N(θ, rnκe−φ) + 1

r2
F (θ, rnκe−φ)M(n, y),

y = ϕ+ ν ln(r), ν + k 6= 0
D + kL3 + n(k + ν)σ3

5 N(r̃) + nκϕ+ F (r̃)M(n, x3) + νx3,
n 6= 0

L3 + nκt,
P3 + nσ3 + νt

6 N(r̃) + nκϕ+ F (r̃)M(n, ϕ)
L3 + nκt+ nσ3, P3

and G3 if n = 0

7 1
r̃2
N(r̃nκe−φ) + 1

r̃2
F (r̃nκe−φ)M(n, ϕ) D + k(L3 + nσ3), P3

8 1
r2
N(θ) + 1

r2
F (θ)M(n, ϕ), n 6= 0 D, L3 + nσ3

9 1
r2
N(θ) + 1

r2
F (θ)M(n, ln(r)) D + nσ3, L3

and A if n = 0

10 N(x2) + F (x2)M(n, x3) + nκx3
P1, P3 + nσ3 + nκt
and G1, G3, L2 if n = 0

11 G(r) + Φ(r)σaxa La +
1
2σa, a = 1, 2, 3

12 ν
r2

+ σ3
µ
r2

+ α
r2
M(n, ln(r)) D + nσ3, L1, L2, L3

and A if n = 0
13 ν

r̃2
+ σ3

µ
r̃2

+ α
r̃2
M(n, ϕ), n 6= 0 D, L3 + nσ3, P3

14 ν
r̃2

+ σ3
µ
r̃2

+ α
r̃2
M(n, ln(r̃)) D + nσ3, P3, L3

and A if n = 0

15 ν
x23

+ σ3
µ
x23

+ α
x23
M(n, ln(x3))

D + nσ3, P1, P2, L3

and A, G1, G2 if n = 0

16 ν
r2

+ µ
r3
σaxa D,A,La +

1
2σa, a = 1, 2, 3

3.5.3. Symmetries of SP equations with oscillator terms. The next step of
our classification is the generalization of the scalar potentials which include
the harmonic oscillator terms to the case of matrix ones. Such potentials
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are presented in Table 3.2. In addition, we are supposed to analyze all
versions presented in Table 3.1 and marked by the asterisk. The related
potentials can be generalized to include the isotropic harmonic oscillator
term which cannot be removed using the equivalence transformations (3.21)
provided the potential includes non-diagonal matrix terms.

Starting with the analogous reasons, it is necessary to generalize the
potentials including linear terms, which can be generated using equivalence
transformations (3.21) starting with the data of Table 3.1 marked by the
star.

Let us consider consequently all symmetries presented in Table 3.2 and
find the matrix potentials compatible with them. To achieve this goal it is
sufficient to solve equations (3.44) for V a where functions ξa can be found
comparing definition (3.1) and explicit expressions for symmetry operators
presented in the Table 3.2.

For symmetries presented in Item 1 of Table 3.2 we find that neither Bε
3

nor B̂ε
3 generate non-trivial solutions of equation (3.44) for components V a

of matrix potential. However, the linear combinations Q± = B−
3 ± B̂−

3 are
compatible with non-trivial V a. In this case the nonzero components ξa
and η0 are

ξ3 = exp(±ωt), η0 = ∓ exp(±ωt)ωx3.
The related components ηa should have the same dependence on t as ξ3,
and so in analogy with (3.76) we have to set

η1 = η2 = 0, η3 = n exp(±ωt).
In the following we omit signs ± but reserve the possibilities for parameter
ω be positive or negative, and write the corresponding symmetry as

Q = exp(ωt)(P3 − ωx3 + nσ3).

Substituting these data into equation (3.44) we come to the following
system:

V 1
3 = 2nV 2, V 2

3 = −2nV 1,

V 3
3 = ωn. (3.80)

Equation (3.80) is easy solved and its solution is given by formula (3.77).
Just this solution is presented in Item 1 of Table 3.6 together with the
scalar term −1

2ω
2x23.

Thus we have found an example of matrix potential which include the
repulsive oscillator term. The related SP equation (2.1), (2.6) admits a
one parametric Lie group additional to shifts of the time variable. This
potential includes three arbitrary matrices of special form (3.79), dependent
on two or one spatial variables. To classify the potentials which admit
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symmetry (3.44) and are compatible with more extended symmetry groups
we apply the additional conditions (3.72) where ξa and ηa are functions
specifying the additional symmetries (3.1), (3.40).

Table 3.9: Potentials with oscillator terms and symmetries
for Schrödinger-Pauli equation

No Potential V Symmetries

1 N(x1, x2) + σ3ωnx3−
−1

2ω
2x23 + F (x1, x2)M(n, x3)

Q

2 N(r̃) + σ3ωnx3 + F (r̃)M(n, x3)+
+nκϕ− 1

2ω
2x23

Q,L3 + nκt

3 N(x2) + σ3ωnx3−
−1

2ω
2x23 + F (x2)M(n, x3)

Q, P1, G1

4 N(x1) + F (x1)M(n, x3) +
ε
2ω

2
2x

2
2−

−1
2ω

2
3x

2
3 + nωσ3x3

Q, Bε
2, B̃ε

2

5 µM(n, x3) +
ε
2ω

2
2x

2
2 − 1

2ω
2
3x

2
3 + σ3nωx3 Q, Bε

2, B̃ε
2, P1

6 µM(n, x3) +
ε1
2 ω

2
1x

2
1 +

ε2
2 ω

2
2x

2
2−

−1
2ω

2
3x

2
3 + σ3nωx3

Q,Bε1
1 , B̃

ε1
1 ,

Bε2
2 , B̃

ε2
2

7 µM(n, x3) +
ε1
2 ω

2r̃2 − 1
2ω

2
3x

2
3 + σ3nωx3

Q,Bε
1, B̃

ε
1,

Bε
2, B̃

ε
2, L3

8 σ3ωn− 1
2ω

2r2 + 1
r2
N(ϕ, θ)+

+ 1
r2
F (ϕ, θ)M(n, ln(r)) Q̃

9 σ3ωn− 1
2ω

2r2+
+ 1
r2
N(θ) + 1

r2
F (θ)M(n, ln(r)) Q̃, L3

10 σ3ωn− 1
2ω

2r2+
+ 1
r̃2
N(ϕ) + 1

r̃2
F (ϕ)M(n, ln(r̃)) Q̃, B−

3 , B̃−
3

11 σ3ωn− 1
2ω

2r2 + µ
r2

+ λ
r2
M(n, ln(r)) Q̃, L1, L2, L3

12 σ3ωn− 1
2ω

2r2 + µ
r̃2

+ λ
r̃2
M(n, ln(r̃)) Q̃, L3, B−

3 , B̃−
3

13 σ3ωn− 1
2ω

2r2 + µ
x23

+ λ
x23
M(n, ln(x3))

Q̃, L3, B
−
1 ,

B̃−
1 , B

−
2 , B̃

−
2

14 N(r̃) + F (r̃)M(n, ϕ) + ε
2ω

2x23 L3 + σ3n, Bε
3, B̃ε

3

15 N(x2) +
ε
2ω

2x21 + F (x2)M(n, x3) + nκx3
P3 + nσ3 + nκt,

Bε
1, B̃

ε
1

16 µM(n, x3) +
ε1
2 ω

2
1x

2
1 +

ε2
2 ω

2
2x

2
2 + nκx3

Bε1
1 , B̃

ε1
1 , B

ε2
2 , B̃

ε2
2 ,

P3 + nσ3 + nκt

17 µM(n, x3) +
ε
2ω

2r̃2 + nκx3
Bε

1, B̃
ε
1, B

ε
2, B̃

ε
2,

L3, P3 + nσ3 + nκt
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Applying this machinery to all potential presented in Tables 1-3 we find
all symmetries admitted by SP equations with matrix potentials which
include quadratic terms, see [66] for calculation details. The classification
results are present in Table 9.

In the table Q = B+ and Q̃ = A+ are generators fixed in (3.27). The
symbols N(·), F (·), M(n, ·) denote matrices (3.79) depending on the argu-
ments fixed in the brackets, µ and λ are arbitrary real parameters.

Symmetries specified in Table 9 correspond to non-zero values of parame-
ter n. However, the corresponding equations are well defined also for n = 0.
In this case symmetry algebras are more extended, namely, symmetries Q
and Q̃ are replaced by the pairs 〈B−

3 , B̃
−
3 〉 and 〈A−, Â−〉 correspondingly.

In addition, symmetry G3 appears in Items 15, 16, 17 and symmetry G1

should be included into Item 5.
Summarising, we classify all inequivalent Lie symmetries which can be

admitted by SP equations for the neutral particles. The classification prob-
lem appears to be more complicated than in the case of the SP equations
for charged particles, but it can be effectively solved using the algebraic
approach.
3.6. Symmetries of PDM Schrödinger equations.
3.6.1. The stationary equation. PDM Schrödinger equations include Hamil-
tonians whose generic form is given by equation (2.2). It incudes two arbi-
trary elements, i.e., the inverse mass f(x) and potential V (x).

Let us start with symmetries of the related stationary SE (2.3). Then
the corresponding invariance condition formally coincides with (3.2) where
α = 0 and generates the following determining equations:

ξcfcδab − f(ξba + ξab ) = 0, (3.81)
−ξifai + fiξ

a
i + fξacc + 2fηa = 0, (3.82)

faηa + fηaa − ξaVa = 0. (3.83)
The system (3.81)-(3.83) is overdetermined and includes ten equations

for six unknowns.
Equation (3.81) can be decoupled to two subsystems:

ξba + ξab =
2

3
δabξ

i
i , (3.84)

3ξifi = 2fξii , (3.85)
which are nothing but the traceless part and trace of (3.81).

Relations (3.84) define the 3d conformal Killing vector, whose general
form is given by the following expression (see, e.g., [52])

ξa = λaxnxn − 2xaλnxn + µcεabcxb + ωxa + νa, (3.86)
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where the Greek letters denote arbitrary real constants.
To find function η needed to fix Q it is sufficient to differentiate (3.4)

w.r.t. xa and compare the result with (3.82). In this way, using equa-
tions (3.84) and the following identities

ξiaa = 2λi, ξiia = −6λa

we obtain
η = −3λaxa + c, (3.87)

where c is a constant.
The remaining equations (3.83) and (3.4) are reduced to the following

form:
ξifi = 2(ω − 2λaxa)f, (3.88)

ξiVi = −3λifi, (3.89)
where ξi are given in (3.86). Thus our classification problem is reduced to
finding the general solution of equations (3.88) and (3.89) for unknowns f
and V , where ξi are polynomials (3.86).

Equations (3.88) and (3.89) include ten arbitrary parameters. To specify
the values of these parameters which correspond to non-equivalent versions
of these equations we note that in accordance with (5.12), (3.86), (3.87) we
should deal with the linear combination of the generators the 3d conformal
group:

Q = λiKi + µiJ i + ωD + νiP i + c, (3.90)
where

P i = pi = −i ∂
∂xi

, J i = εijkxjpk,

D = xnpn − 3i
2 , Ki = xnxnpi − 2xiD,

(3.91)

and c is a constant which is not essential and will be chosen as zero.
Thus the integrals of motion belong to algebra c(3) whose basis elements

are given by equation (3.91). However, if all parameters λa, νa, µa and ω are
arbitrary, then the determining equations have only trivial solutions f(x) =
0, V (x) = const. To obtain a non-trivial equation (2.1) it is necessary to
impose some constraints on these parameters and reduce the algebra c(3)
to one of its subalgebras.

Happily, the optimal system of subalgebras of c(3) are well known. To
enumerate them we note that algebra c(3) is isomorphic to so(1, 4), i.e.,
to the Lie algebra of the Poincaré group in (1+4)-dimensional space. This
isomorphism is fixed by the following relations:

Mab = εabcJc, M0a = 1
2(K

a + Pa),
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M4a = 1
2(K

a − Pa), M04 = D, (3.92)
where Mµν with µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4 are basis elements of algebra so(1,4),
satisfying the following commutation relations:

[Mµν ,Mλσ] = i(gµσMνλ + gνλMµσ − gµλMνσ − gνσMµλ),

where gµν = diag(1,−1,−1,−1,−1). Optimal subalgebras of algebra so(1, 4)
have been classified in paper [75]. Using this classification and applying
isomorphism (3.92) we obtain the requested list of non-equivalent subalge-
bras, which can be found in paper [70]. Here we present only the bases of
one-dimensional subalgebras:

〈M21〉, 〈M43 −M03〉, 〈M43 −M03 +M21〉,
〈M43 + αM21〉, 0 < α2 ≤ 1, 〈M04 − νM21〉, 0 ≤ ν ≤ 1.

(3.93)

Any symmetry (3.93) corresponds to the fixed values of the numeric
parameters in the linear combination (3.90) which will appear in our de-
termining equations, which appear to be exactly solvable. We will not give
here the related routine calculations which can be found in [70], but restrict
ourselves to the presentation of the classification results given in Table 3.10,
where µ, ν and α 6= 0 are arbitrary constants, ϕ and θ are Euler angles,

ω = α arctan r
2 + 1

2x3
− ϕ, k± = r̃2 + (x3 ± 1)2,

while D1F (. . . ), D2F (. . . ) and DF (. . . ) denote the derivations of func-
tions F (. . . ) with respect to their the first, second and the only element
correspondingly.

Table 3.10 presents the complete list of inequivalent symmetries which
can be admitted by the stationary PDM Schrödinger equations. As it is
shown in paper [70] (refer also to Section 5 of the present paper) many of
the systems presented in Table 10 are exactly solvable.
3.6.2. Time dependent PDM Schrödinger equations. The equation indi-
cated in the section title has the generic form (2.1), where H = Ĥ is
Hamiltonian given by the following formula:

H = mρpam
−1−2ρpam

ρ + Ṽ . (3.94)
Here pa = −i ∂

∂xa
, m = m(x) and Ṽ = Ṽ (x) are the mass and potential

depending on spatial variables x = (x1, x2, . . . , xn), and summation w.r.t.
the repeating indices a is imposed over the values a = 1, 2, . . . , n. In our
case n = 2 wile the case n = 3 will be considered in the following section.
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Table 3.10: Functions f and V in Hamiltonians (2.2) and the
corresponding integrals of motion

No f V Integrals of motion
1 F (r̃2, x3) F̃ (r̃2, x3) M21

2 F (x1, x2) F̃ (x1, x3) M43 −M03

3 r2F (θ, rνeφ) F̃ (θ, rνeφ) M04 − νM21

4 r̃2F ( r
2+1
r̃ , ω)

3r̃(D1 − αx3r̃
2k+k−

D2)F+

+F̃ ( r
2+1
r̃ , ω)

M43 + αM21

5 F (r̃2, x3 − ϕ) F̃ (r̃2, x3 − ϕ) M43 −M03 +M21

6 r̃2F ( r
2+1
r̃ ) 3r̃F ′ + F̃ ( r

2+1
r̃ ) M43,M21

7 F (r̃) F̃ (r̃) M21,M43 −M03

8 r̃2F (r̃αeφ) F̃ (r̃αeφ) M43 −M03,M40 + αM21

9 r2F (θ) F̃ (θ) M40,M12

10 r2F (ϕ) F̃ (ϕ) M04,M03,M43

11 F (x3) F̃ (x3)
M41 −M01,
M42 −M02,M12

12 F (r2) F̃ (r2) M32,M31,M21

13 µr2 ν M04,M12,M31,M23

14 µr̃2 ν M40,M21,M43,M03

15 µ(r2 + 1)2 6µr2 + ν
M41,M42,M43,
M21,M31,M32

16 µ(r2 − 1)2 6µr2 + ν
M01,M02,M03,
M21,M31,M32

17 µr4 6µr2 + ν
M31,M21,M32,
M43 +M03,M42 +M02,
M41 +M01

In (3.94) we give the physically motivated representation for the kinetic
energy term, where ρ is the so called ambiguity parameter [46, 87]. Alter-
natively, it is possible to represent H in the standard form (2.7). Moreover,
the related function m and f are connected by the following relation [64]:

f = m−1, V = Ṽ + (ρ2 + 2ρ)
mama

m3
− ρmaa

m2
.

Here ma =
∂m
∂xa

and fa = ∂f
∂xa

.

3.6.3. Determining equations for symmetries of time dependent PDM Schrö-
dinger equations in any dimension. Let us search for symmetries of equa-
tions (2.1), (2.7) with respect to continuous groups of transformations. Like
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in previous sections we represent the generator of the symmetry group in
the form (3.1) and substitute this expression together with (2.7) into the
invariance condition (3.2). Evaluating commutator in (3.2) and equating
coefficients for the same differentials we come to the following system of
the determining equations for unknowns ξ0, ξa, η, f , V̂ and α:

ξ̇0 = −α, ξ0a = 0, (3.95)(
ξba + ξab

)
f − δab

(
ξifi − αf

)
= 0, (3.96)

−iξ̇a + fξacc − 2ifηa + ξbfab − ξab fb − fξnna = αfa, (3.97)

i(fηa)a + ξaVa +
1

2
(fξaab)b +

( i
2
ξ̇aa − η̇

)
= αV, (3.98)

where δab is the Kronecker delta, the dot and subindices denote derivations
with respect to time and spatial variables: ξ̇0 = ∂ξ0

∂t , fa =
∂f
∂xa

, etc.
Using differential and algebraic consequences of (3.96)-(3.98) it is pos-

sible to reduce this system to the following equivalent form (see [71]):

ξba + ξab −
2

n
δabξ

i
i = 0, (3.99)

ξifi − αf =
2

n
fξii , (3.100)

ξ̇a + 2ηaf = 0, (3.101)

ξaVa +
1

2
ξbbafa = αV + η̇. (3.102)

The system (3.95), (3.99)-(3.102) gives the determining equations for
symmetries of arbitrary dimension PDM Schrödinger equation. It is overde-
termined but rather complicated. In the following sections we present so-
lutions of this system for n = 2.

3.6.4. Reduction to the case n = 2 and equivalence relations. The classi-
fication problem in (1 + 2)-dimensional space is rather specific. First, the
number of dependent and independent variables is relatively small, sec-
ondly, the equivalence relations appear to be more powerful than in the
cases of more extended carrier spaces.

Equation (3.99) for n = 2 is reduced to the Cauchy-Riemann conditions
for functions ξ1 = u and ξ2 = v:

u1 = v2, u2 = −v1. (3.103)
The corresponding symmetries (3.1) can be rewritten as follows:

Q = ξ0∂0 + u∂1 + v∂2 + u1 + iη. (3.104)
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The remaining equations (3.100)-(3.102) take the following form:

2fη1 + u̇ = 0, (3.105)
2fη2 + v̇ = 0, (3.106)

uf1 + vf2 − (α+ 2u1)f = 0, (3.107)
uV1 + vV2 + u11f1 + v22f2 = αV + η̇. (3.108)

Just system (3.95), (3.103), (3.105)-(3.108) together with definition (3.104)
describes symmetry algebras for equations (2.1), (2.4) with n = 2. To solve
this system it is necessary fix the admissible equivalence relations.

Let us note that Hamiltonian (2.7) is form invariant with respect to the
following transformation:

x1 → ũ(x1, x2), x2 → ṽ(x1, x2), (3.109)

ψ → 1√
R
ψ, H → 1√

R
H
√
R, (3.110)

where ũ and ṽ are arbitrary functions satisfying the Cauchy-Riemann con-
dition (3.103), and R =

√
ũ21 + ũ22. Indeed, the transformations (3.109)

and (3.110) keep the generic form of the Hamiltonian but change functions
f and V in (2.7).

In addition, the related equation (2.1) admits the scaling and shifts of
the time variable:

t→ νt+ µ, (3.111)

where ν 6= 0 and µ are arbitrary constants. Such transformations can
be compensated by multiplication of f and V by 1

ν . Moreover, formu-
lae (3.109), (3.110) and (3.111) give the most general continues transfor-
mations which keep the generic form (2.7) of the Hamiltonian up to change
of functions f and V [71]. Thus two equations of type (2.1), (2.7) be equiv-
alent if they can be connected via transformations (3.109)-(3.111).

3.6.5. Classification results for n = 2. Let us present the classification re-
sults obtained in [71] by solution of the determining equations (3.3), (3.103),
(3.105)-(3.108) up to the equivalence relations (3.109)-(3.111). They are
given by the following formulae where the inequivalent symmetries together
with the corresponding Hamiltonians:{

H = paf(r)pa + V (r),

Q1 = J = x1p2 − x2p1;
(3.112)
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H = pa(r

2 + 1)2pa − 4r2,

Q1 = J,

Q2 = (x22 − x21 − 1)p1 − 2x1x2p2 + 2ix1,
Q3 = (x21 − x22 − 1)p2 − 2x1x2p1 + 2ix2;

(3.113)


H = pa(r

2 − 1)2pa − 4r2,

Q1 = J,

Q4 = (x22 − x21 + 1)p1 − 2x1x2p2 + 2ix1,
Q5 = (x21 − x22 + 1)p2 − 2x1x2p1 + 2ix2

(3.114)

{
H = par

α+2F (ϕ)pa + rαV̂ (ϕ),

Q6 = D = iαt∂t + x1p1 + x2p2;
(3.115)

{
H = paf(r)pa + νϕ+ V̂ (r),

Q7 = J + νt;
(3.116)


H = pax

α+2
1 pa + νxα1 , α 6= 1;

Q8 = p2,

Q9 = D;

(3.117)


H = pax

3
1pa + µx1 + νx2,

Q10 = p2 + νt,

Q11 = it∂t + x1p1 + x2p2,

(3.118)

where ϕ = arctan
(
x2
x1

)
and r =

√
x21 + x22. In addition, f(r), F (ϕ), V̂ (r)

and V̂ (ϕ) are arbitrary functions of the arguments fixed in brackets.
Equations (3.112)-(3.118) present Hamiltonians with different symmet-

ries, defined up to equivalence relations (3.109), (3.110) and (3.111). All
presented systems are invariant w.r.t. shifts of the time variable. The gen-
erator of these transformations is P0 = i ∂∂t .

Let us note that for F (ϕ) = exp(νϕ) and V̂ (ϕ) = µ exp(νϕ) the sys-
tem (3.115) admits the additional symmetry Q = J + 2νtP0. In addition,
if in equations (3.116) function f(r) is proportional to r2, the correspon-
ding system admits the additional integral of motion D0 = x1p1 +x2p2 − i.
We do not specify these systems in the list (3.112)-(3.118) since they are
equivalent to systems with constant masses.

Operators Q1, Q2, . . . , Q5 given by formulae (3.112)-(3.114) commute
with Hamiltonians and so are integrals of motion. In addition, they satisfy
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the following commutation relations:

[Q1, Q2] = iQ3, [Q1, Q3] = −iQ2, [Q2, Q3] = iQ1,

[Q1, Q4] = iQ5, [Q1, Q5] = −iQ4, [Q4, Q5] = −iQ1,

which specify algebras so(3) and so(1, 2) correspondingly.
The other symmetries which are given by equations (3.115)-(3.118) are

time dependent and do not commute with Hamiltonians. However, they
satisfy the following relations:

[Q6,H] = 2iH, (3.119)
[Q7,H] = −νI, [Q7, I] = [H, I] = 0, (3.120)

[Q8,H] = 0, [Q9,H] = iαH, [Q9, Q8] = iQ8, (3.121)
[Q10,H] = −iνI, [Q11,H] = iH, [Q10, Q11] = iνQ10,

[Q10, I] = [Q11, I] = [H, I] = 0,
(3.122)

where I is the unit operator.

3.6.6. Classification results for n = 3. The determining equations (3.95),
(3.99)-(3.102) are defined for PDM Schrödinger equations of arbitrary di-
mension d. The most interesting case d = 3 was considered in paper [64],
where the mentioned systems were solved and the related equivalence re-
lations were specified. Here we restrict ourselves to presentation of the
mentioned equivalence relations and classification tables.

It is shown in [64] that the generic equivalence group for PDM Schrödinger
equations with three spatial variables is nothing but C(3), i.e., the confor-
mal group in three-dimensional flat space. We can search for potentials V
up to constant terms C, i.e., potentials V and V ′ = V + C will be treated
as equivalent. To reduce V ′ to V it is sufficient to make the transformation
ψ → e−iCtψ in equation (2.1), (2.7). In addition, rescaling the time variable
we can reduce to the unity any constant multiplier for f .

Transformations discussed in the above belong to the generic equiva-
lence group of equations (2.1), (2.7) and can be applied for any arbitrary
elements f and V . However, for some particular cases there are additional
equivalence transformations which are listed in the following formulae:

x1 → x̃1 = x1 cos
( µ
λ2

)
− x2 sin

( µ
λ2

)
,

x2 → x̃2 = x2 cos
( µ
λ2

)
+ x1 sin

( µ
λ2

)
,

(3.123)
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x1 → x̃1 = x1 cos (ln(ω))− x2 sin (ln(ω)) ,
x2 → x̃2 = x2 cos (ln(ω)) + x1 sin (ln(ω)) ,
t→ t̃ = tω−1,

(3.124)

x→ x̃ = e
µ

λ2 x, (3.125)

x→ x̃ = ω
−1
σ x, t→ t̃ = tω−1, (3.126)

x3 → x̃3 = x3 − ω, t→ t̃ = tω−1, (3.127)
x1 → x̃1 = σ−1,

x2 → x̃2 = σ−1,

x3 → x̃3 = σ−1(x3 + 2 ln(σ))
(3.128)



x1 → x̃1 = x1 cos
(
µt2

2

)
+ x2 sin

(
µt2

2

)
,

x2 → x̃2 = x2 cos
(
µt2

2

)
− x1 sin

(
µt2

2

)
,

ψ(t, x1, x2, x3) → ψ̃(t, x̃1, x̃2, x3) = eiµt(
µt2

3
−Θ)ψ(t, x1, x2, x3),

V → V + µΘ̃, Θ̃ = arctan
(
x̃2
x̃1

)
, Θ = arctan

(
x2
x1

)
,

(3.129)


x→ x̃ = xe−µt2

2 ,

ψ(t,x) → ψ̃(t, x̃) = e
3µt2

2
+iµt(µt

2

3
−ln(r))ψ(t,x),

V → V + µ ln(r),

(3.130)



x3 → x̃3 = x3e−
µt2

2 ,

ψ(t, x1, x2, x3) → ψ̃(t, x1, x2, x̃3) =

= e
3µt2

2
+iµ

2t3

3
−iµt ln(x3)ψ(t, x1, x2, x3),

V → V + µ ln(x3),

(3.131)


x3 → x̃3 = x3 + ln(1 + t2) + ln

(µ
2

)
, t→ t̃ =

2

µ
arctan(t),

ψ(t, x1, x2, x3) → ψ̃(t̃, x1, x2, x̃3) = e
−iµt

(1+t2)
e−x3

ψ(t, x1, x2, x3),

V → V +
µ2

2
e−x̃3 ,

(3.132)
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x3 → x̃3 = x3 + ln(1− t2) + ln
(µ
2

)
,

t→ t̃ =
2

µ
arctanh(t),

ψ(t, x1, x2, x3) → ψ̃(t̃, x1, x2, x̃3) = e
iµt

(1−t2)
e−x3

ψ(t, x1, x2, x3),

V → V − µ2

2
e−x̃3 ,

(3.133)



x1 → x̃1 = x1 cos(Φ)− x2 sin(Φ),

Φ =
1

σ
ln
(
ωσ(1 + t2)

2

)
,

x2 → x̃2 = x2 cos(Φ) + x1 sin(Φ),

t→ t̃ =
2

ωσ
arctan(t),

ψ(t, x1, x2, x3) → ψ̃(t̃, x̃1,

x̃2, x3) = e
−iωt

σ(1+t)2
e−σΘ

ψ(t, x1, x2, x3),

V → V +
ω2

2
e−σΘ̃,

(3.134)



x1 → x̃1 = x1 cosh(Φ̂)− x2 sinh(Φ̂),

Φ̂ =
1

σ
ln
(
ωσ(1− t2)

2

)
,

x2 → x̃2 = x2 cosh(Φ̂) + x1 sinh(Φ̂),

t→ t̃ =
2

ωσ
arctanh(t),

ψ(t, x1, x2, x3) → ψ̃(t̃, x̃1, x̃2, x3)

= e
iωt

σ(1−t2)
e−σΘ

ψ(t, x1, x2, x3),

V → V − ω2

2
e−σΘ̃,

(3.135)



x→ x̃ = x(1 + t2)
1
2σ ,

t→ t̃ =
1

ωσ
arctan(t),

ψ(t,x) → ψ̃(t̃, x̃) = (1 + t2)
3
4 e

−iωt

2σ(1+t2)
(x2)−σ

ψ(t,x),

V → V +
ω2

2
(x̃2)−σ,

(3.136)
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x→ x̃ = x(1− (σt)2)
1
2σ ,

t→ t̃ =
1

σω
arctanh(σt),

ψ(t,x) → ψ̃(t̃, x̃) = (1− t2)
3
4 e

iωt
2σ(1−t2)

(x2)−σ

ψ(t,x),

V → V − ω2

2
(x̃2)−σ.

(3.137)

Transformations (3.123)-(3.137) do not belong to the equivalence group
C(3) which is valid for arbitrary mass and potential. However, they keep
the generic form of equations (2.1), (2.7) for some particular f and V .

The admissible fixed mass functions are presented in the following for-
mulae:

m = r̃−2 = (x21 + x22)
−1,

m = r−2, m = e−x3 , m = (r2 ± 1)−2

m = r̃−3, m = x−2
3 , m = x−3

3 .

(3.138)

Mass functions defined up to arbitrary parameters also correspond to
highly symmetric PDM Schrödinger equations. They can have the following
forms:

m = r−2(1+σ), m = r̃−2e−σΘ, m = r̃−2−σe−νΘ, (3.139)
where Θ = arctan(x2x1 ), σ and ν are arbitrary nonzero parameters. Masses
with m = r−2+σ and m = r−2−σ are equivalent.

There is a big variety of potentials corresponding to the position depen-
dent masses given by equations (3.138) and (3.139). The corresponding
classification results are arranged in Tables 3.11, 3.12, 3.13, 3.14.

In Table 3.11 the systems with power inverse mass are represented. Here
λ is a parameter which takes nonzero values, µ can be reduced to zero
applying transformation inverse to (3.129) for Items 1-6 and transforma-
tion (3.123) for Items 7-18. The invariance algebras include the presented
symmetries together with generator P0 and the unit operator.

Additional symmetries are indicated in the third columns of the tables
where Mab, Pa, La, and D are operators defined in (3.91) and (3.92), G(·)
are arbitrary functions of the arguments fixed in brackets, and small Greek
letters denote arbitrary parameters. The related symmetry algebras are
fixed in the fourth columns, where na,b and sa,b are nilpotent and solvable
Lie algebras of dimension a. We use the notations presented in [88].

The systems presented in Items 15-17 admit equivalence transforma-
tions (3.136) and (3.137). By definition σ 6= 0.
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Table 3.11: Systems with power inverse PDM function f =
r̃2 = x21 + x22

NoPotential V Symmetries Invariance
algebras

1 G(r̃, x3) + µΘ,
whereΘ = arctan(x2x1 )

A1
1 = t

(
L3 +

µt
2

)
−Θ,

A1
2 = L3 + µt

n4,1
2 G(r̃) + µΘ+ κx3 A1

1, A1
2, P3 + κt n5,4

3 G(x3r̃ ) + µΘ+ ν ln(r̃) A1
1, A1

2, D + νt n5,4

4 G( r
2+1
r̃ ) + µΘ+ λΦ

where Φ = arctan( r2−1
2x3

)
A1

1, A1
2, K3 − P3 − 2λt n5,4

5 µΘ+ ν ln(r̃) A1
1, A1

2, D + νt, P3 s6,91
6 µΘ A1

1, A1
2, P3, D, K3 n4,1 ⊕ sl(2, R)

7 G(r̃, x3) +
λ2

2 Θ2 + µΘ

B1
1 = λ sin(λt)L3

−(λ2Θ+ µ) cos(λt),
B1

2 = λ cos(λt)L3

+(λ2Θ+ µ) sin(λt)
s4,7

8 G(r̃) + λ2

2 Θ2 + µΘ+ κx3 B1
1 , B1

2 , P3 + κt s5,16
9 G(x3r̃ ) +

λ2

2 Θ2+
+µΘ+ ν ln(r̃) B1

1 , B
1
2 , D + νt s5,16

10 G(
r2+1
r̃ ) + λ2

2 Θ2+
+µΘ+ λΦ

B1
1 , B

1
2 , K3 − P3 − 2λt s5,16

11
λ2

2 Θ2 + µΘ
+ν ln(r̃) B1

1 , B1
2 , D + νt, P3 s6,230

12 λ2

2 Θ2 + µΘ B1
1 , B1

2 , P3, D, K3 s4,7 ⊕ sl(2, R)

13 G(r̃, x3)− µΘ− λ2

2 Θ2

C1
1 = λ sinh(λt)L3+

+(µ+ λ2Θ) cosh(λt),
C1
2 = λ cosh(λt)L3+

+(µ+ λ2Θ) sinh(λt)
s4,6

14 G(r̃)− µΘ− λ2

2 Θ2 + κx3 C1
1 , C1

2 , P3 + κt s5,15
15 G(x3r̃ )− µΘ− λ2

2 Θ2 + ν ln(r̃)C1
1 , C

1
2 , D + νt s5,15

16 G( r2+1
r̃ )− µΘ− λ2

2 Θ2 + λΦ C1
1 , C

1
2 ,K3 − P3 − 2λt s5,16

17 −µΘ− λ2

2 Θ2 + ν ln(r̃) C1
1 , C1

2 , P3, D + νt s6,229
18 −µΘ− λ2

2 Θ2 C1
1 , C1

2 , P3, D, K3 s4,7 ⊕ sl(2, R)
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Table 3.12: Systems with inverse PDM function f = r̃2eσΘ

(Items 1-5), f = r2 = x21+x
2
2+x

2
3 (Items 6-14) and f = r2+σ,

σ 6= ±1 (Items 15-17)

NoPotential V Symmetries Algebras

1 G(r̃, x3)e
σΘ

Q1
1 = it2∂t+
+2t
σ L3 +

2
σ2 e

−σΘ,
Q1

2 =
1
σL3 + it∂t

sl(2, R)

2 G(r̃)eσΘ Q1
1, Q1

2, P3 sl(2, R)⊕ n1,1
3 G( r̃r )e

σΘ Q1
1, Q1

2, D sl(2, R)⊕ n1,1
4 G( r

2+1
r̃ )eσΘ Q1

1, Q1
2, K3 − P3 sl(2, R)⊕ n1,1

5 κeσΘ Q1
1, Q1

2, P3, D, K3 sl(2, R)⊕ sl(2, R)

6 G(Θ, r̃r ) + µ ln(r) A2
1 = tD + 1

2µt
2 − ln(r),

A2
2 = D + µt

n4,1
7 G( r̃r ) + µ ln(r) + κΘ A2

1, A2
2, L3 + κt n5,4

8 µ ln(r) A2
1, A2

2, L1, L2, L3 n4,1 ⊕ so(3)

9 G(Θ, r̃r ) + µ ln(r)+
+λ2

2 ln(r)2

B2
1 = sin(λt)D−
− cos(λt)(λ ln(r) + µ

λ ),
B2

2 = cos(λt)D+
+ sin(λt)(λ ln(r) + µ

λ )

n4,7

10 G(
r̃
r ) + κΘ+

+λ2

2 ln(r)2 + µ ln(r) B2
1 , B2

2 , L3 + κt s5,16

11 µ ln(r) + λ2

2 ln(r)2 B2
1 , B2

2 , L1, L2, L3 n4,7 ⊕ so(3)

12 G(Θ,
r̃
r )− µ ln(r)−

−λ2

2 ln(r)2

C2
1 = cosh(λt)D+
+ sinh(λt)(λ ln(r) + µ

λ ),
C2
2 = sinh(λt)D+
+ cosh(λt)(λ ln(r) + µ

λ)

n4,6

13 G(
r̃
r ) + κΘ−
−λ2

2 ln(r)2 − µ ln(r) C2
1 , C2

2 , L3 + κt s5,15

14 −µ ln(r)− λ2

2 ln(r)2 C2
1 , C2

2 , L1, L2, L3 n4,6 ⊕ so(3)

15 rσG(Θ, r̃r )
Q2

1 = it2∂t + 2t
σD + 2

σ2rσ
,

Q2
2 =

1
σD + it∂t

sl(2,R)

16 rσG( r̃r ) Q2
1, Q

2
2, L3 sl(2, R)⊕ n1,1

17 κrσ Q2
1, Q2

2, L1, L2, L3 sl(2, R)⊕ so(3)

The maximally extended symmetry algebras presented in Table 3.13 are
seven dimensional, see Items 3, 6 and 9 there. These algebras and all other
algebras presented in Items 1, 2, 4, 5, 7, 8 ultimately include the unit
operator which is accepted by any of the considered equations. Notice that
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the low dimension algebras with dimension d ≤ 5 and a certain class of the
algebras with dimension 6 had been classified by Mubarakzianov [47], see
also a more contemporary and accessible papers [9] and [76].

In Table 5.2 some exotic PDMs are specified. In particular, there are
two systems which admit eight-dimensional invariance algebras, see Items 6
and 7. However, the related symmetries are time independent and commute
with Hamiltonians. In other words, they belong to integrals of motion for
the stationary Schrödinger equation which have been classified in paper [70],
see also the latest version of preprint arXiv:1412.4332.

All the invariance algebras presented in Items 1-5 of Table 3.13 are solv-
able. Like in the previous tables we use notations sa,b for solvable algebra
of dimension a and classification number b, see [88].

Table 3.13: Systems with some particular mass functions.
The invariance algebras include the presented symmetries to-
gether with generator P0 and the unit operator. Parameter µ
can be reduced to zero using transformation inverse to (3.131)

No Inverse Potential Symmetries Invariance
mass V algebras

1 r̃3 κx3 + λr̃
P3 + κt, D + it∂t,
L3

s4,6 ⊕ n1,1

2 x23 µ ln(x3)
P1, P2, L3,
D + µt

s5,3 ⊕ n1,1

3 x31 λx1 + κx3
P3 + κt, P2,
D + it∂t s5,17

4 xσ+2
3 κxσ3

P1, P2, L3,
D + iσt∂t,
σ 6= 0, 1,−2

s4,3 ⊕ n1,1 ⊕ n1,1

5 r̃σ+2eλΘ κr̃σeλΘ
L3 + iλt∂t, P3,
D + iσt∂t, σ 6= 0

s2,1 ⊕ s2,1 ⊕ n1,1

6 (r2 + 1)2 −3r2
M41,M42,M43,
M21,M31,M32

so(4)⊕n1,1 ⊕ n1,1

7 (r2 − 1)2 −3r2
M01,M02,M03,
M21,M31,M32

so(1,3)⊕n1,1 ⊕ n1,1

One dimension algebra n1,1 in Items 1 and 2 is spanned on L3 and the
unit operator correspondingly. In Item 4 the basis elements of s1,1⊕ s1,1 are
L3 and the unit operator. In Items 6 and 7 the symbol s1,1 ⊕ s1,1 denotes
the direct sum of one-dimensional algebras spanned on P0 and the unit
operator.
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In Table 3.14 the systems with masses are exponentials in the only spatial
variable x3. are presented. The invariance algebras again have dimensions
3, 4 or 5. These algebras are either simple of form a direct sum of a simple
and solvable algebra, and can be extended by the unit operator. In addition,
the Euclidean algebra in two-dimensional space is denoted as e(2)

The systems which are presented in Table 3.14 admit equivalence trans-
formations (3.132), (3.133) and (3.128), the latter generates multiplier σ
for x3.

Table 3.14: Systems with exponential inverse PDM function
f = ex3

No Potential V Symmetries Invariance
algebras

1 ex3G(x1, x2)
Q3

1 = it2∂t + 2tP3 + 2e−x3 ,
Q3

2 = it∂t + P3
sl(2, R)

2 ex3G(x2) Q3
1, Q3

2, P1 sl(2, R)⊕ n1,1
3 ex3G(r̃) Q3

1, Q3
2, L3 sl(2, R)⊕ n1,1

4 κex3 Q3
1, Q3

2, P1, P2, L3 sl(2, R)⊕ e(2)

Rather generic systems are presented in Table 3.15. They include poten-
tials (and masses) defined up to arbitrary functions, but admit reduced
numbers of symmetries belonging to class 3 specified in Section 5. In
Table 3.15 the symbols F (·) and G(·) denote arbitrary functions of ar-
guments fixed in brackets, D1F and D2F are the derivations of function
F = F

(
r2+1
r̃ , νΦ + Θ

)
with respect to the first and second argument cor-

respondingly, F ′ is the derivation of function F = F
(
r2±1
r̃

)
with respect

to its combined argument r2±1
r̃ . In addition, to save a room we denote

Φ = arctan
(
r2−1
2x3

)
and Ψ = 3νx3r̃2

(r2+1)2−4r̃2
. The symmetries additional to

P0 and I are indicated in the third column. For the systems presented in
Items 1, 3, 5, 7, 9 and 2, 4, 6, 8, 10 the corresponding symmetry algebras
are s2,1 ⊕ n1,1 and s3,1 correspondingly. In Items 11, 13, 15, 17, 19 and 21
we have symmetry algebras isomorphic to s2,1⊕ n1,1⊕ n1,1 if at least one of
parameters λ or σ is nontrivial. If all these parameters are equal to zero,
these symmetry algebras (and algebras admitted by systems presented in
Items 12, 14, 16, 18 and 20) are degenerated to the direct sums of four
one-dimensional algebras.

In Items 12, 14, 16, 18 and 20 we have symmetry algebras isomorphic
to s3,1 ⊕ n1,1 if at least one of parameters λ or σ is nontrivial. Finally, the
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systems presented in Items 22, 23 and 24 admit the direct sums of symmetry
algebras e(2)⊕ n1,1, so(3)⊕ n1,1 and so(1, 2)⊕ n1,1 correspondingly.

Table 3.15: Systems with masses and potentials defined up
to arbitrary functions

No Inverse mass f Potential Symmetries
1 F (x1, x2)e

λx3 G(x1, x2)e
λx3 P3 + iλt∂t

2 F (x1, x2) G(x1, x2) + λx3 P3 + λt

3 F (r̃, x3)e
σΘ G(r̃, x3)e

σΘ L3 + iσt∂t
4 F (r̃, x3) G(r̃, x3) + λΘ L3 + λt

5 rσ+2F ( r̃r , r
λe−Θ) rσG( rr̃ , r

λe−Θ)
λL3 +D+
+iσt∂t

6 r2F ( r̃r , r
λe−Θ)

G( rr̃ , r
λe−Θ)+

+σ(λΘ+ ln(r))
λL3 +D+
+σ(1 + λ2)t

7 F (r̃, x3 −Θ)eσΘ G(r̃, x3 −Θ)eσΘ P3 + L3 + iσt∂t
8 F (r̃, x3 −Θ) G(r̃, x3 −Θ) + λΘ P3 + L3 + λt

9 r̃2F
(
r2+1
r̃ , λΦ+Θ

)
eσΘ

eσΘ
(
ΨD2F − 3r̃

2 D1F+

+G
(
r2+1
r̃ , λΦ+Θ

)) M43 + λL3+
+iσt∂t

10 r̃2F
(
r2+1
r̃ , λΦ+Θ

) G
(
r2+1
r̃ , λΦ+Θ

)
+

+σΘ− 3r̃
2 D1F+

+ΨD2F

M43 + λL3+
+iλσt

11 F (r̃)eσΘ+λx3 G(r̃)eσΘ+λx3 L3 + σt∂t,
P3 + iλt∂t

12 F (r̃) G(r̃) + σΘ+ λx3
L3 + σt,
P3 + λt

13 r̃σ+2eλΘF ( r̃r ) r̃σeµΘG(x3r̃ )
D + iσt∂t,
L3 + iλt∂t

14 r̃2F ( r̃r ) G( r̃r ) + σΘ+ λ ln(r) D + λt,
L3 + σt

15 eσx1F (x3) eσx1G(x3) P1 + iσt∂t, P2

16 F (x3) G(x3) + λx2 P1, P2 + λt

17 eσΘ−λΦr̃2F ( r
2+1
r̃ )

eσΘ−λΦ
(
3
2 r̃F

′+

+G( r
2+1
r̃ )
) M43 + iλt∂t,

L3 + iσt∂t

18 r̃2F ( r
2+1
r̃ )

3
2 r̃F

′ +G( r
2+1
r̃ )+

+σΘ− λΦ

M43 + λt,
L3 + σt

19 r̃σ+2F (r̃νe−Θ) r̃σG(r̃νe−Θ)
D + iσt∂t+
+νL3, P3
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Table 3.15, continued
No Inverse mass f Potential Symmetries

20 r̃3F (r̃νe−Θ) r̃G(r̃νe−Θ) + σx3
D + it∂t + νL3,
P3 + σt

21 r̃2F (r̃νe−Θ) σ ln(r̃) +G(r̃νe−Θ)
D + νL3+
σt, P3

22 F (x3) G(x3) P1, P2, L3

23 F (r2) G(r2) L1, L2, L3

24 x23F
(
r2−1
x3

)
3
2x3F

′ +G
(
r2−1
x3

)
M01, M02, M12

Thus we classify all inequivalent (generalized) Schrödinder equations,
namely, standard SE, SP equations for neutral and charged particles and
PDM Schrödinder equations, and represent their Lie symmetries. The next
task is the study of their extended symmetries and supersymmetries.

4. SUPERSYMMETRIES
The nice kind of symmetries called SUSY has two meanings in quantum

mechanics. First, some QM systems like spin 1/2 in magnetic field can
admit constants of motion forming superalgebras. Secondly, there are the
QM systems which, like the Hydrogen atom, can admit “hidden” SUSY
together with shape invariance, and so be exactle solvable. We will discuss
both types of SUSY, starting with the systems admitting supercharges as
motion constants.

4.1. N = 2 SUSY and Landau levels. Let us start with the very nice
system, namely, the spin 1/2 particle interacting with the constant magnetic
field. The corresponding QM Hamiltonian is given by equation (2.5) where

A0 = 0, A1 = −1

2
x2B3, A2 =

1

2
x1B3, A3 = 0, ν =

1

2
(4.1)

and by definition B1 = B2 = 0, B3 = B = const. Such Hamiltonian can be
represented in the following form:

H = H1 +H2, H1 =
(σ1π1 + σ2π2)

2

2m
, H2 =

p23
2m

(4.2)

with p3 = −i ∂
∂x3

.
Using just representation (4.2) it can be verified very easily that our

Hamiltonian commutes with the following three operators:
Q1 = σ1π1 + σ2π2, Q2 = iσ3Q1, Q3 = p3 (4.3)
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which satisfy the following relations:
[Q3, Q1] = [Q3, Q2] = [Q3,H] = 0, (4.4)

{Qµ, Qν} = 2δµνH2, [Qµ,H2] = 0, (4.5)
where µ, ν independently takes the values 1, 2, δµν is the Kronecker delta,
the symbols [·, ·] and {·, ·} denote the commutator and anticommutator
correspondingly.

In addition, we can indicate three more constants of motion, namely, the
Johnson-Lippmann constants and the third component of the total orbital
momentum:

L3 = x1p2 − x2p1 +
1
2σ3, (4.6)

K1 = ∂1 − 1
2x2B3, K2 = ∂2 +

1
2x1B3. (4.7)

Four of the presented constants, namely, P3, L3, K1 and K2 commute
between themselves and with Q1 and Q2. The latter ones are not in invo-
lution, but satisfy more complicated relations (4.5), which characterize a
Lie superalgebra.

Just this specific supersymmetry can be treated as the reason of the two
fold degeneration of the Landau levels, i.e., the non-ground energy levels of
a spin 1/2 particle interacting with the constant and homogeneous magnetic
field.

Thus we have a nice example of superalgebra realised on the set of so-
lutions of a realistic physical system. In general superalgebra is a graded
algebra which, in our case, is characterising by the Z2 grading. Its elements
belong to two different classes, say, are odd or even. In our case Q1 and
Q2 are odd while Q3, H1 and H2 are even. The product of two algebra
elements is defined as the commutator if at least one of them is even and as
the anticommutator if both the elements are odd. In SUSY quantum me-
chanics the odd elements are called superchages. Since we have indicated
two supercharges then it is possible to indicate the N = 2 SUSY admitted
by the considered system.

4.2. Extended SUSY. In analogy with the above we can construct a
supercharge for Hamiltonian H1 in the case of arbitrary external magnetic
field:

Q̃1 = σiπi (4.8)
since Q̃2

1 = H1 and [Q1,H1] = 0.
Let us show that there exist three more supercharges if the external field

is given by relations (4.1). To do it we exploit the fact that equation (3.45)
is invariant w.r.t. the following three discretetransformations:

ψ → iσ2R1ψ
∗, ψ → iσ2R2ψ

∗, ψ → R3ψ (4.9)
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where Ra are reflections:
Raψ(x) = σaθaψ(x), θaψ(x) = ψ(rax) (4.10)

and
r1x = (−x1, x2, x3), r2x = (x1,−x2, x3),

r3x = (x1, x2,−x3), (4.11)
and the asterix denotes the complex conjugation.

In accordance with the above the following operators

Q̃1 = σiπi, Q2 = iR3Q̃1, Q3 = CR1Q̃1, Q4 = CR2Q̃1 (4.12)

fulfill the following relations

{Qk, Ql} = 2gklĤ,
[
Qk, Ĥ

]
= 0, (4.13)

where k, l = 1, 2, 3, 4, g11 = g22 = −g33 = −g44 = 1; gkl = 0, k 6= l. In
other words they are supercharges generating the N = 4 extended SUSY.

The main trick for constructing the extended SUSY was using the dis-
crete involutive symmetries, i.e., reflections (4.10) and (4.11). In analogous
way it is possible to find extended SUSY for more generic potentials with
well defined parities and involution symmetries realized by rotations. We
will not present here numerous examples of such extended SUSY which can
be found in paper [51]. Let us stress then among them there is a lot of
systems with a clear exact physical meaning, see [53] for discussion of this
aspect.

4.3. SUSY and shape invariance. Considering the stationary Schrödin-
ger equations (2.3) with Hamiltonian H1 (3.45) we can exploit its rotational
invariance and search for solutions in separated radial and angular vari-
ables. Indeed, representing the wave function ψ as

ψ =
1

r̃
R(r̃)enφ, (4.14)

where r̃ =
√
x21 + x22, ϕ = arctan x2

x1
, we come to the following equation for

the radial functions:

H̃R ≡
(
− ∂2

∂r̃2
− m(m+ 1)

r̃2
+ ωσ3 + ω2r̃2

)
R = ẼR, (4.15)

where m = n− 1
2 , ω = 2mα and Ẽ = 2mE + ωn.

Equation (3.75) defines the “2d supersymmetric oscillator” which is rather
similar to the 2d supersymmetric oscillator but includes half integer para-
meter m while in the 3d oscillator this parameter is integer. It can be
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decoupled to direct sums of equations since Hamiltonian H̃ can be repre-
sented as:

H̃ =

(
H̃+ 0

0 H̃−

)
, (4.16)

where
H̃± = − ∂2

∂r̃2
+
n(n∓ 1)

r̃2
+ ω2r̃2 ± ω. (4.17)

Hamiltonians H̃± has two nice properties. First, it can be factorized:
H̃+ = a+a, H̃− = aa+, (4.18)

where a+ and a− are the first order differential operators:

a−κ =
∂

∂r̃
+Wκ, a+κ = − ∂

∂r̃
+Wκ, (4.19)

and Wκ = −1
r̃ +

ω
κ , cκ = (2κ− 1)ω. Moreover these Hamiltonians satisfy

the following relation
H̃+(κ) = H̃−(κ+ 1) + Cκ (4.20)

with Cκ = 2ω. In other words, Hamiltonians H̃±(κ) are shape invari-
ant [32].

Thus our analysis of the realistic quantum mechanical system having
a clear physical meaning (charged particle with spin 1/2 interacting with
the constant and homogeneous magnetic field) make it possible to discover
its nice hidden symmetry, i.e., the shape invariance. It happens that this
symmetry is valid for many other important QM systems like the Hydrogen
atom, and causes their exact solvability [32].

To be shape invariant, Hamiltonian should be factorizable, i.e., to admit
representation (4.18), (4.19) for H̃−(κ) with some function W called super-
potential. In addition, it should satisfy condition (4.20) together with the
corresponding Hamiltonian H̃+(κ) which is called superpartner.

The shape invariance condition can be formulated as a condition for
the potential. Considering the 1d Hamiltonian H = − ∂2

∂x2
+ V (κ, x) and

representing V (κ, x) as
V =W 2

κ +W ′
κ, (4.21)

where W ′
κ = ∂Wκ

∂x , and superpotential Wκ is a solution of the Riccati equa-
tion (4.21). Then we construct a superpartner potential

Ṽ =W 2
κ −W ′

κ. (4.22)
The corresponding stationary Schrödinger equation is shape invariant pro-
vided Ṽ (κ, x) = V (κ + 1) + Cκ where Cκ is a constant. In terms of the
superpotential this condition looks as follows:

W 2
κ −W ′

κ =W 2
κ +W ′

κ + Cκ. (4.23)
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Of course it is interesting to find all inequivalent QM systems satisfying
the shape invariance conditions. This problem is reduced to finding the
inequivalent solutions of Riccati equations (4.23).

4.4. Matrix superpotentials.
4.4.1. Pron’ko-Stroganov problem. Let us show that the concept of shape
invariance can be extended to the case of matrix superpotentials.

We will start with a well defined QM system which includes a matrix po-
tential and appears to be shape invariant. Namely, let us consider a neutral
QM particle with non-trivial dipole momentum (e.g., neutron), interacting
with the magnetic field generated by a straight line current directed along
the third coordinate axis (Pron’ko-Stroganov problem [77]) The related
Hamiltonian looks as follows:

H =
p21 + p22
2m

+ λ
σ1x2 − σ2x1

r̃2
, (4.24)

where λ is the integrated coupling constant, σ1 and σ2 are Pauli matrices.
In other words, we are considering a very particular case of the systems
studied in Section 3.4.

Hamiltonian (4.24) commutes with the third component of the total or-
bital momentum L3 = x1p2−x2p1+ 1

2σ3, and the corresponding stationary
Schrödinger equation can be solved separated variables. The related equa-
tion for radial functions looks as:

Ĥκψ = Eκψ, (4.25)
where Ĥκ is a Hamiltonian with a matrix potential, Eκ and ψ are its eigen-
value and eigenfunction correspondingly, moreover, ψ is a two-component
spinor. Up to normalization of the radial variable r̃ the related Hamiltonian
Ĥκ can be represented as

Ĥκ = − ∂2

∂r̃2
+ κ(κ− σ3)

1

r̃2
+ σ1

1

r̃
, (4.26)

where σ1 and σ3 are Pauli matrices and κ is a natural number. In addition,
solutions of equation (4.25) must be normalizable and vanish at r̃ = 0.

Hamiltonian Ĥκ can be factorized as in (4.18), (4.19) where cκ = − 1
(2κ+1)2

and Wκ is the matrix superpotential

Wκ =
1

2r̃
σ3 −

1

2κ+ 1
σ1 −

2κ+ 1

2r̃
. (4.27)

It is easily verified that the superpartner of Hamiltonian Ĥκ satisfies rela-
tion (4.20). In other words, equation (4.25) admits supersymmetry with
shape invariance and can be solved using the standard technique of SSQM
exposed, e.g., in survey [19].
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4.4.2. Generic matrix superpotentials. Following a natural desire to find
other shape invariant systems we return to conditions (4.23) which should
be satisfied by the corresponding matrix superpotentials.

Assume Wk(x) be Hermitian. Then the corresponding potential Vk(x)
and its superpartner V +

k (x), are Hermitian too.
The problem of classification of shape invariant superpotentials, i.e., n×n

matrices whose elements are functions of x, k satisfying conditions (4.23),
was formulated and partially solved in papers [68] and [67]. Here we present
the completed classification results for a special class of superpotentials
being 2× 2 matrices.

Consider superpotentials of the following special form

Wk = kA+
1

k
B + C, (4.28)

where C, B and A are Hermitian matrices depending on x.
Substituting (4.28) into (4.23) we obtain the following equations for C,

B and A:
A′ = α(A2 + νI), (4.29)

C ′ − α

2
{A,C}+ κI = 0, (4.30)

{B,C}+ λI = 0, B2 = ω2I (4.31)

where A′ = dA
dx , {A,C} = AC + CA is the anticommutator of matrices

A and C, I is the unit matrix and κ, λ, ν, ω are constants. Thus the
problem of classification of matrix superpotentials is reduced to solution of
equations (4.30)-(4.31) for unknown matrices A, B and C.

4.4.3. The completed list of scalar superpotentials. Consider the scalar case
when A, C and B in (4.28) are 1× 1 “matrices”. The corresponding equa-
tions (4.29)-(4.31) can be integrated rather easily, refer to [67] for detailed
calculations. As a result we obtain the well known list of scalar superpo-
tentials:

W = −κ
x
+
ω

κ
(Coulomb),

W = λκ tanλx+
ω

κ
(Rosen1),

W = λκ tanhλx+
ω

κ
(Rosen2),

W = −λκ cothλx+
ω

κ
(Eckart),

W = µx (Harmonic Oscillator), (4.32)
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W = µx− κ

x
(3D Oscillator),

W = λκ tanλx+ µ secλx (Scarf I),
W = λκ tanhλx+ µsechλx (Scarf 2),
W = λκ cothλx+ µcosechλx (Generalized Pöschl-Teller),
W = κ− µ exp(−x) (Morse).

Thus integrating equations (4.29)-(4.31) we recover the known list of
superpotentials (4.32) which generate classical additive shape invariant po-
tentials, in a straightforward and very simple way. The corresponding
potentials Vκ can be found using definition (4.21).

4.4.4. Matrix superpotentials of dimension 2×2. Here we consider the case
when superpotentials are x-dependent (2× 2)-matrices of form (4.28).

Supposing that A(x) is diagonal and solving the related equations (4.29)-
(4.31), it is possible to specify five inequivalent solutions of equations (4.23):

Wν,µ = ((2µ+ 1)σ3 − 2ν − 1)
1

2x
+

ω

2ν + 1
σ1, µ > −1

2
, (4.33)

Wν,µ = λ
(
−ν + µ exp(−λx)σ1 −

ω

ν
σ3

)
, (4.34)

Wν,µ = λ
(
ν tanλx+ µ secλxσ3 +

ω

ν
σ1

)
, (4.35)

Wν,µ = λ
(
−ν cothλx+ µcschλxσ3 −

ω

ν
σ1

)
, µ < 0, ω > 0, (4.36)

Wν,µ = λ
(
−ν tanhλx+ µsechλxσ1 −

ω

ν
σ3

)
, (4.37)

where we introduce the rescaled parameter ν = κ
α . These superpotentials

are defined up to translations x→ x+ c, ν → ν + γ, and unitary transfor-
mations Wν,µ → UaWν,µU

†
a , where U1 = σ1, U2 =

1√
2
(1± iσ2) and U3 = σ3.

In particular these transformations change signs of parameters µ and ω
in (4.34)-(4.37) and of µ + 1

2 in (4.33), thus without loss of generality we
can set

ω > 0, µ > 0 (4.38)
in superpotentials (4.34)-(4.37).

Notice that the transformations κ → κ′ = κ + α correspond to the
following transformations for ν:

ν → ν ′ = ν + 1. (4.39)
If µ = 0 and ω = 1 then operator (4.33) coincides with the superpotential

for PS problem given by equation (4.27). For for µ 6= 0 superpotential (4.33)
is not equivalent to (4.27). The other presented matrix superpotentials were
found in [68] for the first time.
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The corresponding potentials Vν can be found starting with (4.33)-(4.36)
and using definition (4.21):

V̂ν =
(
µ(µ+ 1) + ν2 − ν(2µ+ 1)σ3

) 1

x2
− ω

x
σ1, (4.40)

V̂ν = λ2
(
µ2 exp(−2λx)− (2ν − 1)µ exp(−λx)σ1 + 2ωσ3

)
, (4.41)

V̂ν = λ2
(
(ν(ν − 1) + µ2) sec2 λx+ 2ω tanλxσ1+ (4.42)

+ µ(2ν − 1) secλx tanλxσ3
)
, (4.43)

V̂ν = λ2
(
(ν(ν − 1) + µ2)csch2(λx) + 2ω cothλxσ1+ (4.44)

+ µ(1− 2ν) cothλxcschλxσ3
)
, (4.45)

V̂ν = λ2
(
(µ2 − ν(ν − 1))sech2λx+ 2ω tanhλxσ3− (4.46)

− µ(2ν − 1)sechλx tanhλxσ1
)
. (4.47)

Potentials (4.40), (4.41), (4.42) (4.44) and (4.46) are generated by superpo-
tentials (4.33), (4.34), (4.35), (4.36) and (4.37) respectively. All the above
potentials are shape invariant and give rise to exactly solvable problems
for systems of Schrödinger-Pauli type.

It was proven in [68] that n×n matrix superpotentials of the form (4.28)
with a diagonal matrix Q and n > 2 can be reduced to direct sums of opera-
tors fixed in (4.33) and scalar superpotentials specified in equations (4.32).
Thus in fact we present the complete description of superpotentials (4.28)
being matrices of arbitrary dimension, provided matrix Q is diagonal.

The case of non-diagonal matrices Q has been examined in paper [67].
The classifying equations (4.29)-(4.31) have been solved for the cases of
superpotentials being 2×2 or 3×3 matrices. In the first case the following
list of superpotentials was obtained:

W (1)
κ = λ

(
κ (σ+ tan(λx+ c) + σ− tan(λx− c))+

+ µσ1
√

sec(λx− c) sec(λx+ c) +
1

κ
R
)
,

W (2)
κ = λ

(
−κ(σ+ coth(λx+ c) + σ− coth(λx− c))+

+ µσ1
√

csch(λx− c)csch(λx+ c) +
1

κ
R
)
,

W (3)
κ = λ

(
−κ(σ+ tanh(λx+ c) + σ− tanh(λx− c))+

+ µσ1
√

sech(λx− c)sech(λx+ c) +
1

κ
R
)
,
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W (4)
κ = λ

(
−κ(σ+ tanh(λx+ c) + σ+ coth(λx− c))+

+ µσ1
√

sech(λx+ c)csch(λx− c) +
1

κ
R
)
,

W (5)
κ = λ

(
−κ(σ+ tanh(λx) + σ−) + µσ1

√
sech(λx) exp(−λx) + 1

κ
R

)
,

W (6)
κ = λ

(
−κ(σ+ coth(λx) + σ−) + µσ1

√
csch(λx) exp(−λx) + 1

κ
R

)
,

W (7)
κ = −κ

(
σ+
x+ c

+
σ−
x− c

)
+

µσ1√
x2 − c2

+
1

κ
R,

W (8)
κ = −κσ+

x
+ µσ1

1√
x
+

1

κ
R,

W (9)
κ = λ

(
−κI + µ exp(−λx)σ1 −

ω

κ
σ3

)
, (4.48)

where

σ± = 1
2(σ0 ± σ3), R = r3σ3 + r2σ2, (4.49)

ra are constants satisfying r22 + r23 = ω2, κ, µ, λ and c 6= 0 are arbitrary
parameters.

4.4.5. Shape invariant QM systems with matrix potentials. The discussed
matrix superpotentials naturally appear in realistic QM systems. The entire
collection of such system can be found in [57,58,60]. Here we present only
one example of such systems.

Consider the following Hamiltonian

H =
p2

2m
+

λ

2m
σiBi + V, (4.50)

where σi are Pauli matrices, Bi = Bi(x) are vector components of magnetic
field strength, V = V (x) is a potential and vector x represents independent
variables. In addition, λ denotes the constant of anomalous coupling which
is usually represented as λ = gµ0, where µ0 is the Bohr magneton and g is
the Landé factor.

Formula (4.50) presents a generalization of the Pron’ko-Stroganov Hamil-
tonian for the case of arbitrary external field. And some Schrödinger equa-
tions with Hamiltonians (4.50) appears to be shape invariant. The example
is given by the following equation:

Hψ ≡ (−∇2 + λ(1− 2ν) exp(−x2)(σ1 cosx1 − σ2 sinx1)+
+ λ2 exp(−2x2))ψ = Êψ.

(4.51)
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Here λ is the integrated coupling constant, and independent variables are
rescalled to obtain more compact formulae.

Hamiltonian H in (4.51) admits integral of motion Q = p1 − σ3
2 . Thus

it is possible to expand solutions of (4.51) via eigenvectors of Q which look
as follows:

ψp =

(
exp(i(p+ 1

2)x1)ϕ(x2)
exp(i(p− 1

2)x1) ξ(x2)

)
(4.52)

and satisfy the condition Qψp = pψp.
Substituting (4.52) into (4.51) we come to the following equation

Ĥνψ ≡
(
− ∂2

∂x2
+ V̂ν

)
ψ = Eψ,

where
V̂ν = λ2 exp(−2y)− λ(2ν − 1) exp(−y)σ1 − pσ3,

y = x2, E = Ẽ − p2 − 1

4
, ψ =

(
ϕ
ξ

)
.

(4.53)

Potential V̂ν (4.53) belongs to the list of shape invariant matrix potentials
presented in the above, see equation (4.41). Thus equation (4.51) can be
solved exactly using tools of SUSY quantum mechanics [60]. Notice that
this equation is also superintegrable [57].

4.4.6. Dual shape invariance. Starting with (4.33)-(4.36) we found the re-
lated potentials (4.40)-(4.44) in a unique fashion. But it is interesting to
study also the inverse problem: to find possible superpotentials corres-
ponding to given potentials. To do it is sufficient to find all solutions of
the Riccati equation (4.21) for W with given potential V . Such solutions
depend on two arbitrary parameters (ν and the integration constant), and
there is some ambiguity in choosing such of them which should be changing
to generate the superpartner potential. Notice that the mentioned inverse
problem is very interesting since it opens a way to generate families of
isospectral Hamiltonians [19].

In the case of matrix superpotentials the considered problem is more in-
teresting and complicated than in the scalar case since the corresponding
solutions are not unique. Namely, in some cases there exist two superpo-
tentials compatible with the shape invariance condition. And both these
superpotential can be requested to generate solutions of the related eigen-
value problem.

To find the mentioned additional superpotentials we use the invariance of
potentials (4.40), (4.42) and (4.44) with respect to the simultaneous change
of arbitrary parameters:

µ→ ν − 1
2 , ν → µ+ 1

2 . (4.54)
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This means that in addition to the shape invariance w.r.t. shifts of ν po-
tentials (4.40), (4.42) and (4.44) should be shape invariant w.r.t. shifts of
parameter µ too.

Thus, it is possible to represent potentials (4.33), (4.35) and (4.36) in
the following alternative form

W̃ 2
µ,ν − W̃ ′

µ,ν = V̂µ + cµ, (4.55)

where V̂µ = V̂ν , and

W̃µ,ν =
νσ3 − µ− 1

x
+

ω

2(µ+ 1)
σ1, cµ =

ω2

4(µ+ 1)2
(4.56)

for V̂k given by equation (4.40),

W̃µ,ν =
λ

2

(
(2µ+ 1) tanλx+ (2ν − 1) secλxσ3 +

4ω

2µ+ 1
σ1

)
(4.57)

for potential (4.42), and

W̃µ,ν =
λ

2

(
−(2µ+ 1) cothλx+ (2ν − 1)cschλxσ3 −

4ω

2µ+ 1
σ1

)
(4.58)

for potential (4.44). The related constant cµ is:

cµ = λ2
(
±1

4
(2µ+ 1)2 +

4ω2

(2µ+ 1)2

)
, (4.59)

where the sign “+” and “−” corresponds to the cases (4.57) and (4.58)
respectively.

We stress that superpartners of potentials (4.55) constructed using su-
perpotentials W̃µ,ν , i.e.,

V̂ +
µ = W̃ 2

µ,ν + W̃ ′
µ,ν (4.60)

satisfy the shape invariance condition since

V̂ +
µ = V̂µ+1 + Cµ with Cµ = cµ+1 − cµ.

Thus potentials are shape invariant w.r.t. shifts of two parameters, namely,
ν and µ. More exactly, superpartners for potentials (4.40), (4.42) and (4.44)
can be obtained either by shifts of ν or by shifts of µ while simultaneous
shifts are forbidden. We call this phenomena dual shape invariance.

Notice that the dual shape invariance makes it possible to construct the
complete set of ground state solutions for all admissible values of quantum
numbers enumerating these solutions.
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4.4.7. Exact solutions for shape invariant systems. An important conse-
quence of the shape invariance is the nice possibility to construct exact
solutions of the related stationary Schrödinger equation. The procedure of
construction of exact solutions for the case of scalar shape invariant poten-
tials is described in various surveys, see, e.g., [19]. Here we present this
procedure for the more general case of matrix potentials.

Consider the stationary Schrödinger equation

Ĥνψ ≡
(
− ∂2

∂x2
+ V̂ν

)
ψ = Eνψ, (4.61)

where Ĥν = a+ν,µa
−
ν,µ+cν and V̂ν is a shape invariant potential. An algorithm

for construction of exact solutions of supersymmetric and shape invariant
Schrödinger equations includes the following steps (see, e.g., [19]):
• To find the ground state solutions ψ0(ν, µ, x) which are proportional to

square integrable solutions of the first order equation

a−ν,µψ0(ν, µ, x) ≡
(
∂

∂x
+Wν,µ

)
ψ0(ν, µ, x) = 0. (4.62)

Function ψ0(ν, µ, x) solves equation (4.61) with
Eν = Eν,0 = −cν . (4.63)

• To find a solution ψ1(ν, µ, x) for the first excited state which is defined
by the following relation:

ψ1(ν, µ, x) = a+ν,µψ0(ν + 1, µ, x) ≡
(
− ∂

∂x
+Wν,µ

)
ψ0(ν + 1, µ, x). (4.64)

Since a±ν and Ĥν satisfy the intertwining relations

Ĥνa
+
ν,µ = a+ν,µĤν+1 (4.65)

function (4.64) solves equation (4.61) with Eν = Eν,1 = −cν+1.
• Solutions for the second excited state ψ2(ν, µ, x) can be found acting

by the first order differential operator a+ on the first exited state, i.e.,
ψ2(ν, µ, x) = a+ν,µψ1(ν + 1, µ, x), etc. Finally, solutions which correspond
to nth exited state for any admissible natural number n > 0 can be
represented as

ψn(ν, µ, x) = a+ν,µa
+
ν+1,µ · · · a

+
ν+n−1,µψ0(ν + n, µ, x). (4.66)

The corresponding eigenvalue Eν,n is equal to −cν+n.
• For systems admitting the dual shape invariance it is necessary to repeat

the steps enumerated above using alternative (or additional) superpoten-
tials.
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All matrix potentials presented in the above generate integrable models
with Hamiltonian (4.61). However, it is necessary to examine their consis-
tency, in particular, to verify that there exist square integrable solutions of
equation (4.62) for the ground states.

In the following sections we find such solutions for all superpotentials
given by equations (4.33)-(4.36) and (4.56)-(4.58). However, to obtain nor-
malizable ground state solutions it is necessary to impose certain conditions
on parameters of these superpotentials.

Let us present the energy spectra for models (4.61) with potentials (4.40)-
(4.44) which can be found applying the presented algorithm:

E = − ω2

(2N + 1)2

for potential (4.40),

E = −λ2
(
N2 +

ω2

N2

)
for potentials (4.41), (4.44), (4.46), and

E = λ2
(
N2 − ω2

N2

)
for potentials (4.42).

Here N is the spectral parameter which can take the following values
N = n+ ν,

and (or)
N = n+ µ+ 1

2 ,

where n = 0, 1, 2, . . . are natural numbers which can take any values for
potentials (4.40)-(4.42). For potentials (4.41), (4.46) and (4.44) with a fixed
ν < 0 the admissible values of n are bound by the condition (ν+n)2 > |ω|.

In order to find the ground state solutions for equations (4.61) with po-
tentials (4.40)-(4.44) it is sufficient to solve equations (4.62) where Wν,µ

are superpotentials (4.33)-(4.36), and analogous equation with superpoten-
tials (4.56)-(4.58). We will not present these solutions there but draw the
readers attention to reference [68] where the complete list of them can be
found. Let us remind that the related solutions for the exited states are
easily found applying relations (4.66).

5. SUPERINTEGRABLE SYSTEMS WITH POSITION DEPENDENT MASS
5.1. First order integrals of motion. In this and the following sec-
tions we study superintegrable stationary Schrödinger equations (2.3) with
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position dependent mass, which formally coincide with (2.3) but include
Hamiltonians (2.7) with variable mass parameters.

In paper [70] all Hamiltonians (2.2) admitting first order integrals of
motion are classified, refer also to Section 5.1 of the present paper. Some
of the systems specified in Table 3.10 appear to be superintegrable since
they admit more than three integrals of motion. Namely, it is the case for
the cases presented in Items 12-17 of this table.

Here we consider only the systems specified in Items 12 and 13 and
present their exact solutions.

5.1.1. System invariant w.r.t. algebra so(4). Consider Hamiltonian (2.6)
with functions f and V presented in line 15 of Table 3.10:

H = µ
(
pa(1 + r2)2pa − 6r2 + ν

)
. (5.1)

The eigenvalue problem for this Hamiltonian can be written in the following
form:

Ĥψ ≡ −
(
∂a(1 + r2)2∂a + 6r2

)
ψ = Ẽψ, (5.2)

where
Ĥ = 1

µ(H − ν) and Ẽ = E
µ − ν

µ . (5.3)

Equation (5.2) admits six integrals of motion MAB, A,B = 1, 2, 3, 4:
Mab = xapb − xbpa, M4a = 1

2(r
2 − 1)pa − xaxbpb + 3i

2 x
a, (5.4)

which form a basis of algebra so(4). Defining a new basis

qa =
1
2

(
M4a + 1

2ε
abcM bc

)
, ga =

1
2

(
−M4a + 1

2ε
abcM bc

)
we decouple algebra so(4) to the direct sum of two algebras so(3) since qa
and ga satisfy

[qa, qb] = iεabcqc, [ga, gb] = iεabcgc, [qa, gb] = 0.

Thus system (5.2), like the Hydrogen atom, admits six integrals of motion
belonging to algebra so(4) and is maximally superintegrable. However,
in contrast with the Fock symmetry of the Hydrogen atom, integrals of
motion (5.4) are the first order differential operators.

Using this symmetry it is possible to find eigenvalues Ẽ algebraically,
before solving equation (5.2). To do it we calculate Casimir operators of
algebra o(4) for representation (5.4):

C1 =
1
2M

ABMAB = 2(q2 + g2) ≡ 1
4(Ĥ − 9),

C2 =
1
2εabcM

4aM bc = 2(q2 − g2) ≡ 0.
(5.5)

where q2 = (q1)2 + (q2)2 + (q3)2, etc.
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In accordance with (5.5) the Hamiltonian eigenvalues can be expressed
via eigenvalues of C1. Since C2 is trivial, eigenvalues of C1 take the following
values

C1ψ = 4q(q + 1)ψ = (n2 − 1)ψ, n = 1, 2, . . . (5.6)

and so eigenvalues of Hamiltonians H (5.1) and H̃ are:
E = µ(4n2 + 5) + ν and Ẽ = 4n2 + 5. (5.7)

The next step is to find eigenvectors of Hamiltonian (5.1) corresponding
to eigenvalues (5.7). It can be easily done coming to the spherical vari-
ables [70].

5.1.2. System invariant w.r.t. algebra so(1,3). The next Hamiltonian we
consider corresponds to functions f and V presented in line 16 of Table 3.10:

H = µ
(
pa(1− r2)2pa − 6r2 + ν

)
. (5.8)

The related eigenvalue problem is based on the following equation:
Ĥψ ≡ −

(
∂a(1− r2)2∂a + 6r2

)
ψ = Ẽψ, (5.9)

where notations (5.3) are used.
Equation (5.9) admits six integrals of motion Mµν , µ, ν = 0, 1, 2, 3:

Mab = xapb − xbpa, a, b = 1, 2, 3,

M0a = 1
2(r

2 + 1)pa − xaxbpb + 3i
2 x

a,
(5.10)

which form a basis of algebra so(1,3). Calculating the corresponding Casimir
operators, we obtain:

C1 =
1
2M

abMab −M0aM0a = 1
4(Ĥ + 9),

C2 =
1
2εabcM

0aM bc = 0.
(5.11)

Like in previous section, the first Casimir is proportional to the (shifted)
Hamiltonian.

Let us suppose that operators (5.10) generate a unitary representation
(IR) of group SO(1,3). The admissible eigenvalues c1 and c2 of Casimir
operators C1 and C2 (5.11) are given by the following formulae [48]:

c1 = 1− j20 − j21 , c2 = 2ij0j1,
where j0 and j1 are quantum numbers labeling irreducible representations.
Using our knowledge of these representations [48] we easily find that the
admissible values of j1 and c1 are

j1 = iλ, c1 = 1− j21 = λ2 + 1,
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where λ is an arbitrary real number, or, alternatively,
0 ≤ j1 ≤ 1, c1 = 1− j21 .

In accordance with (5.11) the related eigenvalues Ẽ in (5.9) can be ex-
pressed as:

Ẽ = −5− j21 .

They correspond to the continuous spectrum, and so there are no bound
states. Moreover, the possible values of Ẽ should belong to the following
intervals:

− 6 ≤ Ẽ ≤ −5 (principal series), − 5 ≤ Ẽ <∞ (subsidiary series).
Thus we can find admissible energies applying purely group-theoretical

arguments. For the corresponding eigenfunctions refer to [70].

5.2. Rotationally invariant systems. By definition, the rotationally in-
variant systems include the following functions f and V :

f = f(x), Ṽ = Ṽ (x), x =
√
x21 + x22 + x23.

In accordance with [70] there are four Hamiltonians which are rotation-
ally invariant and admit a more extended symmetry with respect to conti-
nuous groups of transformations. The corresponding Schrödinger equations
admit second order integrals of motion belonging to the enveloping algebras
of the Lie algebras of these transformation groups. Such Hamiltonians are
specified by the following inverse masses and potentials:

f = r2, Ṽ = 0,

f = (1 + r2)2, Ṽ = −6r2,

f = (1− r2)2, Ṽ = −6r2,

f = r4, Ṽ = −6r2.

Let us find all other rotationally invariant PDM Schrödinger equations
admitting second order integrals of motion of the following generic form

Q = µab∂a∂b + ξa∂a + η, (5.12)
where µab = µba, ξa and η are functions of x and summation from 1 to 3 is
imposed over all repeating indices.

By definition, operators Q should commute with Ĥ:
[Ĥ,Q] ≡ ĤQ−QĤ = 0.

Calculating the commutator and equating the coefficients for different diffe-
rential operators we come to the following system of determining equations:
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5
(
µabc + µacb + µbca

)
= δab (µnnc + 2µcnn )+

+ δbc (µnna + 2µann ) + δac
(
µnnb + 2µbnn

)
= 0,

(5.13)

(µnna + 2µnan ) f − 5µanxn
f ′

x
= 0, (5.14)(

µabnn + ξab + ξba

)
f +

(
µabn x

n − 2µab − δab (µnn + ξnxn)
) f ′
x
+

+
(
µanxb + µbnxa + δabµknxk

)
xn

1

x2

(
f ′

x
− f ′′

)
= 0,

(5.15)

(2ηa + ξann)f + (ξanx
n − ξa)

f ′

x
−

− 1

x4
(xaξnxn + 2µanxn + xaµnn) (x2f ′′ − xf ′)−

− 1

x6
xaµmnxmxn(x3f ′′′ − 3x2f ′′ + 3xf ′) + 2µanxn

V ′

x
= 0,

(5.16)

x2fηnn + ηnx
nxf ′ + (ξnxn + µnn)xṼ ′)+

+
1

x2
µmnxmxn(x2V ′′ − xṼ ′) = 0,

(5.17)

where f ′ = ∂f
∂x , ξan = ∂ξa

∂xn
, etc.

Thus to classify Hamiltonians (2.2) admitting second order integrals
of motion (5.12) it is necessary to find all inequivalent solutions of sys-
tem (5.13)-(5.17). We will not present here the rather complicated solution
procedure which had been carried in [63].

Table 5.1: Functions f and V specifying non-equivalent
Hamiltonians (2.2) which admit vector integrals of motion

No f V Solution Effective
approach potentials

1 x αx
direct or
two-step 3d osc. or Coulomb

2 x4 αx
direct or
two-step Coulomb or 3d osc.

3 x(x− 1)2
αx

(x+ 1)2
direct or
two-step

Eckart or
hyperbolic
Pöschl-Teller
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Table 5.1, continued
No f V Solution Effective

approach potentials

4 x(x+ 1)2
αx

(x− 1)2
direct or
two-step

Eckart or trig.
Pöschl-Teller

5 (1 + x2)2
α(1− x2)

x
direct trig. Rosen-Morse

6 (1− x2)2
α(1 + x2)

x
direct Eckart

7 x

x+ 1

αx

x+ 1
two-step Coulomb

8 x

x− 1

αx

x− 1
two-step Coulomb

9 (x2 − 1)2x

x2 − 2νx+ 1

αx

x2 − 2νx+ 1
two-step Eccart

10 (x2 + 1)2x

x2 − 2νx− 1

αx

x2 − 2νx− 1
two-step trig. Rosen-Morse

In the third columns of the tables the effective radial potentials appearing
after the variables separation are indicated. They are shape invariant, i.e.,
can be expressed in the form (4.21) where the related superpotentials Wν

are enumerated in formulae (4.32). The kinds of the superpotentials are
fixed in the fifth columns. Notice that the trigonometric and hyperbolic
Pöshl-Teller potentials are equivalent to the Scraft 1 and generalized Pöshl-
Teller potentials (presented in (4.32)) correspondingly.

The content of the terms presented in the fourth columns is explained in
the next section.

We see that there exist exactly twenty superintegrable systems invariant
with respect to 3d rotations. The majority of them is defined up to one
arbitrary parameter. In addition, there exist four systems dependent on
two parameters, see Items 9 and 10 in both tables.

Table 5.2: Functions f and V specifying non-equivalent
Hamiltonians (2.2) which admit tensor integrals of motion

No f V Solution Effective
aproach radial

potential

1 1

x2
α

x2
direct or
two-step

Coulomb or
3d osc.

2 x4 − α

x2
direct or
two-step

3d osc.
or Coulomb
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Table 5.2, continued
No f V Solution Effective

aproach radial
potential

3 (x2 − 1)2
αx2

(x2 + 1)2
direct or
two-step

Eckart or
hyperbolic
Pöschl-Teller

4 (x2 + 1)2
αx2

(x2 − 1)2
direct or
two-step

Eckart or
Pöschl-Teller

5 (x4 − 1)2

x2
α(x4 + 1)

x2
direct Eckart

6 (x4 + 1)2

x2
α(x4 − 1)

x2
direct trig. Rosen-Morse

7 1

x2 + 1

α

x2 + 1
two-step 3d osc.

8 1

x2 − 1

α

x2 − 1
two-step 3d osc.

9 (x4 − 1)2

x4 − 2νx2 + 1

αx2

x4 − 2νx2 + 1
two-step Eckart

10 (x4 + 1)2

x4 − 2νx2 − 1

αx2

x4 − 2νx2 − 1
two-step trig. Rosen-Morse

5.3. Two strategies in construction of exact solutions. Let us con-
sider equations (4.25) where H are Hamiltonians (2.2) whose mass and
potential terms are specified in the presented tables. We will search for
square integrable solutions of these systems vanishing at x = 0.

First let us transform (4.25) to the following equivalent form
H̃Ψ = EΨ, (5.18)

where

H̃ =
√
fH

1√
f
= fp2 + V, Ψ =

√
fψ. (5.19)

Then, introducing spherical variables and expanding solutions via spherical
functions Y l

m

Ψ =
1

x

∑
l,m

φlm(x)Y
l
m (5.20)

we obtain the following equation for radial functions:

− f
∂2φlm
∂x2

+

(
fl(l + 1)

x2
+ V

)
φlm = Eφlm. (5.21)
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There are two possible ways to solve equation (5.21). They can be treated
as particular cases of Liouville transformation (refer to [73] for definitions)
and include commonly known steps. But it is necessary to fix them as
concrete algorithms to obtain shape invariant potentials presented in the
tables.

The first way (which we call direct) includes consequent changes of in-
dependent and dependent variables:

φlm → Φlm = f
1
4φlm,

∂

∂x
→ f

1
4
∂

∂x
f−

1
4 =

∂

∂x
+
f ′

4f
(5.22)

and then
x→ y(x), (5.23)

where y solves the equation ∂y
∂x = 1√

f
. As a result equation (5.20) will be

reduced to a more customary form

− ∂2Φlm
∂y2

+ Ṽ Φlm = EΦlm (5.24)

where Ṽ is an effective potential

Ṽ = V + f

(
l(l + 1)

x2
−
(
f ′

4f

)2

−
(
f ′

4f

)′
)
, x = x(y). (5.25)

Equations (5.18), (5.19) with functions f and V specified in Items 1-
6 of both Tables 5.1 and 5.2 can be effective solved using the presented
reduction. All the corresponding potentials (5.25) appears to be shape
invariant, and just these potentials are indicated in the fifth columns of the
tables. The related equations (5.24) are shape invariant too and can be
solved using the SUSY routine.

However, the presented algorithm is not valid for the remaining systems
indicated in Items 7-10 of both the tables. To solve these systems we need
a more sophisticated procedure which consists in the previous multiplica-
tion (5.21) by αV −1 which leads the following equation:

− f̃
∂2φlm
∂x2

+

(
f̃ l(l + 1)

x2
+ Ṽ

)
φlm = Eφlm, (5.26)

where f̃ = αf
V , Ṽ = −αE

V and E = −α. Then treating E as an eigenvalue
and solving equation (5.26) we can find α as a function of E, which defines
admissible energy values at least implicitly. To do it is convenient to make
changes (5.22) and (5.23) where f → f̃ .

The presented trick with a formal changing the roles of constants α and
E is well known. Our point is that any of the presented superintegrable
systems can be effective solved using either the direct approach presented
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in equations (5.19)-(5.25), or the two-step approach. Moreover, some of
the presented systems can be solved using both the direct and two-step
approaches, as indicated in the fourth columns of Tables 16 and 17. In
all cases we obtain shape invariant effective potentials and can use tools of
SUSY quantum mechanics.
5.4. Example: system with two arbitrary parameters. Consider the
systems specified in Item 10 of Table 5.2. The corresponding Hamilton-
ian (5.19) and radial equation (5.21) have the following form:

H =
(x4 + 1)2

x4 − 2νx2 − 1
p2 +

αx2

x4 − 2νx2 − 1

and(
− (x4 + 1)2

x4 − 2νx2 − 1

(
∂2

∂x2
− l(l + 1)

x2

)
+

αx2

x4 − 2νx2 − 1

)
φlm = Eφlm.

(5.27)

Multiplying (5.27) from the left by x4−2νx2−1
x2

we come to the following
equation:(

−(x4 + 1)2

x2

(
∂2

∂x2
− l(l + 1)

x2

)
+
α̃(x4 − 1)

x2

)
φlm = Eφlm, (5.28)

where
α̃ = −E and E = −α− 2νE. (5.29)

Notice that equation (5.28) with α̃ → α and E → E is needed also to
find eigenvectors of the Hamiltonian whose mass and potential terms are
specified in Item 6 of Table 5.2.

Making transformations (5.23) and (5.22) with y = 1
2 arctan(x2) and

f = (x4+1)2

x2
we reduce equation (5.28) to the following form:

− ∂2Φlm
∂y2

+
(
µ(µ− 4) csc2(4y) + 2α̃ cot(4y)

)
Φlm = ẼΦlm, (5.30)

where
Ẽ = E + 4, µ = 2l + 3. (5.31)

Thus we come to equation with a shape invariant (Rosen-Morse I) poten-
tial. It is consistent provided parameters α̃ and µ are positive. Solving this
equation usring the standard tools ou SUSY QM we easy find its eigenfunc-
tions and eigenvalues; the corresponding eigenvalues for equation (5.27) are
given by the following formula [63]

En = (2l + 3 + 4n)2

(
ν −

√
ν2 + 1 +

α− 4

(2l + 3 + 4n)2

)
, (5.32)
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where both n and l are integers.
In analogous manner it is possible to find the complete sets of solutions

of the eigenvalues problem (5.21) for all systems presented in Tables 16
and 17.

6. RUNGE-LENTZ VECTORS
The LRL vector is one of corner stones of celestial mechanics. In some

aspects the same is true also for quantum mechanics. In particular, using
this vector, Pauli found the spectrum of the Hydrogen atom before the
Schrödinger equation was discovered.

There are important examples of 3d quantum mechanical systems with
spin admitting the LRL vector. They are the MICZ-Kepler system [43], a
dyon with gyromagnetic ratio g = 4, interacting with a magnetic monopole
field plus a Coulomb plus a fine-tuned inverse-square potential [44], and
a neutral particle a non-trivial dipole momentum [57]. All the mentioned
systems include particles with spin 1/2.

Following papers [59, 61, 62] we will classify LRL vectors with arbitrary
spin. It will be done for 2d and 3d systems, and partially for systems of
arbitrary dimension.

6.1. The Hydrogen atom. We start with the LRL vector corresponding
to the Hyderogn atom. This system is described by Hamiltonian (2.2),
where V = −α

x is Coulomb potential.
Hamiltonian (2.3) commutes with orbital momentum L = x × p. An

additional integral of motion is the LRL vector

K =
1

2m
(p× L− L× p) + xV, (6.1)

which is the second order differential operator and so belongs to higher
symmetries. These integrals of motion satisfy the following commutation
relations:

[La,H] = [Ka,H] = 0, (6.2)
= iεabcLc, [Ka, Lb] = iεabcKc,

[Ka,Kb] = − 2i
m
εabcLcH.

(6.3)

In accordance with (6.2) the Hydrogen atom admits five independent in-
tegrals of motion three of which are commuting. Thus this QM sytem is
maximally superintegrable.

On the set of eigenvectors of Hamiltonian H corresponding to eigenvalue
E relations (6.3) specify the Lie algebra which is isomorphic to so(4) for
E < 0 and so(1, 3) for E > 0. Using this symmetry and our knowledge of
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irreducible representations of algebra so(4) it is possible to find admissible
eigenvalues E algebraically.

6.2. Systems with spin.

6.2.1. 2d system. The non-relativistic model of Hydrogen atom ignores the
spin of electron. The first (historically) model with spin which admits an
analogue of the LRL vector was discovered by Pron’ko and Stroganov as
far back as in 1977 [77].

Hamiltonian (4.24) commutes with the third component of the total or-
bital momentum

J3 = x1p2 − x2p1 + S3, (6.4)

where S3 = 1
2σ3. There are also two more constants of motion for (4.24),

namely:
K1 =

1
2(J3p1 + p1J3) +

m
r µ(n)x2,

K2 =
1
2(J3p2 + p2J3)−

m

r
µ(n)x1,

(6.5)

where µ(n) = λ(S1n2 − S2n1), na = xa
r and n = (n1, n2).

Operators (6.4) and (6.5) commute H and satisfy the following relations:
[J3,K1] = iK2, [J3,K2] = −iK1, [K1,K2] = −2imJ3H. (6.6)

Algebra spanned on basis elements K1,K2 and J3 can be defined on sets
of solutions of the eigenvalue problem:

Hψ = Eψ. (6.7)
Changing Hamiltonian H by its eigenvalue E we obtain the Lie algebra
isomorphic to so(3) provided E < 0 or to so(1, 2) if E is positive.

Using this symmetry it is possible to find eigenvalues E for coupled
states algebraically [57]. To do this it is sufficient to rescale operators K1

and KA2:
K1 =

√
−2mEJ1, K2 =

√
−2mEJ2. (6.8)

Then J1, J2 and J3 realize a representation of algebra so(3). Supposing
this representation be irreducible we obtain the following constraint for
eigenvectors

Cψ ≡ (J2
1 + J2

2 + J2
3 )ψ = n(n+ 1)ψ. (6.9)

In addition, ψ is supposed to be an eigenvector of operator J3 commuting
with H and C:

J3ψ = kψ, k = 1
2 ,

3
2 , . . . (6.10)
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Substituting (6.4) and (6.5), (6.8) into (6.9) and using (6.7) and (6.10)
we obtain the energy spectrum in the following form:

E = − mλ2

(2n+ 2k + 1)2
, (6.11)

where n = 0, 1, 2, . . . .
The corresponding eigenvectors can be found using supersymmetry and

shape invariance of Hamiltonian (4.24) [57].

6.2.2. 3d system. To construct a 3d system with spin it is necessary to
change the angular momentum L by the total angular momentum

L→ J = L+ S, (6.12)
where S is a spin vector whose components satisfy the conditions:

[Sa, Sb] = iεabcSc, S2
1 + S2

2 + S2
3 = s(s+ 1)I.

For spin 1
2 we have S = (12σ1,

1
2σ2,

1
2σ3).

The LRL vector with spin is supposed to have the following form:

K̂ =
1

2m
(p× J− J× p) + xV̂ (6.13)

where V̂ is a potential which specifies the corresponding Hamiltonian (2.3).
Now it is a matrix of dimension (2s+ 1)(2s+ 1) depending on x.

Let us note that components of vector (6.13) can be rewritten in the
following form:

Ka =
1
2 (pbJab + Jabpb) + xaV̂ , (6.14)

where Jab = εabcJc, a, b, c = 1, 2, 3 and εabc is the Levi-Civita symbol. This
uniform representation is valid for both 2d and 3d cases, compare (6.14)
for a, b = 1, 2 and (6.8).

By definition vector (6.13) should commute the following Hamiltonian

Ĥ =
p2

2m
+ V̂ . (6.15)

The necessary and sufficient conditions for this commutativity are given by
the following equations [62]:

[V̂ , Jab] = 0, (6.16)
xa∇aV̂ + V̂ = 0, (6.17)

Sab∇bV̂ +∇bV̂ Sab = 0, (6.18)

where ∇a =
∂
∂xa

and Sab = εabcSc.
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If conditions (6.16)-(6.18) are fulfilled, operators J, K̂ and Ĥ satisfy the
same commutation relations (6.2) and (6.3) as the orbital momentum, LRL
vector and Hamiltonian of the Hydrogen atom.

It can be proven that up to a constant multiplier α there is the unique
choice for V̂ [62]:

V̂ = α
σ · x
x2

. (6.19)

Moreover, this potential can be found without a priori restrictions on the
generic form of vector integrals of motion given by equation (6.13) [62].

Thus the total angular momentum and LRL vector for spin 1
2 have the

following form

J = L+
1

2
σ,

K̂ =
1

2m
(p× J− J× p) + αxσ · x

x2
,

while the corresponding Hamiltonian is given by equations (6.15) and (6.19).
Let us note that Hamiltonian (6.15), (6.19) is shape invariant, which

makes it possible to find energy spectrum (6.15) using tools of supersym-
metric quantum mechanics. It has been done in paper [62], where the
corresponding eigenvectors have been calculated also.

6.2.3. Systems of arbitrary dimension. It is well known that LRL vector
can be generalized to the case of multidimensional Schrödinger equation
with Coulomb potential. Let us show that it is the case also for the case of
multidimensional systems with spin.

Consider a multidimensional Hamiltonian:

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ ,

where p̂2 = p21 + p22 + · · · + p2d and Vd is a matrix potential. We suppose
that this Hamiltonian is invariant with respect to the rotation group in d
dimensions whose generators have the following standard form:

Jµν = xµpν − xνpµ + Sµν , (6.20)

where Sµν are matrices satisfying the familiar so(d) commutation relations

[Sµν , Sλσ] = i(δµλSνσ + δνσSµλ − δµσSνλ − δνλSµσ),

where subindices run from 1 to d. One more supposition is that when
reducing this matrix algebra to its subalgebra so(3) one obtains a direct
sum of irreducible representations D

(
1
2

)
. This means that eigenvalues of
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matrices Sµν are equal to ±1
2 and these matrices can be expressed via basis

elements γν of Clifford algebra

Sµν =
1

4
(γµγν − γνγµ) . (6.21)

The generic form of potential satisfying (6.16) and (6.17) is:

V̂ =
α

r
γana. (6.22)

Thus we construct a d-dimensional quantum mechanical system with spin
1
2 which is invariant with respect to the rotation group in d dimensions and
admits the generalized LRL vector. This system is specified by Hamilton-
ian (3.93) with potential (6.22), i.e.,

Ĥ =
p̂2

2m
+
α

r2
γaxa, (6.23)

while the corresponding basis elements of algebra so(d) and the additional
vector integral of motion are given by equations (6.20), (6.21) and (6.14),
(6.21). These operators satisfy the following commutation relations:

[Jab, Ĥ] = [K̂a, Ĥ] = 0, (6.24)
[K̂a, Jbc] = i(δacK̂b − δabK̂c),

[K̂a, K̂b] = − 2i
m
JabĤ,

(6.25)

[Jab, Jcd] = i(δacJbd + δbdJac − δadJbc − δbcJad). (6.26)

Changing in (6.25), (6.26) Ĥ by its eigenvalue E < 0 we obtain algebra
isomorphic to so(d+1). More exactly, operators Jab and Jd+1a =

√
− m

2EKa

satisfy commutation relations (6.26) where indices run from 1 to d+ 1.
Let us note that all Hamiltonians discussed in previous sections are noth-

ing but particular cases of (6.23). Like in Sections 4.1 and 4.2 it is possible
to use the hidden symmetry of Hamiltonian (6.23) w.r.t. algebra so(d+ 1)
to find its spectrum algebraically. As a result we obtain [62]:

E = − 2mα2

d(d− 1) + 4c2
. (6.27)

Notice that the 2d spectrum (6.11) is a particular case of (6.27).

7. DISCUSSION
The present survey includes rather complete information about various

symmetries of fundamental equations of quantum mechanics. At the first
play they are symmetries with respect to continuous groups of transfor-
mation (Lie symmetries) which form the grounds of other more general
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symmetries. Secondly, we discuss supersymmetries which present powerful
tools for construction of general solutions of various quantum mechanical
problems. Finally, we represent integrals of motion belonging to the second
order differential operators which are important constituents of superine-
grable systems.

We present the complete group classification of Schrödinger equations
with scalar and vector potentials. This classification supplies us by the a
priori information on all inequivalent quantum mechanical models of parti-
cles interacting with external (electromagnetic and more general) external
fields and symmetries which they can admit. In particular we correct gen-
erally accepted list of inequivalent Hamiltonians with scalar potentials.

Our contribution into the SUSY approach to quantum mechanics is the
complete classification of matrix superpotentials realized by 2×2 matrices.
Such potentials naturally appear in many realistic problems, but we present
the completed list of them.

The next contribution is the classification of quantum mechanical prob-
lems whose higher symmetries are realized by the Runge-Lentz vector.
Among them are systems with two, three and arbitrary number of spatial
dimensions. In the present paper we restrict ourselves to systems with spin
1/2, while the systems with arbitrary spins are discussed in papers [59,61].

To construct QM systems with extended SUSY we essentially use dis-
crete symmetries, i.e., reflections and rotations to the fixed angles. The
idea itself to apply reflections to construct N = 2 SUSY was proposed
in paper [34]. Then it was applied to generate extended supersymme-
tries [51, 53, 85], moreover, in the latter paper the discrete rotations were
applied also. In addition, using these discrete symmetries, it is possible to
make a reduction of SUSY algebras as it was shown in paper [16] and some
others.

One more important field of our research are quantum systems with
position dependent masses. We discuss their symmetries, supersymmetries
and higher order integrals of motion.

We believe that the present paper would serve as a small handbook on
symmetries of the main equations of quantum mechanics. In particular it
include as many as 14 tables enumerating all inequivalent Lie symmetries.
In addition, we present the list of shape invariant systems and PDM systems
admitting second order integrals of motion.

The quantummechanical systems we discuss are rather general but surely
there exist more general ones. In particular we did not discuss symmetries
of the non-linear Schrödinger equations which have been classified in [69]
and its generalization called Ginsburg-Landau equation whose symmetries
were specified in [55], see also [56] for more general quasi linear systems of
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diffusion equations. In addition, the conditional symmetries were applied
in [31] to construct exact solutions of the nonlinear SE.

One more very attractive research field which however is not well studied
yet are superintegrable systems with position dependent masses. We dis-
cuss them in the above but only rotationally invariant ones. More general
systems are subjects of our current research.
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Псевдодиференціальні рівняння та
α-стійкі випадкові процеси

М. М. Осипчук, М. І. Портенко

Abstract. The notion of a single-layer potential for a class of pseudodif-
ferential equations associated with rotationally invariant α-stable stochastic
processes is introduced. A certaine analogy to the classical theorem on the
jump of the conormal derivative of a single-layer potential is established. This
result makes it possible to construct fundamental solutions of some initial-
boundary value problems for the equations mentioned above. A probabilistic
interpretation of those solutions is presented. The results of investigations
on the topic published by the authors during 2014–2018 are expounded in
this article in a systematized and modified form.

Анотація. Поняття потенціалу простого шару, що є важливим в тео-
рії диференціальних рівнянь з частинними похідними, переноситься на
псевдодиференціальні рівняння параболічного типу, асоційовані з рота-
ційно інваріантними α-стійкими випадковими процесами в евклідових
просторах. Для таких потенціалів доводиться аналог класичної теоре-
ми про стрибок конормальної похідної потенціалу простого шару. З до-
помогою цього результату будуються фундаментальні розв’язки певних
початково-крайових задач для псевдодиференціальних рівнянь згадано-
го типу та виясняється їх ймовірнісний сенс. Стаття носить оглядовий
характер. В ній в систематизованій та модифікованій формі викладені
результати, опубліковані авторами цієї статті протягом 2014–2018 рр.

2010 Mathematics Subject Classification: 35S11, 60G52
УДК 519.21, 517.95
Ключові слова: ротаційно інваріантний стійкий випадковий процес, псевдодиферен-

ціальне рівняння, потенціал простого шару, теорема про стрибок, початково-крайова
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1. ВСТУП
Псевдодиференціальні рівняння є об’єктом численних публікацій ма-

тематиків найрізноманітніших спеціалізацій (див., наприклад, книгу [5]
і наведений там список літератури по темі). Для авторів цієї статті,
як математиків-ймовірнісників, найближчими є ті роботи (наприклад,
тритомник [6]), які присвячені псевдодиференціальним рівнянням па-
раболічного типу, що відповідають певним класам випадкових проце-
сів. Серед таких найпростішими є ротаційно інваріантні α-стійкі про-
цеси. Їх роль у відповідній теорії потенціалу є такою ж, яку відіграє
вінерів процес1 в класичній теорії.

Однією з найважливіших (і найкрасивіших!) в класичній теорії є те-
орема про стрибок конормальної похідної потенціалу простого шару.
Саме вона дає змогу будувати розв’язки початково-крайових задач ти-
пу задачі Неймана або змішаної крайової задачі (див., наприклад, кни-
ги [14, Гл. 4], [20, Гл. V]).

В наших роботах [8, 9, 16, 17] побудовано щось подібне до теорії по-
тенціалу простого шару в ситуації, коли замість оператора Лапласа,
пов’язаного з вінеровим процесом, розглянуто псевдодиференціальний
оператор, що асоціюється з ротаційно інваріантним α-стійким випад-
ковим процесом в d-вимірному евклідовому просторі Rd, d ≥ 1. В тих
роботах ми вказали оператор, який в новій теорії відіграє роль градієн-
та в класиці і який фігурує в нашій теоремі про стрибок, що є аналогом
згаданої вище класичної теореми. Також в тих роботах ми застосували
теорему про стрибок до побудови розв’язків певних початково-крайо-
вих задач для згаданих псевдодиференціальних рівнянь.

Ця наша стаття є оглядовою. Її метою є подати в цілісному систе-
матизованому викладі результати наших досліджень. Більшість твер-
джень цієї статті супроводжуються доведеннями, які є модифіковани-
ми в порівнянні з опублікованими раніше. В цих доведеннях часто до-
водиться оцінювати (зазвичай зверху) різноманітні вирази. Ми позна-
чаємо літерою C (іноді з певними значками) сталі, значення яких не є
важливими для даного конкретного викладу. Сподіваємось, це не буде
створювати читачеві незручностей.

Зупинимось детальніше на тих рівняннях та початково-крайових за-
дачах для них, з якими будемо мати справу. Нехай (x(t),Mt,Px) (або
коротше (x(t))t≥0) – ротаційно інваріантний α-стійкий випадковий про-
цес в Rd (ми використовуємо звичайні позначення для скалярного до-
бутку (·, ·) та норми | · | елементів цього простору). Позначимо через A
генератор (інфінітезимальний оператор) процесу (x(t))t≥0. Оператор A

1Його ще називають процесом броунівського руху.
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може бути заданий своїм символом (−c|ξ|α)ξ∈Rd . Тут α ∈ (0, 2], c > 0 –
деякі сталі, що будуть вважатися фіксованими впродовж всієї роботи2.

З процесом (x(t))t≥0 пов’язане рівняння
∂

∂t
u(t, x) = Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd, (1.1)

яке у випадку α ∈ (1, 2) є псевдодиференціальним, а у випадку α = 2 –
диференціальним рівнянням параболічного типу.

Зрозуміло, що коли α = 2 (цей випадок ми вважаємо класичним),
справджується рівність A = c∆, в якій ∆ – оператор Лапласа. В цій
ситуації випадковий процес (x(t))x∈Rd є вінеровим процесом, а відповід-
не рівняння є рівнянням теплопровідності. Надалі ми не будемо роз-
глядати цей достатньо вивчений випадок, а здебільшого обмежимось
розглядом ситуації α ∈ (1, 2) (хоча час від часу будемо для порівнян-
ня згадувати класичний випадок α = 2). Іноді будуть формулюватись
результати, що справджуються і для 0 < α ≤ 1.

Дія оператора A на досить гладку (принаймні з ліпшицевим граді-
єнтом) обмежену разом зі своїми похідними функцію (ϕ(x))x∈Rd визна-
чається (ще раз зафіксуємо: у випадку α ∈ (1, 2)) інтегралом

Aϕ(x) = cqα

∫
Rd

[ϕ(x+ y)− ϕ(x)− (∇ϕ(x), y)]|y|−d−α dy,

де qα =
Γ(α+ 1)Γ ((d+ α)/2) sin (πα/2)

π(d+1)/2Γ ((α+ 1)/2)
.

Визначимо оператор B символом (i|ξ|α−2ξ)ξ∈Rd . Цей оператор пере-
водить скалярні функції у векторні. Його дія на обмежену ліпшицеву
функцію (ϕ(x))x∈Rd визначається наступною формулою:

Bϕ(x) = qα
α

∫
Rd

(ϕ(x+ z)− ϕ(x))|z|−d−αz dz.

Легко перевірити, що операториA іB пов’язані між собою співвідно-
шенням A = cdiv(B), в якому div означає оператор дівергенції. Таким
чином, оператор B є деяким аналогом градієнта. Як стане зрозуміло
далі, ця аналогія є досить повною.

Нехай S – деяка поверхня в Rd ((d − 1)-вимірний многовид), яка
розділяє множину Rd \ S на дві відкриті підмножини: внутрішню D−
та зовнішню D+ таким чином, що Rd = D− ∪ S ∪ D+. В цій статті
ми обмежимось розглядом тільки таких поверхонь. Поняття внутрі-
шня та зовнішня тут є умовними і мають свій сенс тільки тоді, коли

2Інфінітезимальний оператор визначається не лише своєю дією, а і областю визна-
чення. Деякий опис області визначення оператора A в одновимірному випадку є в
статті [10]
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поверхня обмежена і замкнена. Будемо припускати, що поверхня S на-
стільки гладка, що в кожній її точці існує дотична до неї гіперплощина.
Позначимо через ν(x) орт зовнішньої нормалі (направлений в сторону
множини D+) до поверхні S в точці x ∈ S.

При формулюванні граничних умов для рівняння (1.1) слід врахову-
вати поведінку траекторій процесу (x(t))t≥0, який у випадку 1 < α < 2,
стартуючи з однієї з множинD− чиD+, перш ніж потрапити на поверх-
ню S, відвідує іншу з цих множин. Тобто, множина Rd \ S = D− ∪D+

виявляється “зв’язною” відносно траекторій цього процесу, а поверхня
S є її границею.

Таким чином, початково-крайову задачу для рівняння (1.1) будемо
формулювати так: для заданих функцій ϕ ∈ Cb(Rd) (так ми позначаємо
банахів простір обмежених неперервних заданих на Rd дійснозначних
функцій з нормою ‖f‖ = max

x∈Rd
|f(x)|) та (q(x))x∈S , (r(x))x∈S обмежених

і неперервних (другу з них будемо вважати невід’ємною) знайти та-
ку неперервну дійснозначну функцію u(t, x)t>0,x∈Rd , яка задовольняє
рівняння

∂

∂t
u(t, x) = Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd \ S, (1.2)

для неї виконується початкова умова

u(0+, x) = ϕ(x), x ∈ Rd, (1.3)

і гранична умова: при всіх t > 0, x ∈ S справджується рівність(
1 +

q(x)

2

)
Bν(x)u(t, ·)(x+)−

(
1− q(x)

2

)
Bν(x)u(t, ·)(x−) =

= r(x)u(t, x),

(1.4)

де Bν(x) = (cν(x),B), а f(x+) чи f(x−) означає недотичну границю
функції f в точці x ∈ S з боку множин D+ чи D−, відповідно. Поді-
бно до теорії диференціальних рівнянь в частинних похідних другого
порядку сформульовану граничну умову називатимемо змішаною (або
третьою). В частковому випадку r(x) ≡ 0 маємо другу (типу Неймана)
граничну умову. Якщо q(x) ≡ 0, то таку задачу називатимемо симе-
тричною.

Як вже зазначалось, при α = 2 процес (x(t))t≥0 є вінеровим процесом.
Його траекторії неперервні і тому є сенс розглядати як внутрішню, так
і зовнішню початково-крайові задачі для рівняння (1.1), яке в цьому
випадку є рівнянням теплопровідності

∂

∂t
u(t, x) = c∆u(t, ·)(x).
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Сформульована початково-крайова задача для цього рівняння зазви-
чай відноситься до задач спряження. Як легко зрозуміти, в цьому ви-
падку B = ∇ і оператор Bν(x), x ∈ S стає оператором конормальної
похідної. Розв’язанню таких задач (зватимемо їх класичними) присвя-
чено велику кількість публікацій (див., наприклад, [14, 20] і цитовану
там літературу).

Цікаво відзначити, що навіть у випадку α = 2 розв’язки початково-
крайових задач (1.2)–(1.4) не завжди пов’язані з певними випадковими
процесами. Це буде так, якщо виконується умова |q(x)| ≤ 2. В цьому
випадку задача (1.2)–(1.4) породжує випадковий процес, який можна
назвати багатовимірним аналогом асиметричного вінерового процесу
(див. [18]) з убиванням в точках поверхні S з інтенсивністю (r(x))x∈S .
Якщо ж ця умова на функцію q не виконується, то наша задача поро-
джує лише псевдопроцес (а не процес) в розумінні роботи [2].

Ситуація є кардинально іншою у випадку α ∈ (1, 2): розв’язок неси-
метричної задачі (тобто, коли q(x) ≡/ 0) завжди породжує лише псевдо-
процес, а не випадковий процес. Це випливає з того, що фундаменталь-
ний розв’язок відповідної початково-крайової задачі не є невід’ємною
функцією. Вперше це було помічено в одновимірному випадку в робо-
ті [15].

Що ж стосується загальної умови (1.4) в симетричному випадку, то
задача (1.2)–(1.4) породжує випадковий процес, який є ротаційно інва-
ріантним α-стійким процесом, що убивається в точках x ∈ S з інтен-
сивністю r(x) (див. пункт 4.2.1, де побудовано щільність ймовірності
переходу цього процесу). В цьому випадку поверхню S можна розгля-
дати, як еластичну мембрану для ротаційно інваріантного α-стійкого
процесу по аналогії з тим, як в теорії дифузійних процесів звуться по-
верхні з подібними властивостями.

Слід зауважити ще, що в роботі [10] в одновимірному випадку по-
будовано теорію симетричних α-стійких процесів на інтервалі або на
промені з граничними умовами, що відрізняються від наших. Ці умови
там є аналогічними загальновідомим умовам Феллера-Вентцеля в тео-
рії дифузійних процесів, в яких одновимірний оператор диференціюва-
ння замінено оператором взяття локальної дробової похідної порядку
α
2 в граничних точках.
Структура статті така. Розділ 2 містить деякі допоміжні результати

авторів та інших дослідників, необхідні для розуміння основної частини
статті. В третьому розділі будується теорія потенціалу простого шару
для псевдодиференціального рівняння (1.1). Важливу роль в цій те-
орії відіграє означений вище оператор B. В останньому, четвертому,
розділі розглядаються початково-крайові задачі (друга, третя, в тому
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числі і симетрична). Там також обговорюється питання ймовірнісної
інтерпретації побудованих розв’язків цих задач.

Матеріал цієї статті є частиною монографії, яку автори готують до
друку.

2. ДОПОМІЖНІ РЕЗУЛЬТАТИ
2.1. Щільність ймовірності переходу ротаційно інваріантного
α-стійкого процесу. Зафіксувавши α ∈ (0, 2) та c > 0, розглянемо
дійснозначну функцію (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd , яка задається рівністю

g(t, x, y) = (2π)−d
∫
Rd

exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α} dξ. (2.1)

З властивостей функції g закцентуємо увагу на таких:

Властивість 2.1 (див. [5,13], а також [8,16]). Існують сталі N та N ′,
такі, що 0 < N ′ < N i при всіх t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd виконуються
нерівності

N ′ t

(t1/α + |y − x|)d+α
≤ g(t, x, y) ≤ N

t

(t1/α + |y − x|)d+α
. (2.2)

Властивість 2.2. Функція g задовольняє рівняння Колмогорова-Че-
пмена:

g(s+ t, x, y) =

∫
Rd

g(s, x, z)g(t, z, y) dz

при всіх s > 0, t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd.

Властивість 2.3. При всіх t > 0 та x ∈ Rd виконується рівність∫
Rd

g(t, x, y) dy = 1.

Властивість 2.4. Функція(∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy
)
x∈Rd

при фіксованих t > 0 та ϕ ∈ Ĉ(Rd) також є елементом простору
Ĉ(Rd) (нагадаємо, що Ĉ(Rd) складається з таких функцій ϕ ∈ Cb(Rd),
для яких множина {x ∈ Rd : |ϕ(x)| ≥ ε} є компактом в Rd при будь-
якому ε > 0).

Ці властивості показують, що функція g є щільністю ймовірності
переходу деякого процесу Маркова. Нескладно зрозуміти (див. ниж-
че), що ∂

∂tg(t, x, y) = Ag(t, ·, y)(x), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd. Тобто,
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функція g є щільністю ймовірності переходу введеного у вступі про-
цесу (x(t))t≥0. Крім того, вона є фундаментальним розв’язком задачі
Коші для рівняння (1.1), оскільки при кожному ϕ ∈ Cb(Rd) функція
u(t, x) =

∫
Rd ϕ(y)g(t, x, y) dy = Exϕ(x(t)) є розв’язком задачі Коші для

рівняння (1.1) з початковою умовою (1.3) (див. нижче п. 2.3.1).
Наступне твердження свідчить про те, що ця ймовірність переходу

є рівномірно стохастично неперервною при α < 2. Якщо ж α = 2, то
функція (2.1) має явне представлення

g(t, x, y) = (4πct)−d/2 exp
{
−|y − x|2

4ct

}
, t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd (2.3)

і для неї виконується умова існування неперервної модифікації відпо-
відного процесу Маркова.

Для доповнення в Rd до замкненої кулі Br(x) з центром в точці x ∈
Rd радіусу r > 0 будемо використовувати звичне позначення Br(x)c.

Лема 2.1. (a) При α ∈ (0, 2) виконується наступне: яким би не було
ε > 0,

sup
x∈Rd

∫
Bε(x)c

g(t, x, y) dy → 0,

коли t→ 0+.
(b) Якщо ж α = 2, то при фіксованому ε > 0

t−1 sup
x∈Rd

∫
Bε(x)c

g(t, x, y) dy → 0,

коли t→ 0+.
Справедливість цих тверджень легко випливає з правої нерівності

в (2.2) та представлення (2.3).
Тепер, пославшись на теорему 3.14 з [12], можемо стверджувати, що

існує “цілком пристойний” процес Маркова в Rd, для якого функція g
є щільністю ймовірності переходу (відносно лебегової міри в Rd).

Теорема 2.1. При α ∈ (0, 2) існує такий стандартний процес Марко-
ва (x(t),Mt,Px) в Rd, для якого

Px({x(t) ∈ Γ}) =
∫
Γ
g(t, x, y) dy (2.4)

при всіх t > 0, x ∈ Rd та борельових множинах Γ ⊂ Rd.
Термін “стандартний” в цьому твердженні означає, що:
(i) траєкторії такого процесу (тобто, функції (x(t))t≥0) є неперерв-

ними справа функціями без розривів другого роду;
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(ii) при всіх t ≥ 0 виконується умова Mt+ = Mt, де Mt означає
поповнення σ-алгебри Mt по системі мір (Px)x∈Rd , а

Mt+ =
⋂
ε>0

Mt+ε;

(iii) процес є квазінеперервним зліва, тобто, якщо послідовність мо-
ментів зупинки (τn(ω))n≥1 на деякій множині Ω̃ ∈

∨
t≥0Mt, мо-

нотонно зростаючи, збігається до τ(ω) < +∞ при ω ∈ Ω̃, то
lim
n→∞

x(τn(ω), ω) = x(τ(ω), ω) Px-майже напевне на множині Ω̃
для кожного x ∈ Rd.

У випадку α = 2 відповідне твердження формулюється так.

Теорема 2.2. При α = 2 існує такий стандартний процес Маркова
(x(t),Mt,Px) в Rd, для якого виконується (2.4), і його траєкторії є
неперервними функціями.

В цій статті ми розглядаємо саме ті процеси Маркова, існування яких
гарантується в цих теоремах, і називаємо їх ротаційно інваріантними
α-стійкими процесами в Rd. У випадку d = 1 вони зватимуться симе-
тричними α-стійкими процесами. Зауважимо, що стандартний вінерів
процес в Rd відповідає значенням параметрів α = 2 та c = 1

2 .
Двостороння оцінка функції g наведена вище у Властивості 2.1. Ниж-

че ми матимемо нагоду скористатись оцінками похідних (в тому числі
і дробових порядків) функції g. Через Dl

x для натуральних l ≥ 1 та
x ∈ Rd позначається операція взяття довільної частинної похідної по-
рядку l за змінною x. Справедливим є таке твердження.

Властивість 2.5 (див. [5, 13]). У випадку 0 < α < 2 існує додатня
стала Nl (вона залежить лише від d, α, c і l), така, що при всіх
t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd виконується нерівність

|Dl
xg(t, x, y)| ≤ Nl

t

(t1/α + |y − x|)d+α+l
. (2.5)

Далі, нехай (Qβ(ξ))ξ∈Rd – однорідна функція порядку β, така, що
задовольняє умову |Dl

ξQβ(ξ)| ≤ const·|ξ|β−l при ξ 6= 0 та натуральних l.
ЧерезDβ

x позначимо псевдодиференціальний оператор, символом якого
є функція (Qβ(ξ))ξ∈Rd .

Властивість 2.6 (див. [5, 13]). У випадку 0 < α < 2 існує додатня
стала Ñβ (залежить лише від d, α, c та функції Qβ), така, що при



Псевдодиференціальні рівняння та α-стійкі випадкові процеси 291

всіх t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd виконується нерівність

|Dβ
xg(t, x, y)| ≤ Ñβ

1

(t1/α + |y − x|)d+β
.

Зокрема, нерівність

|Ag(t, ·, y)(x)| ≤ Ñ
1

(t1/α + |y − x|)d+α
(2.6)

справджується при всіх t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd з деякою сталою Ñ > 0,
що залежить від α, d та c.

Випадковий процес (x(t))t≥0 є однорідним і має властивість автомо-
дельності. Тобто, маємо співвідношення

g(t, x, y) = t−d/αg(1, 0, (y − x)t−1/α)

справедливе при всіх t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd.
Добре відоме (див., наприклад, [3]) наступне зображення функції

(g(1, 0, x))x∈Rd :

g(1, 0, x) = (2π)−d/2|x|−d/2+1

∫ +∞

0
ρd/2e−cρ

α
Jd/2−1(ρ|x|) dρ, (2.7)

де Jµ означає бессельову функцію, тобто,

Jµ(z) =
(z/2)µ√

πΓ(µ+ 1/2)

∫ 1

−1
(1− u2)µ−1/2 cos(zu) du

при Reµ > −1/2 та J−1/2(z) =
√

2
πz cos z.

Наступне твердження виглядає майже очевидним, однак ми наведе-
мо його аналітичне доведення.

Лема 2.2. Нехай d ≥ 2, ν — фіксований орт в Rd, а x̃ – довільний ве-
ктор в Rd ортогональний до ν. Тоді для довільного ξ ∈ R1 виконується
рівність∫

R1

eiλξg(1, 0, λν + x̃) dλ =

= (2π)−
d−1
2 |x̃|−

d−3
2

∫ +∞

0
exp{−c(ξ2 + ρ2)α/2}ρ

d−1
2 J d−3

2
(ρ|x̃|) dρ.

(2.8)

Доведення. Позначимо інтеграл в лівій частині (2.8) через I. З фор-
мули (2.7) випливає рівність

I =
2

(2π)d/2

∫ +∞

0
ρd/2e−cρ

α dρ×
∫ +∞

0
Jd/2−1(ρ

√
λ2 + b2)(λ2 + b2)−

d−2
4 cos(λξ) dλ,
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де b = |x̃|. Внутрішній інтеграл в цій формулі обчислюється (див. [4,
Гл. 3, § 16]), а саме∫ +∞

0
Jd/2−1(ρ

√
λ2 + b2)(λ2 + b2)−

d−2
4 cos(λξ) dλ =

=


0, якщо |ξ| > ρ√

π
2ρ

− d−2
2 J d−3

2

(
b
√
ρ2 − ξ2

)(√
ρ2−ξ2
b

) d−3
2

, якщо |ξ| < ρ.

Тому,

I = (2π)−
d−1
2 b−

d−3
2

∫ +∞

|ξ|
e−cρ

α
ρ J d−3

2

(
b
√
ρ2 − ξ2

)(√
ρ2 − ξ2

) d−3
2 dρ.

Зробивши в цьому виразі підстановку ρ′ =
√
ρ2 − ξ2, прийдемо до фор-

мули (2.8). □

Наслідок 2.2.1. Нехай L — підпростір Rd, dimL = k, 1 ≤ k < d. Для
довільних ξ ∈ L та x̃ ∈ L⊥ справджується рівність∫

L
ei(x,ξ)g(1, 0, x+ x̃) dx = (2π)−

d−k
2 |x̃|−

d−k−2
2 ×

×
∫ +∞

0
ρ

d−k
2 exp

{
−c(|ξ|2 + ρ2)α/2

}
J d−k−2

2
(ρ|x̃|) dρ.

Зокрема, якщо ν – фіксований орт в Rd, S =
{
x ∈ Rd : (x, ν) = 0

}
,

то для ξ ∈ S та λ ∈ R1 справедливим є таке співвідношення∫
S
ei(x,ξ)g(1, 0, x+ λν) dx =

1

π

∫ +∞

0
e−c(|ξ|

2+ρ2)α/2 cos(ρλ) dρ. (2.9)

2.2. Поверхні класу H1+γ та деякі леми. Нехай тепер d ≥ 2 і S –
деяка поверхня в Rd. Припустимо, що існує таке дійсне число r0 > 0,
що для кожної точки x ∈ S частина поверхні Sr0(x) = S ∩Br0(x) може
бути задана в локальній системі координат3 (з початком в точці x)
рівнянням yd = Fx(y

1, y2, . . . , yd−1), де Fx – деяка однозначна функція.
Поверхня S зветься поверхнею класу H1+γ для деякого γ ∈ (0, 1)

(див., наприклад, [20, Гл. III, §8], де такі поверхні називаються поверх-
нями класу C1+γ), якщо для кожного x ∈ S відповідна функція Fx в

3Локальною системою координат в точці x ∈ S називатимемо таку ортогональну
систему координат (y1, y2, . . . , yd) з початком в точці x, що yd = (ν(x), y).
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області, що задається нерівністю
d−1∑
k=1

(
yk
)2 ≤ r20/4, має неперервні ча-

стинні похідні ∂Fx

∂yk
, k = 1, 2, . . . , d− 1, які задовольняють в цій області

умову Гельдера з показником γ і з константою, що не залежить від x.
З властивостей обмеженої замкненої поверхні класу H1+γ ми регу-

лярно будемо використовувати ту, згідно з якою існують додатне чи-
сло δ0 та натуральне число m такі, що для кожної точки x ∈ S існує
скінченний набір точок {x1, x2, . . . , xl} на поверхні S, для яких справ-

джується співвідношення S \ Sr0/2(x) ⊂
l⋃

k=1

Sr0/2(xk) з деяким l ≤ m і

при цьому min
1≤k≤l

inf
y∈Sr0/2

(xk)
|y − x| ≥ δ0.

На завершення цього пункту наведемо два твердження, які знадо-
бляться в подальшому.

Лема 2.3. Нехай S – обмежена замкнена поверхня в Rd (d ≥ 2) класу
H1+γ з деяким γ ∈ (0, 1) або ж гіперплощина. Для кожних t > 0,
x ∈ Rd та θ > −1 справджується нерівність∫

S

dσy
(t1/α + |y − x|)d+θ

≤ H t−
1
α
(θ+1) (2.10)

з деякою сталою H > 0.
Доведення. Розглянемо випадок обмеженої замкненої поверхні S. По-
значивши через I інтеграл в лівій частині нерівності (2.10), при t ≥ 1,
очевидно, можемо записати (оскільки d ≥ 2)

I ≤ |S| · t−
1
α
(d+θ) ≤ |S| · t−

1
α
(θ+1),

де |S| – площа поверхні S.
Якщо ж 0 < t < 1 і ρ(x, S) = inf

y∈S
|y− x| ≥ ρ0 з деякою сталою ρ0 > 0,

то I ≤ |S| · ρ−d−θ0 < |S| · ρ−d−θ0 t−
1
α
(θ+1). Виберемо тепер ρ0 > 0 досить

малим і розглянемо випадок x ∈ Rd з ρ(x, S) < ρ0. Нехай x̃ ∈ S задо-
вольняє рівність ρ(x, S) = |x − x̃|. Позначимо через ỹ проекцію точки
y ∈ S на гіперплощину дотичну до S в точці x̃. Розіб’ємо поверхню S на
дві частини: Sr0/2(x̃) та S \ Sr0/2(x̃). Враховуючи властивості поверхні
S (див. вище), можемо записати

I ≤
∫
Sr0/2

(x̃)

dσy
(t1/α + |ỹ − x̃|)d+θ

+

+
l∑

k=1

∫
Sr0/2

(xk)

dσy
(t1/α + |y − x̃| − |x− x̃|)d+θ

= I ′ + I ′′.
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Для I ′ справджується нерівність

I ′ ≤ C

∫ ∞

0

ξd−2 dξ
(1 + ξ)d+θ

· t−
1
α
(θ+1),

де C – деяка додатна стала.
Вибравши тепер ρ0 < δ0 (число δ0 означено вище), матимемо

|y − x̃| − |x− x̃| > δ0 − ρ0 > 0

і тому
I ′′ ≤ m|S|(δ0 − ρ0)

−d−θ < m|S|(δ0 − ρ0)
−d−θt−

1
α
(θ+1).

Цим і завершується доведення леми у випадку обмеженої замкненої
поверхні. Доведення у випадку гіперплощини значно простіше і ми за-
лишаємо його читачеві. □
Зауваження 2.1. Стала в нерівності (2.10) залежить тільки від d, θ і
поверхні S.

Нерівність (2.10) разом з (2.2) приводить до оцінки (нагадаємо, що
функція (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd є щільністю ймовірності переходу про-
цесу Маркова (x(t))t≥0)∫

S
g(t, x, y) dσy ≤ K t−1/α, (2.11)

при всіх t > 0 та x ∈ Rd з деякою сталою K > 0; ця оцінка справедлива
для кожної поверхні S, яка задовольняє умови Леми 2.3.

При доведенні наступного твердження ми використовуємо запропо-
нований в роботі [13] (див. також [5, Ch. 4]) метод доведення нерівно-
стей того ж типу, що і тут.

Лема 2.4. Нехай S – така поверхня в Rd, що виконується тверджен-
ня Леми 2.3. Тоді для кожних k > −1, l > −1, κ > k−α+1, λ > l−α+1
і для всіх t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd справджується нерівність∫ t

0
dτ
∫
S

(t− τ)κ/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+k
τλ/α

(τ1/α + |y − z|)d+l
dσz ≤

≤ L

(
B

(
1 +

1

α
(κ − k − 1), 1 +

λ

α

)
t1+

1
α
(κ+λ−k−1)

(t1/α + |y − x|)d+l
+

+B

(
1 +

1

α
(λ− l − 1), 1 +

κ
α

)
t1+

1
α
(κ+λ−l−1)

(t1/α + |y − x|)d+k

) (2.12)

з деякою сталою L > 0, що залежить тільки від d, l, k та поверхні
S. Тут B(·, ·) є бета-функцією Ейлера.
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Доведення. Зафіксуємо деякі t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd і розіб’ємо множи-
ну інтегрування в лівій частині нерівності, що доводиться, на частини:

Π1 = {(τ, z) : τ ∈ (0, t/2] , z ∈ S} , Π2 = {(τ, z) : τ ∈ (t/2, t] , z ∈ S} ,

а їх в свою чергу – на такі частини:

Π11 =
{
(τ, z) ∈ Π1 : (t− τ)1/α + |z − x| ≤ 1

2(t
1/α + |y − x|)

}
,

Π12 = Π1 \Π11;

Π21 =
{
(τ, z) ∈ Π2 : τ

1/α + |y − z| ≤ 1
2(t

1/α + |y − x|)
}
,

Π22 = Π2 \Π21.

Скориставшись очевидною нерівністю (u−v)ρ ≥ uρ−vρ, справедливою
при всіх 0 < v < u

2 , 0 < ρ < 1, та нерівністю трикутника
|y − x| ≤ |y − z|+ |z − x|,

можемо записати:
τ1/α + |y − z| ≥ 1

2(t
1/α + |y − x|) при (τ, z) ∈ Π11;

(t− τ)1/α + |z − x| ≥ 1
2(t

1/α + |y − x|) при (τ, z) ∈ Π21.

Крім того, очевидно, що
(t− τ)1/α + |z − x| > 1

2(t
1/α + |y − x|) при (τ, z) ∈ Π12;

τ1/α + |y − z| > 1
2(t

1/α + |y − x|) при (τ, z) ∈ Π22.

Тому для лівої частини нерівності (2.12) (позначимо її через I) ви-
конується

I ≤ 2d+l

(t1/α + |y − x|)d+l

∫
Π11∪Π22

(t− τ)κ/ατλ/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+k
dτdσz+

+
2d+k

(t1/α + |y − x|)d+k

∫
Π12∪Π21

(t− τ)κ/ατλ/α

(τ1/α + |y − z|)d+l
dτdσz ≤

≤ 2d+l

(t1/α + |y − x|)d+l

∫ t

0
dτ
∫
S

(t− τ)κ/ατλ/α

((t− τ)1/α + |z − x|)d+k
dσz+

+
2d+k

(t1/α + |y − x|)d+k

∫ t

0
dτ
∫
S

(t− τ)κ/ατλ/α

(τ1/α + |y − z|)d+l
dσz.

Нерівність (2.10) дозволяє тепер записати

I ≤L
(

1

(t1/α + |y − x|)d+l

∫ t

0
(t− τ)

1
α
(κ−k−1)τλ/α dτ+
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+
1

(t1/α + |y − x|)d+k

∫ t

0
(t− τ)κ/ατ

1
α
(λ−l−1) dτ

)
=

= L

(
B

(
1 +

1

α
(κ − k − 1), 1 +

λ

α

)
t1+

1
α
(κ+λ−k−1)

(t1/α + |y − x|)d+l
+

+ B

(
1 +

1

α
(λ− l − 1), 1 +

κ
α

)
t1+

1
α
(κ+λ−l−1)

(t1/α + |y − x|)d+k

)
,

де L – деяка додатна стала, що залежить тільки від d, l, k та поверхні
S. □

2.3. Задача Коші.

2.3.1. Розв’язок однорідної задачі. З формули (2.1) та з означення опе-
ратора A випливає рівність

Ag(t, ·, y)(x) = − c

(2π)d

∫
Rd

exp{i(x− y, ξ)− ct|ξ|α}|ξ|α dξ,

справедлива при всіх t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd. Очевидно, що ∂
∂tg(t, x, y)

визначається цим же інтегралом, а отже, при фіксованому y ∈ Rd функ-
ція (g(t, x, y))t>0,x∈Rd є розв’язком рівняння

∂

∂t
g(t, x, y)−Ag(t, ·, y)(x) = 0. (2.13)

При α = 2, як зазначалось вище, A = c∆ (∆ – оператор Лапласа) і
рівняння (2.13) є рівнянням теплопровідності.

Доведемо тепер таке твердження.

Теорема 2.3. Якою б не була фyнкція ϕ ∈ Cb(Rd), функція

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy = Exϕ(x(t)), t > 0, x ∈ Rd,

є розв’язком задачі Коші.{
∂
∂tu(t, x, y)−Au(t, ·, y)(x) = 0, t > 0, x ∈ Rd

u(0+, x, ϕ) = ϕ(x), x ∈ Rd.
(2.14)

Доведення. При α = 2 це добре відомий факт. Доведення цього фа-
кту при 1 < α < 2 можна знайти в [5,13]. Ми відтворюємо його тут для
повноти викладу.
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Нехай 1 < α < 2. Спочатку перевіримо, що u(·, ·, ϕ) задовольняє
початкову умову. Для t > 0 та x ∈ Rd можемо записати

u(t, x, ϕ)− ϕ(x) =

∫
Rd

[ϕ(y)− ϕ(x)]g(t, x, y) dy = I + II,

де I означає інтеграл від тієї ж функції, розповсюджений на кулю Bδ(x)
з деяким δ > 0, a II – на доповнення до неї, тобто, на Bδ(x)c. Оскільки
функція ϕ неперервна, для заданого ε > 0 вибором δ > 0 можемо
забезпечити нерівність max

y∈Bδ(x)
|ϕ(y)−ϕ(x)| < ε, з якої випливає |I| < ε.

Вибравши таке δ > 0 і зафіксувавши його, для II дістанемо оцінку

|II| ≤ 2‖ϕ‖ sup
x∈Rd

∫
Bδ(x)c

g(t, x, y) dy → 0,

коли t→ 0+ (див. Лема 2.1(а)). Звідси випливає, що
lim
t→0+

u(t, x, ϕ) = ϕ(x)

при кожному x ∈ Rd, тобто, виконується початкова умова в (2.14).
Далі, зрозуміло, що рівняння (2.13) має своїм наслідком такий факт:

функція (u(t, x, ϕ))t>0, x∈Rd задовольняє рівняння в (2.14), якщо вико-
нуються рівності

∂

∂t
u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

∂

∂t
g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd,

Au(t, ·, ϕ)(x) =
∫
Rd

Ag(t, ·, y)(x) ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd.
(2.15)

Обидва інтеграли в правих частинах цих рівностей існують, бо з не-
рівності (2.6) випливає∫

Rd

∣∣∣∣ ∂∂tg(t, x, y)
∣∣∣∣ dy ≤ Ñ

∫
Rd

dy
(t1/α + |y − x|)d+α

=

= t−1Ñ

∫
Rd

dz
(1 + |z|)d+α

<∞

при t > 0 та x ∈ Rd.
Зауважимо, що внаслідок Властивості 2.5 функція (u(t, x, ϕ))x∈Rd

при фіксованому t > 0 має обмежені похідні по x будь-якого поряд-
ку, як показує наступна викладка∫

Rd

∣∣∣Dl
xg(t, x, y)

∣∣∣ dy ≤ Nlt

∫
Rd

dy(
t1/α + |y − x|

)d+α+l =
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= Nlt
−l/α

∫
Rd

dz
(1 + |z|)d+α+l

.

Звідси випливає, що оператор A можна застосовувати до функції
u(t, ·, ϕ) при фіксованому t > 0.

Маємо, далі,

Au(t, ·, y)(x) = cqα

∫
Rd

dz
|z|d+α

∫
Rd

[
g(t, x+ z), y)− g(t, x, y)−

− (∇xg(t, x, y), z)
]
ϕ(y) dy = I + II,

де I та II визначається таким же виразом із заміною Rd в зовнішньому
інтегралі відповідно на кулю Bδ(0) (з деяким δ > 0) та на її доповнення,
тобто, множину Bδ(0)c.

Для оцінки інтеграла по кулі Bδ(0) скористаємось формулою Ла-
гранжа

g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (∇xg(t, x, y), z) =

=
1

2

d∑
j,k=1

∂2

∂xj∂xk
g(t, x̄, y)zjzk,

де x̄ = x+θz для деякого θ = θt,x,y,z ∈ (0, 1) і нерівністю (2.5) при l = 2.
Дістаємо оцінку (C – деяка додатна стала)

|g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (∇xg(t, x, y), z)| ≤ C
|z|2t

(t1/α + |y − x̄|)d+α+2
,

з якої випливає∫
Rd

|g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (∇xg(t, x, y), z)| dy ≤

≤ C |z|2t−2/α

∫
Rd

dy
(1 + |y|)d+α+2

.

Тому при фіксованому t > 0 можемо записати

|I| ≤ C t−2/α‖ϕ‖
∫
Bδ(0)

dz
|z|d+α−2

<∞,

а це, в свою чергу, дозволяє записати I в такій формі (користуємось
теоремою Фубіні)

I = cqα

∫
Rd

ϕ(y) dy×

×
∫
Bδ(0)

[g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (∇xg(t, x, y), z)]
dz

|z|d+α
.

(2.16)
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Щоб показати, що

II = cqα

∫
Rd

ϕ(y) dy×

×
∫
Bδ(0)c

[g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (∇xg(t, x, y), z)]
dz

|z|d+α
,

(2.17)

знову скористуємось формулою Лагранжа, цього разу в такій формі
g(t, x+ z, y)− g(t, x, y) = (∇xg(t, x̂, y), z),

де x̂ = x + θ̂z для деякого θ̂ = θ̂t,x,y,z ∈ (0, 1). Тепер з (2.5) виводимо
нерівність

|g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)− (∇xg(t, x, y), z)| ≤

≤ N1

(
|z| t

(t1/α + |y − x̂|)d+α+1
+

|z| t
(t1/α + |y − x|)d+α+1

)
,

яка дозволяє оцінити II в такий спосіб (C – деяка додатна стала)

|II| ≤ cqα

∫
Bδ(0)c

dz
|z|d+α

×

×
∫
Rd

(|g(t, x+ z, y)− g(t, x, y)|+ |(∇xg(t, x, y), z)|) |ϕ(y)| dy ≤

≤ C ‖ϕ‖t−1/α

∫
Bδ(0)c

dz
|z|d+α−1

<∞.

Теорема Фубіні знову дозволяє cтверджувати, що II задається рів-
ністю (2.17). Склавши тепер (2.16) та (2.17), дістаємо другу з рівно-
стей (2.15).

Щоб довести першу рівність в (2.15), запишемо (∆t – досить мале)

u(t+∆t, x, ϕ)− u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

[g(t+∆t, x, y)− g(t, x, y)]ϕ(y) dy =

= ∆t

∫
Rd

∂

∂t
g(t̂, x, y)ϕ(y) dy,

де t̂ ∈ (t, t + ∆t), якщо ∆t > 0, або t̂ ∈ (t + ∆t, t), якщо ∆t < 0. Але
∂
∂tg(t̂, x, y) = Ag(t̂, ·, y)(x) і тому∣∣∣∣ ∂∂tg(t̂, x, y)

∣∣∣∣ ≤ Ñ

(t̂1/α + |y − x|)d+α
≤ Ñ

(δ1/α + |y − x|)d+α
, (2.18)

оскільки можна вважати, що t − |∆t| ≥ δ > 0. Таким чином, маємо
∂
∂tg(t̂, x, y) → ∂

∂tg(t, x, y), коли ∆t → 0, і виконується (2.18). З теоре-
ми Лебега про мажоровану збіжність тепер і випливає перша рівність
в (2.15). Теорему доведено. □
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Зауваження 2.2. Початкова умова в задачі Коші (2.14) фактично
означає, що lim

t→0+
g(t, x, y) = δx(y) для x ∈ Rd та y ∈ Rd, де через

(δx(y))y∈Rd позначено дельта-функцію Дірака, сконцентровану в точці
x ∈ Rd, тобто маємо

∫
Rd δx(y)ϕ(y) dy = ϕ(x) при x ∈ Rd, якою б не була

функція ϕ ∈ Cb(Rd).
При α = 2 функція g, визначена формулою (2.3), зветься фунда-

ментальним розв’язком задачі Коші для рівняння теплопровідності.
По аналогії будемо називати функцію, визначену рівністю (2.1), також
фундаментальним роз’язком задачі Коші (2.14) і у випадку α ∈ (0, 2).

2.3.2. Єдиність розв’язку. Для початку сформулюємо одне допоміжне
твердження. Це добре відомий принцип максимуму для псевдодифе-
ренціальних (при 1 < α < 2) або диференціальних (при α = 2) рівнянь
параболічного типу (див., наприклад, [5, Ch. 4], [20, Гл. 2]).

Лема 2.5. Нехай неперервна функція (u(t, x))t>0,x∈Rd є таким роз-
в’язком задачі Коші (із заданою ϕ ∈ Cb

(
Rd
)
){

∂
∂tu(t, x) = Au(t, ·)(x), t > 0, x ∈ Rd

u(0+, x) = ϕ(x), x ∈ Rd,

який задовольняє умову lim
|x|→+∞

u(t, x) = 0 при кожному фіксованому

t > 0. Тоді u(t, x) ≥ 0 при всіх t > 0 та x ∈ Rd, якщо тільки ϕ(x) ≥ 0
при всіх x ∈ Rd.

Лема 2.5 та Властивість 2.4 показують, що при фіксованому t > 0
таке перетворення простору Ĉ(Rd) самого в себе, яке функції ϕ ∈ Ĉ(Rd)
ставить у відповідність функцію(∫

Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy
)
x∈Rd

,

є ін’єктивним, тобто, взаємно однозначним. Постає запитання, чи таке
твердження залишається справедливим і для простору Cb(Rd).

У випадку α = 2 відповідь на це запитання позитивна, оскільки
для рівняння теплопровідності розв’язок задачі Коші єдиний (див.[20,
Гл. 1]) в класі функцій (u(t, x))t>0,x∈Rd , що допускають оцінку

|u(t, x)| ≤ Beκ|x|
2
, t ∈ (0, T ], x ∈ Rd

при довільному T > 0 з деякими додатніми сталими κ та B.
У випадку 1 < α < 2 позитивна відповідь на поставлене запитання

міститься в наступному твердженні, що належить А. Н. Кочубею.
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Нагадаємо деякі позначення. Через S(Rd) позначається підпростір
C∞
b (Rd), що складається з функцій, які самі, а також всі їх похідні спа-

дають на нескінченності швидше, ніж |x|−n при довільному натураль-
ному n. Добре вiдомо, що перетворення Фур’є функцій цього простору
переводить їх у функції з нього ж. Далі, нескладно довести (див. [13]),
що при ψ ∈ S(Rd) функція (Aψ(x))x∈Rd є абсолютно інтегровною на
Rd.

Тепер дамо означення узагальненого роз’язку задачі Коші (2.14).

Означення 2.1. Функцію (u(t, x))t≥0, x∈Rd з класу L∞([0,∞)×Rd) на-
звемо узагальненим розв’язком задачі Коші (2.14), якщо виконується
рівність∫ ∞

0

∫
Rd

u(t, x)

[
∂

∂t
ψ(t, x) +Aψ(t, ·)(x)

]
dt dx = −

∫
Rd

ϕ(x)ψ(0, x) dx,

якою б не була функція ψ ∈ S(Rd+1).
Ясно, що розв’язок задачі Коші (2.14), побудований в Теоремі 2.3,

є і її узагальненим розв’язком, що легко доводиться множенням обох
частин рівняння в (2.14) на функцію ψ ∈ S(Rd+1) та інтегруванням їх
по множині [0,∞)× Rd.

Наступне твердження показує, що кожен узагальнений розв’язок за-
дачі (2.14) збігається майже всюди з тим, що його побудовано в Теоре-
мі 2.3. Нагадаємо, що елементами простору L∞([0,+∞) × Rd) є класи
еквівалентних між собою функцій (тобто, таких, які можуть відрізня-
тись одна від іншої лише на множині нульової міри).

Теорема 2.4. Узагальнений розв’язок задачі Коші (2.14) єдиний в кла-
сі L∞([0,+∞)× Rd).

Ця теорема разом з її доведенням були змістом приватного повідом-
лення А.Н. Кочубея другому з авторів цієї статті на початку 80-х років
20-го століття. Автори мають намір відтворити цей результат в повно-
му обсязі (з доведенням) в монографії, яка зараз готується до друку.

2.3.3. Теплові потенціали і розв’язок неоднорідної задачі. Нехай тепер
(f(t, x))t>0,x∈Rd – деяка вимірна функція. Розглянемо при t > 0 та x ∈
Rd інтеграл

F (t, x) =

∫ t

0
dτ
∫
Rd

g(t− τ, x, z)f(τ, z) dz. (2.19)
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При α = 2 такі інтеграли звуться тепловими потенціалами. Їх вла-
стивості добре вивчені (див., наприклад, [20, Гл. 1], [14, Гл. 4]). У ви-
падку 1 < α < 2 їх властивості описані в книзі [5]. Там вони також
називаються тепловими.

Достатньою умовою існування інтеграла (2.19) є наступна умова на
функцію f : яким би не було T > 0, при (t, x) ∈ (0, T ]×Rd справджується
нерівність

|f(t, x)| ≤ BT t
κ (2.20)

з деякими сталими BT > 0 та κ > −1. Якщо f задовольняє цю умову, то
функція F визначена в (2.19), є неперервною функцією аргументів t > 0
та x ∈ Rd. Крім того, виконується нерівність |F (t, x)| ≤ BT (1+κ)−1t1+κ

при всіх t ∈ (0, T ] та x ∈ Rd, з якої випливає, що F (t, x) → 0, коли t →
0+ рівномірно відносно x ∈ Rd. Більше того, за умови (2.20) функція F
неперервно диференційовна по змінній x. Це випливає з (2.5) при l = 1
та наступної оцінки∫ t

0
dτ
∫
Rd

∣∣D1
xg(t− τ, x, z)

∣∣ |f(τ, z)| dz ≤
≤ BT N1

∫ t

0
τκ(t− τ) dτ

∫
Rd

dz
((t− τ)1/α + |z − x|)d+α+1

=

= BT N1

∫ t

0
τκ(t− τ)−1/αdτ

∫
Rd

dz
(1 + |z|)d+α+1

= B̃T t
1−1/α+κ,

що справджується при всіх (t, x) ∈ (0, T ]×Rd з деякою додатною сталою
B̃T при фіксованому T > 0.

Що стосується виразів ∂
∂tF (t, x) та AF (t, ·)(x), то для їх існування

виконання умови (2.20) не є достатнім. Проте, як і в класичній теорії
теплових потенціалів (тобто, при α = 2), у випадку 1 < α < 2 умова
Гельдера по просторовій змінній на функцію f :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ LT t
γ1 |x− y|γ2 , (2.21)

що виконується при t ∈ (0, T ], x ∈ Rd та y ∈ Rd з деякими сталими
γ1 > −1, γ2 ∈ (0, 1) та LT > 0 при фіксованому T > 0, забезпечує
існування інтеграла

I(t, x) =

∫ t

0
dτ
∫
Rd

Ag(t− τ, ·, z)(x)f(τ, z) dz, t > 0, x ∈ Rd.

Це випливає з того, що∫
Rd

Ag(t− τ, ·, z)(x) dz = 0, 0 < τ < t, x ∈ Rd.
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Тому при t ∈ (0, T ] та x ∈ Rd можемо записати

I(t, x) =

∫ t

0
dτ
∫
Rd

Ag(t− τ, ·, z)(x)[f(τ, z)− f(τ, x)] dz,

звідки, використовуючи (2.21) та (2.6), дістаємо

|I(t, x)| ≤
∫ t

0
dτ
∫
Rd

|Ag(t− τ, ·, z)(x)||f(τ, z)− f(τ, x)| dz ≤

≤ ÑLT

∫ t

0
τγ1 dτ

∫
Rd

|z − x|γ2dz
((t− τ)1/α + |z − x|)d+α

=

= ÑLT

∫ t

0
(t− τ)γ2/α−1τγ1dτ

∫
Rd

|z|γ2dz
(1 + |z|)d+α

.

Оскільки
∫
Rd |z|γ2(1 + |z|)−d−αdz <∞ при α ∈ (1, 2) та γ2 ∈ (0, 1), маємо

оцінку |I(t, x)| ≤ L̃T · tγ1+γ2/α при t ∈ (0, T ] та x ∈ Rd з деякою сталою
L̃T > 0.

Далі, використовуючи ту ж аргументацію, що і при доведенні Тео-
реми 2.3, можемо твердити, що AF (t, ·)(x) = I(t, x) при всіх t > 0 та
x ∈ Rd.

Тепер, якщо додатково припустити, що функція f неперервна по су-
купності змінних, то похідну ∂

∂tF можна обчислювати за формулою
(при t > 0 та x ∈ Rd)

∂

∂t
F (t, x) = f(t, x) +

∫ t

0
dτ
∫
Rd

∂

∂t
g(t− τ, x, y)[f(τ, y)− f(τ, x)] dy

Цим доведено таке твердження.

Теорема 2.5. Нехай задано функцію ϕ ∈ Cb(Rd) та неперервну по
сукупності змінних функцію

(f(t, x))t>0,x∈Rd ,

яка задавольняє умови (2.20) та (2.21). Тоді функція (t > 0, x ∈ Rd)

u(t, x) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy +
∫ t

0
dτ
∫
Rd

g(t− τ, x, y)f(τ, y) dy,

є розв’язком неоднорідної задачі Коші{
∂
∂tu(t, x)−Au(t, ·)(x) = f(t, x), t > 0, x ∈ Rd

u(0+, x) = ϕ(x), x ∈ Rd.
(2.22)

Зауважимо, що питання про єдиність обмеженого розв’язку зада-
чі (2.22) вирішується з допомогою Теореми 2.4, однак слід мати на
увазі, що розв’язок цієї задачі може бути необмеженим. Наприклад,
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при ϕ(x) ≡ 0, a f(t, x) ≡ 1 розв’язком задачі (2.22) є функція u(t, x) = t
при t > 0, x ∈ Rd.

Якщо функція f в правій частині рівняння зростає (як функція ар-
гументу t) не дуже швидко, то, перейшовши до перетворення Лапласа в
задачі (2.22), можна звести справу до псевдодиференціального рівнян-
ня еліптичного типу і вже для нього вирішувати питання про єдиність
розв’язку.

3. ПОТЕНЦІАЛИ ПРОСТОГО ШАРУ
3.1. Означення, умови існування та основні властивості. Роз-
глянемо деяку двосторонню вимірну поверхню S в Rd. Як і вище, не-
хай функція (g(t, x, y))t>0,x∈Rd,x∈Rd – щільність ймовірності переходу
ротаційно інваріантного α-стійкого випадкового процесу (x(t))t≥0 (чи
фундаментальний розв’язок задачі Коші для відповідного псевдоди-
ференціального рівняння).

Означення 3.1. Потенціалом простого шару на поверхні S (носій
потенціалу) з густиною (ψ(t, x))t>0,x∈S називатимемо функцію

v(t, x, ψ) =

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy, t > 0, x ∈ Rd, (3.1)

де внутрішній інтеграл є поверхневим інтегралом першого роду.
Ми здебільшого розглядатимемо ситуацію, коли носій потенціалу є

досить гладкою обмеженою замкненою поверхнею. Хоча будуть зга-
дуватись результати і у випадку гіперплощини, як носія потенціалу.
Особливістю другої ситуації в порівнянні з першою є необмеженість
гіперплощини, з одного боку, та можливість проводити деякі явні об-
числення, з іншого боку. Окремо будемо говорити про одновимірний
випадок, в якому носієм потенціалу є точка.

Припустимо, що на множині (0,∞)×S задана неперервна дійснозна-
чна функція ψ, яка задовольняє нерівність |ψ(t, x)| ≤ M t−β при всіх
(t, x) ∈ (0,∞)× S з деякими сталими M > 0 та β < 1.

Для початку розглянемо випадок, коли S – обмежена замкнена по-
верхня в Rd, d ≥ 2, яка належить до класу H1+γ (див. п. 2.2) з деяким
γ ∈ (0, 1).

Неважко бачити, що функція v, яка задається рівністю (3.1), ко-
ректно визначена, є неперервною за сукупністю аргументів в області
(t, x) ∈ (0,∞)× Rd, та задовольняє таку нерівність

|v(t, x, ψ)| ≤M K
Γ(1− β)Γ(1− 1/α)

Γ(2− β − 1/α)
t1−β−1/α, (3.2)
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де K – стала з (2.11).
Покажемо, що функція v задовольняє рівняння

∂

∂t
v(t, x, ψ) = Av(t, ·, ψ)(x) (3.3)

в області (t, x) ∈ (0,∞)×(Rd\S). Для цього доведемо можливість внесе-
ння оператора A за змінною x під знаки інтегралів в (3.1). Зауважимо
спочатку, що з нерівності (2.5) випливає той факт, що функція v(t, ·, ψ)
для кожного фіксованого t > 0 допускає диференціювання довільну
кількість раз в кожній точці множини Rd \ S. Зафіксувавши довільну
точку (t, x) ∈ (0,∞)×(Rd\S), використаємо інтегральне представлення
оператора A (див. п. 1). А саме,
Av(t, ·, ψ)(x) =

= cqα

∫
Rd

(v(t, x+ u, ψ)− v(t, x, ψ)− (u,∇v(t, ·, ψ)(x))) du
|u|d+α

=

= cqα

∫
Rd

du
|u|d+α

∫ t

0
dτ
∫
S
(g(t− τ, x+ u, y)− g(t− τ, x, y)−

− (u,∇g(t− τ, ·, y)(x)))ψ(τ, y) dσy = I1 + I2,

де I1 та I2 інтеграли від тієї ж підінтегральної функції по (u, τ, y) на
множинах Bδ(0)× (0, t)× S та Bδ(0)c × (0, t)× S, відповідно, з деяким
δ > 0.

Враховуючи нерівність (2.5), підінтегральну функцію в I1 оцінимо
зверху за абсолютною величиною виразом

1

|u|d+α−2

1

2

d∑
k,l=1

∣∣∣∣ ∂2

∂xk∂xl
g(t− τ, x, y)

∣∣
x=x̂

∣∣∣∣ |ψ(τ, y)| ≤
≤ N2d

2M

2|u|d+α−2

(t− τ)τ−β

((t− τ)1/α + |y − x̂|)d+α+2

з деякою точкою x̂ = x+ θu, де θ = θt−τ,x,y ∈ (0, 1).
Вибравши δ < ρ(x, S) (нагадаємо, що ρ(x, S) – відстань від точки x

до поверхні S, а x – фіксована точка), для правої частини останньої
нерівності (без сталих множників) одержимо мажоранту

1

|u|d+α−2

(t− τ)τ−β

((t− τ)1/α + ρ(x, S)− δ)d+α+2
≤

≤ 1

(ρ(x, S)− δ)d+α+2

(t− τ)τ−β

|u|d+α−2
,
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яка інтегровна на всій множині інтегрування інтеграла I1. Отже, в цьо-
му інтегралі можлива довільна зміна порядку інтегрування.

Підінтегральна функція в інтегралі I2 оцінюється наступним вира-
зом (користуємось оцінками (2.2), (2.5))

|ψ(τ, y)|
|u|d+α

(|g(t− τ, x+ u, y)|+ |g(t− τ, x, y)|+ |u||∇g(t− τ, ·, y)(x)|) ≤

≤ M max(N,N1)τ
−β(t− τ)

|u|d+α

(
1

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
+

+
1

((t− τ)1/α + ρ(x, S))d+α
+

|u|
((t− τ)1/α + ρ(x, S))d+α+1

)
Маємо суму трьох функцій, в якій останні дві, очевидно, інтегровні за
(u, τ, y) на Bδ(0)c× (0, t)×S. Розглянемо інтеграл від першого доданка
без сталих множників (змінивши порядок інтегрування). Зробивши в
ньому заміну змінної u на w за формулою (t − τ)1/αw = y − x − u,
одержимо∫ t

0
dτ
∫
S
dσy

∫
Bδ(0)c

τ−β(t− τ)

|u|d+α
du

((t− τ)1/α + |y − x− u|)d+α
=

=

∫ t

0
dτ
∫
S
dσy

∫
D(τ,y)

τ−β

|y − x− (t− τ)1/αw|d+α
dw

(1 + |w|)d+α
<∞,

де D(τ, y) = {w ∈ Rd : |y−x−(t−τ)1/αw| > δ}. Таким чином, в інтегралі
I2 можлива довільна зміна порядку інтегрування.

Отже, при t > 0, x ∈ Rd \ S

Av(t, ·, ψ)(x) =
∫ t

0
dτ
∫
S
Ag(t− τ, ·, y)(x)ψ(τ, y) dσy.

Оскільки g(t − τ, x, y), як функція аргументів (t, x) ∈ (τ,∞) × Rd,
задовольняє рівняння (3.3) при фіксованих τ > 0 та y ∈ Rd, нам зали-
шається довести, що при фіксованих x /∈ S та t > 0

lim
ε→0+

∫
S
g(ε, x, y)ψ(t, y) dσy = 0.

Але це випливає з нерівності (2.2):∫
S
g(ε, x, y)|ψ(t, y)| dσy ≤M N |S| t−β ε

(ε1/α + ρ(x, S))d+α
.

Таким чином, рівність (3.3) справджується в області (t, x) ∈ (0,∞) ×
(Rd \ S).
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Цей результат кореспондується з відповідним класичним результа-
том: поза поверхнею-носієм потенціалу простого шару він є розв’язком
відповідного параболічного рівняння (див. [20, Гл. V]).

Нехай тепер S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} – гіперплощина в Rd ор-
тогональна до заданого одиничного вектора ν ∈ Rd. Зосередимось на
випадку d ≥ 2. Одновимірний випадок буде розглянуто в пункті 3.3.
Враховуючи (2.9), одержуємо рівність∫

S
ei(ξ,y)g(t, x, y) dσy = ei(x̃,ξ)

1

π

∫ ∞

0
e−ct(|ξ|

2+ρ2)α/2 cos(ρ(x, ν)) dρ, (3.4)

що справджується при всіх t > 0, x ∈ Rd, ξ ∈ S, де x̃ – ортогональна
проекція точки x на гіперплощину S. Комбінуючи (2.1), (2.2) при d = 1
та (3.4) з ξ = 0, одержимо оцінку∫

S
g(t, x, y) dσy ≤ N

t

(t1/α + |(x, ν)|)1+α
, (3.5)

правильну при всіх t > 0 та x ∈ Rd з деякою сталою N > 0 (N – стала
з (2.2) при d = 1).

З нерівності (3.5) випливає наступна оцінка для потенціалу простого
шару (3.1) (N – стала з (3.5))

|v(t, x, ψ)| ≤MN
Γ(1− β)Γ (1− 1/α)

Γ (2− β − 1/α)
t1−β−1/α, t > 0, x ∈ Rd,

яка, очевидно, збігається з оцінкою (3.2). Це дозволяє стверджувати,
що функція v є не тільки добре визначеною, а і неперервною відносно
аргументів t > 0 та x ∈ Rd.

Доведення того факту, що виконується (3.3) в області

(t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \ S)

майже нічим (крім деяких технічних моментів) не відрізняється від
наведеного вище. Пропонуємо зацікавленому читачеві зробити це са-
мостійно.

3.2. Теорема про стрибок. Почнемо з розгляду випадку, коли S є
обмеженою замкненою поверхнею в Rd, яка належить до класу H1+γ з
деяким γ ∈ (0, 1). Фіксуємо точку x0 ∈ S і покажемо, що при 0 < τ < t
існує інтеграл ∫

S
gν(x0)(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy,

де ψ – функція задана на (0,∞)×S, що задовольняє умови пункту 3.1,
а gν(x)(t, x, y) = Bν(x)g(t, ·, y)(x). Позначивши цей інтеграл через I і
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врахувавши співвідношення (ν ∈ Rd – довільний орт)

gν(t, x, y) =
1

α

(y − x, ν)

t
g(t, x, y), (3.6)

яке легко доводиться (використовуємо означення оператора B та інтег-
рування частинами), можемо записати

I =
1

α(t− τ)

∫
S
(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy = I ′ + I ′′,

де I ′ відповідає інтегралу по Sr0/2(x0) = S ∩Br0/2(x0), а I ′′ – інтегралу
по S \ Sr0/2(x0) (число r0 визначене в п. 2.2).

При всіх x ∈ S для y ∈ Sr0/2(x), використовуючи локальну систему
координат (див. там же), будемо мати

|(y − x, ν(x))| ≤ P |y − x|1+γ , (3.7)
де P > 0 – деяка стала, що не залежить від x.

Справді, в локальній системі координат, пов’язаній з точкою x, мо-
жемо записати (u〈d〉 = (u1, u2, . . . , ud−1), P > 0 – деяка стала)

(y − x, ν(x)) = Fx(u
〈d〉), |Fx(u〈d〉)| ≤ P |u〈d〉|1+γ .

Але ж |u〈d〉|2 = |y − x|2 − (y − x, ν(x))2 ≤ |y − x|2 і (3.7) справджується.
Оцінка (2.2) дозволяє тепер твердити, що (C – деяка додатна стала)

|I ′| ≤MNP τ−β
∫
Sr0/2

(x0)

|y|1+γ dσy
((t− τ)1/α + |y|)d+α

≤ C τ−β(t− τ)−1+γ/α.

Далі, існують додатне число δ0 і скінченна кількість точок x1, x2,…,
xm0 на поверхні S, таких, що

S \ Sr0/2(x0) ⊆
m0⋃
k=1

Sr0/2(xk)

і при цьому
inf

y∈Sr0/2
(xk)

|y − x0| ≥ δ0 при всіх k = 1, 2, . . . ,m0.

Але тоді |I ′′| ≤ C τ−β((t− τ)1/α + δ0)
−d−α, де C – деяка додатна стала.

З нерівностей для I ′ та I ′′ випливає таке твердження.

Лема 3.1. Нехай S – обмежена замкнена поверхня класу H1+γ, а
(ψ(t, x))t>0,x∈S – неперервна функція, що задовольняє умову

|ψ(t, x)| ≤M t−β, t > 0, x ∈ S
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з деякими сталими M > 0 та β < 1, то для будь-якого T > 0 існує
така стала CT > 0, що при всіх (t, x) ∈ (0, T ] × S справджується
оцінка ∣∣∣∣∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣ ≤ CT t
−β+γ/α. (3.8)

Зауваження 3.1. Умова неперервності функції ψ в доведенні леми не
використовується, як і при доведенні коректності визначення потенціа-
лу простого шару та виконання рівності (3.3). Ця вимога відіграє свою
роль при доведенні тереми про стрибок (див. Теорему 3.1, нижче).

Інтеграл в лівій частині (3.8) зветься прямим значенням дії операто-
ра Bν(x), x ∈ S, на потенціал простого шару v(t, x, ψ) за просторовою
змінною в точці x ∈ S. Позначатимемо його через Bd.v.ν(x)v(t, ·, ψ)(x). Ле-
ма 3.1 в класичній теорії звучить так: пряме значення конормальної
похідної за просторовою змінною потенціалу простого шару існує.
Зауваження 3.2. Як і в класичній теорії, Bd.v.ν(x)v(t, ·, ψ)(x) є неперерв-
ною функцією аргументів (t, x) ∈ (0,∞)× S.

Для кожних t > 0, x0 ∈ S та x /∈ S розглянемо тепер інтеграл∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy. (3.9)

Його існування випливає з наступних міркувань:∣∣∣∣∫
S
gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

α
N M τ−β

∫
S

|y − x| dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

≤

≤ 1

α
N M τ−β

∫
S

dσy
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α−1

≤

≤ 1

α
N M |S|τ−β((t− τ)1/α + ρ(x, S))−d−α+1,

де N – стала з оцінки (2.2), звідки∫ t

0
dτ
∫
S
|gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y)| dσy ≤

≤ 1

α
N M |S|

∫ t

0
τ−β((t− τ)1/α + ρ(x, S))−d−α+1 dτ,

і права частина тут скінченна при всіх t > 0 та x /∈ S.
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Інтеграл (3.9) є результатом застосування оператора Bν(x0), x0 ∈ S,
до потенціалу простого шару (3.1) в точці (t, x) ∈ (0,∞) × (Rd \ S).
Позначимо інтеграл (3.9) через vν(x0)(t, x, ψ). Нашим завданням тепер
буде дослідити поведінку функції vν(x0)(t, x, ψ) коли x → x0. Як і в
класиці, функція vν(x0) при переході через поверхню S робить стрибок.
Точніше, справедливе таке твердження.

Теорема 3.1. Нехай S – обмежена замкнена поверхня в Rd класу
H1+γ, що розділяє множину Rd \ S на дві відкриті підмножини: вну-
трішню D− та зовнішню D+, ν(x) – орт зовнішньої нормалі до по-
верхні S в точці x ∈ S. Нехай дійснозначна функція (ψ(t, x))t>0,x∈S –
неперервна та задовольняє умову |ψ(t, x)| ≤M t−β з деякими сталими
M > 0 та β < 1.

Тоді при фіксованих t > 0 та x0 ∈ S справджуються співвідношення

lim
x→x0±

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x0)(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy =

= ∓1

2
ψ(t, x0) +

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x0)(t− τ, x0, y)ψ(τ, y) dσy,

де x→ x0+ (відповідно x0−) означає, що x наближається до x0 вздовж
довільної кривої, розташованої в деякому замкненому обмеженому ко-
нусі K в Rd з вершиною в точці x0, такому, що K ⊂ D+ ∪ {x0} (від-
повідно K ⊂ D− ∪ {x0}).
Доведення. Доведення цієї теореми багато в чому повторює доведе-
ння класичного результату (див. [20, Гл. V, Теорема 1]), хоча є і певні
відмінності. Зокрема, досить розглянути лише випадок, коли x набли-
жається до x0 вздовж нормалі ν(x0), тобто, x = x0 + δν(x0), де δ ∈ R і
δ → 0. Тоді, враховуючи (3.6), матимемо

vν(x0)(t, x, ψ) =
1

α

∫ t

0

dτ
t− τ

∫
S
(y − x0, ν(x0))g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy−

− 1

α
δ

∫ t

0

dτ
t− τ

∫
S
g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy = J1 + J2.

Доданок J1 в цій рівності можна записати так:
J1 = Bd.v.ν(x0)

v(t, ·, ψ)(x0)+

+
1

α

∫ t

0

dτ
t− τ

∫
S
(y − x0, ν(x0))(g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y))×

× ψ(τ, y) dσy = Bd.v.ν(x0)
v(t, ·, ψ)(x0) + J ′

1.
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Доведемо, що lim
δ→0

J ′
1 = 0. Для цього подамо J ′

1 у вигляді суми інтегралів
(помножених на 1

α) від тієї ж функції по множинах:

(0, t− ρ)× S, (t− ρ, t)× Sr0/2(x0), (t− ρ, t)× S \ Sr0/2(x0),

з деяким 0 < ρ < t (зауважимо, що t > 0 фіксоване). Називатимемо їх
першим, другим та третім, відповідно. Почнемо з оцінювання другого
та третього інтегралів. Оцінюючи другий інтеграл, можемо записати
(згадуємо нерівність (3.7))

∣∣∣∣
t∫

t−ρ

dτ
t− τ

∫
Sr0/2

(x0)

(y − x0, ν(x0))
(
g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)

)
ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣ ≤
≤MNP

∫ t

t−ρ

dτ
τβ

∫
Sr0/2

(x0)

|y − x0|1+γ

((t− τ)1/α + |y − x|)d+α
dσy+

+MNP

∫ t

t−ρ

dτ
τβ

∫
Sr0/2

(x0)

|y − x0|1+γ

((t− τ)1/α + |y − x0|)d+α
dσy = I2.

Позначимо через ỹ ортогональну проекцію y ∈ Sr0/2(x0) на площину,
дотичну до S в точці x0. Очевидно, |y − x| ≥ |ỹ − x0|. З іншого боку,
виконується нерівність

0 < C1 ≤
|y − z|
|ỹ − z|

≤ C2

для y ∈ Sr0/2(x0) та z = x0+ζν(x0) при ζ ∈ [−|δ|, |δ|] з деякими сталими
C1 і C2 (це доведено в §1 глави V книги [20]). Тому, переходячи до
локальних координат з початком в точці x0, запишемо нерівність (через
∆x0 позначено певну обмежену область в Rd−1, а C̃ та Ĉ деякі додатні
сталі)

I2 ≤ C̃

∫ t

t−ρ

dτ
τβ

∫
∆x0

|ỹ|1+γ dỹ
((t− τ)1/α + |ỹ|)d+α

≤

≤ C̃

(t− ρ)β

∫ t

t−ρ
dτ
∫
Rd−1

|ỹ|1+γ dỹ
((t− τ)1/α + |ỹ|)d+α

=
Ĉ

(t− ρ)β
ρ

γ
α .

Тому другий інтеграл можна зробити як завгодно малим вибором ма-
лого ρ.
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Третій інтеграл оцінюється наступним чином:∣∣∣∣∫ t

t−ρ

dτ
t− τ

∫
S\Sr0/2

(x0)

(y − x0, ν(x0))
(
g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)

)
ψ(τ, y) dσy

∣∣∣∣ ≤
≤MN

∫ t

t−ρ

dτ
τβ

∫
S\Sr0/2

(x0)

|y − x0|
((t− τ)1/α + |y − x|)d+α

dσy +

+MN

∫ t

t−ρ

dτ
τβ

∫
S\Sr0/2

(x0)

|y − x0|
((t− τ)1/α + |y − x0|)d+α

dσy = I3.

Врахуємо вимірність та обмеженість поверхні S, а також нерівності
|y − x0| ≥ δ0, |y − x| ≥ |y − x0| − |δ| ≥ δ0 − |δ|,

які справджуються при всіх y ∈ S \ Sr0/2(x0). Тоді, взявши |δ| < δ0
матимемо (C – деяка додатна стала)

I3 ≤ C (δ0 − |δ|)−d−α
(
t1−β − (t− ρ)1−β

)
.

Права частина тут може бути зроблена як завгодно малою вибором
малого ρ.

Тепер зафіксуємо таке ρ > 0, щоб сума другого та третього інтегралів
була досить малою, і розглянемо перший інтеграл∫ t−ρ

0

dτ
t− τ

∫
S
(y − x0, ν(x0))

(
g(t− τ, x, y)− g(t− τ, x0, y)

)
ψ(τ, y) dσy.

Позначивши цей інтеграл через Q, зауважимо, що функція g(t− τ, x, y)
рівномірно неперервна на множинах [0, t− ρ]×K1 ×K2 зміни (τ, x, y),
де K1 та K2 – довільні компакти в Rd. Тому

lim
δ→0

Q = 0

(нагадаємо, що x = x0 + δν(x0)). Цим завершується доведення співвід-
ношення: lim

δ→0
J ′
1 = 0. Отже,

lim
δ→0

J1 = Bd.v.ν(x0)
v(t, ·, ψ)(x0). (3.10)

Залишається дослідити поведінку J2 при δ → 0. Представимо J2 у
вигляді суми J2 =

4∑
k=1

J
(k)
2 , де

J
(1)
2 = − δ

α
ψ(t, x0)

∫ t

t−ρ

dτ
t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y) dσy,
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J
(2)
2 =

δ

α

∫ t

t−ρ

dτ
t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y)(ψ(t, x0)− ψ(τ, y)) dσy,

J
(3)
2 = − δ

α

∫ t−ρ

0

dτ
t− τ

∫
Sε(x0)

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy,

J
(4)
2 = − δ

α

∫ t

0

dτ
t− τ

∫
S\Sε(x0)

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y) dσy

з деякими сталими 0 < ε < r0
2 (r0 означено в п. 2.2), 0 < ρ < t.

Для оцінки J
(4)
2 при фіксованому ε > 0 використаємо міркування,

подібні до тих, що доводять Лему 3.1 (див. оцінювання там величи-
ни I ′′), а саме, існують такі точки xk ∈ S \ Sε(x0), k = 1, 2, . . . ,m0,
та таке число p0 > 0, що S \ Sε(x0) ⊆

⋃m0
k=1 Sr0/2(xk) і при цьому

inf
|ζ|≤|δ|

inf
y∈Sr0/2

(xk)
|y − x0 − ζν(x0)| ≥ p0 при всіх k = 1, 2, . . . ,m0 (числа

m0 та p0 залежать від ε). Тому для фіксованого ε > 0 маємо

|J (4)
2 | ≤ 1

α
m0M N |δ|

∫ t

0
τ−β

(
(t− τ)1/α + p0

)−d−α dτ → 0,

коли δ → 0.
Далі, при фіксованому ρ > 0, маємо оцінку

|J (3)
2 | ≤ 1

α(1− β)
M N |S| ρ−

d+α
α |δ| → 0,

коли δ → 0.
Якщо тепер довести, що існує lim

δ→0
J
(1)
2 при фіксованих ρ > 0 та ε > 0,

то звідси буде випливати, що значення lim
δ→0

|J (2)
2 | може бути зроблене

як завгодно малим вибором ρ та ε внаслідок того, що функція ψ непе-
рервна в точці (t, x0).

Позначимо через Πx0 гіперплощину в Rd, дотичну до S в точці x0 і
обчислимо границю інтеграла

R =
δ

α

∫ t

t−ρ

dτ
t− τ

∫
Πx0

g(t− τ, x0 + δν(x0), y) dσy,

коли δ → 0. Використовуючи формулу (2.9), можемо записати

R =
δ

πα

∫ t

t−ρ

dτ
t− τ

∫ ∞

0
e−c(t−τ)r

α cos(rδ) dr.

Інтегрування частинами у внутрішньому інтегралі приводить до виразу

R =
c

π

∫ t

t−ρ
dτ
∫ ∞

0
e−c(t−τ)r

α
rα

sin(rδ)
r

dr.
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Так звана друга теорема про середнє значення в інтегральному числен-
ні дозволяє тут змінити порядок інтегрування (див., наприклад, [4, c.
18], [19, т. 2, с. 117, 600]). Тому

R =
1

2
sign δ − 1

π

∫ ∞

0
e−cρr

α sin(rδ)
r

dr,

звідки lim
δ→0±

R = ±1
2 .

Тепер неважко зрозуміти, що

lim
δ→0±

J
(1)
2 = ∓1

2
ψ(t, x0) +R1(ε, ρ),

де числа ε > 0 та ρ > 0 вибрані досить малими, а (нагадаємо, що
x = x0 + δν(x0))

R1(ε, ρ) = lim
δ→0±

1

α
δψ(t, x0)

(∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Sε(x0)

g(τ, x, z) dσz −
∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Πx0

g(τ, x, z) dσz
)
.

Розглянемо

δ

(∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Sε(x0)

g(τ, x, z) dσz −
∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Πx0

g(τ, x, z) dσz
)

=

= δ

(∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Sε(x0)

g(τ, x, z) dσz −
∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Πε(x0)

g(τ, x, z) dσz
)
−

− δ

∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Πx0\Πε(x0)

g(τ, x, z) dσz = J ′ − J ′′,

де Πε(x0) ортогональна проекція Sε(x0) на Πx0 .
Зважаючи на властивості поверхні S, легко зрозуміти, що існує така

стала θ > 0, що для кожного z ∈ Πx0 \Πε(x0) виконується |z| ≥ θ. Тому

|J ′′| ≤ C|δ|ρ
∫ ∞

θ

rd−2 dr
(δ2 + r2)(d+α)/2

= Cρ

∫ ∞

θ/|δ|

rd−2 dr
(1 + r2)(d+α)/2

1

|δ|α

з деякою сталою C > 0. Звідси, користуючись правилом Лопіталя,
одержуємо, що J ′′ → 0 при δ → 0.

Для оцінки J ′ перейдемо до локальної системи координат з початком
в точці x0 та ортом останньої осі ν(x0). Оскільки

Sε(x0) = {u ∈ Rd : ud = Fx0(u
〈d〉), u〈d〉 ∈ Dx0 ⊂ Rd−1},

Πε(x0) = {u ∈ Rd : ud = 0, u〈d〉 ∈ Dx0 ⊂ Rd−1},
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де Dx0 – деяка обмежена замкнена множина, яка залежить тільки від
особливостей поверхні S, і через u〈d〉 позначено вектор (u1, u2, . . . ud−1),
перетворюючи поверхневі інтеграли на кратні, одержуємо∫
Sε(x0)

g(τ, x, z) dσz −
∫

Πε(x0)

g(τ, x, z) dσz =

=

∫
Dx0

g
(
τ, (0〈d〉, δ),

(
u〈d〉, Fx0(u

〈d〉)
))(√

1 + (∇Fx0(u〈d〉))2 − 1
)
du〈d〉+

+

∫
Dx0

(
g(τ, (0〈d〉, δ), (u〈d〉, Fx0(u

〈d〉)))− g(τ, (0〈d〉, δ), (u〈d〉, 0))
)
du〈d〉 =

= Q1 +Q2

Далі врахуємо, що поверхня S належить до класу H1+γ . Це приводить
до нерівностей√

1 + (∇Fx0(u〈d〉))2 − 1 ≤ (∇Fx0(u〈d〉))2 ≤ C |u〈d〉|2γ ,

|Fx0(u〈d〉)| ≤ C |u〈d〉|1+γ ,

що справджуються при всіх u〈d〉 ∈ Dx0 з деякою сталою C > 0. Тоді,
використавши властивості поверхні S та нерівність (2.2), одержимо

|Q1| ≤ C

∫
Dx0

τ |v|2γ dv(
τ1/α +

√
|v|2 + (Fx0(v)− δ)2

)d+α ≤

≤ C

∫
Dx0

τ |v|2γ dv(
τ1/α + k1

√
|v|2 + δ2

)d+α ,
|Q2| ≤ C

∫
Dx0

τ |v|1+γ dv(
τ1/α +

√
|v|2 + (θFx0(v)− δ)2

)d+α+1
≤

≤ C

∫
Dx0

τ |v|γ dv(
τ1/α + k2

√
|v|2 + δ2

)d+α ,
де C > 0, k1 > 0, k2 > 0 деякі сталі, θ = θτ,δ ∈ (0, 1).

Таким чином, маємо∣∣∣∣∣δ
∫ ρ

0

dτ
τ

(∫
Sε(x0)

−
∫
Πx0

)
g(τ, x, z) dσz

∣∣∣∣∣ ≤
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≤ C|δ|
∫ ρ

0

dτ
τ

∫
Dx0

τ |v|γ(1 + |v|γ) dv(
τ1/α + k

√
|v|2 + δ2

)d+α ≤

≤ Ĉ|δ|
∫ ρ

0
dτ
∫ ε0

0

rd−2+γ dr(
τ1/α + k

√
r2 + δ2

)d+α = J,

де Ĉ > 0, ε0 > 0 деякі сталі, k = min(k1, k2). Змінюючи порядок інтег-
рування та враховуючи рівність∫ ∞

0

dτ
(τ1/α + a)d+α

= αB(d, α)a−d,

що правильна при кожному a > 0, одержуємо оцінку

J ≤ C̃|δ|
∫ ε0

0

rd−2+γ dr(√
r2 + δ2

)d ≤ C̃

∫ ∞

0

rd−2+γ dr(√
r2 + 1

)d |δ|γ
з деякою сталою C̃ > 0. Тому J ′ → 0 при δ → 0.

Цим завершується доведення факту lim
δ→0±

J2 = ∓1
2ψ(t, x0), який ра-

зом з (3.10) і завершує доведення теореми. □

Нехай тепер S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} із заданим одиничним вектором
ν ∈ Rd (d ≥ 2). Зрозуміло, що Bd.v.ν vν(t, ·, ψ)(x) = 0 для t > 0 та x ∈ S,
оскільки gν(t− τ, x, y) = 0 для x ∈ S та y ∈ S відповідно до (3.6). Тому
теорема про стрибок (в даному випадку) має наступне формулювання.

Теорема 3.2. Нехай S – гіперплощина ортогональна до деякого оди-
ничного вектора ν ∈ Rd, функція (ψ(t, x))t>0,x∈S – неперервна та за-
довольняє нерівність |ψ(t, x)| ≤M t−β при всіх t > 0, x ∈ S з деякими
сталими M > 0 і β < 1. Тоді справджуються співвідношення

lim
z→x±

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(t− τ, z, y)ψ(τ, y) dσy = ∓1

2
ψ(t, x) (3.11)

для всіх t > 0 та x ∈ S, де z → x+ (відповідно, z → x−) означає,
що z наближається до x вздовж довільної кривої, що лежить в скін-
ченному замкненому конусі K в Rd з вершиною в точці x такому,
що

K ⊂ {z ∈ Rd : (z, ν) > 0} ∪ {x}
(відповідно, K ⊂ {z ∈ Rd : (z, ν) < 0} ∪ {x}).
Зауваження 3.3. В деяких випадках умови на густину потенціалу
простого шару виявляються занадто обмежливими. Твердження Те-
орем 3.1 та 3.2 справджуються і при наступних умовах на функцію
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(ψ(t, x))t>0,x∈S . Досить вимагати щоб функція (ψ(t, x))t>0,x∈S була не-
перервною та для кожного T > 0 існувала така стала MT > 0, що при
всіх t ∈ (0, T ], x ∈ S виконувалася б нерівність |ψ(t, x)| ≤ MT t

−β з
деякою сталою β < 1.
3.3. Одновимірний випадок. В попередніх пунктах розглядалася си-
туація, коли d ≥ 2. Нехай тут d = 1. Тоді, не применшуючи загальності,
можемо вважати, що поверхня S = {0} і слід розуміти∫

S
f(x) dσx = f(0).

Таким чином, задавши неперервну функцію (ψ(t))t>0, яка задоволь-
няє нерівність |ψ(t)| ≤ M t−β з деякими M > 0 та β < 1, визначимо
потенціал простого шару рівністю

v(t, x, ψ) =

∫ t

0
g(t− τ, x, 0)ψ(τ) dτ, t > 0, x ∈ R.

Всі міркування щодо коректності такого визначення, оцінок та власти-
востей функції (v(t, x, ψ))t>0,x∈R, наведені вище, залишаються в силі.
Сформулюємо окремі з них.

По-перше, функція (v(t, x, ψ))t>0,x∈R неперервна на своїй області ви-
значення та справджується нерівність

|v(t, x, ψ)| ≤ K t1−β−1/α, t > 0, x ∈ R

з деякою додатною сталою K.
Наступне, функція (v(t, x, ψ))t>0,x∈R задовольняє в області

(t, x) ∈ (0,∞)× (R \ {0})

рівняння
∂

∂t
v(t, x, ψ) = Av(t, ·, ψ)(x).

Крім того, при всіх t > 0 та x ∈ R вона допускає застосування опера-
тора B за просторовою змінною під знаком інтеграла, тобто,

Bv(t, ·, ψ) =
∫ t

0
Bg(t− τ, ·, 0)(x)ψ(τ) dτ.

Використовуючи рівності (2.9), (3.6) та інтегрування частинами одер-
жуємо, що при t > 0 та x 6= 0 справджується рівність

c

∫ t

0
Bg(τ, ·, 0)(x) dτ = −1

2
signx+

1

π

∫ ∞

0
e−ctξ

α sin(ξx)
ξ

dξ.
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Тому аналогічно доведенню теореми про стрибок (Теорема 3.1) без
будь-яких особливостей (навіть з деяким спрощенням) доводиться спів-
відношення

lim
x→0±

Bv(t, ·, ψ)(x) = ∓ 1

2c
ψ(t), t > 0.

4. ПОЧАТКОВО-КРАЙОВІ ЗАДАЧІ
Крайові чи початково-крайові задачі посідають важливе місце в тео-

рії диференціальних рівнянь з частинними похідними. Для диференці-
альних рівнянь параболічного та еліптичного типу узагальнені розв’яз-
ки згаданих задач мають явні ймовірнісні представлення (див., напри-
клад, [12, с. 4–7]). В цьому параграфі ми розглядатимемо псевдоди-
ференціальне рівняння параболічного типу (1.1) яке, як ми вже не-
одноразово згадували, пов’язане з ротаційно інваріантним α-стійким
випадковим процесом. Початковою умовою є рівність (1.3), а граничні
умови задаватимуться рівністю (1.4).

Як і в класичній теорії, сформульовану задачу ми будемо розв’язува-
ти з використанням потенціалів простого шару та теореми про стрибок
конормальної похідної від них (в нашому випадку, похідна порядку
α− 1, що задається оператором B). При цьому окремо розглянемо ви-
падок q(x) ≡ 0, це – так звана симетрична початково-крайова задача,
та випадок r(x) ≡ 0 – друга початково-крайова задача. Кожного разу
шукатимемо функцію Гріна чи, як ми далі будемо її називати, фун-
даментальний розв’язок. Для симетричної другої початково-крайової
задачі це – функція g, очевидно. Тому цей випадок не потребує до-
даткового розгляду. В кожному випадку нас цікавитиме питання про
ймовірнісні сенс та представлення відповідних розв’язків.

Необмеженість гіперплощини на відміну від обмеженої замкненої по-
верхні класуH1+γ та деяка відмінність теорем про стрибок в цих випад-
ках спонукають розглядати їх окремо. Крім того, ситуація з гіперпло-
щиною поширюється і на випадок d = 1, що ми регулярно робитимемо.

Якщо α = 2 (та c = 1
2), то (x(t))t≥0 є вінеровим процесом. Деякі

результати стосовно сформульованої задачі в цьому випадку можна
знайти, зокрема, в книгах [11,12] чи статті [1].

4.1. Друга початково-крайова задача. Нехай поверхня S в Rd, (при
d ≥ 2), є замкненою обмеженою та належить до класу H1+γ з де-
яким γ ∈ (0, 1), і нехай задані функція ϕ ∈ Cb(Rd) та неперервна
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функція (q(x))x∈S . Задача полягає в побудові такої неперервної функ-
ції (u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd , яка задовольняє рівняння (1.2), початкову умо-
ву (1.3) та граничну умову(

1 +
q(x)

2

)
Bν(x)u(t, x, ϕ)(x+) =

(
1− q(x)

2

)
Bν(x)u(t, x, ϕ)(x−) (4.1)

при всіх t > 0, x ∈ S.
Фундаментальний розв’язок (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd цієї задачі розшу-

куємо у такій формі:

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz (4.2)

з деякою невідомою функцією (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd .
Нашою метою в цьому пункті є побудова такої функції w, щоб для

кожної ϕ ∈ Cb(Rd) функція

ũ(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g̃(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd

задовольняла умови (1.2), (1.3), (4.1). Це і означатиме, що функція g̃
є фундаментальним розв’язком другої початково-крайової задачі (1.2),
(1.3), (4.1). Очевидно, що для виконання умов (1.2), (1.3) досить, щоб
при кожній ϕ ∈ Cb(Rd) функція

v(t, x, ϕ) =

∫
Rd

w(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ S (4.3)

задовольняла умови Зауваження 3.3 (див. с. 316). Це негайно випли-
ватиме з властивостей функції g та потенціалу простого шару, яким є
функція ∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)v(τ, z, ϕ)q(z) dσz

(див. пункти 2.3.1 та 3.1, відповідно).
Теорема про стрибок (див. п. 3.2) дозволяє твердити, що умова (4.1)

буде виконуватись, якщо функція w задовольнятиме рівняння (t > 0,
x ∈ S, y ∈ Rd)

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y)+

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x)(t−τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz. (4.4)

Спочатку оцінимо функцію (gν(x)(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd , згадавши, що
для неї справджується представлення (3.6). Враховуючи оцінку (2.2)
та властивості поверхні S (див. п. 2.2), одержуємо при t > 0, x ∈ S,
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y ∈ S оцінку

|gν(x)(t, x, y)| ≤ N̂

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ , (4.5)

з деякою сталою N̂ > 0. Справді, з (2.2) та (3.6) випливає

|gν(x)(t, x, y)| ≤ 1

α

N |(y − x, ν(x))|
(t1/α + |y − x|)d+α

. (4.6)

Тепер при y ∈ Sr0/2(x), використовуючи нерівність (3.7), для правої
частини J нерівності (4.6) одержуємо (C > 0 – деяка стала)

J ≤ C|y − x|1+γ

(t1/α + |y − x|)d+α
.

Для y ∈ S \ Sr0/2(x), враховуючи, що |y − x| ≥ δ0, запишемо

J ≤ 1

α

N

(t1/α + |y − x|)d+α−1
≤ 1

α

Nδ−γ0

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ

Отже, нерівність (4.5) доведена.
Якщо ж t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd \ S, то можемо записати, що

|gν(x)(t, x, y)| ≤ N̂

(ρ(y, S))d+α−1
, (4.7)

де ρ(y, S) = inf
x∈S

|y − x|.
Далі, розв’язуватимемо рівняння (4.4) при t > 0, x ∈ S, y ∈ S мето-

дом послідовних наближень. Визначимо при t > 0, x ∈ S, y ∈ S нульове
наближення рівністю w0(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) та для k ≥ 1

wk(t, x, y) =

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x)(t− τ, x, z)wk−1(τ, z, y)q(z) dσz.

Наступні технічні моменти залишаємо для обгрунтування читачеві.
Насамперед індукцією по k, використовуючи твердження Леми 2.4, до-
водимо, що при всіх t > 0, x ∈ S, y ∈ S та k ≥ 0 виконуються нерівності

|wk(t, x, y)| ≤ Rk
tkγ/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ , (4.8)

де числова послідовність {Rk : k ≥ 0} визначається співвідношеннями:

R0 = N̂ , Rk = N̂‖q‖L
(
α

kγ
+B

(γ
α
, 1 + (k − 1)

γ

α

))
Rk−1

при k ≥ 1, в яких N̂ – стала із (4.5), а L – з (2.12). Тут (і далі) для
функції (ψ(x))x∈S позначено ‖ψ‖ = sup

x∈S
|ψ(x)|.



Псевдодиференціальні рівняння та α-стійкі випадкові процеси 321

Одержані оцінки функцій (wk(t, x, y))t>0,x∈S,y∈S дозволяють ствер-
джувати, що ряд

∞∑
k=0

wk(t, x, y) збігається абсолютно при

(t, x, y) ∈ (0,∞)× S × S

та рівномірно по (x, y) ∈ S × S і локально рівномірно по t > 0. Його
сума (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈S є неперервним розв’язком рівняння (4.4) і
для кожного T > 0 існує така стала CT > 0, що при всіх t ∈ (0, T ],
x ∈ S, y ∈ S виконується нерівність

|w(t, x, y)| ≤ CT
1

(t1/α + |y − x|)d+α−1−γ . (4.9)

Крім того, функція w задовольняє рівняння (t > 0, x ∈ S, y ∈ S)

w(t, x, y) = gν(x)(t, x, y) +

∫ t

0
dτ
∫
S
w(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz. (4.10)

Останнє випливає із співвідношень (t > 0, x ∈ S, y ∈ S)

wk(t, x, y) =

∫ t

0
dτ
∫
S
wk−1(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz, k ≥ 1, (4.11)

які легко доводяться з допомогою індукції по k та нерівностей (4.5)
і (4.8).

Співвідношення (4.10) продовжує функцію w на множину

(t, x, y) ∈ (0,∞)× S × Rd.

Підставивши одержану функцію w в праву частину (4.4) та змінюючи
порядок інтегрування з врахуванням оцінок (4.5) і (4.9), доводимо, що
побудована функція (w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd задовольняє рівняння (4.4).

Оцінки (4.7) та (4.9) разом з нерівністю (2.10) дозволяють записати

|w(t, x, y)| ≤ CT
1

(ρ(y, S))d+α−1
(4.12)

при t ∈ (0, T ], x ∈ S та y ∈ Rd \ S для кожного T > 0 з деякою сталою
CT > 0.

Враховуючи нерівність (2.2) та співвідношення (3.6), можемо запи-
сати оцінку

|gν(x)(t, x, y)| ≤ N

α

1

(t1/α + |y − x|)d+α−1
, t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd.

Тому, домноживши обидві частини співвідношення (4.10) на ϕ(y) та
зінтегрувавши його по y ∈ Rd (тут враховуємо нерівність (4.12)), для
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функції (w(t, x, y))t>0,x∈S , заданої рівністю (4.3), одержуємо, що для
кожної ϕ ∈ Cb(Rd), при кожному T > 0 виконується нерівність

|v(t, x, ϕ)| ≤ KT ‖ϕ‖ t−1+1/α, t ∈ (0, T ], x ∈ S,

з деякою сталою KT > 0.
Отже, функція (v(t, x, ϕ))t>0,x∈S задовольняє умови Зауваження 3.3.
Сформулюємо тепер одержаний основний результат цього пункту у

вигляді теореми.

Теорема 4.1. Функція (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, задана рівністю (4.2), де
(w(t, x, y))t>0,x∈S,y∈Rd задовольняє рівняння (4.4), є фундаментальним
розв’язком задачі (1.2), (1.3), (4.1).

Зауважимо, що для функції g̃ можна запропонувати деяке інше зо-
браження. А саме, покладемо для t > 0, x ∈ Rd та y ∈ S

w̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)w(τ, z, y)q(z) dσz.

Використовуючи зображення w(τ, z, y) при τ > 0, z ∈ S, y ∈ S у виг-
ляді ряду

∑∞
k=0wk(τ, z, y) та враховуючи (4.11), одержуємо, що w̃ є

розв’язком рівняння

w̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

∫ t

0
dτ
∫
S
w̃(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz

при t > 0, x ∈ Rd та y ∈ S. Як наслідок, з врахуванням (4.2) маємо
наступне, дуальне до (4.2), зображення функції g̃

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

∫ t

0
dτ
∫
S
w̃(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz,

правильне при всіх t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd \ S.
Звідси легко дістати формули

g̃(t, x, y±) =

(
1± 1

2
q(y)

)
w̃(t, x, y),

справедливі при t > 0, x ∈ Rd та y ∈ S. Справді, з теореми про стрибок
(Теорема 3.1) маємо

g̃(t, x, y±) = g(t, x, y)+

+

∫ t

0
dτ
∫
S
w̃(t− τ, x, z)gν(z)(τ, z, y)q(z) dσz±

± 1

2
q(y)w̃(t, x, y) =

(
1± 1

2
q(y)

)
w̃(t, x, y).
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Тому цілком природно покласти для t > 0, x ∈ Rd та y ∈ S

g̃(t, x, y) =
1

2

[
g̃(t, x, y+) + g̃(t, x, y−)

]
= w̃(t, x, y).

Зауважимо, що з рівності (4.2) при t > 0, x ∈ S та y ∈ Rd випливають
співвідношення

Bν(x)g̃(t, ·, y)(x±) =

(
1∓ 1

2
q(x)

)
w(t, x, y).

Нехай тепер
S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0},

де ν ∈ Rd – фіксований орт. Враховуючи нескінченність поверхні S, ви-
магатимемо додатково (до неперервності), щоб функція (q(x))x∈S була
обмеженою. Рівняння (4.4) тепер перетворюється в рівність

w(t, x, y) = gν(t, x, y),

правильну при t > 0, x ∈ S, y ∈ Rd. Тому будуємо фундаментальний
розв’язок задачі (1.2), (1.3), (4.1) у вигляді (t > 0, x ∈ Rd та y ∈ Rd)

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)gν(τ, z, y)q(z) dσz.

Для доведення того факту, що функція g̃ є фундаментальним розв’яз-
ком задачі (1.2), (1.3), (4.1) зауважимо наступне. По-перше, для фіксо-
ваного y /∈ S вона задовольняє рівняння (1.2) в області

(t, x) ∈ (0,∞)× (Rd \ S).

Якщо y ∈ S, то g̃(t, x, y) = g(t, x, y) і отже, це рівняння задовольняється
функцією (g̃(t, x, y))t>0,x∈Rd у всій області (t, x) ∈ (0,∞)× Rd.

По-друге, поклавши для заданої функції ϕ ∈ Cb(Rd)

ũ(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ϕ(y)g̃(t, x, y) dy, t > 0, x ∈ Rd,

можемо записати

ũ(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ) +

∫ t

0
dτ

∫
S
g(t− τ, x, y)uν(τ, y, ϕ)q(y) dσy, (4.13)

де

uν(τ, y, ϕ) =

∫
Rd

gν(τ, y, z)ϕ(z) dz = Bνu(τ, ·, ϕ)(y), τ > 0, y ∈ S,

а функція u визначається рівністю

u(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd.
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Як випливає з результатів пункту 3.1, функція ũ задовольняє умо-
ви (1.2) та (1.3). Застосовуючи тепер оператор Bν до обох сторін рів-
ності (4.13) та використовуючи співвідношення (3.11), приходимо до
наступних рівностей

Bν ũ(t, ·, ϕ)(x±) =

(
1∓ 1

2
q(x)

)
uν(t, x, ϕ), t > 0, x ∈ S.

Таким чином, функція ũ задовольняє граничну умову (4.1).
В одновимірному випадку функція g̃ задається рівністю (див. [15])

g̃(t, x, y) = g(t, x, y) +
qy

α

∫ t

0
g(t− τ, x, 0)g(τ, 0, y)

dτ
τ

(4.14)

для всіх t > 0, x ∈ R та y ∈ R. Як було показано в [15], ця функція
приймає не лише невід’ємні, а й від’ємні значення (якщо q 6= 0). Те саме
стосується і функції g̃ у випадку d ≥ 2 (та q(x) ≡/ 0).
4.2. Третя початково-крайова задача.
4.2.1. Симетрична задача. В цьому пункті вважаємо, що в граничній
умові (1.4) функція q тотожно дорівнює нулю. Тоді умова (1.4) набуває
вигляду

Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x+)−Bν(x)u(t, ·, ϕ)(x−) = r(x)u(t, x, ϕ), (4.15)
при t > 0, x ∈ S. Спочатку виконаємо деякі побудови, а про фунда-
ментальний розв’язок симетричної третьої початково-крайової задачі
поговоримо під кінець цього пункту.
4.2.1.1. РІВНЯННЯ ЗБУРЕННЯ. Неважко здогадатися, що для отрима-
ння напівгрупи, пов’язаної із задачею (1.2), (1.3), (4.15), ми повинні
адитивно збурити генератор A процесу (x(t))t≥0 оператором, чия дія
на дану функцію полягає у множенні її на функцію (r(x)δS(x))x∈Rd .
Тут δS є узагальненою функцією на Rd, що визначається співвідно-
шенням 〈δS , ψ〉 =

∫
S ψ(x) dσ, яке справджується для кожної пробної

функції (ψ(x))x∈Rd . Відповідно до теорії збурень (див. [7]), така збуре-
на напівгрупа буде визначатися ядром ĝ(t, x, y), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd,
що задовольняє кожне з наступної пари рівнянь

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)ĝ(τ, z, y)r(z) dσz, (4.16)

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)−
∫ t

0
dτ
∫
S
ĝ(t− τ, x, z)g(τ, z, y)r(z) dσz. (4.17)

Таким чином, для заданої неперервної невід’ємної функції (r(x))x∈S
розглянемо функцію (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd , що є розв’язком рівнян-
ня (4.16)
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Для початку зауважимо, що рівняння (4.16) може бути розв’язане
методом послідовних наближень. А саме, шукатимемо розв’язок цього
рівняння у вигляді

ĝ(t, x, y) =
∞∑
k=0

(−1)kgk(t, x, y), (4.18)

де g0(t, x, y) = g(t, x, y) при всіх t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd та для k = 1, 2, . . .

gk(t, x, y) =

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)gk−1(τ, z, y)r(z) dσz. (4.19)

Займемось тепер оцінюванням членів ряду з рівності (4.18). Із спів-
відношень (4.19) та нерівності (2.2) одержуємо, що

0 < gk(t, x, y) ≤ N‖r‖
∫ t

0
dτ
∫
S

τ

(τ1/α + |z − x|)d+α
gk−1(t− τ, z, y) dσz

при всіх t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd та k = 1, 2, . . . , де ‖r‖ = sup
x∈S

r(x), а N
стала з (2.2).

Індукцією по k з допомогою Леми 2.4 доводимо, що при всіх t > 0,
x ∈ Rd, y ∈ Rd та k = 0, 1, 2, . . . справджується нерівність

gk(t, x, y) ≤ Rk
t1+k(1−1/α)

(t1/α + |y − x|)d+α
, (4.20)

де числова послідовність {Rk : k ≥ 0} задовольняє рекурентне співвід-
ношення (при k ≥ 1)

Rk = Rk−1NL‖r‖
(
B
(
1− 1

α , 2 + (k − 1)
(
1− 1

α

))
+B

(
2, k

(
1− 1

α

)))
з R0 = N , де L > 0 – стала з нерівності (2.12).

Таким чином, ряд в рівності (4.18) збігається абсолютно при всіх
t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd та рівномірно на множині (0, T ] × Rd × Rd зміни
аргументів (t, x, y) для кожного T > 0. Звідси робимо висновок, що його
сума (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd є неперервною функцією, яка задовольняє
рівняння (4.16), причому для кожного T > 0 існує стала CT > 0 така,
що при всіх t ∈ (0, T ], x ∈ Rd, y ∈ Rd справджується нерівність

|ĝ(t, x, y)| ≤ CT
t

(t1/α + |y − x|)d+α
. (4.21)

Зауваження 4.1. Функція (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd задовольняє також і
рівняння (4.17).
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Це стає зрозумілим, якщо довести, наприклад, індукцією по k спів-
відношення

gk(t, x, y) =

∫ t

0
dτ
∫
S
gk−1(t− τ, x, z)g(τ, z, y)r(z) dσz

для всіх t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd та k = 1, 2, . . . .
Зауважимо, що розв’язки кожного з рівнянь (4.16) та (4.17) єдині в

класі функцій, які задовольняють нерівність (4.21). Це випливає з того,
що оцінка (4.20) при всіх k ≥ 1 справджується для різниці кожних двох
розв’язків кожного із згаданих рівнянь.

Далі буде встановлено той факт, що функція (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd є
щільністю ймовірності переходу процесу Маркова, який утворюється з
процесу (x(t))t≥0 обривом (з інтенсивністю (r(x))x∈S) в точках поверхні
S.
4.2.1.2. ФОРМУЛА ФЕЙНМАНА-КАЦА ТА АПРОКСИМАЦІЙНА ПРОЦЕ-
ДУРА. З точки зору теорії випадкових процесів функція ft(x), t ≥ 0,
x ∈ Rd, що визначається рівністю

ft(x) =

∫ t

0
dτ
∫
S
g(τ, x, y)r(y) dσy,

є W-функцією для процесу (x(t))t≥0, яка задовольняє умову

sup
x∈Rd

ft(x) → 0 коли t→ 0+

(див. (3.5)).
Відповідно до Теореми 6.6 з [12], існує W-функціонал (ηt(r))t≥0 від

процесу (x(t))t≥0 такий, що ft(x) = Exηt(r) при всіх t > 0 та x ∈ Rd. При
r0(x) ≡ 1 позначимо ηt = ηt(r0), t ≥ 0. Функціонал (ηt)t≥0 називається
локальним часом на поверхні S процесу (x(t))t≥0. Ясно, що

ηt(r) =

∫ t

0
r(x(s)) dηs, t ≥ 0.

В цьому пункті нашою метою є показати, що при всіх t > 0, x ∈ Rd
та ϕ ∈ Cb(Rd) справджується співвідношення

Exϕ(x(t))e−ηt =
∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy, (4.22)

в якому
(ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd

– побудований вище розв’язок рівнянь (4.16) та (4.17).
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Для початку апроксимуємо функціонал ηt деякими простішими фун-
кціоналами від процесу (x(t))t≥0. Для кожних h > 0 та x ∈ Rd покла-
демо

vh(x) =

∫
S
g(h, x, y)r(y) dσy.

При фіксованому h > 0 ця функція є неперервною та обмеженою на Rd.
Визначимо (для фіксованого h > 0) адитивний функціонал

(
η
(h)
t

)
t≥0

від процесу (x(t))t≥0 з допомогою співвідношення η(h)t =
∫ t
0 vh(x(τ)) dτ .

Це – W-функціонал з характеристикою

Exη
(h)
t =

∫ t

0
dτ
∫
Rd

g(τ, x, y)vh(y) dy =

∫ t

0
dτ
∫
S
g(τ + h, x, y)r(y) dσy.

Після нескладних перетворень одержуємо, що

Exη
(h)
t − Exηt =

∫ t+h

t
dτ
∫
S
g(τ, x, y)r(y) dσy −

∫ h

0
dτ
∫
S
g(τ, x, y)r(y) dσy.

З нерівності (2.2) та твердження Леми 2.3 при θ = α випливає, що
для кожного T > 0 при всіх t ∈ (0, T ], x ∈ Rd та h > 0 справджується
нерівність

|Exη(h)t − Exηt| ≤ CT
α

α− 1

(
(t+ h)1−1/α − t1−1/α + h1−1/α

)
,

де CT > 0 – деяка стала. Теорема 6.4 з [12] дозволяє стверджувати, що
η
(h)
t → ηt при h→ 0+ в середньому квадратичному при кожному t > 0.

Звідси одержуємо, що для кожної ϕ ∈ Cb(Rd) між функціями (t > 0,
x ∈ Rd)

u(h)(t, x, ϕ) = Exϕ(x(t))e−η
(h)
t та û(t, x, ϕ) = Exϕ(x(t))e−ηt

справджується співвідношення lim
h→0+

u(h)(t, x, ϕ) = û(t, x, ϕ) в сенсі по-
точкової збіжності.

При кожному h > 0 функція (u(h)(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd є розв’язком рів-
няння
u(h)(t, x, ϕ)) = u(t, x, ϕ))−

−
∫ t

0
dτ
∫
Rd

g(t− τ, x, y)u(h)(τ, y, ϕ))vh(y) dy,
(4.23)

в якому
u(t, x, ϕ)) =

∫
Rd

g(t, x, y)ϕ(y) dy. (4.24)

Перейдемо тепер до границі при h → 0+ в рівнянні (4.23). Зробити
це нам допоможе доведена нижче лема.
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Для вимірної комплекснозначної функції (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd такої, що
при кожному T > 0 виконується sup

0≤t≤T,x∈Rd

|ψ(t, x)| < ∞, розглянемо її

перетворення (t > 0, x ∈ Rd, h > 0)

ψh(t, x) =

∫ t

0
dτ
∫
Rd

g(t− τ, x, y)ψ(τ, y)vh(y) dy.

Лема 4.1. Для даних чисел ε > 0, L > 0 та T > 0 існує таке число
δ > 0, що нерівність

|ψh(t′, x′)− ψh(t, x)| < ε

виконується при всіх h > 0, t′ ∈ (0, T ], t ∈ (0, T ], x′ ∈ Rd, x ∈ Rd і для
кожної функції (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd з властивістю

sup
0≤t≤T,x∈Rd

|ψ(t, x)| < L,

якщо тільки |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.
Доведення. Розглянемо при 0 < t < t′ ≤ T та x′ ∈ Rd, x ∈ Rd різницю
ψh(t

′, x′)− ψh(t, x), подавши її у вигляді суми двох доданків

I1 =

∫ t

0
dτ
∫
Rd

[
g(t′ − τ, x′, y)− g(t− τ, x, y)

]
ψ(τ, y)vh(y) dy,

I2 =

∫ t′

t
dτ
∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)ψ(τ, y)vh(y) dy.

З нерівності (2.12) випливає оцінка∫
Rd

g(t, x, y)vh(y) dy =

∫
S
g(h+ t, x, z)r(z) dσz ≤

≤ ‖r‖K (t+ h)−1/α ≤ ‖r‖K t−1/α,

тому |I2| ≤ C (t′ − t)1−1/α з деякою сталою C > 0. Це означає, що I2
може бути зроблено як завгодно малим, якщо тільки малим вибрати
t′ − t.

Візьмемо тепер деяке число ρ ∈ (0, t) і подамо I1 у вигляді суми двох
інтегралів за змінними (τ, y) від тієї ж підінтегральної функції: перший,
I ′1, по множині (0, t− ρ)× Rd, а другий, I ′′1 , по (t− ρ, t)× Rd.

Ввівши позначенняQ = max(t−β, (t− ρ)−β), враховуючи доведену ви-
ще нерівність запишемо

|I ′′1 | ≤M Q

∫ t

t−ρ
dτ
∫
Rd

g(t′ − τ, x′, y)vh(y) dy+
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+M Q

∫ t

t−ρ
dτ
∫
Rd

g(t− τ, x, y)vh(y) dy ≤

≤M Q ‖r‖K
∫ t

t−ρ

[
(t′ − τ)−1/α + (t− τ)−1/α

]
dτ =

=M Q ‖r‖K α

α− 1

[
(t′ − t+ ρ)1−1/α − (t′ − t)1−1/α + ρ1−1/α

]
.

Це дозволяє вибрати ρ таким, щоб I ′′1 стало достатньо малим рівномірно
відносно t ∈ (0;T ], t′ ∈ (0;T ] (t < t′), x ∈ Rd, x′ ∈ Rd.

Якщо тепер врахувати, що функція g рівномірно неперервна на мно-
жині [ρ,∞)× Rd × Rd для кожного ρ > 0, то для доведення того, що
I ′1 можна зробити малим при достатньо малих t′ − t та |x′ − x|, досить
довести, що

sup
h>0

∫
Rd

vh(y) dy <∞.

Але, оскільки ∫
Rd

vh(y) dy =

∫
S
r(z) dσz ≤ ‖r‖|S| <∞,

то лема доведена. □

З властивостей функції g, як фундаментального розв’язку задачі Ко-
ші для рівняння (1.1), випливає рівність

lim
h→0+

∫
Rd

ϕ(x)vh(x) dx =

∫
S
ϕ(x)r(x) dσ, (4.25)

справедлива для будь-якої ϕ ∈ Cb(Rd).
Лема 4.1 дозволяє вибрати послідовність hn → 0+, n → ∞ таку, що

для кожної ϕ ∈ Cb(Rd) виконується

lim
n→∞

u(hn)(t, x, ϕ) = û(t, x, ϕ)

локально рівномірно по t ≥ 0 та рівномірно по x ∈ Rd.
З рівності (4.25), використовуючи твердження Леми 4.1, одержуємо

lim
n→∞

∫ t

0
dτ
∫
Rd

g(t− τ, x, y)u(hn)(τ, y, ϕ)vhn(y) dy =

=

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy.



330 М. М. Осипчук, М. І. Портенко

Перехід до границі в (4.23) по послідовності hn при n→ ∞ приводить
нас до наступного рівняння для функції û

û(t, x, ϕ) = u(t, x, ϕ)−
∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy. (4.26)

Це ж рівняння можна отримати домноживши обидві частини рівнян-
ня (4.17) на ϕ(y) та зінтегрувати їх по y ∈ Rd. Оскільки обмежений
розв’язок рівняння (4.26) єдиний, то

û(t, x, ϕ) =

∫
Rd

ĝ(t, x, y)ϕ(y) dy (4.27)

і рівність (4.22) доведена.

4.2.1.3. ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК.

Теорема 4.2. Побудована вище функція (ĝ(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd є фун-
даментальним розв’язком задачі (1.2), (1.3), (4.15).
Доведення. Візьмемо довільну функцію ϕ ∈ Cb(Rd) і доведемо, що
функція (4.27), яка є розв’язком рівняння (4.26), задовольняє умови
задачі (1.2), (1.3), (4.15).

Функція g є фундаментальним розв’язком задачі Коші для рівнян-
ня (1.1). Таким чином, функція

(u(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd ,

задана рівністю (4.24), задовольняє рівняння (1.1) в області
(t, x) ∈ (0,∞)× Rd

та початкову умову (1.3) із заданою функцією ϕ ∈ Cb(Rd).
Нескладно зрозуміти, що функція

V (t, x, ϕ) =

∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy,

визначена для (t, x) ∈ (0,∞)×Rd, є потенціалом простого шару. З його
властивостей маємо, що функція

(V (t, x, ϕ))t>0,x∈Rd

при кожній ϕ ∈ Cb(Rd) задовольняє умову (1.2) та при всіх t > 0, x ∈ S
рівності

Bν(x)V (t, ·, ϕ)(x±) = ∓1

2
r(x)û(t, x, ϕ)+

+

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x)(t− τ, x, y)û(τ, y, ϕ)r(y) dσy.
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Звідси одержуємо, що функція (û(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd , визначена у (4.27),
задовольняє умову (4.15). Очевидна тотожність V (0+, x, ϕ) ≡ 0 завер-
шує доведення теореми. □

4.2.1.4. S – ГІПЕРПЛОЩИНА. Нехай тепер поверхня S задається рівні-
стю S = {x ∈ Rd : (x, ν) = 0} з деяким ортом ν ∈ Rd, в граничній
умові (4.15) функція r додатково вважатиметься обмеженою. Схема
побудови фундаментального розв’язку задачі (1.2), (1.3), (4.15) в цьо-
му випадку аналогічна застосованій вище. Єдине, що варте уваги, це
дещо інший варіант апроксимаційної Леми 4.1 (зберігаємо позначення
прийняті в тій лемі).

Лема 4.2. Для заданих чисел ε > 0, L > 0, T > 0 та R > 0 існує
число δ > 0 таке, що нерівність

|ψh(t′, x′)− ψh(t, x)| < ε

справджується при всіх

h > 0, t ∈ [0, T ], t′ ∈ [0, T ], x ∈ BR(0), x′ ∈ BR(0)

та всіх вимірних функціях (ψ(t, x))t≥0,x∈Rd, що задовольняють умову

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

|ψ(t, x)| ≤ L,

якщо тільки виконується нерівність |t′ − t|+ |x′ − x| < δ.

4.2.1.5. ВИПАДОК d = 1. В цьому випадку рівняння (4.16), (4.17) мо-
жуть бути переписані наступним чином

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)− r

∫ t

0
g(t− τ, x, 0)ĝ(τ, 0, y) dτ,

ĝ(t, x, y) = g(t, x, y)− r

∫ t

0
ĝ(t− τ, x, 0)g(τ, 0, y) dτ,

(4.28)

де r деяке невід’ємне число. Позначивши θ = 1 − 1
α , індукцією по n

одержуємо

gn(t, 0, 0) =
(αc1/α sin π

α)
−n−1

Γ((n+ 1)θ)
t−

1
α
+nθ, t > 0, n = 0, 1, . . .

Отже,

ĝ(t, 0, 0) =
∞∑
n=0

(−r)n
(αc1/α sin π

α)
−n−1

Γ((n+ 1)θ)
t−

1
α
+nθ.
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Маючи ĝ(t, 0, 0), t > 0 знаходимо ĝ(t, x, 0), t > 0, x ∈ R з першого
рівняння в (4.28), а після цього, функція ĝ(t, x, y), t > 0, x ∈ R, y ∈ R
виражається з другого рівняння в (4.28).

Як і в багатовимірному випадку, функція ĝ є щільністю ймовірно-
сті переходу процесу Маркова (x̂(t))t≥0, утвореного з процесу (x(t))t≥0

убиванням з інтенсивністю r в початку координат.

4.2.2. Загальна задача. В цьому пункті розглянемо, сформульовану ви-
ще, загальну третю початково-крайову задачу (1.2)–(1.4).

Візьмемо функцію g̃(t, x, y), t > 0, x ∈ Rd, y ∈ Rd побудовану в
пункті 4.1. За аналогією до рівнянь (4.16), (4.17) запишемо ці рівнян-
ня, замінивши функцію g на g̃. Шукану функцію позначимо через g∗.
Одержимо наступну пару рівнянь

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
∫ t

0
dτ
∫
S
g̃(t− τ, x, z)g∗(τ, z, y)r(z) dσz, (4.29)

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)−
∫ t

0
dτ
∫
S
g∗(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz. (4.30)

Зауважимо, що рівняння (4.29), (4.30) досить розв’язувати на мно-
жині (t, x, y) ∈ (0,∞) × S × S. Тоді співвідношення (4.30) продовжить
одержаний розв’язок на множину (t, x, y) ∈ (0,∞) × S × Rd, а (4.29) –
на множину (t, x, y) ∈ (0,∞)× Rd × Rd.

Спільний розв’язок рівнянь (4.29), (4.30) шукаємо у вигляді суми
ряду

g∗(t, x, y) =

∞∑
k=0

(−1)kg∗k(t, x, y), (4.31)

де g∗0(t, x, y) = g̃(t, x, y), а при k ≥ 1

g∗k(t, x, y) =

∫ t

0
dτ
∫
S
g̃(t− τ, x, z)g∗k−1(τ, z, y)r(z) dσz =

=

∫ t

0
dτ
∫
S
g∗k−1(t− τ, x, z)g̃(τ, z, y)r(z) dσz.

Зауваження 4.2. Справедливість другої рівності доводиться індукці-
єю по k з допомогою доведених нижче оцінок.

Співвідношення (4.2), нерівності (2.2), (4.9) та твердження Леми 2.4
приводять нас до оцінки

|g̃(t, x, y)| ≤ CT
t1−1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
,
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яка правильна при всіх t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S для кожного T > 0 з
деякою сталою CT > 0.

З допомогою індукції по k встановлюємо справедливість для кожних
k ≥ 0, T > 0 наступних нерівностей

|g∗k(t, x, y)| ≤ Rk
t(k+1)(1−1/α)

(t1/α + |y − x|)d+α−1
, t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S, (4.32)

де числова послідовність {Rk : k ≥ 0} задається співвідношеннями:
R0 = CT та при k ≥ 1

Rk = L
(
B
(
1− 1

α , 1 + k
(
1− 1

α

))
+B

(
2− 1

α , k
(
1− 1

α

)))
Rk−1,

в яких CT > 0, L > 0 – деякі сталі (перша можливо залежить від T ).
З оцінок (4.32) випливає, що ряд у співвідношенні (4.31) збігається

абсолютно при (t, x, y) ∈ (0,∞)× S × S та рівномірно по (x, y) ∈ S × S
і локально рівномірно по t > 0. Його сума

(g∗(t, x, y))t>0,x∈S,y∈S

задовольняє рівняння (4.29), (4.30) на множині (t, x, y) ∈ (0,∞)×S×S.
Крім того, справджується оцінка

|g∗(t, x, y)| ≤ CT
t1−1/α

(t1/α + |y − x|)d+α−1
(4.33)

при всіх t ∈ (0, T ], x ∈ S, y ∈ S для кожного T > 0 з деякою сталою
CT > 0. Рівності (4.29), (4.30) продовжують функцію g∗ на множи-
ну (t, x, y) ∈ (0,∞) × Rd × Rd зі збереженням справедливості нерівно-
сті (4.33). Тут знову нам стала в нагоді Лема 2.4.

Для кожної ϕ ∈ Cb(Rd) покладемо

u∗(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd. (4.34)

З рівняння (4.29) випливає співвідношення
u∗(t, x, ϕ) = ũ(t, x, ϕ)−

−
∫ t

0
dτ
∫
S
g̃(t− τ, x, z)u∗(τ, z, ϕ)r(z) dσz, t > 0, x ∈ Rd,

(4.35)

де ũ(t, x, ϕ) =
∫
Rd g̃(t, x, y)ϕ(y) dy, t > 0, x ∈ Rd.

Функція ũ задовольняє умови (1.2), (1.3) та умову (1.4) з функцією
r(x) ≡ 0.

Позначимо інтеграл в правій частині (4.35) через (κ(t, x))t>0,x∈Rd .
Для нього справджується представлення

κ(t, x) =
∫ t

0
dτ
∫
S
g(t− τ, x, z)k(τ, z, ϕ) dσz,
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в якому

k(t, x, ϕ) = r(x)u∗(t, x, ϕ) + q(x)

∫ t

0
dτ
∫
S
w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ)r(z) dσz,

де функція w визначена в 4.1.
Формула (4.34) та безпосередні обчислення дозволяють стверджува-

ти, що функція (k(t, x, ϕ))t>0,x∈S при кожній ϕ ∈ Cb(Rd) задовольняє
умови Зауваження 3.3 (див. с. 316).

Використовуючи твердження теореми про стрибок для потенціалу
простого шару, одержуємо (на деякий час припускаємо, що S – обме-
жена замкнена поверхня з класу H1+γ з деяким γ ∈ (0, 1)) при всіх
t > 0, x ∈ S

Bν(x)κ(t, ·)(x±) = ∓1

2
r(x)u∗(t, x, ϕ)∓

∓ 1

2
q(x)

∫ t

0
dτ
∫
S
w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ)r(z) dσz+

+

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x)(t− τ, x, z)k(τ, z, ϕ) dσz.

Тому, враховуючи (4.4), приходимо до рівностей (при всіх t > 0, x ∈ S)(
1 +

q(x)

2

)
Bν(x)κ(t, ·)(x+)−

(
1− q(x)

2

)
Bν(x)κ(t, ·)(x−) =

= −r(x)u∗(t, x, ϕ)− q(x)

∫ t

0
dτ
∫
S
w(τ, x, z)u∗(t− τ, z, ϕ)r(z) dσz+

+ q(x)

∫ t

0
dτ
∫
S
gν(x)(t− τ, x, z)k(τ, z, ϕ) dσz =

= −r(x)u∗(t, x, ϕ) + q(x)

∫ t

0
dτ
∫
S
u∗(t− τ, z, ϕ)r(z)h(τ, x, z) dσz =

= −r(x)u∗(t, x, ϕ),
в останній з яких враховано, що

h(τ, x, z) = −w(τ, x, z) + gν(x)(τ, x, z)+

+

∫ τ

0
dρ

∫
S
gν(x)(τ − ρ, x, y)w(ρ, y, z)q(y) dσy ≡ 0.

Якщо ж S – гіперплощина з нормаллю ν, то кілька останніх рівно-
стей спрощуються за рахунок тотожної рівності нулю прямого значе-
ння результату дії оператора Bν на потенціал простого шару в точках
поверхні-носія.
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Таким чином, функція (u∗(t, x, ϕ))t>0,x∈Rd , задана рівністю (4.34), за-
довольняє умову (1.4). Потенціал простого шару κ задовольняє умо-
ву (1.2) та нульову початкову умову. Отже, ми одержали наступне
твердження.

Теорема 4.3. Функція (g∗(t, x, y))t>0,x∈Rd,y∈Rd, задана рівністю (4.31),
є фундаментальним розв’язком задачі (1.2)–(1.4).

В одновимірному випадку (коли S = {0} і r(x) ≡ r) рівняння (4.29),
(4.30) мають вигляд

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)− r

∫ t

0
g̃(t− τ, x, 0)g∗(τ, 0, y) dτ,

g∗(t, x, y) = g̃(t, x, y)− r

∫ t

0
g∗(t− τ, x, 0)g̃(τ, 0, y) dτ.

Їх розв’язання залишаємо читачеві, як вправу. Нагадаємо тільки, що
функція g̃ задається рівністю (4.14).

4.3. Ймовірнісна інтерпретація. З усіх розглянутих вище задач ли-
ше розв’язок симетричної третьої початково-крайової задачі допускає
ймовірнісне представлення. А саме, при t ≥ 0, x ∈ Rd справджується
рівність

û(t, x, ϕ) = Êx(ϕ(x̂(t))) = Ex
(
ϕ(x(t))e−ηt(r)

)
, (4.36)

де випадковий процес (x̂(t))t≥0 утворений з процесу (x(t))t≥0 убиванням
його з інтенсивністю (r(x))x∈S на поверхні S (див. [12, Ch. 10, §4]).
Функція ĝ (див. пункт 4.2.1) є щільністю ймовірності переходу цього
процесу Маркова.

Функція g̃ не може бути щільністю ймовірності переходу жодного
процесу Маркова, оскільки її значення не є невід’ємними при всіх зна-
ченнях її аргументів. Але її можна розглядати такою для псевдопро-
цесу (y(t))t≥0 в розумінні [2], і тому функція g∗ повинна бути пов’язана
з цим псевдопроцесом за аналогією з (4.36) так, що для t > 0, x ∈ Rd
виконується рівність

u∗(t, x, ϕ) =

∫
Rd

g∗(t, x, y)ϕ(y) dy = E∗
x

(
ϕ(y(t))e−η

∗
t (r)
)
,

де E∗
x позначає “математичне сподівання” відносно псевдопроцесу та

(η∗t (r))t≥0 позначає деякий “адитивний функціонал від псевдопроцесу
(y(t))t≥0”.



336 М. М. Осипчук, М. І. Портенко

ЛІТЕРАТУРА
[1] O. V. Aryasova, M. I. Portenko. One class of multidimensional stochastic differential

equations having no property of weak uniqueness of a solution. Theory Stoch.
Process., 11(27)(3-4):14–28, 2005, http://tsp.imath.kiev.ua/files/18/2005_11_
3-4_2.pdf.

[2] L. Beghin, E. Orsingher. The distribution of the local time for “pseudoprocesses”
and its connection with fractional diffusion equations. Stochastic Processes and their
Applications, 115(6):1017–1040, 2005, doi: https://doi.org/10.1016/j.spa.2005.02.001.

[3] R. M. Blumenthal, R. K. Getoor. Some theorems on stable processes. Transactions of
the American Mathematical Society, 95(2):263–273, 1960, doi: 10.2307/1993291.

[4] S. Bochner. Lectures on Fourier integrals. Princeton University Press, 1959,
doi: 10.2307/j.ctt1b9s09r.

[5] S. D. Eidelman, S. D. Ivasyshen, A. N. Kochubei. Analytic methods in the theory of
differential and pseudo-differential equations of parabolic type, volume 152 of Operator
theory: Adv. and Appl. Birkhäuser, Basel, 2004, doi: 10.1007/978-3-0348-7844-9.

[6] N. Jacob. Pseudo differential operators and markov processes. Imperial college press
and distributed by world scientific publishing co., 2001, 2002, 2005, doi: 10.1142/p245,
10.1142/p264, 10.1142/p395.

[7] T. Kato. Perturbation theory for linear operators, volume 132 of Classics in
mathematics. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1995, doi: 10.1007/978-3-642-66282-9.

[8] M. M. Osypchuk, M. I. Portenko. One type of singular perturbations of a
multidimensional stable process. Theory Stoch. Process., 19(35)(2):42–51, 2014, http:
//tsp.imath.kiev.ua/files/1920/art1920_04.pdf.

[9] M. M. Osypchuk, M. I. Portenko. On the third initial-boundary value problem for
some class of pseudo-differential equations related to a symmetric α-stable process. J.
Pseudo-Differ. Oper. Appl., 9(4):811–835, 2018, doi: 10.1007/s11868-017-0210-3.

[10] S. Watanabe. On stable processes with boundary conditions. Journal of the
Mathematical Society of Japan, 14(2):170 – 198, 1962, doi: 10.2969/jmsj/01420170.

[11] И. И. Гихман, А. В. Скороход. Теория случайных процессов, volume 2. Москва:
Наука, 1975.

[12] Е. Б. Дынкин. Марковские процессы. Москва: Физматгиз, 1963.
[13] А. Н. Кочубей. Параболические псевдодифференциальные уравнения, гиперсин-

гулярные интегралы и марковские процессы. Изв. АН СССР. Сер. матем,
52(5):909–934, 1988.

[14] О. А. Ладыженская, В. А. Солонников, Н. Н. Уральцева. Линейные и квазили-
нейные уравнения параболического типа. Москва: Наука, 1967.

[15] Й.-У. Льобус, М. І. Портенко. Про один клас збурень стійкого процесу. Теорія ймо-
вірностей і математична статистика, 52:102–111, 1995, http://probability.
univ.kiev.ua/tims/issues-new/52/PDF/16.pdf.

[16] М. М. Осипчук, М. І. Портенко. Про потенцiали простого шару для одного кла-
су псевдодиференцiальних рiвнянь. Укр. мат. журн., 67(11):1512–1524, 2015,
doi: 10.1007/s11253-016-1184-7.

[17] М. М. Осипчук, М. І. Портенко. Симетричний α-стiйкий випадковий процес та
третя початково-крайова задача для вiдповiдного псевдодиференцiального рiвня-
ння. Укр. мат. журн., 69(10):1406–1421, 2017, doi: 10.1007/s11253-018-1459-2.

[18] М. І. Портенко. Процеси дифузії в середовищах з мембранами, volume 10 of Труди
інституту математики НАН України. Київ: Ін-т мат. НАНУ, 1995.

http://tsp.imath.kiev.ua/files/18/2005_11_3-4_2.pdf
http://tsp.imath.kiev.ua/files/18/2005_11_3-4_2.pdf
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.spa.2005.02.001
http://dx.doi.org/10.2307/1993291
http://dx.doi.org/10.2307/j.ctt1b9s09r
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-0348-7844-9
http://dx.doi.org/10.1142/p245, 10.1142/p264, 10.1142/p395
http://dx.doi.org/10.1142/p245, 10.1142/p264, 10.1142/p395
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-66282-9
http://tsp.imath.kiev.ua/files/1920/art1920_04.pdf
http://tsp.imath.kiev.ua/files/1920/art1920_04.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/s11868-017-0210-3
http://dx.doi.org/10.2969/jmsj/01420170
http://probability.univ.kiev.ua/tims/issues-new/52/PDF/16.pdf
http://probability.univ.kiev.ua/tims/issues-new/52/PDF/16.pdf
http://dx.doi.org/10.1007/s11253-016-1184-7
http://dx.doi.org/10.1007/s11253-018-1459-2


Псевдодиференціальні рівняння та α-стійкі випадкові процеси 337

[19] Г. М. Фихтенгольц. Курс дифференциального и интегрального исчисления. Мо-
сква: Наука, 1966.

[20] А. Фридман. Уравнения с частными производными параболического типа. Мо-
сква: Мир, 1968.

М. М. Осипчук
ПРИКАРПАТСЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ ІМЕНІ ВАСИЛЯ СТЕФАНИКА,
М. ІВАНО-ФРАНКІВСЬК
Email: mykhailo.osypchuk@pnu.edu.ua
ORCID: orcid.org/0000-0001-6100-1654

М. І. Портенко
ІНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ НАН УКРАЇНИ, М. КИЇВ
Email: portenko@imath.kiev.ua

mailto:mykhailo.osypchuk@pnu.edu.ua
http://orcid.org/0000-0001-6100-1654
mailto:portenko@imath.kiev.ua


Збірник праць Ін-ту математики НАН України (2020) т. 17, № 2, 338–383

Статистична механіка систем з
посилено надстійкою взаємодією

О. Л. Ребенко

Abstract. The paper provides an overview of the works of the author and his
yang colleagues, in which the condition of strong superstability of interaction
makes it possible to greatly simplify the proof of some important results of
the mathematical description of infinite systems of interacting point particles
and helps to introduce the so-called it cell gas model (see [37]). This model
allows to approximate continuous lattice systems and apply the appropriate
mathematical technique.

Анотація. В роботі приведений огляд робіт автора та його учнів, в яких
умова посиленої надстійкості взаємодії дає можливість значно спрости-
ти доведення деяких важливих результатів математичного опису нескін-
ченних систем взаємодіючих точкових частинок і допомагає ввести так
звану модель коміркового газу (див. [37]). Ця модель дозволяє апрокси-
мувати неперервні системи гратковими і застосовувати відповідну мате-
матичну техніку.

1. ВСТУП
Основною метою цього огляду є нове математичне формулювання

деяких відомих підходів, а також нових результатів, які з’явились в
другій половині минулого століття і перші десятиліття нового. В осно-
ві нашого підходу лежать методи нескінченновимірного аналізу, які
найбільш адекватно відповідають математичним потребам опису фі-
зичних систем з великою кількістю елементів. Важливою мотивацією
для автора є також суттєве збільшення застосувань математичних ме-
тодів нескінченновимірного аналізу не тільки до фізичних систем, які
є предметом класичної та квантової теорії поля і статистичної механі-
ки, а й до екологічних, економічних, соціальних та інших модельних
систем (див.,наприклад, [3, 4, 14–16, 30], та багаточисельні посилання в
цих роботах).

Термодинамічні характеристики системи залежать від характеру вза-
ємодії, яка визначається поведінкою потенціалів взаємодії V . У випадку
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нескінченної системи потенціали залежать тільки від відстані між ча-
стинками та їх сортів, тобто вони є трансляційно-інваріантними функ-
ціями координат частинок системи. У найбільш вживаному випадку,
коли враховують тільки парні взаємодії, взаємодія між i-ю і j-ю ча-
стинками

V
(2)
ij (x, y) := φij(|x− y|), x, y ∈ Rd, (1.1)

або просто φ(|x − y|) у випадку системи тотожних частинок. У цьому
випадку енергія N частинок конфігурації γ := {x1, . . . , xN} є

U(γ) = UN (x1, . . . , xN ) :=
∑

1≤i<j≤N
φ(|xi − xj |). (1.2)

В загальному випадку можна припустити1, що існують взаємодії, які
притаманні тільки трьом, чотирьом, і т.д. k-частинкам з довільним
k ∈ {2, 3, . . .} і описуються потенціалами V (k)(x1, . . . , xk), (xi ∈ Rd). По-
тенціальна енергія частинок конфігурації γ дорівнює

U(γ) =
∑
η⊆γ
|η|≥2

V (|η|)(η) =

|γ|∑
k=2

∑
{x1,...,xk}⊆γ

V (k)(x1, . . . , xk). (1.3)

Зауважимо також, що інколи розглядаються системи, для яких V (1)(x1),
6= 0. Це означає, що вся система знаходиться у деякому зовнішньому
полі, яке діє на кожну частинку системи.

Вигляд потенціалу взаємодії визначає модель, в рамках якої опи-
сують термодинамічні характеристики системи. Найважливішою хара-
ктеристикою у такому описі є енергія U(γ), яка повинна задовольняти
певним умовам в залежності від проблеми, яку ми хочемо описати.

Стійкість (Stability) (S) взаємодії є необхідною умовою для опису
термодинамічних характеристик нескінченних статистичних систем. Цю
умову записують за допомогою нескінченної системи нерівностей на
потенціальну енергію взаємодії між довільними скінченими підсисте-
мами, що налічують N частинок, які розташовані в точках x1, . . . , xN
простору Rd.
(S)Стійкість. Існує постійна B ≥ 0 така, що

U(x1, . . . , xN ) ≥ −BN (1.4)

для довільних N ≥ 2 і довільних конфігурацій {x1, . . . , xN}.

1Таке припущення є не тільки теоретичною гіпотезою, але й базується на деяких
спостереженнях(див.,наприклад, [46]).
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Іншою важливою умовою є умова інтегровності потенціалів на не-
скінченності. У випадку парної взаємодії для довільного R > 0∫

|x|≥R
φ(|x|) dx < +∞. (1.5)

Умови (1.4) і (1.5) є достатніми для побудови міри Гіббса нескінченної
системи частинок в області регулярних значень параметрів β = 1

kBT
і z, де T це температура системи, а z активність, яка безпосередньо
пов’язана з густиною частинок(див., наприклад, [52, Гл.4]).

Щоб вирішити проблему побудови міри Гіббса для нескінченних си-
стем при всіх додатних значеннях параметрів β і z, необхідно ввести
більш обмежувальну умову на характер взаємодії між частинками. Та-
кою умовою є умова надстійкості (superstability) (SS) (див. [22, 43]).
Для визначення надстійкості використаємо розбиттям простору Rd на
кубики ∆, довжини ребер яких дорівнює a, центри яких розташовані в
точках r ∈ aZd ⊂ Rd:

∆a(r) := {x ∈ Rd | (ri − a/2) ≤ xi < (ri + a/2), i = 1, . . . , 3}. (1.6)

Будемо писати ∆ замість ∆a(r), якщо не має потреби вказувати, де
знаходиться центр кубика. Позначимо таке розбиття через ∆a.
(SS) Надстійкість. Взаємодія називається надстійкою якщо існу-

ють постійні A > 0, B ≥ 0 та розбиття ∆a такі, що для довільної
конфігурації γ = {x1, . . . , xN} справедлива нерівність:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a

[
A|γ∆|2 −B|γ∆|

]
. (1.7)

Дещо інше визначення було запропоновано в роботі [22] Женібром:
взаємодія є надстійкою якщо існують дві дійсні константи B ≥ 0 і
A1 ≥ 0 такі, що для довільної конфігурації γ справедлива наступна
нерівність:

U(γ) ≥ A1
|γ|2

ξ3
−B|γ|, (1.8)

де ξ = max
{x,y}⊂γ

|x− y|. Нехай обмежений контейнер Λ об’ємом V = vol(Λ)
такий, що γ ⊂ Λ. Тоді умову (1.8) можна записати у такому вигляді:

U(γ) ≥ AΛ
|γ|2

V
−B|γ|, (1.9)

де постійна AΛ не залежить від об’єму V заданої форми, але може
залежати від цієї форми. Легко побачити, що якщо ми розглянемо Λ
як об’єднання кубиків ∆, визначених в (1.6) і включає хоча б одну
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точку конфігурації γ, тоді, використовуючи нерівність Коші-Шварца,
можна записати наступну нерівність:

|γ|2 =
( ∑
∆∈∆a

|γ∆|
)2

≤
∑

∆∈∆a∩γ

1 ·
∑

∆∈∆a

|γ∆|2 =
V

ad

∑
∆∈∆a

|γ∆|2.

Таким чином, умова (1.9) випливає прямо з (1.7) з AΛ = Aad.
Існує більш сильна умова на взаємодію ніж (1.7).

SSS Посилена надстійкість (Strong superstability). Взаємодія назива-
ється посилено надстійкою якщо існують константи A > 0,
B ≥ 0, p ≥ 2, та розбиття ∆a такі, що для довільної конфігу-
рації γ = {x1, . . . , xN} справедлива наступна нерівність:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a

[A|γ∆|p −B|γ∆|] , γ∆ = γ ∩∆. (1.10)

В. M. Парк (див. [31]) використав умову (1.10) з p > 2 для доведення
обмеженості експонент від операторів числа частинок квантових систем
взаємодіючого Бозе газу.

У наступних розділах ми будемо розглядати системи, взаємодія в
яких задовольняє нерівностям (1.7) або (1.10). У другому розділі бу-
дуть введені основні величини, які визначають термодинамічну пове-
дінку системи: термодинамічні потенціали тиску та вільної енергії, ко-
реляційні функції для системи, яка знаходиться в деякому обмеженому
об’ємі і побудові відповідних величин для безмежної системи. У тре-
тьому розділі ми запропонуємо так звану квазі-граткову апроксимацію
неперервних систем, яка дозволяє опис станів неперервної системи роз-
глядати на просторах розріджених конфігурацій, що визначаються у
другому розділі. Це дозволяє визначити модель так званого комірко-
вого газу – неперервної системи взаємодіючих точкових частинок,які
рухаються в Rd, але кожної миті положення частинок системи є та-
ким, що для заданого розбиття ∆a простору Rd на елементарні кубики
∆, у кожному кубику буде знаходитись не більше однієї частинки. Цю
модель ми визначимо в останньому четвертому розділі і обговоримо
перспективи вирішення найбільш амбіційної проблеми – проблеми ма-
тематично строгого опису фазових переходів першого роду в системах,
які ми розглядаємо.

2. ОПИС МІКРО ТА МАКРО СТАНІВ
Усі відомі системи, які ми вивчаємо, є скінченними, але навіть в не-

великому об’ємі 1cm3 міститься 1023 − 1025 молекул. Тому нескінченні
системи є деякою математичною ідеалізацією великих скінченних си-
стем, яку зручно застосувати при вивченні реальних великих систем.
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Реальна фізична чи біологічна система у кожний момент часу пере-
буває у постійному русі, тобто кожна частинка описує якусь неперерв-
ну траєкторію, а мікроскопічний стан усієї системи визначається усіма
такими траєкторіями. Але для дослідження системи необхідно знати
не мікроскопічну поведінку, а макроскопічні наслідки такої поведінки,
тобто деякі макроскопічні характеристики: тиск, енергія, теплоємність
тощо. Такі фізичні характеристики називають спостережуваними ве-
личинами. Спостережувані величини описують вимірними функціями
на фазовому просторі, тобто для нескінченних систем це функції від не-
скінченної кількості змінних, які у нашому випадку для рівноважних
систем є множиною координат частинок, а їх сукупність утворює прос-
тір нескінченних конфігурацій.

2.1. Простори конфігурацій систем статистичної механіки. Не-
хай σ – це міра Лебега в Rd. Позначимо через B(Rd), борелівську σ-
алгебру відкритих множин в Rd, а через Bc(Rd) усі підмножини, що
мають компактне замикання. Конфігураційний простір Γ := ΓRd буде
складатися з усіх локально скінчених підмножин простору Rd, тобто

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd | |γ ∩ Λ| <∞, для всіх Λ ∈ Bc(Rd)

}
, (2.1)

де |A| є число, що означає кількість точок в A. Це досить природне
визначення з точки зору застосувань, оскільки в обмеженому об’ємі не
може знаходитися нескінченна кількість частинок.

Позначимо множину усіх скінченних конфігурацій простору Γ через
Γ0. Насправді Γ0 є підмножиною Γ, але вона буде розглядатися як са-
мостійний конфігураційний простір, в якому незалежним чином можна
ввести свою топологію. Визначимо спершу конфігураційний простір з
фіксованою кількістю точок:

Γ(n) := {γ ∈ Γ | |γ| = n, n ∈ N} , Γ(0) := ∅.

Якщо усі такі конфігурації знаходяться в деякій обмеженій множині
Λ ∈ Bc(R3), то відповідний простір буде:

Γ
(n)
Λ :=

{
γ ∈ Γ(n) | γ ⊂ Λ

}
. (2.2)

Тоді простори скінчених конфігурацій в Rd і в Λ ∈ Bc(Rd) можна пред-
ставити у вигляді диз’юнктивних об’єднань:

Γ0 :=
∞∐
n=0

Γ(n), i ΓΛ :=
∞∐
n=0

Γ
(n)
Λ . (2.3)
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2.1.1. Простори щільних та розріджених конфігурацій. В досліджен-
ні багатьох термодинамічних характеристик нескінченних систем ва-
жливе значення має розбиття (1.6) простору Rd на елементарні кубики.

Для довільного Λ ∈ Bc(Rd) і довільного розбиття ∆a позначимо через
∆a,Λ := {∆ ∈ ∆a | ∆ ∩ Λ 6= ∅}

мінімальне покриття Λ гіперкубиками ∆ ∈ ∆a таким чином, що
Λ ⊆ Λa i lim

a→0
Λa = Λ. (2.4)

Розбиття (1.6) було застосовано Рюелем [43] для доведення обмеже-
ності кореляційних функцій. У цьому огляді ми наведемо ідею більш
прозорого і простішого доведення аналогічного результату за допомо-
гою кластерних розкладів, які були запропоновані в роботі [36]. Для
побудови таких кластерних розкладів введемо два типи конфігурацій.
Для довільного розбиття ∆a введемо простір розріджених конфігура-
цій:

Γ(dil) = Γ(dil)(∆a) :=
{
γ ∈ Γ | |γ∆| = 0 ∨ 1, для всіх ∆ ∈ ∆a

}
(2.5)

і простір щільних конфігурацій:
Γ(den) = Γ(den)(∆a) :=

{
γ ∈ Γ| |γ∆| ≥ 2, для всіх ∆ ∈ ∆a

}
. (2.6)

Для довільного Λ ∈ Bc(Rd) простори Γ
(dil)
Λ i Γ(den)

Λ визначаються анало-
гічно згідно формул (2.2), (2.3) та (2.5), (2.6).

Щоб не складалося враження, що розріджені конфігурації описують
фізичні системи розріджених газів, наведемо наступне зауваження.
Зауваження 2.2. Однією з найважливіших характеристик фізичного
стану системи взаємодіючих частинок є густина, тобто кількість ча-
стинок в одиниці об’єму. Скільки завгодно велике значення цієї хара-
ктеристики можна отримати і в рамках опису системи у просторі роз-
ріджених конфігурацій, вибираючи розмір a ребер кубиків достатньо
малим.

У наступному розділі нам буде потрібне ще одне розбиття конфі-
гурацій Γ

(den)
∆ на два підпростори в залежності від деякої фіксованої

конфігурації η і 0 < ε ≤ 1. Для заданих η, ε і довільного ∆ ∈ ∆a

визначимо Γ
(>)
∆ = Γ

(>)
∆ (η, ε) і Γ(<)

∆ = Γ
(<)
∆ (η, ε), формулами:

Γ
(>)
∆ (η, ε) = Γ

(>)
∆ :=

{
γ ∈ Γden∆ | |γ| > dεη(∆), |γ| ≥ 2

}
(2.7)

Γ
(<)
∆ (η, ε) = Γ

(<)
∆ :=

{
γ ∈ Γden∆ | |γ| ≤ dεη(∆), |γ| ≥ 2

}
, (2.8)

де ∆ ∈ ∆a, 0 < ε ≤ 1 і dεη(∆) = (dist(η,∆))ε.
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Очевидно, що Γ
(den)
∆ = Γ

(>)
∆ ∪ Γ

(<)
∆ . Для довільних X = ∪∆∈∆a,X

∆, де

∆a,X = {∆ ∈ ∆a | ∆ ∩X 6= ∅}, X ⊂ Rd,

позначимо
Γ
(sign)
X :=

⊔
∆∈∆a,X

Γ
(sign)
∆ , sign ∈ {dil, >,<}. (2.9)

2.3. Міри на просторах конфігурацій неперервних систем. Згід-
но з ідеями Гіббса фізичний стан системи описується ймовірнісною мі-
рою, яка будується спершу в деякому обмеженому об’ємі простору Rd в
залежності від ансамблю (мікроканонічного, канонічного або великого
канонічного), який розглядається для конкретної задачі і подальшому
граничному термодинамічному переході. Ми будемо розглядати систе-
ми статистичної механіки в рамках великого канонічного ансамблю і
почнемо цей розгляд з системи невзаємодіючих точкових частинок (іде-
альний газ).

2.3.1. Міра Пуассона. Стан ідеального газу в рівноважній статистичній
механіці описується мірою Пуассона πzσ на конфігураційному просторі
Γ, де z > 0 – це активність (фізичний параметр, який пов’язаний з
густиною частинок в системі). Міру πzσ з мірою інтенсивності zσ ми
визначимо трохи нижче. Для цього спершу введемо так звану міру
Лебега-Пуассона

λzσ = λΛzσ

на просторі скінчених конфігурацій ΓΛ,Λ ∈ Bc(Rd) (або Γ0) за форму-
лою:∫

ΓΛ

F (γ)λzσ(dγ) :=
∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ
· · ·
∫
Λ
Fn(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn, (2.10)

для всіх вимірних функцій
F = {Fn}n≥0,

Fn ∈ L∞(Λn) (або Fn ∈ L1(Rdn)). Мабуть вперше цю міру побудував
Р .А. Минлос [27,28] (див. детальніше [26]) разом з визначенням розпо-
ділу Гіббса, а приведена тут назва була запропонована в [1], де аналіз
на просторах конфігурацій і побудова міри були подані в більш суча-
сній формі.

За допомогою міри λzσ побудуємо сім’ю ймовірнісних мір

πΛzσ := e−zσ(Λ)λΛzσ, Λ ∈ Bc(Rd). (2.11)
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Легко переконатись, використовуючи визначення (2.10), що сім’я (2.11)
є попарно узгоджена і за теоремою Колмогорова (див., наприклад, [34])
існує єдина ймовірнісна міра πzσ на конфігураційному просторі Γ.

Найбільш важливою характеристикою мір πzσ та λzσ, яку ми інтен-
сивно використовуємо, є властивість нескінченно-подільності (див., на-
приклад, [18, Розділ 4.4]). На мові інтегралів за мірою λzσ цю власти-
вість можна сформулювати у вигляді наступної леми.

Лема 2.4. Нехай X1 ∈ Bc(Rd), X2 ∈ Bc(Rd), X1 ∩X2 = ∅, X1 ∪X2 = Λ
,а функції F1, F2 є B(ΓXi)-вимірними. Тоді∫

ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λzσ(dγ) =

∫
ΓX1

F1(γ)λzσ(dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λzσ(dγ). (2.12)

Доведення. За означенням (2.10)∫
ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λσ(dγ) =

=

∞∑
n=0

1

n!

(∫
Λ
σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=
∞∑
n=0

1

n!

(∫
X1

σ(dx) +

∫
X2

σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

(∫
X1

σ(dx)

)k (∫
X2

σ(dx′)

)n−k
F1({x}k1)F2({x′}n−k1 ) =

=

∫
ΓX1

F1(γ)λ
X1
σ (dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λ
X2
σ (dγ).

Для скорочення запису ми використали дещо нестандартне позначення
для кратних інтегралів. □

Ця властивість була вперше використана автором в роботах [35, 36]
для побудови кластерних розкладів, один з яких ми детально опишемо
в третьому розділі.

2.4.1. Міра Гіббса. Умови стійкості, надстійкості та посиленої надстій-
кості, сформульовані в (1.4), (1.7) і (1.10), накладають загальні умо-
ви на характер енергії взаємодії. В рамках наближення таких взаємо-
дій двохчастинковими (парними) потенціалами треба знайти найбільш
оптимальні достатні умови їх виконання. Такі умови досліджувалися
багатьма авторами. Ми радимо читачу звернутись до найбільш пізньо-
го огляду [38], в якому детально обговорені попередні результати цієї
проблеми та отримані деякі нові результати.
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Умови, які забезпечують посилену надстійкість, можна сформулю-
вати таким чином.
(A): Умови на потенціал взаємодії. Нехай φ є неперервним на

R+ \ {0}, для якого існують константи r0 > 0, R > r0, φ0 > 0, φ1 > 0,
та ε0 > 0 такі, що:

φ(|x|) ≡ −φ−(|x|) ≥ − φ1
|x|d+ε0

для |x| ≥ R, (2.13)

φ(|x|) ≡ φ+(|x|) ≥ φ0
|x|s

, s ≥ d для |x| ≤ r0, (2.14)

де
φ+(|x|) := max{0, φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)}. (2.15)

З умови (2.13) слідує, що для ε < ε0

ϕε = ϕε(a) := sup
x∈R3

∑
∆∈∆a

sup
y∈∆

φ−(|x− y|)|x− y|ε <∞. (2.16)

Справедлива наступна лема.

Лема 2.5. Нехай потенціал взаємодії задовольняє (A). Тоді для до-
вільних γ ∈ Γ0 і a < r0 нерівність (1.10) виконується з

A(a) = Cs,d −
ϕ0

2s/d
, B(a) =

ϕ0

2
, p = 1 +

s

d
,

Cs,d =
1

22s+1

(
2π

d
2

dΓ
(
d
2

)) s
d φ0
as
.

(2.17)

Доведення. Доведення наведено в [38], але далі буде використовува-
тись лише такий випадок

A(a) =
φ0

4(
√
da)s

− ϕ0

2
, B(a) =

ϕ0

2
, p = 2.

У цьому випадку доведення значно спрощується. Для довільного γ ∈ Γ0

та довільного розбиття ∆a:
U(γ) =

∑
{x,y}⊂ γ

φ(|x− y|) =

=
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

U(γ∆) +
∑

{∆,∆′}⊂∆a

∑
x∈γ∆
y∈γ∆′

φ(|x− y|).

Враховуючи умови (A) на потенціал взаємодії, визначення (2.16) і не-
рівності

|γ∆| |γ∆′ | ≤ 1
2

(
|γ∆|2 + |γ∆′ |2

)
, |γ∆| |γ∆ − 1| ≥ 1

4 |γ∆|
2,
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отримаємо:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

[
φ0

4(
√
da)s

− ϕ0

2

]
|γ∆|2 −

ϕ0

2
|γ|. (2.18)

□

Зауваження 2.6. З означення (2.16) і нерівності (2.13) зрозуміло, що
ϕ0 ∼ c

ad
. Тоді, для достатньо малих a константа A(a) > 0 для s > d і

для достатньо великих φ0 у випадку s = d.
Mірa Гіббса скінченних систем для великого канонічного ансамблю

на просторі конфігурацій ΓΛ має вигляд:

µΛ(dγ) =
1

ΞΛ
e−βU(γ)λzσ(dγ), (2.19)

ΞΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (2.20)

де Ξ = Ξ(z, β)– велика статистична сума.
У випадку малого канонічного ансамблю на просторі конфігурацій

Γ
(N)
Λ

µΛ(dγ) =
1

ZΛ
e−βU(γ)λσ̃(dγ),

ZΛ =

∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)λσ̃(dγ), σ̃ :=

(
2πm

βh2

)d/2
σ, (2.21)

де ZΛ = ZΛ(N, β) – статистична сума малого канонічного ансамблю.
Спостережувані величини описують вимірними функціями на фазо-

вому просторі, тобто для нескінченних систем це функції від нескінчен-
ної кількості змінних. Нехай F (γ) є такою функцією, яка описує деяку
спостережувану величину. Тоді макроскопічна характеристика, яка їй
відповідає, і яку ми можемо спостерігати на експерименті, є середнє
значення цієї величини. Воно обраховується за відомою формулою:

F =< F (·) >µ=
∫
Γ
F (γ)µ(dγ),

якщо міра на Γ існує.
2.7. Термодинамічні потенціали. Мікроскопічну поведінку станів
статистичних систем описують кореляційні функції, які пов’язані з їх
макроскопічними властивостями через значення середніх від спостере-
жуваних величин (див. далі рівняння (2.27)). Макроскопічні властиво-
сті рівноважних станів вивчає термостатика, тобто рівноважна термо-
динаміка, яка є по суті феноменологічною наукою і яка тільки почи-
наючи з середини минулого століття набула вирішального наукового
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значення завдяки впливу стрімкого розвитку методів статистичної фі-
зики (як класичної так і квантової). Тому з математичної точки зору
важливо отримати вирази основних макроскопічних характеристик в
термінах фундаментальних законів, які визначають поведінку мікроси-
стеми, тобто в термінах розподілів Гіббса. Ці характеристики назива-
ють термодинамічними параметрами або термодинамічними функці-
ями термодинамічних параметрів. Очевидно, що ці поняття не можна
чітко розділити, бо вони пов’язані рівняннями стану і можуть у деяких
випадках бути параметрами, які є постійними для системи, що знахо-
диться в заданій рівновазі, а в іншому випадку бути функціями інших
термодинамічних параметрів. До таких параметрів відноситься перш за
все температура системи або її обернене значення β, а також питомий
об’єм v(середній об’єм, що припадає на одну частинку, див. (2.48)) або
густина частинок в системі ρ = 1/v, тиск, та інші. Для нерівноважних
систем вказані параметри можуть ставати невизначеними. Термодина-
мічна рівновага визначається тільки відносно достатньо великої групи
параметрів, але питання їх кількості є складним і залежить від задачі
конкретного дослідження. Для більш детального розуміння ми радимо
звернутись, наприклад, до монографії [51]. З точки зору побудови ма-
тематично строгої теорії статистичних систем найбільшої уваги заслу-
говують термодинамічні функції енергії, тиску, ентропії, теплоємності
для неперервних систем і намагніченність, поляризація, для електро-
магнітних явищ, та багато інших.

2.7.1. Енергія. Однією з характеристик статистичних систем є вільна
енергія, яку іноді називають вільною енергією Гельмгольца (на відміну
від вільної енергії Гіббса, яку ми визначимо нижче), і яка в канонічному
ансамблі визначається формулою:

F (T, V,N) = −kT lnZΛ(N, β), β =
1

kT
, V = σ(Λ). (2.22)

Ця величина залежить від розміру системи і тому в термодинамі-
чній границі зручно ввести її питомі значення, які припадають на одну
частинку:

f(v, β) = lim
N→∞,
V /N→v

F (T, V,N)

N
. (2.23)

Доведення існування границі (2.23) започатконоване Ван-Ховом [44],
але містило деякі прогалини. Мабуть вперше строге доведення існува-
ння границі (2.23) дав Рюель [41], а пізніше Фішер [17], користуючись
методом Рюеля узагальнив його результат на більш широкий клас по-
тенціалів. І, нарешті, в роботі Добрушина [6] приведені загальні умови
існування скінченої границі, які в деякому сенсі є також необхідними.
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Зауваження 2.7.2. В усіх вищезгаданих роботах встановлені також
властивості функції f(v, β). В усіх інтервалах де вона приймає скінчені
значення функція f(v, β) є монотонно неспадною випуклою неперерв-
ною функцією змінної v.
2.7.3. Тиск. Рівняння стану. Тиск є одним з найважливіших термо-
динамічних параметрів, який разом з іншими термодинамічними ве-
личинами визначають фізичний стан системи взаємодіючих частинок.
Рівняння, яке пов’язує між собою тиск, об’єм і температуру називають
рівнянням стану. Найпростішим таким рівнянням є рівняння Клапей-
рона, яке описує поведінку ідеальних газів. Системи реальних газів, які
перебувають у розрідженому стані і мають не високий тиск описують
феноменологічним рівнянням Ван дер Ваальса. Для довільних значень
цих параметрів і для систем, які ми розглядаємо, таким співвідношен-
ням є формула

eβPΛV = ΞΛ(β, µ).

яку вводять для опису розподілу Гіббса великого канонічного ансам-
блю. Запишемо його у такому вигляді:

PΛV = kT lnΞΛ(β, µ). (2.24)
Наприклад для системи ідеального газу ΞΛ(β, z) має вигляд

ΞPGΛ (β, z) = ezV , V = σ(Λ), (2.25)
а рівняння (2.24) запишеться у вигляді:

PΛ = kTz.

Враховуючи, що для ідеального газу z = N/V , ми отримуємо рівняння
Клапейрона.

Рівняння (2.24) та існування границі для функції

χV (µ, β) :=
lnΞΛ(µ, β)

V
,

яке було доведене в [41,45], фактично визначає тиск в термодинамічній
границі(див., також, [12]) Λ ↑ Rd(V → ∞):

p(µ, β) = kT lim
Λ↑Rd

lnΞΛ(µ, β)

V
=

1

β
χ(µ, β). (2.26)

В роботі Рюеля [43] для надстійких потенціалів взаємодії була вста-
новлена неперервна залежність тиску від густини ρ, яка в свою чергу
у великому канонічному ансамблі теж визначається через потенціал
χ(µ, β) за допомогою формули:

ρ(µ, β) = lim
Λ↑Rd

1

ΞΛ(µ, β)

∫
ΓΛ

N

V
eµN−H(γ̃)λσ̃(dγ̃) =
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= lim
Λ↑Rd

∂

∂µ

lnΞΛ(µ, β)

V
=
∂χ(µ, β)

∂µ
, N = |γ̃|, V = σ(Λ).

2.8. Кореляційні функції мір Гіббса. Фізичні спостережувані є
функціями на просторі конфігурацій Γ. Вони як правило мають су-
маторну форму: F (γ) =

∑
η⋐γ H(η) (див., наприклад, енергію (1.2)

або (1.3)). Тоді середнє значення такої спостережуваної величини мо-
жна записати у ткому вигляді:

F =

∫
Γ

∑
η⋐γ

H(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

H(η)ρ(η)λσ(dη). (2.27)

У цій формулі ρ(η)λσ(dη) є кореляційною мірою, а у випадку коли коре-
ляційна міра є абсолютно неперервною відносно міри Лебега-Пуассона
λσ відповідну похідну Радона-Нікодима називають кореляційною фун-
кцією ρ(η). У випадку обмеженого об’єму її можна записати у вигляді:

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (2.28)

2.9. Розклад кореляційних функцій за щільностями конфігу-
рацій. Нехай X ⊆ Λ є об’єднання кубиків ∆, в яких знаходиться дві
або більше частинок, а Xn := {∆1, . . . ,∆n} це множина n кубів. Вне-
сок щільності міри Гіббса exp{−βU(γ)} з γ ∈ Γ

(den)
∆ , ∆ ⊂ X грає роль

малого параметру, оскільки

exp{−βφ(|x− y|)} ' exp{−β c

as
}, c > 0, s ≥ 3,

якщо x, y ∈ ∆ ⊂ X і достатньо малих a. Основна ідея полягає в тому,
щоб відокремити інтегрування по щільних конфігураціях від інтегру-
вань по розріджених конфігураціях.Щоб це зробити, введемо функцію-
індикатор для розріджених та щільних конфігурацій. Для розріджених
конфігурацій таку функцію визначимо формулою:

χ∆
−(γ) =

{
1, якщо |γ∆| = 0 ∨ 1,

0, в іншому випадку,
(2.29)

а для щільних конфігурацій формулою:

χ∆
+(γ) = 1− χ∆

−(γ).
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Щоб побудувати такий розклад, запишемо наступний розклад одиниці
для γ ∈ ΓΛ:∏

∆∈∆a,Λ

[
χ∆
−(γ) + χ∆

+(γ)
]
=

=

NΛ∑
n=0

∑
Xn⊆∆a,Λ

∏
∆∈Xn

χ∆
+(γ)

∏
∆∈∆a,Λ\Xn

χ∆
−(γ) =

=
∑

∅⊆X⊆∆a,Λ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ) = 1,

(2.30)

де NΛ – це кількість кубів ∆ у покритті Λa (див. (2.4)) і

χ̃X± (γ) =
∏
∆∈X

χ∆
±(γ).

Підставляючи (2.30) в (2.28), отримаємо:

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
∅⊆X⊆∆a,Λ

∫
ΓΛ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (2.31)

Визначимо потенціал ”твердих”кубиків:

χcor(∆1, . . . ,∆n) =

{
1, якщо ∆i ∩∆j = ∅ для всіх i 6= j

0, в інших випадках.
(2.32)

Тоді (2.31) можна записати у вигляді:

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
n≥0

1

n!

∑
(∆1,...,∆n)⊂∆a,Λ

χcor(∆1, . . . ,∆n)×

×
∫
ΓΛ

χ̃Xn
+ (γ)χ̃

∆a,Λ\Xn

− (γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ),

(2.33)

де (∆1, . . . ,∆n) – це послідовність кубиків на відміну від множини ку-
биків у формулі (2.31). Сумування по кожному ∆i в (2.33) виконується
незалежно по кожному кубику.

Наступним кроком є представлення експоненти в (2.33):

e−βU(η∪γ) = e−βU(η)
n∏
i=1

e−βU(γ∆i
)−βW (η;γ∆i

)
∏

1≤i<j≤n
e
−βW (γ∆i

;γ∆j
)×

× e−βW (η;γΛa\Xn )e−βU(γΛa\Xn )
n∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn ),

(2.34)
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де Λa визначене в (2.4). Тоді, використовуючи розклад (2.34) і власти-
вість (2.12), отримуємо:

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
n≥0

1

n!
ρ̃Λn(η), (2.35)

де

ρ̃Λn(η) =
∑

(∆1,...,∆n)⊂∆a,Λ

χcor(∆1, . . . ,∆n)e
−βU(η)×

×
n∏
i=1

(∫
Γ
(den)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

|η)

) ∏
1≤i<j≤n

e
−βW (γ∆i

;γ∆j
)×

×
∫
Γ
(dil)
Λa\Xn

λσ(dγΛa\Xn
)e−βU(γΛa\Xn |η)

n∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn ),

(2.36)

де U(γ∆i |η) = U(γ∆i) +W (γ∆i ; η). Враховуючи розбиття (2.7)-(2.9) ро-
зіб’ємо кожний інтеграл у першому добутку формули (2.36) на два
інтеграли∫

Γ
(den)
∆i

λσ(dγ∆i)(. . .) =

∫
Γ
(>)
∆i

λσ(dγ∆i)(. . .) +

∫
Γ
(<)
∆i

λσ(dγ∆i)(. . .). (2.37)

З формули (2.37) випливає, що суму по всіх можливих положеннях
(∆1, . . . ,∆n) ⊂ ∆a,Λ можна розбити на 2n член, у кожному з яких
сума по (∆1, . . . ,∆n) розбивається на суму по (∆1, . . . ,∆k) ⊂ ∆a,Λ,
де інтегрування виконується по конфігураціях γ∆i ∈ Γ

(<)
∆i

, і суму по
(∆′

1, . . . ,∆
′
n−k) ⊂ ∆a,Λ, де інтегрування виконується по конфігураціях

γ∆′
i
∈ Γ

(>)
∆′

i
, а k змінюється від k = 0 до k = n.

Тоді вираз (2.35) можна записати у вигляді:

ρΛ(η) =
z|η|

ΞΛ

∑
n≥0

n∑
k=0

1

k! (n− k)!
ρ̃Λn;k(η), (2.38)

де

ρ̃Λn;k(η) =
∑

(∆1,...,∆k)⊂∆a,Λ

(∆′
1,...,∆′

n−k)⊂∆a,Λ

χcor(∆1, . . . ,∆k,∆
′
1, . . . ,∆

′
n−k)×

×
k∏
i=1

∫
Γ
(<)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

|η) ×
∏

1≤i<j≤k
e
−βW (γ∆i

|γ∆j
)×
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×
n−k∏
i=1

(∫
Γ
(>)

∆′
i

λσ(dγ∆′
i
)e−βU(γ∆′

i
|η)
)
e−βU(η)× (2.39)

×
∏

1≤i<j≤n−k
e
−βW (γ∆′

i
|γ∆′

j
) ×

×
k∏
i=1

n−k∏
j=1

e
−βW (γ∆i

|γ∆′
j
)
∫
Γ
(dil)
Λa\Xn

λσ(dγΛa\Xn
)e−βW (η|γΛa\Xn ) ×

×
n−k∏
j=1

e
−βW (γ∆′

j
|γΛa\Xn ) ×

k∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn )e−βU(γΛa\Xn )

та Xn = (
k⋃
i=1

∆i) ∪ (
n−k⋃
j=1

∆′
j).

Зауваження 2.10. В тих кубиках, які перетинають межу області Λ
(i.e.∆ ∩ Λ 6= ∆, але ∆ ∩ Λ 6= ∅), інтегрування в (2.39) виконується по
конфігураціях Γ

(sign)
∆∩Λ , sign ∈ {dil, >,<}.

2.10.1. Рівномірна обмеженість за об’ємом у випадку довільних зна-
чень z, β. Питання термодинамічного граничного переходу для коре-
ляційних функцій в області регулярних значень параметрів z, β, для
яких існує єдина міра Гіббса µ ∈ GV добре висвітлено в літературі(див.,
наприклад, [50,52]). Для довільних значень z, β вирішальною є оцінка

ρm(x1, . . . , xm) ≤ ξm, (2.40)

яка була отримана в роботі [43]. Доведення цієї рівності у роботі [43]
є досить громіздким (див. детальніше [50]). У роботі [36] було запро-
поновано інше, більш прозоре, доведення, яке спирається на викори-
станні властивостей інтегралів за мірою Пуассона. Це доведення дуже
співзвучне темі цієї статті і тому ми в скороченому вигляді наведе-
мо це доведення. Воно спирається на розкладі кореляційних функцій
ρΛ(η), які визначаються інтегралом (2.28), в ряд, кожний член якого
також представляється подібними інтегралами, але інтегрування в них
виконується окремо по щільних конфігураціях (2.6) і окремо по роз-
ріджених конфігураціях (2.5). В роботі [36] був розглянутий випадок
фінітного потенціалу взаємодії, а узагальнення на випадок довільного
надстійкого потенціалу дивись в роботі [33].

У цьому підрозділі, використовуючи розклад (2.38)-(2.39), буде вста-
новлена нерівність, з якої буде випливати нерівність (2.40). Сформулю-
ємо результат у вигляді наступної теореми.
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Теорема 2.11. Нехай потенціал взаємодії φ задовольняє умовам (A),
(2.13)-(2.15). Тоді для довільного Λ ∈ Bc(Rd) і довільних β, z ≥ 0 існує
константа ξ = ξ(β, z) (що не залежить від Λ) така, що кореляційні
функції ρΛ(η) задовольняють наступну нерівність:

ρΛ(η) ≤ ξ|η|e−δβUϕ+ (η) (2.41)

для довільного 0 < δ < 1.
Перш ніж давати доведення теореми 2.11 сформулюємо дві допомі-

жні леми.

Лема 2.12. Нехай φ(|x|) задовольняє умовам (A),

γ∆i ∈ Γ
(<)
∆i
, γ∆′

j
∈ Γ

(>)
∆′

j
,

тоді для ε < ε0 буде виконуватись наступна нерівність:

−β
k∑
i=1

n−k∑
j=1

Wϕ−(γ∆i ; γ∆′
j
) ≤ β

n−k∑
j=1

|γ∆′
j
|(υε + (|γ∆′

j
|+ 1)ϕ0).

Доведення. Для скорочення запису введемо позначення:

k∑
i=1

n−k∑
j=1

(. . .) :=

k,n−k∑
i,j=1

(. . .).

Тоді

− β
k∑
i=1

n−k∑
j=1

Wϕ−(γ∆i ; γ∆′
j
) = β

k,n−k∑
i,j=1

∑
x∈γ∆i
y∈γ∆′

j

φ−(|x− y|) ≤

≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆i ||γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|) ≤

β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|)|x− p|ε,

де p ∈ η. Ця нерівність слідує з того, що |γ∆i | ≤ dεη(∆i) ≤ |x − p|ε для
будь яких x ∈ ∆i i p ∈ η. Далі використаємо модифіковану нерівність
трикутника |x− p|ε ≤ |x− y|ε + |y − p|ε, для ε ∈ [0; 1], x, y, p ∈ Rd. Тоді
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для довільного y ∈ ∆′
j з γ∆′

j
∈ Γ

(>)
∆′

j

β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|)|x− p|ε ≤

≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|)|x− y|ε+

+ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|)|y − p|ε ≤

≤ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|)|x− y|ε+

+ β

k,n−k∑
i,j=1

|γ∆′
j
| sup
x∈∆i
y∈∆′

j

φ−(|x− y|)(|γ∆′
j
|+ 1) ≤

≤ β

n−k∑
j=1

|γ∆′
j
|(υε + (|γ∆′

j
|+ 1)ϕ0).

Другий доданок в передостанній нерівності виникає внаслідок того,
що y ∈ γ∆′

j
і p ∈ η, а також для достатньо малого a, а саме a < 1√

3
,

виконується наступна нерівність:

|y − p|ε ≤ dεη(∆
′
j) + (a

√
3)ε ≤ |γ∆′

j
|+ 1.

Остання нерівність, яка слідує з визначень величин ϕε i ϕ0 (див. (2.16)),
завершує доведення. □

Лема 2.13. Має місце рівність:∑
∆′⊂Λ

e−δ
′′β dεη(∆

′) = |η|K2(λ, β, ε) = |η|K2,

де K2 це постійна, яка залежить від a, β, ε і не залежить від Λ.
Доведення. Нехай η = {x1, . . . , xm}. Розкладемо Λ на області (об’єд-
нання кубиків) Λ1, . . . ,Λm так щоб dεη(∆′) = dεxk(∆

′) при ∆′ ⊂ Λk. Тоді∑
∆′⊂Λ

e−δ
′′β dεη(∆

′) =
∑

∆′⊂Λ1

e−δ
′′β dεx1 (∆

′) + . . .+
∑

∆′⊂Λm

e−δ
′′β dεxm (∆′) ≤
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≤ |η|
∑
∆′⊂Λ

e−δ
′′β dεx0 (∆

′) = |η|K2(λ, β, ε),

де dεx0(∆′) – це відстань від фіксованої точки x0 ∈ Rd до ∆′. □
Доведення теореми 2.11. Щоб довести теорему використаємо роз-
клад (2.38)-(2.39). Це дозволяє інтеграл (2.28) по усіх можливих кон-
фігураціях ΓΛ представити у вигляді розкладу, кожний член якого мі-
стить інтеграли, у яких інтегрування виконується в окремих кубиках в
одному з просторів Γ

(<)
∆ , Γ(>)

∆ або Γ
(dil)
∆ . Враховуючи визначення (2.16),

отримуємо оцінку:

−β
k∑
i=1

W (η|γ∆i) ≤ β |η| sup
x∈η

k∑
i=1

sup
y∈γ∆i

φ−(|x− y|)|γ∆i | ≤ β |η|ϕε.

Остання нерівність справедлива тому, що γ∆i ∈ Γ
(<)
∆i

. Таким чином
|γ∆i | ≤ dεη(∆i) ≤ |x− y|ε,

де ми вибираємо ε < ε0.
Враховуючи, що γ∆ ∈ Γ

(dil)
∆ , |γ∆i | ≤ 1, ∀∆ ∈ Λa \ Xn, отримаємо

оцінки:
−βW (η | γΛa\Xn

) ≤ β |η|ϕ0, (2.42)
−βW (γ∆′

j
| γΛa\Xn

) ≤ β|γ∆′
j
|ϕ0. (2.43)

Умови (A) (див. (2.13)-(2.15)) дозволяють розбити потенціал φ на
дві частини:

φ = δφ+ + φstδ , φstδ := (1− δ)φ+ + φ−,

і так само, як ми отримали оцінку (2.18) за допомогою (2.18), маємо

Uϕstδ
(γ) ≥

∑
∆∈∆λ:|γ∆|≥2

[
(1− δ)φ0

4(
√
da)s

− ϕ0

2

]
|γ∆|2 −

ϕ0

2
|γ|. (2.44)

Для того, щоб мати додатне значення виразу у квадратних дужках,
треба вибрати достатньо мале значення параметра a. Виберемо деяке
максимальне значення a = a∗(δ), для якого зберігається умова стійко-
сті:

Uϕstδ
(γ) ≥ −Bδ|γ|, Bδ =

ϕ0(a∗)

2
.

Ця нерівність дозволяє записати наступну оцінку:
n−k∑
i=1

(
Uϕstδ

(γ∆′
i
) +Wϕstδ

(η|γ∆′
i
)
)
+ Uϕstδ

(η)+
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+
∑

1≤i<j≤n−k
Wϕstδ

(γ∆′
i
|γ∆′

j
) ≥ −Bδ ( |η|+

n−k∑
i=1

|γ∆′
j
|).

Для того, щоб проконтролювати збіжність інтегралів по просторах

Γ
(>)

∆
′
i

, i = 1, . . . , n− k

і сум по кубиках (∆′
1, . . . ,∆

′
n−k) ⊂ ∆a,Λ, розіб’ємо енергію

Uδϕ+(γ∆′
i
) = δUϕ+(γ∆′

i
)

на дві частини, вибравши δ = δ
′
+ δ

′′ з деякими додатними малими
константами δ′ , δ′′ . Використовуючи умову (2.14) і те, що для γ∆′ ∈ Γ

(>)
∆′

кількість точок |γ∆′ | > dεη(∆
′) (див. (2.7)), можна записати наступну

нерівність:

Uδϕ+(γ∆′
i
) ≥ 1

2
δ′

φ0

(
√
da)s

|γ∆′
i
|(|γ∆′

i
| − 1) + δ′′

φ0

(
√
da)s

dεη(∆
′
i).

Ця оцінка забезпечує збіжність інтегралу
∫
Γ
(>)
∆

λzσ(dγ∆) e
− 1

2
βδ′

ϕ0
(
√

da)s
|γ∆′

i
| (|γ∆′

i
| − 1)+β (Bδ+ϕ0 (2+|γ∆|)+φε)|γ∆|

=

= K1(a, z, β, φ)

(2.45)

для достатньо малого a і це допомогає оцінити наступні суми:

∑
(∆′

1,...,∆′
n−k)⊂∆a,Λ

∏
∆′∈∆a,Λ

e
−δ′′ ϕ0

(
√
da)s

dεη(∆
′
i) ≤

(
|η|K2(a, β, ε)

)n−k
. (2.46)

Деталі доведення в [33, Лема 3.3]. Позначимо через X(max)
n−k об’єднання

усіх кубів ∆
′
1 ∪ . . . ∪ ∆

′
n−k = X

′
n−k, в яких інтеграл (2.39) по конфі-

гураціях в Λa \ Xn приймає максимальне значення. Тоді, враховуючи
елементарну оцінку

χcor(∆1, . . . ,∆k,∆
′
1, . . . ,∆

′
n−k) ≤ χcor(∆1, . . . ,∆k)
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(див. (2.32)) і в такій самій формі як (2.35), (2.36) для η = ∅ розклад
для Ξ

Λ\X(max)
l

, отримаємо наступну оцінку

ρΛ(η) ≤
1

ΞΛ
e−δβUϕ+ (η) ξ̄|η|

NΛ∑
n=0

n∑
k=0

(|η|K)n−k

k!(n− k)!
ρ̃
Λa\X(max)

n−k

k (∅) =

=
1

ΞΛ
e−δβUϕ+ (η) ξ̄|η|

NΛ∑
l=0

(|η|K)l

l!

NΛ−l∑
k=0

1

k!
ρ̃
Λa\X(max)

l
k (∅) =

= e−δβUϕ+ (η) ξ̄|η|
NΛ∑
l=0

(|η|K)l

l!

Ξ
Λ\X(max)

l

ΞΛ
,

(2.47)

де K = K1K2 (див. (2.45), (2.46)), ξ̄ := zeβ(Bδ+φ0+φε), а ρ̃Λ\X
(max)
l

k (∅)
визначається формулою (2.36). З того, що ΞΛ1 ≤ ΞΛ2 для Λ1 ⊂ Λ2,
слідує нерівність (2.41) з ξ = ξ̄eK . □
Зауваження 2.14. В нерівностях (2.42)-(2.46) константи ϕε, ϕ0, Bδ,
K1, K2 залежать від параметра a, тому ξ залежить від a, який є фіксо-
ваним. Але ∆ ∈ ∆a повинні бути такими, щоб взаємодія двох частинок
в одному кубику була позитивною, тобто a < r0 (див. (2.14)). Це забез-
печує виконання нерівності (2.44).
2.15. Існування граничних мір Гіббса. Термодинамічний грани-
чний перехід N → ∞, Λ ↑ Rd є необхідною операцією при вивченні
макроскопічних властивостей фізичних систем. Це обумовлено перш за
все тим, що при скінчених значеннях об’ємів V = σ(Λ) поведінка термо-
динамічних функцій є регулярною(аналітичною). Тому точку фазового
переходу на строго математичному рівні не можна виявити. У зв’язку
з цим введемо поняття термодинамічного граничного переходу.

Нехай Λn це послідовність об’ємів, таких, що
Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ · · · ⊂ Λn ⊂ · · · ,

i ∪∞
n=1Λn = Rd, а відповідна кількість частинок Nn зростає таким чи-

ном, щоб існувала границя

lim
n→∞

Vn
Nn

= v, Vn = σ(Vn). (2.48)

Отже, з точки зору фізичних міркувань важливою математичною
проблемою є строге доведення існування границі у виразах для середніх
спостережуваних величин:

F = lim
Λ↑Rd

∫
ΓΛ

F (γ)µΛ(dγ). (2.49)
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З іншої сторони, з точки зору строгого підходу до математичної пробле-
ми побудови теорії зовсім не безпідставно з’ясувати чи існує міра Гіббса
на просторі нескінченних конфігурацій Γ. Звичайно з визначень (2.19),
(2.28), видно, що щільності цих мір не витримують граничного пере-
ходу, тобто ми не можемо написати їх аналітичний вигляд. Але мі-
ра, яка не є абсолютно неперервною відносно dγ чи якоїсь іншої міри,
пов’язаної з мірою Лебега σ, може існувати.

Вперше цю проблему розглянули у 1967 році незалежно Мінлос [27,
28] (див. також [26]) і Рюель [42]. Якщо у Рюеля це був алгебраїчний
підхід, що опирався на модні на той час ідеї Сігала, Хаага, Кастлера і
тому був більш абстрактним, то Мінлос побудував сімейство гіббсових
мір на циліндричних множинах SΛ;A нескінченновимірного конфігура-
ційного простору Γ і визначив гіббсовий стан (гіббсову міру) як гра-
ничну міру. Тобто, для довільної послідовності об’ємів Λ1, . . .Λk, . . .,
які прямують до Rd і довільного обмеженого Λ ⊂ Rd знайдеться таке
k(Λ), що Λ ⊂ Λk при всіх k > k(Λ). Тоді, якщо для кожного SΛ;A існує
границя

lim
k→∞

µΛk
(SΛ;A) = µ(SΛ;A) (2.50)

і виконуються умови узгодженості

µΛ1(SΛ;A) = µΛ2(SΛ;A) для Λ1 ⊂ Λ2,

тоді буде справедлива наступна теорема.

Теорема 2.16 ([27]). Нехай на алгебрі циліндричних множин в B(Γ)
визначена скінчено-адитивна ймовірносна міра µ, причому така, що її
обмеження на будь яку підалгебру BΛ(Γ) ⊂ B(Γ) є цілком аддитивною
мірою. Тоді цю міру можна продовжити єдиним чином до цілком
аддитивної міри на всю σ-алгебру B(Γ).

В роботі [27] було встановлено існування такої міри у великому кано-
нічному ансамблі для регулярних значень параметрів z, β. Теорема 2.16
є аналогом відомої теореми Колмогорова [48] про продовження скін-
ченновимірних ймовірносних розподілів до злічено-аддитивної міри на
функціональному просторі (див., також, [34]). В роботі [28] були вста-
новлені ергодичність та властивість сильного перемішування граничної
міри для регулярних значень параметрів (β, v).

В серії робіт Добрушина [5, 7–11] як для гратчастих так і для непе-
рервних нескінченних класичних систем було приведене більш загальне
визначення гіббсової міри за допомогою умовних розподілів. Практи-
чно в той же час майже аналогічний підхід був також запропонований
Ленфордом і Рюелем [25].
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Побудова граничних виразів для кореляційних функцій (2.28) для
регулярних значень параметрів z, β є завершеною задачею. З точки
зору методів її розв’язання можна виділити два: метод інтегральних
рівнянь, який, в свою чергу, можна розбити на операторний (див. по-
силання в монографіях [52], (див. посилання в монографіях [50, 52]))
і аналітичний(у вигляді розкладів (див. [29]) та методи полімерних та
кластерних розкладів, посилання на які заняло б декілька сторінок. З
точки зору методів, які ми обговорюємо у цьому огляді, властивість не-
скінченноподільності міри λzσ (див. Лему 2.4) вперше була застосована
в роботі [35], а в роботі [36] була ключовим технічним моментом для
доведення обмеженості кореляційних функцій при довільних значен-
нях параметрів z, β. Це питання ми детально обговоримо у наступному
розділі.

Існування станів Гіббса. Позначимо через
G(φ, z, β)

множину мір Гіббса, що відповідають взаємодії φ активності z і темпе-
ратурі T = 1/kβ).

Як наслідок теореми 2.11 виконується наступна теорема.

Теорема 2.17. Нехай взаємодія φ задовільняє умови A. Тоді для до-
вільних z ≥ 0 і β ≥ 0 маємо, що:

G(φ, z, β) 6= ∅.

Доведення. Існування відповідного стану Гіббса випливає з аргумен-
тів, які базуються на наступному спостереженні. Нехай

ψ ∈ L1(Rd) ∩ C(Rd)

– будь-яка додатна функція така, що ψ(x) ≤ 1, x ∈ Rd, і нехай α(t), t ∈
R+ це будь-яка неперервна спадна функція з наступними умовами:

(1) α0 := limt→0+ α(t) = +∞;
(2) α+ := limt→+∞ α(t) ≥ 1;

Визначимо
Γα,ψ =

{
γ ∈ Γ |

∑
{x,y}⊂γ

ψ(x)α(|x− y|)ψ(y) <∞
}
,

Eα,ψ(γ) =
∑

{x,y}⊂γ

ψ(x)α(|x− y|)ψ(y), γ ∈ Γα,ψ.

Як показано в [24], для довільних 0 < D <∞ множина{
γ ∈ Γ | |Eα,ψ(γ)| ≤ D

}
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є прекомпактна в Γ, який є Польським простором.
У цій роботі ми розглядаємо α як деяку неперервно спадаючу фун-

кцію, таку, що
α(|x− y|) ≤ e

1
2
V +
2 (x,y).

Очевидно, обрана таким чином, функція задовольняє умовам вище.
Використовуючи властивості так званого K-перетворення (див. [23]) і
теореми 2.11, для довільних Λ маємо∫

Γ
Eα,ψ(γ)dµΛ(γ) =

∫
R2d

ψ(x)α(|x− y|)ψ(y)ρ(2)Λ ({x, y})dxdy < C,

де C ∈ R+ деяка константа.
Тому, за теоремою Прохорова, сімейство мір

{µΛ |Λ ∈ Bc(Rd)}

є компактним, що передбачає існування принаймні однієї граничної мі-
ри µ коли Λ ↗ Rd. Ми доведемо, що відповідна гранична міра є гібб-
сівською. Нехай µΛn , n ≥ 1, де Λn ↗ Rd, n → ∞, є послідовністю, яка
збігається (у значенні Теорема Прохорова) до міри µ, і нехай ρΛn , ρ є
відповідними кореляційними функціями. Відомо, (див. [19]), що міра µ
на Γ – Гіббсова, тоді і тільки тоді, коли µ задовольняє рівняння Georgii-
Nguyen-Zessin (GNZ), тобто для всіх додатних, B(Rd)×B(Γ)-вимірних
функцій H виконується наступна рівність∫

Γ

∑
x∈γ

H(x, γ)µ(dγ) =

∫
Γ

∫
Rd

H(x, γ∪{x})e−βW ({x}|γ)σ(dx)µ(dγ). (2.51)

Більше того, використовуючи формулу Мекке (див. [19]), можна пока-
зати, що рівнянню (2.51) задовольняє будь яка міра µΛn , n ≥ 1.

Нехай Λ ∈ Bc(Rd). Тоді σ-алгебра B(Γ) генерується множинами ви-
гляду A ∩ Ã з A ∈ BΛ(Γ), Ã ∈ BRd\Λ(Γ) а кожна міра на Γ однозначно
визначається його значеннями на цих множинах.

Доведемо (2.51) для функції
(x, γ) = 11Λ(x)11A(γ)11Ã(γ).

Нехай n ∈ N є довільним. Використовуючи властивістьK-перетворення
(див. [23]), маємо∫

ΓΛn

∑
x∈γ

11Λ(x)11A(γ)11Ã(γ)µΛn(dγ) ≤

≤
∫
ΓΛn

∑
x∈γ

11Λ(x)µΛn(dγ) =

∫
Λ
ρΛn(x)σ(dx) ≤ zξ|Λ|.
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Права частина (2.51) для міри µΛn обмежена виразом∫
Rd

11Λ(x)

∫
ΓΛn

e−βW ({x}|γ)µΛn(dγ)σ(dx) =

=

∫
Rd

11Λ(x)ρ
Λn(x)σ(dx) ≤ zξ|Λ|,

де ми використовували визначення кореляційної функції та теорему
Фубіні.

Отже, існує деяка підпослідовність {µΛnk
}k≥1, яка забезпечує вико-

нання (2.51) для граничного показника µ. Доведення загальної дода-
тної функції H випливає з того, що будь-яка додатна вимірна функція
може бути апроксимована простими функціями. □

3. КВАЗІ-ГРАТКОВА АПРОКСИМАЦІЯ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ
Квазі-неперервну апроксимацію класичної статистичної механіки бу-

ло запропоновано в [40] для дослідження нескінченних систем точкових
частинок, які взаємодіють за допомогою двочастинкового (парного) по-
силено надстійкого потенціалу. Суть такої апроксимації полягає у тому,
що в інтегралах (інтеграли Лебега-Пуассона по усім можливим кон-
фігураціям частинок), які входять в означення основних характерис-
тик системи, таких як велика статистична сума та кореляційні функ-
ції, інтегрування виконується тільки по таким конфігураціям, які для
заданого розбиття простору Rd на неперетинні гіперкубики(комірки)
об’ємом ad містять не більше ніж одну точку (частинку) у кожному
кубику розбиття. Кореляційні функції та тиск системи, визначені та-
ким чином, збігаються поточково (при a→ 0) до відповідних величин, у
яких інтегрування виконується по усім можливим конфігураціям, якщо
потенціал взаємодії є достатньо сингулярним в точці початку коорди-
нат. Більш точно, коли потенціал не є локально інтегровний в будь якій
обмеженій області простору Rd, яка містить точку початку координат.
Цей факт хоч і є передбачуваний з точки зору фізичних міркувань, але
є досить несподіваний з математичної точки зору, бо множина таких
конфігурацій має міру нуль по відношенню до міри Пуассона чи міри
Гіббса для нескінченної системи.

Разом з тим, визначені таким чином системи легко апроксимувати
системами ґраткових газів, вивчення яких значно спрощується. Осо-
бливо важливим перехід від неперервних систем до ґратчастих газів
може виявитись при дослідженні критичної поведінки нескінченних не-
перервних систем в області фазових переходів.
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В роботі [40] було показано, що для довільних додатних значень тем-
ператури системи T (або оберненої температури β = 1/kT ) та активно-
сті z апроксимований тиск системи p(−)(z, β; a) прямує до справжнього
тиску p(z, β) при a → 0. В роботі [49] цей результат був узагальнений
для систем з багаточастинковою взаємодією. Пізніше, в роботі [39] та-
кий самий результат був отриманий для сім’ї кореляційних функцій,
але тільки в області достатньо малих значень параметра z, значення
якого обмежувались радіусом збіжності розкладів Кірквуда-Зальцбур-
га для кореляційних функцій системи.

В роботі [32] результат роботи [39] були узагальнені на випадок до-
вільних додатних значень параметрів β, z. Використовуючи розклад
кореляційних функцій за так званими щільними конфігураціями, який
був запропонований в роботі [36] для потенціалів фінітної дії і в робо-
ті [33] для потенціалів з нескінченним радіусом взаємодії, було встанов-
лено, що сім’я апроксимованих кореляційних функцій ρ(−)

Λ (z, β; a) для
системи в обмеженому об’ємі Λ ⋐ Rd є рівномірно обмежена констан-
тою, яка не залежить від параметра апроксимації a і об’єму Λ і поточко-
во збігається до кореляційних функцій ρ(z, β) при Λ ↑ Rd і a → 0 при
довільних додатних значеннях оберненої температури β та активності
z. Цей результат було встановлено як для парних потенціалів посилено
надстійкого типу так і для багаточастинкових посилено суперстійких
взаємодій. Пізніше в роботі [2] була розглянута апроксимація вільної
енергії неперервного газу і встановлений аналогічний результат для
будь-яких значень оберненої температури β > 0 та питомого об’єму
v > 0.

У цьому розділі ми детально опишемо основні результати вищезгада-
них робіт і введемо модель неперервної системи взаємодіючих точкових
частинок, яку ми в роботі [37] назвали комірковим газом.

3.1. Тиск. Дуже важлива термодинамічна характеристика статисти-
чної системи це тиск. У рамках великого канонічного ансамблю тиск
визначається формулою (2.26).

Існування цієї границі для системи, яку ми розглядаємо, є добре відо-
мий результат(див. [12]). Для визначення вищезазначеного наближення
введемо наступну статистичну суму:

Ξ
(−)
Λ = Ξ

(−)
Λ (a) =

∫
Γ
(dil)
Λ

e−βU(γ)λσ(dγ) =

=

∫
ΓΛ

∏
∆∈∆a∩Λ

χ∆
−(γ)e

−βU(γ)λσ(dγ),
(3.1)
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де χ∆
−(γ) визначено формулою (2.29). Відповідний вираз для тиску ви-

значається таким чином:

p(−)(z, β; a) = lim
V→∞

p
(−)
Λ (z, β; a) :=

1

β
lim
V→∞

1

V
logΞ(−)

Λ . (3.2)

Сформулюємо основний результат цього підрозділу.

Теорема 3.2. Нехай потенціал взаємодії φ(|x|) задовольняє умовам
(A) (див. (2.13)-(2.15)). Тоді для довільного ε > 0 існує a = a(z, ε) > 0
таке, що

|p(z, β)− p(−)(z, β; a)| < ε

для усіх додатних z, β.
Доведення. Вставимо у праву частину (2.20) розклад одиниці (2.30):

ΞΛ =
∑

∅⊆X+⊆Λ

∫
ΓΛ

χ̃
X+
+ (γ)χ̃

X−
− (γ)e−βU(γ)λσ(dγ). (3.3)

Неважко помітити, що перший член в (3.3) (приX+ = ∅) збігається з
Ξ
(−)
Λ (a) (див. (3.1)). Використовуючи нескінченно подільну властивість

міри Лебега-Пуассона (див. (2.4)) маємо:

ΞΛ = Ξ
(−)
Λ (a)

[
1 +

∑
∅*X+⊆Λ

∫
ΓX+

ρ
(−)
X−

(γ; a)λσ(dγ)
]
:= Ξ

(−)
Λ (a)Ξ

(+)
Λ (a), (3.4)

де

ρ
(−)
X−

(γX+ ; a) =
e−βU(γX+

)

Ξ
(−)
Λ (a)

∫
ΓX−

χ̃
X−
− (γ′)e−βU(γX+

|γ′)λσ(dγ
′),

і
U(γX+ | γ′) :=W (γX+ ; γ

′) + U(γ′).

Отже, використовуючи визначення (2.26) і (3.2), можна записати

pΛ(z, β) = p
(−)
Λ (z, β; a) + p

(+)
Λ (z, β; a).

Існування термодинамічної границі для

pΛ(z, β), p
(−)
Λ (z, β; a), p

(+)
Λ (z, β; a)

для потенціалу, який ми розглядаємо є очевидним. Отже, для дове-
дення теореми ми маємо оцінити величину p(+)(z, β; a). Перш за все,
використовуючи SSS припущення (1.10), можна записати

e−βU(γX+
) ≤

∏
∆∈∆a∩X+

e−βA|γ∆|p+B|γ∆|, (3.5)
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і враховуючи (2.16) маємо

e
−βW (γX+

;γ′X−
) ≤

∏
∆∈∆a∩X+

eβφ0|γ∆|. (3.6)

Враховуючи (3.5) і (3.6), легко отримати наступну нерівність∫
ΓX+

ρ
(−)
X−

(γ; a)λσ(dγ) ≤

≤
∏

∆∈∆a∩X+

∫
Γ∆

e−βA|γ∆|p+B|γ∆|+φ0|γ∆|χ∆
+(γ∆)λσ(dγ∆)

Ξ
(−)
X−

Ξ
(−)
Λ

.

З визначення міри λσ і враховуючи нерівність (2.18) інтеграл∫
Γ∆

λσ(dγ∆) e
−β A |γ∆|p+β (B+φ0 |γ∆|) ≤

≤
∞∑
n=2

(ad z)n

n!
e−

1
4
β b np+2β φ0 n ≤ ε(a),

з
b = b(a) := inf

{x,y}⊂∆
φ+(|x− y|) = φ0

(
√
da)s

i
ε(a) =

1

2
z2a2d e−β (1/4b−2φ0) exp

{
zad e−β (3/4b−2φ0)

}
. (3.7)

Далі з означень NΛ, Ξ(+)
Λ (див. (2.30) i (3.4)) і вищеприведених оцінок,

маємо:

logΞ(+)
Λ ≤ log

[
1 +

∑
∅*X+⊆Λ

ε(a)NX+

]
=

= log
[
1 +

NΛ∑
k=1

NΛ!

k!(NΛ − k)!
ε(a)k

]
=
V

ad
log
[
1 + ε(a)

]
.

(3.8)

В результаті

p+(z, β; a) ≤
1

βad
log
[
1 + ε(a)

]
.

Таким чином завдяки ε(a) ∼ a2d (див. (3.7))

lim
a→0

p(+)(z, β; a) = 0. □
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3.3. Вільна енергія. У цьому розділі ми встановлюємо подібний ре-
зультат для вільної енергії системи. У канонічному ансамблі вона за-
дається формулами (2.22)-(2.23).

Квазі-граткова апроксимація визначаються за тими ж формулами,
але за допомогою статистичної суми

Z
(−)
Λ (N, β, a) =

∫
Γ
(N)
Λ

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ)e

−βU(γ)λσ(dγ).

Тоді відповідна функція f
(−)
Λ (N, β) та її термодинамічна границя

f (−)(v, β) задовольняють теореми 3.4 та 3.5:

Теорема 3.4. Нехай потенціал взаємодії φ(|x|) задовольняє умовам
(A) (див. (2.13)-(2.15)). Тоді існує деяке 0 ≤ v0 < ∞, таке, що для
v > v0 існує границя

f (−)(v, β) = lim
N→∞
Λ↑Rd

f
(−)
Λ (N, β) := lim

N→∞
Λ↑Rd

1

N
logZ(−)

Λ (N, β), (3.9)

для довільного v > v0. Функція f (−)(v, β) є монотонно неспадною уві-
гнутою функцією змінної v.

Теорема 3.5. Нехай потенціал взаємодії φ(|x|) задовольняє умовам
(A), див. (2.13)-(2.15). Тоді для довільного ε > 0 існує a1 = a1(v, ε) > 0,
таке, що нерівність

|f(v, β)− f (a)(v, β)| < ε

виконується для усіх додатних v, β і a ∈ (0, a1(v, ε)).
Доведення теореми 3.4 є таким самим як і відповідне доведення такої

самої теореми для функції f(v, β) в роботі [6]. Єдине зауваження поля-
гає у тому, що побудова допоміжного розбиття на куби в [6] повинно
бути узгодженим з розбиттям ∆a.

Щоб довести теорему 3.5 вставимо розбиття одиниці (2.30) у ви-
раз (2.21). Тоді

ZΛ(N, β) =
∑

X⊆∆a,Λ

∫
Γ
(N)
Λ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ)e−βU(γ)λσ̃(dγ), (3.10)

Виділяючи перший член розкладу, який відповідає значенню X = ∅
можна переписати (3.10) у вигляді:

ZΛ(N, β) = Z
(−)
Λ (N, β)Z

(+)
Λ (N, a, β), (3.11)
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де

Z
(+)
Λ (N, a, β) = 1 +

1

Z
(−)
Λ (N, β)

×

×
∑

∅6=X⊆∆a,Λ

∫
Γ
(N)
Λ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ)e−βU(γ)λσ̃(dγ).

(3.12)

З означень (2.22)-(2.23), (3.9) та рівняння (3.11) отримуємо співвідно-
шення:

fΛ(N, β) = f
(−)
Λ (N, β) + f

(+)
Λ (N, β), (3.13)

f
(+)
Λ (N, β) :=

1

N
logZ(+)

Λ (N, a, β).

Щоб оцінити другий член в (3.13) запишемо енергію U(γ) в кожному
доданку суми (3.12):

U(γ) = U(γX) +W (γX ; γΛ\X) + U(γΛ\X),

і скористаємося нерівністю (1.10) та визначенням (2.16). Тоді
e−βU(γX)e−βW (γX ;γΛ\X) ≤

∏
∆∈∆a,X

e−βA(a)|γ∆|m+βC(a)|γ∆| := EX , (3.14)

де
C(a) = B(a) + ϕ0(a). (3.15)

Позначимо інтеграл в (3.12) (після оцінки (3.14)) через IX і запишемо
вираз для I ′

X = IXN !/σN0 (σ0 визначено в (2.21)) в наступній формі

I
′
X =

(∫
X
dx1 +

∫
Λ\X

dx1

)
. . .
(∫

X
dxN +

∫
Λ\X

dxN

)
EX×

× χ̃X+ (γX) e
−βU(γΛ\X) χ̃

∆a,Λ\X
− (γΛ\X).

(3.16)

Кожна множина X є об’єднанням k кубів
∆1, . . . ,∆k, k ∈ {1, . . . , NΛ}.

Принаймні дві змінні з конфігурації γ = {x1, . . . , xN} є у кожному кубі
∆j , j ∈ {1, . . . , k}. Позначаємо кількість змінних у кубах ∆1, . . . ,∆k

буквами
M = m1 + · · ·+mk.

Зрозуміло, що M ∈ {2k, . . . , N} і mj ≥ 2, j ∈ {1, . . . , k}. Серед усіх
2N членів, які з’являються в правій частині (3.16) не зникають лише
ті члени, в яких інтеграція виконується за змінними {x1, . . . , xM} по
області

Xk =
k
∪
i=1

∆i,
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а за змінними {xM+1, . . . , xN} по області

Λ \Xk =
N
∪

i=k+1
∆i.

Завдяки симетрії інтегралу відносно перестановок змінних {x1, . . . , xN}
кількість членів у IX , які відповідають фіксованому M , становить

N !

(N −M)!M !
.

Таким же чином кожен інтеграл по області Xk можна представити як
суму інтегралів по кубам ∆1, . . . ,∆k. Далі, ми враховуємо, що змінні
{x1, . . . , xM} можуть бути розміщені в k кубах, так що кожен куб ∆j

має рівно mj змінних, M !
m1!···mk!

способами. В результаті маємо:

Z
(+)
Λ (N, a, β) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊂∆a,Λ

N∑
M=2k

adMeβC(a)M×

×
∑

m1,...,mk:mj≥2
m1+···+mk=M

 k∏
j=1

e−βA(a)m
m
j

mj !

 Z
(−)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(−)
Λ (N, β)

.

(3.17)

Для оцінки відношення статистичних сум в (3.17) скористаємося на-
ступною лемою.

Лема 3.6. Нехай потенціал взаємодії φ(|x|) задовольняє умовам (A)
(див. (2.13)-(2.15)). Тоді існує константа K > 0 така що

Z
(−)
Λ\Xk

(N −M,β)

Z
(−)
Λ (N, β)

≤ KM .

для довільного β > 0, υ > 0 і достатньо великого куба Λ.
Доведення. Зафіксуємо деяке v > 0 і досить великий куб Λ таким
чином, щоб σ(Λ)/N ≥ v. Згідно Добрушину та Мінлосу [12], введемо
допоміжний потенціал:

φa(|x|) =

{
0, для |x| ≤ a,

φ(|x|), для |x| > a
(3.18)

з довільним a < a < r0 (див. (2.14)). Доведення леми 3.6 випливає з
оцінки відношення конфігурації

Q(−)(N,Λ, β, a) = N !Z
(−)
Λ (N, β, a)
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(див. також [12, лема 3
′ ]):

Q(−)(N + 1,Λ, β, a)

Q(−)(N,Λ, β, a)
≥ kσ(Λ) (3.19)

з k = k(a, v). Щоб довести (3.19) запишемо Q(−)(N + 1,Λ, β, a) таким
чином:

Q(−)(N + 1,Λ, β, a) =∫
Γ
(N)
Λ

e−βU(γ)dγ

∫
Λ
dxe−βW (x;γ)

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ ∪ {x}),

де γ = {x1, . . . , xN}, dγ = dx1 · · · dxN . Визначимо область

Λ̃a(γ) := {x ∈ Λ | |x− xj | ≥ a, xj ∈ γ, γ ∈ Γ
(N)
Λ }

і виберемо Λ достатньо великим і a достатньо малою щоб задовольняли
нерівність:

σ(Λ̃a(γ)) ≥
1

2
σ(Λ). (3.20)

Тоді, враховуючи, що для x ∈ Λ̃a(γ)∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ ∪ {x}) =

∏
∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ),

і
W (x; γ) =Wa(x; γ) =

∑
y∈γ

φa(|x− y|),

отримуємо:

IΛ(γ) :=

∫
Λ
dxe−βW (x;γ) ≥

∫
Λ̃a(γ))

dxe−βWa(x;γ). (3.21)

Нерівність Гелдера в (3.21) з мірою dx/σ(Λ̃a(γ)) дає нерівність:

IΛ(γ) ≥ σ(Λ̃a(γ)) e
−β

σ(Λ̃a(γ))

∫
Λ̃a(γ)

Wa(x;γ)dx
. (3.22)

З умови (2.13) і визначення (3.18) маємо:∫
Λ̃a(γ)

Wa(x; γ)dx ≤ N

∫
Rd

|φa(|x|)|dx := N‖φa‖L1 .

Використовуючи цю нерівність і враховуючи, що Nv ≤ σ(Λ) і (3.20)
отримуємо (3.19) з

k = 1
2e

− 2β
v
‖ϕa‖L1 .

Якщо врахувати, що
Z

(−)
Λ\Xk

(N −M,β, a) < Z
(−)
Λ (N −M,β, a)
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отримаємо:
Z

(−)
Λ\Xk

(N −M,β, a)

Z
(−)
Λ (N, β, a)

≤
Z

(−)
Λ (N − 1, β, a)

Z
(−)
Λ (N, β, a)

· · ·

· · ·
Z

(−)
Λ (N −M,β, a)

Z
(−)
Λ (N −M + 1, β, a)

≤ KM

з K = 1/kv. □
Доведення теореми 3.5. Воно випливає з тривіальних оцінок комбі-
наторних сум у (3.17). Нехай для простоти p = 2 у припущенні (1.10).
З умови m1+ · · ·+mk =M , можна отримати, що m2

1+ · · ·+m2
k ≥M2/k.

Отже, маємо:

Z
(+)
Λ (N, β, a) ≤ 1 +

NΛ∑
k=1

∑
{∆1,...,∆k}⊂∆a,Λ

(ea2d)ke−4β(A(a)− 1
2
C(a))k×

×
∞∑

M ′=0

adM
′
e−4β(A(a)− 1

2
C(a))M ′ ≤ (1 + ε(a))NΛ ,

з
ε(a) := 2ea2de−4β(A(a)− 1

2
C(a)).

Зрозуміло, з рівнянь (2.17), (2.16), (3.15), що

lim
a→0

1

ad
log(1 + ε(a)) = 0,

а це завершує доведення теореми. □

3.7. Апроксимація кореляційних функцій. Згідно визначення роз-
ріджених конфігурацій (2.4)-(2.5) сім’я апроксимованих кореляційних
функцій ρ

(−)
Λ (z, β; a) для системи в обмеженому об’ємі Λ ∈ Bc(Rd) ви-

значається таким чином:
ρ
(−)
Λ (η; z, β, a) :=

:=
1

Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)
∏

∆∈∆a,Λ

χ∆
−(η ∪ γ)λzσ(dγ),

(3.23)

Ξ
(−)
Λ (z, β, a) :=

∫
ΓΛ

e−βU(γ)
∏

∆∈∆a,Λ

χ∆
−(γ)λzσ(dγ), (3.24)

де

χ∆
−(γ) =

{
1, для γ з |γ∆| = 0 ∨ 1,

0, в інших випадках,
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а ∆a,Λ визначено перед формулою (2.4).
В розділі 2.10.1 (теорема 2.11) була встановлена рівномірна за Λ

обмеженість кореляційних функцій ρΛ(z, β) (нерівність (2.41)). Анало-
гічна нерівність справедлива і для функцій ρ(−)

Λ (η; z, β, a). Сформулю-
ємо цей результат.

Лема 3.8. Нехай потенціали φ задовольняє умови (A). Тоді для до-
вільного η ∈ ΓΛ існує деяка додатна константа ξ−, яка не залежить
від Λ i a, такі, що

ρ
(−)
Λ (η; z, β, a) ≤ ξ

|η|
− e−β U

+
δ (η). (3.25)

Доведення. Так само, як і при доведенні теореми 2.11, потрібно вико-
ристати розклад кореляційних функцій за щільними конфігураціями,
тільки розбиття (2.30) треба побудувати з ∆ ∈ ∆a∗ , де a∗ таке, що
a∗/a ∈ N, тобто в кожному кубику розбиття ∆a∗ вкладалось ціле число
кубиків розбиття ∆a. Не обмежуючи загальність, виберемо a∗ = 2a.
Тоді у кожному гіперкубі ∆′ ∈ ∆a∗ , що належать множинам Xn в роз-
кладі може бути від 2-х до 2d гіперкубів ∆ ∈ ∆a. Крім того треба
врахувати нерівність

χ∆′
+ (γ)

∏
∆∈∆′

χ∆
−(γ) ≤

∏
∆∈∆′

χ∆
−(γ),

яка забеспечує появі у розкладі типу (2.47) для ρ(−)
Λ (η; z, β, a) відноше-

ння статистичних сум Ξ
(−)

Λ\X(max)
l

/Ξ
(−)
Λ . □

Нерівності (2.41) і (3.25) забезпечують існування термодинамічних
границь для функцій ρΛ(η; z, β, a) i ρ(−)

Λ (η; z, β, a).
Розглянемо послідовність (Λl) обмежених вимірних областей просто-

ру Rd:
Λ1 ⊂ Λ2 ⊂ . . . ⊂ Λn ⊂ . . . , ∪

l
Λl = Rd,

де послідовність (Λl) прямує до Rd в сенсі Фішера (див. [52, Гл. 2,
п. 2.1]).

Добре відомо, що для довільної конфігурації η ∈ Γ0 і довільної по-
слідовності (2.30) такої, що η ⊂ Λ1 існує підпослідовність (Λ

′
k) послі-

довності (Λl) така, що
lim
k→∞

ρ
Λ
′
k
(η; z, β) = ρ(η; z, β) <∞ (3.26)

для довільних додатних z, β рівномірно на B(Γ0). Цей результат є на-
слідком рівномірної обмеженості сім’ї кореляційних функцій. Тоді, так
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само як і у попередньому випадку, існує підпослідовність (Λ′′
m) послі-

довності (Λl) така, що існує границя:

ρ(−)(η; z, β, a) = lim
m→∞

ρ
(−)
Λ′′
m
(η; z, β, a) <∞. (3.27)

Зауваження 3.9. Граничні функції ρ(η; z, β) і ρ(−)(η; z, β, a) в (3.26)
та (3.27) можуть бути різні для різних підпослідовностей Λ′

k і Λ′′
m. То-

му, для того, щоб функція ρ(−)(η; z, β, a) була апроксимацією функ-
ції ρ(η; z, β) треба вибрати підпослідовність Λ′′

m в граничному перехо-
ді (3.27) як підпослідовність послідовності Λ′

k.
Тепер ми можемо сформулювати основний результат наступною те-

оремою.

Теорема 3.10. Нехай потенціали φ задовольняють умови (A). Тоді
для довільного ε > 0, довільних додатних z і β і довільної конфігурації
η ∈ Γ0 існує a = a(z, β, ε) > 0 таке, що:

|ρ(η; z, β)− ρ(−)(η; z, β, a)| < ε, (3.28)
де ρ(η; z, β) і ρ(−)(η; z, β, a) є граничними значеннями функцій

ρΛ′′
m
(η; z, β) і ρ

(−)
Λ′′
m
(η; z, β, a)

відповідно з тією самою підпослідовність послідовності (Λl) (див. За-
уваження 3.9)
Доведення. Доведення ґрунтується на існуванні границь (3.26), (3.27)
і наступній лемі.

Лема 3.11. Нехай потенціали φ задовольняють умови (A). Тоді для
довільної послідовності Λl вигляду (2.30)

lim
a→0

ρ
(−)
Λl

(η; z, β, a) = ρΛl
(η; z, β).

звідки слідує, що для довільного ε > 0 існує a < a∗ таке, що має місце
наступна нерівність:

|ρ(−)
Λl

(η; z, β, a)− ρΛl
(η; z, β)| ≤ ε

3
. (3.29)

Внаслідок існування границь (3.26) і (3.27) для довільного ε > 0
∃K1 ∈ N таке, що для k ≥ K1 справедлива нерівність:

|ρΛ′′
m
(η; z, β)− ρ(η; z, β)| ≤ ε

3
(3.30)

і існує K2 ∈ N, таке, що для k ≥ K2 справедлива нерівність:
|ρ(−)

Λ′′
m
(η; z, β, a)− ρ(−)(η; z, β, a)| ≤ ε

3
. (3.31)



Статистична механіка систем з посилено надстійкою взаємодією 373

Тоді твердження теореми 3.2 слідує з (3.29) при Λl ≡ Λ′′
m і нерівно-

стей (3.30), (3.31):
|ρ(η; z,β)− ρ(−)(η; z, β, a)| =

=
∣∣ρ(η; z, β)− ρΛ′′

m
(η; z, β)+

+ ρΛ′′
m
(η; z, β)− ρ

(−)
Λ′′
m
(η; z, β, a)+

+ ρ
(−)
Λ′′
m
(η; z, β, a)− ρ(−)(η; z, β, a)

∣∣ ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε □

Наслідок 3.12. Нерівність (3.28) забезпечує існування границі:
lim
a→0

ρ(−)(η; z, β, a) = ρ(η; z, β).

для довільних додатних z, β > 0 і η ∈ Γ0.

У випадку двочастинкових потенціалів в області достатньо малих
значень активності z існування єдиної поточкової границі було доведено
в роботі [39].
3.12.1. Доведення леми 3.11. Підставимо розбиття (2.30) (але з ку-
биками, що мають довжину ребер a замість a∗ і з аргументом η ∪ γ у
кожній функції χ∆

± ) в (2.28). Отримуємо розклад:

ρΛ(η; z, β) =
z|η|

ΞΛ(z, β)

∑
X⊆Λ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)×

× χ̃X+ (η ∪ γ) χ̃Λ\X
− (η ∪ γ) λzσ(dγ).

(3.32)

Виділимо перший член розкладу при X = ∅ і, враховуючи означен-
ня (3.23)-(3.24), перепишемо (3.32) у наступному вигляді:

ρΛ(η; z, β) =
Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

ΞΛ(z, β)
ρ
(−)
Λ (η; z, β, a) +RΛ(η; z, β, a),

де

RΛ(η; z, β, a) =
z|η|

ΞΛ(z, β)

∑
∅6=X⊆Λ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ) χ̃X+ (η ∪ γ) ×

× χ̃
Λ\X
− (η ∪ γ) λzσ(dγ).

(3.33)

Доведення леми 3.11 ґрунтується на двох технічних лемах.

Лема 3.13. Нехай потенціали φ задовольняють умови (A). Тоді для
довільного фіксованого Λ ∈ Bc(Rd) і довільної конфігурації η ∈ Γ0 має
місце границя:

lim
a→0

RΛ(η; z, β, a) = 0.
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Доведення. Дивись детальне доведення в [32, лема 5.1]. □

Лема 3.14. Нехай потенціали φ задовольняють умови (A). Тоді для
довільного фіксованого Λ ∈ Bc(Rd) виконується границя:

lim
a→0

ΞΛ(z, β)

Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

= 1. (3.34)

Доведення. З рівняння (3.4) і нерівності (3.8) слідує, що

1 ≤ ΞΛ(z, β)

Ξ
(−)
Λ (z, β, a)

≤ (1 + ε(a))NΛ = (1 + ε(a))
V

ad .

Враховуючи (3.7) отримаємо (3.34). □

4. МОДЕЛЬ КОМІРКОВОГО ГАЗУ
Теореми 3.2, 3.5, 3.10 приводять до висновку, що для системи з SSS

взаємодією (див. визначення (1.10)) вплив щільних конфігурацій є не-
значною, незважаючи на той факт, що це є множина повної міри при-
наймні для міри Пуассона πzσ (див. Твердження 4.3). Внаслідок чого
з’явилася ідея опису фізичних властивостей системи, яку ми розгля-
даємо, використовуючи модель, конфігураційний простір якої є Γ(dil).
Таку модель ми називаємо моделлю коміркового газу.

4.1. Визначення моделі.

Означення 4.2. Для даного розподілу ∆a простору Rd визначимо сис-
тему коміркового газу (КГ) як систему точкових частинок, простір
конфігурацій яких є

Γ̃(a) = Γ̃∆a
:=
{
γ ∈ Γ | |γ∆| = 0 ∨ 1 для всіх ∆ ∈ ∆a

}
.

Твердження 4.3. Простір Γ̃(a) – це підмножина в Γ міри нуль від-
носно міри Пуассона

πzσ(Γ̃
(a)) = 0.

Доведення. Запишемо індикатор множини Γ̃(a):
11
Γ̃(a)(γ) =

∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ) (4.1)

Тоді, враховуючи властивість нескінченно подільності міри Пуассона
πzσ (див. (2.12)) отримаємо

πzσ(Γ̃
(a)) =

∫
Γ

∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ)πzσ(dγ) =

∏
∆∈∆a

∫
∆
χ∆
−(γ)π

∆
zσ(dγ).
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Тепер, беручи до уваги (2.11), визначення міри λzσ, (2.10) і визначен-
ня (4.1) функції χ∆

− ми можемо продовжити це обчислення:

πzσ(Γ̃
(a)) =

∏
∆∈∆a

e−zσ(∆) (1 + zσ(∆)) = 0

Нескінченний добуток дорівнює нулю, оскільки
e−zσ(∆) (1 + zσ(∆)) < 1

і приймає однакове значення для всіх ∆ ∈ ∆a. □

4.4. Вимірна структура простору Γ̃(a). Для опису вимірних мно-
жин конфігураційного простору Γ̃(a) перевизначимо простір Γ̃(a) як
простір маркованих конфігурацій:

Γ̃(a) :=
{
γ̃ = {(∆1, x1), . . . , (∆n, xn), . . .} | xi ∈ ∆i,∆i ∈ ∆a

}
.

Отже, Γ̃(a) можна представити як дискретний набір обмежених непе-
рервних «спінів» (див., наприклад, [21], [20].)

Як і в неперервному випадку, позначаємо через Γ̃
(a)
0 множину скін-

чених конфігурацій простору Γ̃(a), який є:

Γ̃
(a)
0 =

⊔
n∈N0

Γ̃(a;n),

де Γ̃(a;n) це простір скінчених послідовностей γ̃ ∈ Γ̃
(a)
0 з n кубами

{∆1, . . . ,∆n} ⊂ ∆a.
Так само як і в (2.30) і (2.34) позначимо через Xn множину кубів

∆j ∈ ∆a і через Xn ⊂ Rd об’єднання таких кубів. Нехай, також, X∆j

борелівська множина
B(∆j) := B(Rd) ↾ ∆j , ∆j ∈ ∆a.

Тоді циліндричну множину в Γ̃(a;n) і в Γ̃
(a)
0 можна визначити за допо-

могою деякої фіксованої множини ΛN і послідовності множин
X∆j ∈ B(∆j), j = 1, N

наступним чином (n ≤ N):

X̃
(n)
N (ΛN ,XN ) =

{
{(∆1, x1), . . . , (∆n, xn)} ∈ Γ̃(a;n) | xj ∈ X∆j

}
(4.2)

і

X̃ :=
⋃
N∈N

⋃
ΛN⊂∆a

⋃
XN

N⊔
n=0

X̃
(n)
N (ΛN ,XN ) ∈ B(Γ̃

(a)
0 ),

де XN = {X∆1 , . . . ,X∆N
}.
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4.5. Міри на просторі конфігурацій коміркового газу. Щоб по-
будувати аналог міри Лебега-Пуассона на Γ̃

(a)
0 , визначимо міру σ̃(n) на

множинах (4.2):

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN )) =


1, для n = 0,∑
Λn⫅ΛN

σ(X∆1) · · ·σ(X∆n), для 1 ≤ n ≤ N,

0, для n > N.

Тоді легко порахувати, що для 1 ≤ n ≤ N

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN )) =

1

n!

∫
XN

dx1 · · ·
∫
XN

dxn

N∏
i=1

χ∆i
− ({x1, . . . , xn}), (4.3)

де XN :=
N
∪
i=1

X∆i і dxi = σ(dxi). Тоді,

λ(a)σ :=

∞∑
n=0

σ(n)

є мірою Лебега-Пуассона на Γ̃
(a)
0 і Γ̃(a)

ΛN
.

Означення 4.6. Міра λ(a)σ називається ∆-нескінченно подільною,
якщо рівність (2.12) в лемі 2.4 виконується при умові, що множини
X1 i X2 є об’єднаннями кубів ∆ ∈ ∆a.

Лема 4.7. Міра λ(a)σ є ∆-нескінченно подільною на Γ̃
(a)
0 і на Γ̃

(a)

ΛN
і

λ(a)σ (Γ̃
(a)

ΛN
) = (1 + ad)N .

Доведення. З (4.3) слідує, що для довільного F ∈ L1(Γ0, λσ)∫
Γ̃
(a)
0

F (γ̃)λ(a)σ (dγ̃) =

∫
Γ0

F (γ)
∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ). (4.4)

Як наслідок, нескінченна подільність міри λ
(a)
σ слідує з нескінченно

подільності міри λσ. У випадку, коли усі X∆i ≡ ∆i, тобто
XN ≡ ΛN , N = σ(ΛN )/a

d,

маємо:

λ(a)σ (Γ̃
(a)

ΛN
) =

∫
ΓΛN

∏
∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ) =
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=
∏

∆∈ΛN

∫
Γ∆

χ∆
−(γ)λσ(dγ) = (1 + ad)N . □

Тепер можемо розглянути сім’ю ймовірнісних мір на Γ̃
(a)

ΛN
:

π(a;N)
σ := (1 + ad)−Nλ(a)σ , N ∈ N. (4.5)

Зауважимо, що ця сім’я є узгодженою, тобто для будь-яких N і N + k,
k ∈ N (ΛN ⊂ ΛN+k)

π(a;N+k)
σ ↾ Γ̃(a)

ΛN
= π(a;N)

σ ,

бо для довільної циліндричної функції F (γ̃ ∩ ΛN )∫
Γ̃
(a)

ΛN+k

F (γ̃ ∩ ΛN )π
(a;N+k)
σ (dγ̃) =

∫
Γ̃
(a)

ΛN

F (γ̃)π(a;N)
σ (dγ̃).

Тоді знову за теоремою Колмогорова існує єдина ймовірнісна міра, яка,
в якомусь сенсі, є апроксимацією міри Пуассона на Γ. Дійсно, давайте
обчислимо перетворення Лапласа

l
π
(a;N)
σ

(f) :=

∫
Γ̃
(a)

ΛN

e〈γ̃,f〉π(a;N)
σ (dγ̃).

Враховуючи (4.5) і лему (2.12) отримаємо рівність:

l
π
(a;N)
σ

(f) =

∏N
j=1

(
1 +

∫
∆j
ef(x)dx

)
(1 + ad)N

=

=
N∏
j=1

(
1 +

1

1 + ad

∫
∆j

(ef(x) − 1)dx

)
=

= exp

ad N∑
j=1

log
(
1 +

1

1 + ad

∫
∆j

(ef(x) − 1)dx

) 1

ad

 .
Якщо тепер попрямувати a до нуля, а N – до безмежності таким чином,
щоб Nad = σ(Λ) = const, то отримаємо, що

lim
N→∞
a→0

l
π
(a;N)
σ

(f) = exp
[∫

Λ

(
ef(x) − 1

)
dx

]
,

тобто є перетворенням Лапласа міри Пуассона.
Визначення міри Гіббса µ(a) на Γ̃(a) є таким самим, як визначення

µ на Γ, тобто щільність умовної міри Гібса µ(a)
Λ

(· | ·) визначається так
само, але відносно міри λ(a)zσ . Іншими словами, похідні Радона-Нікодима
від міри µΛ та µ(a)

Λ
відносно λzσ і λ(a)zσ відповідно будуть однаковими. І
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нарешті, внаслідок формули (4.4) велика статистична сума і кореляцій-
ні функції будуть визначатись тими самими формулами (3.24) і (3.23).

4.8. Граткова апроксимація системи коміркового газу. Теоре-
ми 3.2 та 3.10 стверджують, що модель коміркового газу це квазіне-
перервна система, яка з будь-якою заздалегідь заданою точністю є на-
ближенням звичайної неперервної системи з посилено надстійкою взає-
модією. У цьому розділі ми покажемо, що можна визначити відповідну
систему ґраткового газу на aZd таким чином, що їх кореляційні функції
при a→ 0 збігаються в границі.

Введемо кусково-постійну функцію потенціалу взаємодії:

φ∆a
(|x− y|) =

{
φ(|xc∆ − yc∆′ |) := φ∆∆′ , для x ∈ ∆, y ∈ ∆′,

+∞, для x, y ∈ ∆ ∈ ∆a,∆ ∩∆′ = ∅,
(4.6)

де xc∆ – позначає координату центра гіперкубика ∆.

Лема 4.9. Для будь-якого стійкого потенціалу взаємодії φ з постій-
ною B (див (1.4)) потенціал взаємодії φ∆a

також стабільний з тією
ж константою B.
Доведення. Див. [37]. □

Твердження 4.10. Для довільного x, y ∈ Rd і ∆a таких, що x ∈ ∆,
y ∈ ∆′ і ∆ ∩∆′ = ∅

lim
a→0

φ∆a
(|x− y|) = φ(|x− y|).

Доведення є тривіальним. Очевидним є також наступне

Твердження 4.11. Система частинок КГ, які взаємодіють за по-
тенціалом (4.6) перетворюється на модель ґраткового газу.
Доведення. Перепишемо велику статистичну суму моделі КГ для енер-
гії взаємодії

U∆a
(γ̃) =

∑
1≤i<j≤k

φ∆a
(|xi − xj |)

конфігурації γ̃ = {x1, . . . , xk} в такому вигляді:

ΞLG
Λ

(β, z, a) =

∫
Γ̃
(a)

Λ

e−βU∆a
(γ̃)λ(a)zσ (dγ̃). (4.7)

Якщо NΛ це кількість гіперкубиків в Λ, тоді з визначення λ(a)zσ , маємо:
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ΞLG
Λ

(β, z, a) =

NΛ∑
k=0

zk
∑

{∆1,...,∆k}⊆ΛN

∫
∆1

dx1 · · ·
∫
∆k

dxke
−βU∆a

(γ̃) =

=
∑

n1,...,nNΛ
:

nj∈{0,1}

zn1+···+nNΛ

∫
∆1(n1)

dx1 · · ·
∫
∆NΛ

(nΛ)
dxNΛ

e
−β

k∑
i,j=1

niϕ∆i∆j
nj

,

де φ∆i∆j визначено в (4.6),

∆j(nj) =

{
∅, для nj = 0,

∆j , для nj = 1,

i ∫
∆j(nj)

dxj = anjd, j = 1, NΛ. (4.8)

Оскільки потенціал взаємодії є кусково постійною функцією, то всі ін-
теграли можуть бути розраховані за формулою (4.8). А саме, ми отри-
муємо:

ΞLG
Λ

(β, z, a) =
∑

n1,...,nNΛ
:nj∈{0,1}

z
n1+···+nNΛ
a e

−β
∑

1≤i<j≤k

niϕ∆i∆j
nj

,

де za := zad або в термінах вузлів j ∈ aZd для Λ̃ ⋐ aZd

ΞLG
Λ

(β, z, a) =
∑

nj∈{0,1},j∈Λ̃

∏
j∈Λ̃

z
nj
a e

−β
∑

{i,j}⊂Λ̃
niϕ∆i∆j

nj =

=
∑

nj∈{0,1},j∈Λ̃

e
−β

∑
{i,j}⊂Λ̃

niϕ∆i∆j
nj+µa

∑
j∈Λ̃

nj ,

де µa = log za – хімічний потенціал.
Сімейство кореляційних функцій можна записати, підставляючи у

рівняння (3.23) і (3.24) потенціал взаємодії φ∆a
замість потенційного φ

ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) =
z|η̃|

ΞLG
Λ

(β, z, a)

∫
Γ̃
(a)

Λ

e−βU∆a
(η̃∪γ̃)λ(a)zσ (dγ̃),

яке також може бути виражене через змінні граткового газу:
ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) =

=
z|η̃|

ΞLG
Λ

(β, z, a)

∑
nj∈{0,1},j∈Λ̃\η̃

e
−β

∑
{i,j}⊂Λ̃

niϕ∆i∆j
nj+µa

∑
j∈Λ̃\η̃ nj ,

(4.9)
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де η̃ = {i1, . . . , i|η̃|} ⊂ Λ̃ і ni1 = · · · = ni|η̃| = 1 в сумі експоненти правої
частини рівняння (4.9). □

Тепер ми покажемо, що для Λ ∈ Bc(∆a) система граткового газу і
комірковаго газу збігаються в границі a→ 0.

Лема 4.12. Для довільного Λ ∈ Bc(∆a), довільних додатних значень
β, z і довільної конфігурації η̃ ∈ Γ̃

(a)

Λ

lim
a→0

|ΞLG
Λ

(β, z, a)− Ξ
(a)

Λ
(β, z)| = 0, (4.10)

lim
a→0

|ρLG
Λ

(η̃;β, z, a)− ρa
Λ
(η̃;β, z)| = 0, (4.11)

Доведення. Доведемо, наприклад, рівняння (4.10). Використовуючи
представлення (3.24), (4.7) та (4.4), запишемо:

ΞLG
Λ

(β, z, a)− Ξ
(a)

Λ
(β, z) =

∫
Γ̃
(a)

Λ

(
e−βU∆a

(γ̃) − e−βU(γ̃)
)
λ(a)zσ (dγ̃) =

=

∫
ΓΛ

(
e−βU∆a

(γ) − e−βU(γ)
) ∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ).

Тепер доведення випливає із властивості стійкості взаємодій U∆a
та

U , нерівності χ∆
− ≤ 1, твердження4.10 та теореми про мажорантної

збіжності. Доведення (4.11) таке саме. □

Очевидно, що сімейство кореляційних функцій ρLG
Λ

(η̃;β, z, a) задо-
вольняє нерівності (3.25) і існують граничні функції в сенсі (3.27). Да-
лі, використовуючи ті ж самі аргументи, що і в попередньому розділі
можна сформулювати аналог теореми 3.10 для функції ρLG(η̃;β, z, a).

4.13. Висновок. Таким чином, використовуючи теореми 3.2 та 3.10
для систем, в яких взаємодія, що задовольняє припущенням (A), се-
редні значення фізичних спостережуваних величин та термодинамічні
функції неперервних класичних систем з будь-якою попередньо зада-
ною точністю можна наблизити відповідними значеннями моделі ко-
міркового газу. Наступним кроком була апроксимація взаємодії потен-
ціалом (4.6), яка перетворює неперервну систему в граткову на aZd.
Основна мета подальших досліджень полягає у встановленні результа-
тів, які були отримані в роботах [13,47] для систем на гратці aZd.



Статистична механіка систем з посилено надстійкою взаємодією 381

ЛІТЕРАТУРА
[1] S. Albeverio, Yu. G. Kondratiev, M. Röckner. Analysis and geometry on

configuration spaces. Journal of Functional Analysis, 154(2):444–500, 1998,
doi: 10.1006/jfan.1997.3183.

[2] V. A. Boluh, A. L. Rebenko. Cell gas free energy as an approximation of the continuous
model. Journal of Modern Physics, 06(02):168–175, 2015, doi: 10.4236/jmp.2015.62022.

[3] C. Castellano, S. Fortunato, V. Loreto. Statistical physics of social dynamics. Reviews
of Modern Physics, 81(2):591–646, 2009, doi: 10.1103/revmodphys.81.591.

[4] X. Descombes, R. Minlos, E. Zhizhina. Object extraction using a stochastic birth-and-
death dynamics in continuum. Journal of Mathematical Imaging and Vision, 33(3):347–
359, 2008, doi: 10.1007/s10851-008-0117-y.

[5] R. L. Dobruschin. The description of a random field by means of conditional
probabilities and conditions of its regularity. Theory of Probability & Its Applications,
13(2):197–224, 1968, doi: 10.1137/1113026.

[6] R. L. Dobrushin. Investigation of conditions for the asymptotic existence of the
configuration integral of gibbs’ distribution. Theory of Probability & Its Applications,
9(4):566–581, 1964, doi: 10.1137/1109079.

[7] R. L. Dobrushin. Gibbsian random fields for lattice systems with pairwise interactions.
Functional Analysis and Its Applications, 2(4):292–301, 1968, doi: 10.1007/bf01075681.

[8] R. L. Dobrushin. Gibbsian random fields. the general case. Functional Analysis and Its
Applications, 3(1):22–28, 1969, doi: 10.1007/bf01078271.

[9] R. L. Dobrushin. The problem of uniqueness of a gibbsian random field and the problem
of phase transitions. Functional Analysis and Its Applications, 2(4):302–312, 1969,
doi: 10.1007/bf01075682.

[10] R. L. Dobrushin. Gibbsian random fields for particles without hard core. Theor. Math.
Phys., 4(1):705–719, 1970, doi: 10.1007/bf01246670.

[11] R. L. Dobrushin. Prescribing a system of random variables by conditional distributions.
Theory of Probability & Its Applications, 15(3):458–486, 1970, doi: 10.1137/1115049.

[12] R. L. Dobrushin, R. A. Minlos. Existence and continuity of pressure in classical
statistical physics. Theory of Probability & Its Applications, 12(4):535–559, 1967,
doi: 10.1137/1112072.

[13] R.L. Dobrushin. Existence of phase transitions in models of lattice gas. In Proc. Fifth
Berkeley Sympos. Math. Statist. and Prob., page 73–87. Univ. of Calif. Press., 1966.

[14] D. Finkelshtein, Yu. Kondratiev, O. Kutoviy. Statistical dynamics of continuous
systems: perturbative and approximative approaches. Arabian Journal of Mathematics,
4(4):255–300, 2014, doi: 10.1007/s40065-014-0111-8.

[15] D. Finkelshtein, Yu. Kondratiev, O. Kutoviy, E. Lytvynov. Binary jumps in continuum.
ii. non-equilibrium process and a vlasov-type scaling limit. Journal Math. Phys.,
52(11):113301, 2011, doi: 10.1063/1.3657345.

[16] D. L. Finkelshtein, Yu. G. Kondratiev, O. V. Kutoviy, E. Lytvynov. Binary jumps
in continuum. i. equilibrium processes and their scaling limits. Journal Math. Phys.,
52(6):063304, 2011, doi: 10.1063/1.3601118.

[17] M. E. Fisher. The free energy of a macroscopic system. Archive Rat. Mech. Analysis,
17(5):377–410, 1964, doi: 10.1007/bf00250473.

[18] I. M. Gelfand, N. Ja. Vilenkin. Obobshchennye funktsii, . Nekotorye primeneniya
garmonicheskogo analiza. Osnashchennye gilbertovy prostranstva. Gosudarstv. Izdat.
Fiz.-Mat. Lit., Moscow, 1961.

http://dx.doi.org/10.1006/jfan.1997.3183
http://dx.doi.org/10.4236/jmp.2015.62022
http://dx.doi.org/10.1103/revmodphys.81.591
http://dx.doi.org/10.1007/s10851-008-0117-y
http://dx.doi.org/10.1137/1113026
http://dx.doi.org/10.1137/1109079
http://dx.doi.org/10.1007/bf01075681
http://dx.doi.org/10.1007/bf01078271
http://dx.doi.org/10.1007/bf01075682
http://dx.doi.org/10.1007/bf01246670
http://dx.doi.org/10.1137/1115049
http://dx.doi.org/10.1137/1112072
http://dx.doi.org/10.1007/s40065-014-0111-8
http://dx.doi.org/10.1063/1.3657345
http://dx.doi.org/10.1063/1.3601118
http://dx.doi.org/10.1007/bf00250473


382 О. Л. Ребенко

[19] H.-O. Georgii. Gibbs Measures and Phase Transitions. De Gruyter, 2011,
doi: 10.1515/9783110250329.

[20] H.-O. Georgii, V. Zagrebnov. On the interplay of magnetic and molecular
forces in curie–weiss ferrofluid models. Journal Stat. Phys., 93(1/2):79–107, 1998,
doi: 10.1023/b:joss.0000026728.01594.18.

[21] H.-O. Georgii, H. Zessin. Large deviations and the maximum entropy principle for
marked point random fields. Probability Theory and Related Fields, 96(2):177–204,
1993, doi: 10.1007/bf01192132.

[22] J. Ginibre. On the asymptotic exactness of the Bogoliubov approximation for many
boson systems. Commun. in Math. Phys., 8(1):26–51, 1968, doi: 10.1007/bf01646422.

[23] Yu. G. Kondratiev, T. Kuna. Harmonic analysis on configuration space: general theory.
Infinite Dimensional Analysis, Quantum Probability and Related Topics, 05(02):201–
233, 2002, doi: 10.1142/s0KoKu02219025702000833.

[24] Yu. G. Kondratiev, O. V. Kutoviy. On the metrical properties of the
configuration space. Mathematische Nachrichten, 279(7):774–783, 2006,
doi: 10.1002/mana.200310392.

[25] O. E. Lanford, D. Ruelle. Observables at infinity and states with short range
correlations in statistical mechanics. Commun. in Math. Phys., 13(3):194–215, 1969,
doi: 10.1007/bf01645487.

[26] R. A. Minlos. Lectures on statistical physics. Russian Math. Surv., 23(1):137–196, 1968,
doi: 10.1070/rm1968v023n01abeh001235.

[27] R. A. Minlos. Limiting Gibbs’ distribution. Functional Analysis and Its Applications,
1(2):140–150, 1968, doi: 10.1007/bf01076086.

[28] R. A. Minlos. Regularity of the Gibbs limit distribution. Functional Analysis and Its
Applications, 1(3):206–217, 1968, doi: 10.1007/bf01076905.

[29] R. A. Minlos, S. K. Pogosyan. Estimates of ursell functions, group functions, and their
derivatives. Theor. Math. Phys., 31(2):408–418, 1977, doi: 10.1007/bf01036671.

[30] O. Ovaskainen, D. Finkelshtein, O. Kutoviy, S. Cornell, B. Bolker, Yu. Kondratiev.
A general mathematical framework for the analysis of spatiotemporal point processes.
Theoretical Ecology, 7(1):101–113, 2013, doi: 10.1007/s12080-013-0202-8.

[31] Y. M. Park. Bounds on exponentials of local number operators in quantum statistical
mechanics. Commun. in Math. Phys., 94(1):1–33, 1984, doi: 10.1007/bf01212347.

[32] S. M. Petrenko, A. L. Rebenko, M. V. Tertychnyi. Quasicontinuous approximation
in classical statistical mechanics. Ukrains’kyi Matemat. Zhurnal, 63(3):369–384, 2011,
http://umj.imath.kiev.ua/index.php/umj/article/view/2723.

[33] S. N. Petrenko, A. L. Rebenko. Superstable criterion and superstable bounds for infinite
range interaction i: two-body potentials. Methods Funct. Anal. Topology, 13(1):50–61,
2007, http://mfat.imath.kiev.ua/article/?id=378.

[34] B. L. S. Prakasa Rao, K. R. Parthasarathy. Probability measures on metric
spaces. Journal of the American Statistical Association, 63(323):1061, 1968,
doi: 10.2307/2283907.

[35] A. L. Rebenko. Poisson measure representation and cluster expansion in
classical statistical mechanics. Commun. in Math. Phys., 151(2):427–435, 1993,
doi: 10.1007/bf02096775.

[36] A. L. Rebenko. New proof of ruelle’s superstability bounds. Journal Stat. Phys.,
91(3/4):815–826, 1998, doi: 10.1023/a:1023098131878.

[37] A. L. Rebenko. Cell gas model of classical statistical systems. Reviews in Math. Phys.,
25(04):1330006, 2013, doi: 10.1142/s0129055x13300069.

http://dx.doi.org/10.1515/9783110250329
http://dx.doi.org/10.1023/b:joss.0000026728.01594.18
http://dx.doi.org/10.1007/bf01192132
http://dx.doi.org/10.1007/bf01646422
http://dx.doi.org/10.1142/s0KoKu02219025702000833
http://dx.doi.org/10.1002/mana.200310392
http://dx.doi.org/10.1007/bf01645487
http://dx.doi.org/10.1070/rm1968v023n01abeh001235
http://dx.doi.org/10.1007/bf01076086
http://dx.doi.org/10.1007/bf01076905
http://dx.doi.org/10.1007/bf01036671
http://dx.doi.org/10.1007/s12080-013-0202-8
http://dx.doi.org/10.1007/bf01212347
http://umj.imath.kiev.ua/index.php/umj/article/view/2723
http://mfat.imath.kiev.ua/article/?id=378
http://dx.doi.org/10.2307/2283907
http://dx.doi.org/10.1007/bf02096775
http://dx.doi.org/10.1023/a:1023098131878
http://dx.doi.org/10.1142/s0129055x13300069


Статистична механіка систем з посилено надстійкою взаємодією 383

[38] A. L. Rebenko, M. V. Tertychnyi. On stability, superstability and strong superstability
of classical systems of statistical mechanics. Methods Funct. Anal. Topology, 14(3):287–
296, 2008, http://mfat.imath.kiev.ua/article/?id=452.

[39] A. L. Rebenko, M. V. Tertychnyi. Quasilattice approximation of statistical systems
with strong superstable interactions: correlation functions. Journal Math. Phys.,
50(3):033301, 2009, doi: 10.1063/1.3081054.

[40] A.L. Rebenko, M.V. Tertychnyi. Quasi-continuous approximation of statistical systems
with strong superstable interactions. Збірник праць Ін-ту математики НАНУ,
4(3):172–182, 2007.

[41] D. Ruelle. Classical statistical mechanics of a system af particles. Birkhäuser, 1963,
doi: 10.5169/SEALS-113366.

[42] D. Ruelle. States of classical statistical mechanics. Journal Math. Phys., 8(8):1657–
1668, 1967, doi: 10.1063/1.1705406.

[43] D. Ruelle. Superstable interactions in classical statistical mechanics. Commun. in Math.
Phys., 18(2):127–159, 1970, doi: 10.1007/bf01646091.

[44] L. van Hove. Quelques propriétés générales de l’intégrale de configuration d’un système
de particules avec interaction. Physica, 15(11-12):951–961, 1949, doi: 10.1016/0031-
8914(49)90059-2.

[45] C. N. Yang, T. D. Lee. Statistical theory of equations of state and phase transitions. i.
theory of condensation. Phys. Rev., 87(3):404–409, 1952, doi: 10.1103/physrev.87.404.

[46] J. M. Yeomans. Statistical mechanics of phase transitions. Oxford University Press,
London, 1992.

[47] Ф. А. Березин, Я. Г. Синай. Существование фазового перехода у решеточного газа
с притяжением между частицами. In Тр. ММО, volume 17, pages 197 – 212. Изд.
Московского универ., 1967, http://mi.mathnet.ru/mmo194.

[48] А. Н. Колмогоров. Основные понятия теории вероятностей. М: Рад. ОНТИ,
1936.

[49] C. M. Петренко. Квазінеперервна апроксимація статистичних систем з багато-
частинковою взаємодією. In Наук. вісн. Львів НЛТУ України. Збірник науково-
технічних праць., pages 287—296. Наук. вісн. Львів НЛТУ України., 2008.

[50] Д.Я. Петрина, В.И. Герасименко, П.В. Малышев. Математические основы клас-
сической статистической ьеханики. Наукова думка, Київ, 1985.

[51] Л. В. Радушкевич. Курс термодинамики. Москва: ”Просвещение 1971.
[52] Д. Рюэль. Статистическая Механика. Строгие Результаты. М.: Мир, 1971.

О. Л. Ребенко
ІНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ НАН УКРАЇНИ, М. КИЇВ
Email: rebenko@imath.kiev.ua, oleksiy.rebenko@gmail.com
ORCID: orcid.org/0000-0001-5406-3080

http://mfat.imath.kiev.ua/article/?id=452
http://dx.doi.org/10.1063/1.3081054
http://dx.doi.org/10.5169/SEALS-113366
http://dx.doi.org/10.1063/1.1705406
http://dx.doi.org/10.1007/bf01646091
http://dx.doi.org/10.1016/0031-8914(49)90059-2
http://dx.doi.org/10.1016/0031-8914(49)90059-2
http://dx.doi.org/10.1103/physrev.87.404
http://mi.mathnet.ru/mmo194
mailto:rebenko@imath.kiev.ua, oleksiy.rebenko@gmail.com
http://orcid.org/0000-0001-5406-3080


Збірник праць Ін-ту математики НАН України (2020) т. 17, № 2, 384–406

Характеристики лінійної та нелінійної
апроксимації класів періодичних

функцій багатьох змінних
А. С. Романюк

Анотація. У роботі наведено огляд важливих результатів, одержаних
за багаторічний період дослідження характеристик лінійної та неліній-
ної апроксимації класів Соболєва та Нікольського-Бєсова періодичних
функцій багатьох змінних.

1. ВСТУП
В статті висвітлені важливі результати, отримані автором упродовж

багаторічного періоду досліджень апроксимативних характеристик кла-
сів періодичних функцій багатьох змінних, що визначаються за певних
обмежень на домінуючу мішану гладкість (класи Нікольського-Бєсова
Brp,θ). Окрім того, тут також зроблено огляд деяких результатів, які
стосуються досліджень класів періодичних функцій багатьох змінних,
що мають обмежену мішану похідну (класи СоболєваWr

p,α), або мішану
різницю (класи Нікольського Hrp).

Класи функцій, про які йдеться, є аналогами функціональних класів
з відомих просторів С. Л. Соболєва (простори W ), С. М. Нікольського
(простори H) і О. В. Бєсова (простори B).

Простори диференційовних функцій багатьох зміннихW стали об’єк-
том грунтовних математичних досліджень на початку 30-х років ми-
нулого століття, коли С. Л. Соболєвим – при розв’язанні певних задач
математичної фізики – були закладені основи теорії цих просторів, зок-
рема, теорії їх вкладень, як окремого напряму функціонального аналізу
і теорії функцій.

Наступний основоположний внесок у теорію функціональних прос-
торів був зроблений у 50-ті роки С. М. Нікольським, який запропонував
нову класифікацію функцій багатьох змінних, ключовим у якій є умо-
ва належності функції (чи її похідних) до відомих просторів Гельдера-

УДК 517.5

384



Характеристики апроксимації класів періодичних функцій 385

Зигмунда. Результатом такої класифікації стали простори, що згодом
отримали назву H-просторів.

В кінці 50-х років О. В. Бєсов увів до розгляду простори B, в означен-
ня яких залучений додатковий (до параметрів в означенні просторів H)
числовий параметр θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, за допомогою якого вдається більш
тонко враховувати диференціально-різницеві властивості функцій.

З точки зору теорії апроксимації інтерес до згаданих функціональ-
них просторів (а, точніше, класів в них) почав зростати ще з 60-х років
минулого століття. Фундамент системних досліджень закладений робо-
тою К. І. Бабенка (1960), в якій був запропонований підхід до оптималь-
ного наближення класів функцій з просторів W . К. І. Бабенком було
показано, що скінченно-вимірними агрегатами найкращого (у певному
сенсі) наближення класів Wr

2,r у просторі L2 є тригонометричні полі-
номи з «номерами» гармонік з так званого «гіперболічного хреста».
Такий факт надав потужного імпульсу дослідженням апроксиматив-
них властивостей класів періодичних функцій багатьох змінних Wr

p,α

і Hrp у роботах багатьох відомих спеціалістів в області теорії функцій:
Б. С. Мітягіна, С. О. Теляковського, Я. С. Бугрова, Н. С. Нікольської,
В. Є. Майорова, Е. М. Галєєва, Дінь Зунга, Е. С. Белінського. Визна-
чальний внесок в дослідження апроксимативних характеристик згада-
них функціональних класів був зроблений В. М. Темляковим.

Отже, підсумовуючи сказане, звернемо увагу на дві обставини, які на
початковому етапі мотивували дослідження апроксимативних харак-
теристик класів Brp,θ. По-перше, у результаті досліджень, пов’язаних з
задачами апроксимації класів Wr

p,α і Hrp було з’ясовано, що у випад-
ку функцій багатьох змінних тригонометричні поліноми з «номерами»
гармонік з гіперболічних хрестів наділені такими ж апроксимативни-
ми можливостями, як і звичайні тригонометричні поліноми у випадку
наближення функцій однієї змінної.

По-друге, і це, мабуть, є головним, було виявлено, що в багатови-
мірному випадку класи Wr

p,α і Hrp відрізняються з точки зору порядко-
вих оцінок їх апроксимації за допомогою певних агрегатів наближен-
ня. Більше того, з’ясовано, що у деяких випадках, коли найкращими в
сенсі порядкових значень наближення класів Wr

p,α є тригонометричні
поліноми з «номерами» гармонік з гіперболічних хрестів, найкращи-
ми в цьому ж сенсі для класів Hrp є вже тригонометричні поліноми з
«номерами» гармонік з модифікованих, певним чином, гіперболічних
хрестів.

Наведені нижче результати, більшість з яких викладена у авторській
монографії [23], дають відповіді на ряд запитань обумовлених зазна-
ченими обставинами, які природним чином виникали у дослідженнях
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апроксимативних характеристик згаданих класів функцій. Важливим
є також те, що при розв’занні окремих задач апроксимації на класах
Нікольського-Бєсова Brp,θ вдалося виявити низку ефектів, які на класах
Wr
p,α і Hrp не проявляються.

2. ОЗНАЧЕННЯ ТА ПОЗНАЧЕННЯ
Означимо основні об’єкти дослідження – функціональні простори і

класи.
Нехай Rd, d ≥ 1, – евклідів простір з елементами x = (x1, . . . , xd).

Через Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, позначимо простір вимірних 2π-періодичних
за кожною змінною функцій f(x) = f(x1, . . . , xd) зі скінченною нормою

‖f‖p =
(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx
) 1

p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖∞ = ess sup
x∈Rd

|f(x)|, p = ∞.

Тут πd :=
d∏
j=1

[0, 2π) = {x ∈ Rd | xj ∈ [0, 2π), j = 1, d}.

Означимо мішану l–ту різницю функції f з кроком hj за змінною xj ,
j = 1, d. Для h = (h1, . . . , hd) ∈ Rd та l ∈ N покладемо

∆l
hf(x) := ∆l

hd
. . .∆l

h1f(x1, . . . , xd),

де
∆l
hj
f(x) = ∆hj∆

l−1
hj
f(x), ∆0

hj
f(x) := f(x),

∆hjf(x) ≡ ∆1
hj
f(x) = f(x1, . . . , xj + hj , . . . , xd)− f(x).

Визначимо повний мішаний p-модуль гладкості порядку l функції f :
ωl(f, t)p := sup

|hi|≤ti
‖∆l

hf‖p, t = (t1, . . . , td) ∈ Rd+.

Кажуть, що функція f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, належить простору
Brp,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, . . . , rd), rj > 0, j = 1, d, якщо скінченна ії
півнорма

|f |Brp,θ :=



(∫
πd

(
d∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p

)θ d∏
j=1

dtj
tj

) 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

sup
tj>0

d∏
j=1

t
−rj
j ωl(f, t)p , θ = ∞,

де l > max{ri, i = 1, d}.
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Норму на лінійних просторах Brp,θ задамо формулою
‖f‖Brp,θ = ‖f‖p + |f |Brp,θ .

Простори Brp,θ, а точніше, множини Brp,θ ∩ L0
p(πd), де

L0
p(πd) :=

{
f ∈ Lp(πd) :

2π
∫
0
f(x)dxj = 0, j = 1, d

}
,

можна охарактеризувати і у термінах так званого декомпозиційного
нормування належних їм функцій, на базі їх розкладу в ряд Фур’є за
тригонометричною системою {ei(k,x)}k∈Zd .

Також зазначимо, через Brp,θ позначається одинична куля у просторі
Brp,θ, а точніше,

Brp,θ := {f ∈ L0
p(πd) : ‖f‖Brp,θ ≤ 1}.

У такій, найбільш загальній формі, простори Brp,θ введені у 1989 році в
роботі [9]. Проте, з одного боку, вони є узагальненнями відомих ізотро-
пних просторів Бєсова [8] (у випадку θ = ∞ – просторів Нікольсько-
го [10]), а з другого, – належать шкалі просторів SB мішаної гладкості,
введених у 1965 році Т. І. Амановим [7].

Для просторів Brp,θ справедливі такі вкладення по параметру θ:
Brp,1 ⊂ Br

p,θ1 ⊂ Brp,θ2 ⊂ Brp,∞ ≡ Hr
p,

де 1 ≤ θ1 < θ2 ≤ ∞.
В математичній літературі як простори Brp,θ (при всіх допустимих

значеннях параметра θ, 1 ≤ θ ≤ ∞), так і певні модифікації таких прос-
торів, називають просторами Нікольського-Бєсова, а відповідні класи
Brp,θ – класами Нікольського-Бєсова.

Оскільки у результатах фігурують також відомі функціональні про-
стори W r

p,α та класи Wr
p, α, то нагадаємо також і їхні визначення. Нехай

Fr(x, α), r = (r1, . . . , rd) – багатовимірні аналоги ядер Бернуллі, тобто

Fr(x, α) = 2d
∑
k∈Nd

d∏
j=1

k
−rj
j cos

(
kjxj −

αjπ

2

)
, rj > 0, αj ∈ R.

Позначимо через W r
p, α лінійний простір функцій f , які можна подати

у вигляді

f(x) = ϕ(·) ∗ Fr(·, α) = (2π)−d
∫
πd

ϕ(y)Fr(x− y, α)dy,

де ϕ ∈ Lp(πd). Для f ∈W r
p, α покладемо ‖f‖W r

p, α
:= ‖ϕ‖p. Якщо функція

ϕ ∈ Lp(πd) така, що ‖ϕ‖p ≤ 1, то відповідний клас у просторі W r
p, α

позначимо Wr
p, α.



388 А. С. Романюк

Детальну інформацію щодо самих просторів Br
p,θ, 1 ≤ θ < ∞, Hr

p

і W r
p, α, а також щодо історії їх досліджень з точки зору апроксимації

можна почерпнути з монографій [1,5,6,23,27]. Нагадаємо лише, що для
введених вище просторів справедливі такі вкладення:

Br
p,p ⊂W r

p,α ⊂ Br
p,2, 1 < p ≤ 2;

Br
p,2 ⊂W r

p,α ⊂ Br
p,p, 2 ≤ p <∞;

W r
p,α ⊂ Br

p,∞ ≡ Hr
p , 1 ≤ p ≤ ∞.

Зокрема, простір Br
2,2 тотожний простору W r

2,α.
Надалі вважаємо, що координати вектора r = (r1, . . . , rd), впорядко-

вані так, що
0 < r1 = r2 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rd,

а також γ = (γ1, . . . , γd) – вектор з координатами γj =
rj
r1
, j = 1, d і

γ ′ = (γ′1, . . . , γ
′
d), де γ′j = γj , при j = 1, ν і 1 < γ′j < γj при j = ν + 1, d.

У подальшому, � позначає відношення слабкої еквівалентності, тоб-
то для виразів a та b, що визначені деякою сукупністю параметрів, за-
пис a � b означає, що існують такі додатні величини c1 та c2, які не за-
лежать від одного істотного за контекстом параметра, що c1b ≤ a ≤ c2b.
Також використовуємо символи � чи � для порядкових нерівностей,
тобто a � b, (a � b), якщо існує така додатна стала C, що a ≤ Cb,
(b ≤ Ca). Через | A | позначається кількість елементів скінченної мно-
жини A, а замість Lp(πd) і L0

p(πd) далі часто використовуються простіші
позначення Lp і L0

p відповідно.

3. НАЙКРАЩІ НАБЛИЖЕННЯ І ПОПЕРЕЧНИКИ
Спочатку визначимо відображені у назві цього пункту апроксима-

ційні величини.
Якщо вектор s = (s1, . . . , sd), sj ∈ Z+, j = 1, d, то покладемо,

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , kd) ∈ Zd : [2sj−1] ≤ |kj | < 2sj , j = 1, d

}
і для n ∈ N та γ = (γ1, . . . , γd), γj ∈ R+, j = 1, d, визначимо множину

Qγ
n :=

⋃
(s,γ)≤n

ρ(s), (s,γ) := s1γ1 + . . .+ sdγd,

яка називається східчастим гіперболічним хрестом в Zd.
Нехай далі T (Qγn) – множина тригонометричних поліномів вигляду

T (Qγn) =
{
t : t(x) =

∑
k∈Qγ

n

cke
i(k,x), ck ∈ C, x ∈ Rd

}
.
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Для функціонального класу F ⊂ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, позначимо

Eγn(F )q = EQγ
n
(F )q := sup

f∈F
inf

t∈T (Qγ
n)
‖f − t‖q

– величина найкращого наближення класу F підпростором поліномів
T (Qγn).

Наведемо одне з тверджень, одержаних автором [11].

Теорема 3.1. Нехай 1 ≤ θ <∞, 1 ≤ p < q <∞ і r1 > 1
p −

1
q . Тоді

Eγn(Br
p,θ)q � 2

−n(r1− 1
p
+ 1

q
)
n
(ν−1)( 1

q
− 1

θ
)+ ,

де a+ = max{a; 0}.
Важливо зазначити, що порядок величини Eγn(Br

p,θ)q реалізується за
наближення класу Br

p,θ так званими східчасто-гіперболічними сумами
Фур’є

SQγ
n
(f, x) :=

∑
(s,γ)≤n

∑
k∈ρ(s)

f̂(k)ei(k,x), x ∈ Rd,

де f̂(k) = (2π)−d
∫
πd

f(t)e−i(k,t)dt – коефіцієнти Фур’є функції f .

Проте, виникає природне питання про доцільність постановки задачі
наближення класів Br

p,θ за допомогою поліномів саме такого вигляду.
Відповідь на це запитання дає розв’язок задачі про оцінки колмогоров-
ських поперечників класів Br

p,θ у просторі Lq (див. нижче теорему 3.2).
Нехай Y – нормований простір з нормою ‖ · ‖Y , LM (Y ) – сукупність

підпросторів в Y , розмірність яких не перевищує M , і W – центрально-
симетрична множина в Y .

Колмогоровським M -поперечником множини W у просторі Y нази-
вається величина

dM (W,Y ) := inf
LM∈LM (Y )

sup
w∈W

inf
u∈LM

‖w − u‖Y

Поперечник dM (W,Y ) введений у 1936 році А. М. Колмогоровим.
З поміж результатів, одержаних зокрема у роботах [3,12,13], виділи-

мо такі.

Теорема 3.2. Нехай 1 < q < 2, r1 > 1− 1
q і θ ∈ [1, q]. Тоді

dM (Br
1,θ, Lq) � (M−1 logν−1M)

r1−1+ 1
q .

Зауважимо, що тут, і всюди у роботі logM означає логарифм з осно-
вою 2.
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Теорема 3.3. Нехай 2 ≤ q <∞, r1 > 1, 1 ≤ θ <∞. Тоді

dM (Br
1,θ, Lq) � (M−1 logν−1M)r1−

1
2 (logν−1M)(

1
2
− 1

θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}.
Потрібно зазначити, що на відміну від теореми 3.2, де порядкові зна-

чення колмогоровських поперечників досягаються за наближення під-
простором тригонометричних поліномів T (Qγn), у випадку теореми 3.3
підпростори T (Qγn) не є у такому сенсі екстремальними.

Зауважимо також, що точні за порядком оцінки колмогоровських
поперечників класів Wr

1,α і Hr
1 у просторі Lq при 2 ≤ q <∞ встановлені

у 1985 році В. М. Темляковим. Ним доведено, що

dM (Wr
1,α, Lq) � dM (Hr

1 , Lq) � M−r1+ 1
2 (logν−1M)r1 .

Співставивши це співвідношення з результатом теореми 3.3, можна
констатувати внесок параметра θ в оцінки колмогоровських поперечни-
ків класів Br

1,θ у випадку функцій багатьох змінних (тобто при ν > 1),
порівняно з такими ж оцінками на класах Wr

1,α і Hr
1 . У випадку фун-

кцій однієї змінної параметр θ в оцінках колмогоровських поперечників
класів Br

1,θ не є значущим.
Оскільки при певних співвідношеннях між параметрами p, q і θ під-

простори тригонометричних поліномів T (Qγn) не є екстремальними для
колмогоровських поперечників класів Br

p,θ, то цілком логічним є залу-
чення до досліджень іншої апроксимативної характеристики, в озна-
ченні якої опосередковано може проявитися роль підпросторів поліно-
мів T (Qγn) у задачі наближення класів Br

p,θ. Такою характеристикою є
лінійний поперечник.

Нехай Y , Z – нормовані простори та L(Y, Z) – сукупність лінійних
неперервних відображень Y в Z. Величина

λM (W,Y ) := inf
LM∈LM (Y )

Λ∈L(Y,LM )

sup
w∈W

‖w − Λw‖Y ,

де нижню грань взято по всіх підпросторах LM в LM (Y ), розмірність
яких не перевищує M , і всіх лінійних неперервних операторах, що ді-
ють з Y в LM , називається лінійним M -поперечником множини W у
просторі Y . Зазначимо, що поперечник λM (W,Y ) введений у 1960 році
В. М. Тихомировим.

Зрозуміло, що безпосередньо із означень поперечників dM (W,Y ) і
λM (W,Y ) випливає співвідношення

dM (W,Y ) ≤ λM (W,Y ).
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Зазвичай, складнощі при встановленні оцінок лінійних поперечників
тих чи інших функціональних класів у просторах Лебега Lq виника-
ють у випадках, коли q = 1 або q = ∞. Сформулюємо два важливі
твердження (див. [14,15,18]) у одному з цих випадків.

Теорема 3.4. Нехай 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ і r1 > 0. Тоді справедлива
оцінка

λM (Br
p,θ, L1) � M−r1(logν−1M)r1+

1
2
− 1

θ .

Принагідно зауважимо, що у випадку θ = ∞, тобто для класів Hr
p ,

порядкове значення лінійного поперечника λM (Hr
p , L1) знайдено в 1989

В. М. Темляковим.

Теорема 3.5. Нехай 1 < p <∞, r1 > 0. Тоді
λM (Wr

p,α, L1) � (M−1 logν−1M)r1 .

З приводу теорем 3.4 і 3.5 наголосимо на тому, що порядкові значе-
ння лінійних поперечників як класів Br

p,θ, так і Wr
p,α, реалізуються за

наближення підпросторами T (Qγn) тригонометричних поліномів з чис-
лом n, що визначається із співвідношення |Qγn| �M .

Наведемо ще два результати із [24], які стосуються лінійних попе-
речників класів Br

p,θ у просторі Lq для деяких інших співвідношень
між параметрами p і q.

Теорема 3.6. Нехай 1 < p ≤ 2, p
p−1 < q < ∞ і r1 > 1 − 1

q . Тоді при
q < θ <∞ справедлива оцінка

λM (Br
p,θ, Lq) � (M−1 logν−1M)

r1− 1
2
+ 1

q (logν−1M)
1
q
− 1

θ .

Відзначимо такі факти стосовно теореми 3.6. По-перше, для попереч-
ників λM (Br

p,θ, Lq) при вказаних значеннях параметрів p, q, r1 і θ, M -
вимірні підпростори тригонометричних поліномів з «номерами» гармо-
нік зі східчастих гіперболічних хрестів не є екстремальними. По-дру-
ге, оцінка лінійного поперечника у теоремі 3.6 і, раніше встановлена
автором, відповідна оцінка колмогоровського поперечника (див. [23])
відрізняються за порядком.

Теорема 3.7. Нехай 2 ≤ p < q < ∞ і r1 > 1
p −

1
q . Тоді при q < θ <∞

справедлива оцінка

λM (Br
p,θ, Lq) � (M−1 logν−1M)

r1− 1
p
+ 1

q (logν−1M)
1
q
− 1

θ .

З приводу теореми 3.7 зауважимо, що тут порядкові значення ліній-
них поперечників класів Br

p,θ реалізуються вже за їхнього наближення
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за допомогоюM–вимірних підпросторів тригонометричних поліномів з
«номерами» гармонік зі східчастих гіперболічних хрестів.

Далі викладемо декілька важливих результатів, отриманих при до-
слідженні ще двох типів поперечників – тригонометричного і ортопо-
перечника.

Отже, нехай F ⊂ Lq(πd) – деякий функціональний клас. Тригономе-
тричний M -поперечник dTM (F,Lq) класу F у просторі Lq(πd) визнача-
ється формулою

dTM (F,Lq) := inf
ΩM

sup
f∈F

inf
t(ΩM ;·)

‖f(·)− t(ΩM ; ·)‖q,

де

t(ΩM ;x) :=
M∑
j=1

cje
i(kj ,x), x ∈ Rd,

ΩM = {k1, . . . ,kM} – набір векторів kj = (kj1, . . . , k
j
d), j = 1,M , цілочи-

слової гратки Zd, cj – довільні комплексні числа.
Поперечник dTM (F,Lq) введений у 1974 році Р.С. Ісмагіловим.
Згідно з означеннями колмогоровський і тригонометричний попере-

чники пов’язані співвідношенням

dM (F,Lq) ≤ dTM (F,Lq).

У роботі [20] доведено таке твердження.

Теорема 3.8. Нехай 1 ≤ p < 2 < q < p
p−1 , r1 > 1 і 1 ≤ θ < ∞. Тоді

справедливе порядкове співвідношення

dTM (Br
p,θ, Lq) � (M−1 logν−1M)

r1− 1
p
+ 1

2 (logν−1M)(
1
2
− 1

θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}.
Зауважимо, що порядкові значення тригонометричного поперечни-

ка в теоремі 3.8 не реалізуються за наближення підпростором T (Qγn)
тригонометричних поліномів при |Qγn| � M . Зазначимо також, що для
класів Br

p,∞ ≡ Hr
p оцінки величини dTM (Hr

p , Lq) встановлені у 1985 році
Е.С. Бєлінським.

Сформулюємо ще декілька результатів у цьому напрямі (див. [24]).

Теорема 3.9. Нехай 2 ≤ q <∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, r1 > 0. Тоді

dTM (Br
∞,θ, Lq) �M−r1(logν−1M)r1+( 1

2
− 1

θ
)+ ,

де a+ = max{a, 0}.
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Теорема 3.10. Нехай 1 < q < 2, r1 > 0. Тоді при 2 ≤ θ ≤ ∞,
dTM (Br

∞,θ, Lq) �M−r1(logν−1M)r1+
1
2
− 1

θ .

Для класів Wr
∞,α має місце таке твердження.

Теорема 3.11. Нехай 1 ≤ q <∞, r1 > 0. Тоді
dTM (Wr

∞,α, Lq) �M−r1(logν−1M)r1 .

Об’єктом наших досліджень була ще одна апроксимаційна характе-
ристика. Спочатку дамо її визначення.

Нехай {ui}Mi=1 – ортонормована в просторі L2(πd) система функцій
ui ∈ L∞(πd). Кожній функції f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, поставимо у від-

повідність апроксимаційний агрегат вигляду
M∑
i=1

(f, ui)ui(·), тобто ор-
тогональну проекцію функції f на підпростір, породжений системою
функцій {ui}Mi=1. Тут (f, ui) = (2π)−d

∫
πd

f(x)ui(x)dx.

Для F ⊂ Lq(πd) величина

d⊥M (F,Lq) = inf
{ui}Mi=1⊂L∞(πd)

sup
f∈F

∥∥∥f −
M∑
i=1

(f, ui)ui

∥∥∥
q

називається ортопоперечником (чи Фур’є-поперечником) класу F у
просторі Lq.

Поперечник d⊥M (F,Lq) введений у 1992 році В. М. Темляковим, і він
пов’язаний з колмогоровським і лінійним поперечниками співвідноше-
ннями

dM (F,Lq) ≤ λM (F,Lq) ≤ d⊥M (F,Lq).

З результатів, одержаних в [2, 22], наведемо такі два твердження.

Теорема 3.12. Нехай 1 ≤ p < q <∞. Тоді при r1 > 1
p −

1
q і 1 ≤ θ <∞

справедливе співвідношення

d⊥M (Br
p,θ, Lq) � (M−1 logν−1M)

r1− 1
p
+ 1

q (logν−1M)

(
1
q
− 1

θ

)
+ ,

де a+ = max{a, 0}.

Теорема 3.13. Нехай 1 ≤ p < ∞. Тоді при r1 > 1
p і 1 ≤ θ < ∞

справедлива оцінка

d⊥M (Br
p,θ, L∞) �M

−r1+ 1
p (logν−1M)

r1+1− 1
p
− 1

θ .

Зазначимо, що у наведених твердженнях порядки ортопоперечників
реалізуються за допомогою наближення функцій f з класів Br

p,θ їхніми
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східчасто-гіперболічними сумами Фур’є SQn(f, ·), де число n визначає-
ться із співвідношення |Qγn| �M .

4. НАЙКРАЩІ M -ЧЛЕННІ ТРИГОНОМЕТРИЧНІ І БІЛІНІЙНІ
НАБЛИЖЕННЯ

Упродовж останніх двох десятиліть інтенсивного розвитку в теорії
наближень набули дослідження одного з видів нелінійної апроксима-
ції –M -членних тригонометричних наближень. Такого типу наближен-
ня в математичній літературі часто називають «розрідженими тригоно-
метричними наближеннями» (sparce trigonometric approximation). Ре-
зультати, які одержані при дослідженні відповідних апроксимативних
характеристик класів Нікольського-Бєсова, окрім самостійного інтере-
су з точки зору теорії наближень, можуть бути використані у практи-
чних цілях, зокрема у вирішенні питань оптимізації процесу передачі
сигналів та у виборі способу розпізнавання і відновлення образів.

Слід зазначити, що встановлені точні за порядком оцінки найкра-
щих M -членних тригонометричних наближень класів Br

p,θ демонстру-
ють переваги такого виду наближень над найкращими наближеннями
за допомогою тригонометричних поліномів з множини T (Qγn). З іншо-
го боку, одержані результати використовуються при дослідженні ще
однієї важливої апроксимативної характеристики – величини найкра-
щого білінійного наближення, яка, у свою чергу, знаходить застосуван-
ня у питаннях, пов’язаних з оцінками сингулярних чисел інтегральних
операторів, а також колмогоровських поперечників відповідних фун-
кціональних класів. Перед тим як навести деякі із головних результа-
тів, одержаних автором в окреслених напрямках досліджень, означимо
відповідні цим дослідженням апроксимативні характеристики.

Для f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞ покладемо

eM (f)q := inf
kj ,cj

∥∥∥f(x)− M∑
j=1

cj e
i(kj ,x)

∥∥∥
q
,

де {kj}Mj=1 – система векторів kj = (kj1, . . . , k
j
d) з цілочисловими коор-

динатами, cj – довільні комплексні числа. Величину eM (f)q називають
найкращим M -членним тригонометричним наближенням функції f
в просторі Lq.

Якщо F ⊂ Lq(πd) – деякий функціональний клас, то покладемо

eM (F )q := sup
f∈F

eM (f)q.



Характеристики апроксимації класів періодичних функцій 395

Величина eM (f)2 для функцій f з однією змінною вперше з’явилася в
роботі С. Б. Стєчкіна (1955) у формулюванні критерію абсолютної збі-
жності ортогональних рядів. Дещо пізніше величини eM (f)q та eM (F )q
почали досліджувати уже з точки зору апроксимації індивідуальних
функцій і класів функцій відповідно.

Перші оцінки величини eM (f)∞ для деяких індивідуальних функцій
були одержані у 1974 році Р. С. Ісмагіловим. Згодом величини eM (f)q
для різноманітних функціональних класів досліджувалися у роботах
багатьох математиків. Початок дослідженню найкращих M -членних
тригонометричних наближень на класах періодичних функцій бага-
тьох змінних Wr

p, α і Hrp було закладено у 80-х роках минулого століття
В. М. Темляковим і згодом продовжено у роботах Е. С. Белінсько-
го. Фундаментальні дослідження у цьому напрямі проведені і автором
статті, але вже на класах Нікольського-Бєсова Br

p,θ.
Наближення функцій декількох змінних лінійними комбінаціями до-

бутків двох функцій з меншим числом змінних називають білінійними.
Одними з найбільш важливих характеристик таких наближень є вели-
чини τM (f)q1,q2 для індивідуальної функції f та τM (F )q1,q2 для фун-
кціонального класу F . Наведемо означення цих величин.

Нехай Lq1,q2(π2d), d ∈ N, – множина функцій f(x,y), x, y ∈ Rd, 2π-
періодичних за кожною із 2d змінних зі скінченною нормою

‖f(x,y)‖q1,q2 := ‖‖f(·,y)‖q1‖q2 ,

де в правій частині норма функції f(x,y) обчислюється спочатку у
просторі Lq1(πd), 1 ≤ q1 ≤ ∞, як функції зі змінною x ∈ Rd (при
фіксованому y ∈ Rd), а потім від результату, як функції зі змінною
y ∈ Rd у просторі Lq2(πd), 1 ≤ q2 ≤ ∞.

Для f ∈ Lq1,q2(π2d) означимо величину найкращого білінійного на-
ближення порядку M (M ∈ N) формулою

τM (f)q1,q2 := inf
uj , vj

∥∥∥f(x,y)− M∑
j=1

uj(x)vj(y)
∥∥∥
q1,q2

,

де uj ∈ Lq1(πd), vj ∈ Lq2(πd), j = 1,M . При M = 0 вважаємо, що
τ0(f(x,y))q1,q2 := ‖f(x,y)‖q1,q2 .

Для F ⊂ Lq1,q2(π2d) покладемо

τM (F )q1,q2 := sup
f∈F

τM (f)q1,q2 .

У випадку, коли q1 = q2 = q замість τM (f)q1,q2 і τM (F )q1,q2 пишемо
відповідно τM (f)q і τM (F )q.
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Дослідженню величин τM (F )q1,q2 для деяких класів періодичних фун-
кцій багатьох змінних присвячена низка робіт В. М. Темлякова (1986-
1992), а також роботи А. С. Романюка [19] та А. С. Романюка і В. С. Ро-
манюка [4,25,26].

Ймовірно перший результат, дотичний до найкращих білінійних на-
ближень, був отриманий Е. Шмідтом ще у 1907 році в досліджен-
нях, пов’язаних з інтегральними рівняннями. Було з’ясовано, що на-
ближення функцій f(x, y) з двома змінними, визначених на квадраті
[0, 1] × [0, 1] ⊂ R2, білінійними формами в просторі L2,2([0, 1]

2) тісно
пов’язане з властивостями інтегральних операторів

Jf (g) =

1∫
0

f(x, y)g(y)dy

з ядром f(x, y). Точніше, був отриманий розклад (тепер відомий в ма-
тематичній літературі як розклад Е. Шмідта)

f(x, y) =
∞∑
j=1

sj(Jf )ϕj(x)ψj(y),

де {sj(Jf )}∞j=1 – незростаюча послідовність (незростаюча перестановка)
сингулярних чисел оператора Jf , тобто

sj(Jf ) = λj(J
∗
fJf ), {λj(T )}∞j=1

– послідовність власних чисел оператора T , J∗
f – оператор, що є спря-

женим до оператора Jf , і, нарешті, {ϕj(x)}∞j=1 та {ψj(y)}∞j=1 – ортонор-
мовані системи власних функцій операторів JfJ∗

f та J∗
fJf відповідно.

Окрім того, Е. Шмідт встановив рівність∥∥∥∥f(x, y)− M∑
j=1

sj(Jf )ϕj(x)ψj(y)

∥∥∥∥
2,2

= inf
uj ,vj∈L2[0,1]

∥∥∥∥f(x, y)− M∑
j=1

uj(x)vj(y)

∥∥∥∥
2,2

,

яка пов’язує величини τM (f)2,2 із сингулярними числами sj(Jf ) опе-
ратора Jf . Пізніше, такий зв’язок був використаний у розв’язанні за-
дачі щодо оцінок сингулярних чисел інтегральних операторів в роботі
М. Ш. Бірмана та М. З. Соломяка (1977).

У випадку, коли в означенні величин τM (f)q1,q2 функція f(x;y) з
2d змінними x ∈ Rd, y ∈ Rd пов’язана із деякою функцією з d змін-
ними g(t), t ∈ Rd так, що f(x;y) = g(x − y), кажемо, що функція f
породжується функцією g і замість τM (f)q1,q2 пишемо τM (fg)q1,q2 , або
τM (g(x− y))q1,q2 .
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Якщо F ⊂ L1(πd) – деякий клас функцій з d змінними, то покладемо

τ∗M (F )q1,q2 := sup
g∈F

τM (fg)q1,q2 .

Зазначимо, що Р. С. Ісмагілов (1974) встановив зв’язок між величина-
ми τM (fg)2,∞ і колмогоровськими поперечниками класу F , якому на-
лежить функція g.

Отже, з огляду на викладене можна стверджувати, що досліджен-
ня білінійних наближень і результати цих досліджень викликають як
самостійний інтерес, так і є важливими з точки зору їх застосувань.

Дослідженню величин τ∗M (F )q1,q2 у випадках, коли F = Wr
p, α чи

F = Hrp, присвячені роботи В. М. Темлякова (1989), а у роботах [19,25]
встановлена слабка асимптотика величин τ∗M (F )q1,q2 для деяких спів-
відношень між параметрами p, θ, q1, q2 у випадку, коли F = Brp,θ.

Отже, наведемо два твердження стосовно величини найкращого M -
членного тригонометричного наближення класів Brp,θ, які встановлені
автором у роботі [17].

Теорема 4.1. Нехай 1 ≤ p ≤ 2 < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тоді справджую-
ться співвідношення

eM (Brp, θ)q �


M− 1

2 (logνM)
1
θ′ , r1 =

1
p ,

M
−r1+ 1

p
− 1

2 (logν−1M)
r1− 1

p
+ 1

θ′ , r1 >
1
p ,

M
− q

2
(r1− 1

p
+ 1

q
) · (logν−1M)

(q−1)(r1− 1
p
+ q′

qθ′ ), 1
p −

1
q < r1 <

1
p ,

де a+ = max{a; 0}, 1
θ +

1
θ′ = 1.

Теорема 4.2. Нехай 2 < p < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞. Тоді при r1 >
1
2

справджується співвідношення

eM (Brp, θ)q �M−r1(logν−1M)r1+
1
2
− 1

θ .

Співставивши результати теорем 3.1, 4.1 і 4.2, бачимо, що найкращі
M -членні тригонометричні наближення класів Brp,θ переважають у сенсі
порядків найкращі наближення Eγn(Brp,θ)q при M � 2nnν−1. Крім того,
в процесі дослідження величини eM (Brp, θ)q виявлено ефект так званої
«малої гладкості», який полягає в тому, що при r1 = 1

p відбувається
«стрибок» в оцінці цієї величини. Іншими словами, оцінка при r1 = 1

p

не випливає із оцінок при r1 <
1
p чи r1 >

1
p за допомогою граничного

переходу при r1 → 1
p − 0 чи, відповідно, r1 → 1

p + 0.
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Зауважимо також, що результати теорем 4.1, 4.2 стали ключовими
при встановленні точних за порядком оцінок величин

τ∗M (F rp )q1,q2 := sup
g∈F r

p

τM (fg)q1,q2 ,

де F rp = Brp,θ, або F rp = Wr
p,α (див. [19]).

Теорема 4.3. Нехай 1 ≤ p ≤ 2, 1 ≤ θ <∞, r1 > 1
p . Тоді при

1 < q1 <∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞,

справедливе співвідношення

τ∗M (Brp,θ)q1,q2 � M
−r1+ 1

p
− 1

2 (logν−1M)
r1− 1

p
+ 1

θ′ ,

де 1
θ +

1
θ′ = 1.

Теорема 4.4. Нехай 2 ≤ q1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q2 ≤ ∞, r1 > 0. Тоді
справедлива оцінка

τ∗M (Wr
p,α)q1,q2 � (M−1 logν−1M)r1 .

Стосовно наведених тверджень звернемо увагу на такий важливий
факт. У результаті досліджень колмогоровських поперечників, [12], і
білінійних наближень класів Brp, θ, [19],з’ясовано, що якщо ν > 1, то при
θ ≥ 2 має місце співвідношення

τ∗M (Brp,θ)q1,∞ � dM (Brp,θ)q1 , 1 ≤ p ≤ 2 < q1 <∞,

тоді як для класів Brp, θ при 1 ≤ θ < 2, так і для класів Wr
p,α значення

білінійних наближень і колмогоровських поперечників відрізняються
за порядком. Такий ефект має прояв лише у випадку функцій багатьох
змінних, бо у одновимірному випадку величини названих апроксима-
тивних характеристик збігаються за порядком.

Щодо апроксимативних характеристик, які фігурують у теоремах 3.1,
3.12, 4.1, зазначимо таке. Результати з їх оцінки надали поштовху до-
слідженню для класів Соболєва і Нікольського-Бєсова ще однієї апро-
ксимативної характеристики, яка у певному сенсі є близькою до най-
кращих M -членних тригонометричних наближень.

Отже, нехай ΩM – довільний набір із M d-вимірних векторів
kj = (kj1, . . . , k

j
d), j = 1,M,

з цілочисловими координатами. Для f ∈ Lq(πd), 1 ≤ q ≤ ∞, покладемо

SΩM
(f,x) :=

M∑
j=1

f̂(kj)ei(kj ,x), x ∈ Rd.
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Розглянемо величину e⊥M (f)q = inf
ΩM

‖f(·) − SΩM
(f, ·)‖q і для функціо-

нального класу F ⊂ Lq(πd) означимо

e⊥M (F )q := sup
f∈F

e⊥M (f)q.

Величину e⊥M (F )q називають найкращим ортогональним тригономе-
тричним наближенням класу F у просторі Lq.

Легко бачити, що для величин e⊥M (F )q та eM (F )q справджується не-
рівність

eM (F )q ≤ e⊥M (F )q.

Зрозуміло, що за певного вибору множини ΩM сума SΩM
(f, ·) збігається

зі східчасто-гіперболічною сумою Фур’є функції f . Величини e⊥M (F )q у
випадках, коли F = Wr

p,α вивчалися Е.С. Бєлінським (1988), а згодом
на класах Нікольського-Бєсова, а також їхніх узагальненнях, – авто-
ром і його учнями. З поміж результатів, одержаних у роботах [16, 21],
виокремимо такий.

Теорема 4.5. Нехай 1 ≤ p < q <∞, r1 >
1
p −

1
q . Тоді при 1 ≤ θ ≤ ∞

справедлива оцінка

e⊥M (B rp,θ)q �M
−r1+ 1

p
− 1

q (logν−1M)
(r1− 1

p
+ 2

q
− 1

θ
)+ .

Співставивши результати теорем 3.1, 4.1, 4.2 і 4.5 за умови

M � 2n nd−1,

з’ясовуємо, що при певних співвідношеннях між параметрами r1, p,
q, θ оцінки відповідних апроксимативних характеристик відрізняються
за порядком. Інший факт полягає у тому, що в окремих випадках в
оцінках найкращих ортогональних тригонометричних наближень кла-
сів B rp,θ відсутня залежність від розмірності d простору Rd.

У роботі [16] доведено аналогічне теоремі 4.5 твердження і для класів
Wr
p,α.

Теорема 4.6. Нехай 2 ≤ p < q < ∞, r1 > 1
p − 1

q . Тоді справедливе
співвідношення

e⊥M (W r
p,α)q � M

−r1+ 1
p
− 1

q (logν−1M)
(r1− 2

p
+ 2

q
)+ ,

Потрібно зазначити, що при дослідженні найкращих ортогональних
тригонометричних наближень класівW r

p,α також з’ясовано, що завдяки
закладеному в означенні цих величин способу формування наближа-
ючих агрегатів, у деяких випадках (співвідношень між параметрами)
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можна досягти кращих порядків наближення порівняно з наближен-
нями за допомогою східчасто-гіперболічних сум Фур’є за відповідного
співвідношення між числом гармонік у наближаючих агрегатах.

На завершення цього пункту зазначимо, що у роботі [26] знайдено
точні за порядком оцінки величин найкращих білінійних наближень на
узагальнених класах Нікольського-Бєсова Brp,θ, p = (p1, . . . , p2d), у фун-
кціональних просторах Lq(π2d), q = (q1, . . . , q2d). На цій базі розв’язано
задачу про оцінки сингулярних чисел інтегральних операторів з ядра-
ми, що належать до класів Brp,θ.

Тут через Lq(πm), q = (q1, . . . , qm), позначено множину функцій f(z),
z ∈ Rm, 2π-періодичних за кожною із змінних, зі скінченними стандар-
тними мішаними нормами ‖ · ‖q при 1 ≤ qj < ∞, j = 1,m і ‖ · ‖∞ при
qj = ∞, j = 1,m.

У випадку
q1 = q2 = . . . = qm = q

простір Lq(πm) збігається з простором Лебега Lq(πm) зі стандартною
нормою ‖ · ‖q і ‖f‖q ≡ ‖f‖q.

Далі розглядаються лише функції f ∈ Lq(π2d), що підпорядковані
умові

2π
∫
0
f(z)dzj = 0, j = 1, 2d.

Множину таких функцій позначимо через L0
q(π2d). У просторі Lp(πm),

p = (p1, . . . , pm) у відповідний спосіб визначаються також класи Brp,θ.
Отже, дослідження у роботі [26] стосуються величин, визначених

наступним чином.
Нехай d ∈ N,

q = (q1, . . . , q2d), 1 ≤ qj ≤ ∞, j = 1, 2d

і

q(1) = (q1, . . . , qd), q(2) = (qd+1, . . . , q2d).

Тоді, для функції f ∈ L0
q(π2d) з 2d змінними (x,y),x ∈ Rd, y ∈ Rd і

числа M ∈ N величина

τM (f)q := inf
ui,vi

‖f(x,y)−
M∑
i=1

ui(x)vi(y)‖q,

де ui ∈ Lq(1)(πd), vi ∈ Lq(2)(πd), i = 1,M , називається найкращим бі-
лінійним наближенням порядку M функції f у просторі Lq(π2d). При
M = 0 покладаємо τM (f)q = ‖f‖q.
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Для множини функцій F ⊂ L0
q(π2d) визначимо величину

τM (F )q := sup
f∈F

τM (f)q.

У випадку qj = q, j = 1, 2d, пишемо τM (·)q замість τM (·)q.
В наступній теоремі 4.7 встановлено порядкові значення величин

τM (F )q для класу F = Brp,θ при певних значеннях параметра θ і де-
яких співвідношеннях між векторами

p = (p1, . . . , p2d), q = (q1, . . . , q2d), r = (r1, . . . , r2d).

При цьому вихідною щодо вектора r є умова, що його компоненти при-
ймають значення rj = ρ1, rd+j = ρ2, j = 1, d, і в такому випадку клас
Brp,θ позначаємо Bρ1, ρ2p,θ .

Нижче нерівності типу a ≤ b для векторів
a = (a1, . . . , am), b = (b1, . . . , bm)

слід розуміти як відповідні нерівності між їхніми компонентами, тобто
ai ≤ bi, i = 1,m.

Теорема 4.7. Нехай 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ q <∞ і 2 ≤ θ < ∞. Тоді при
ρi >

1
2 , i = 1, 2, (ρi > 0 при p ≥ q), для класу Bρ1, ρ2p,θ функцій з 2d

змінними має місце співвідношення

τM (Bρ1, ρ2p,θ )q � M−ρ1−ρ2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2
θ
).

Використавши теорему 4.7, знайдено точні за порядком оцінки син-
гулярних чисел інтегральних операторів з ядрами, що належать до
класів Bρ1,ρ2p,θ .

Теорема 4.8. Нехай 2 ≤ p ≤ ∞, 2 ≤ θ < ∞ і ρi > 0, i = 1, 2. Тоді для
класу Bρ1, ρ2p,θ функцій з 2d змінними має місце порядкове співвідноше-
ння

sup
f∈Bρ1, ρ2

p,θ

sM (Jf ) � M−ρ1−ρ2− 1
2 (logd−1M)(ρ1+ρ2+1− 2

θ
).

5. ПРО НОРМИ ЛІНІЙНИХ ОПЕРАТОРІВ, ЩО РЕАЛІЗУЮТЬ ПОРЯДКОВІ
ЗНАЧЕННЯ НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ КЛАСІВ Br∞,θ У ПРОСТОРІ

L∞ МНОЖИНАМИ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ПОЛІНОМІВ
У роботі [18] об’єктами дослідження були лінійні оператори, які є

оптимальними в задачі знаходження точних за порядком значень най-
кращих наближень класів Br∞,θ у просторі L∞ за допомогою тригоно-
метричних поліномів, породжених системою {ei(k,x)}k∈Qn , де множини
Qn, n ∈ N, – так звані східчасто-гіперболічні хрести в Zd. Одним із
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ключових тут було питання стосовно послідовності норм таких опера-
торів, як операторів, що діють із L∞ в L∞, а саме, – питання щодо
обмеженості чи необмеженості цієї послідовності.

Отже при d ≥ 2 та n ∈ N розглянемо множину Qn ⊂ Zd

Qn :=
⋃

(s,1)≤n
ρ(s), (s,1) := s1 + . . .+ sd,

де s = (s1, . . . , sd) ∈ Zd+, і через T (Qn) позначимо множину тригономе-
тричних поліномів з «номерами» гармонік з Qn, тобто

T (Qn) =
{
t | t(x) =

∑
k∈Qn

ck e
i(k,x), ck ∈ C, x ∈ Rd

}
.

Визначимо величину EQn(Br∞,θ)∞ найкращого наближення функцій з
класу Br∞,θ у просторі L∞ за допомогою елементів множини T (Qn):

EQn(Br∞,θ)∞ := sup
f∈Br∞,θ

inf
t∈T (Qn)

‖f − t‖∞.

У роботі [2] доведено, зокрема, таке твердження.

Теорема 5.1. Нехай d = 2, 1 ≤ θ ≤ ∞, r = (r1, r1), r1 > 0. Тоді
справедлива оцінка

EQn(Br∞,θ)∞ � 2−nr1n1−
1
θ .

Зазначимо, що наведена оцінка досягається за наближення агрегата-
ми, сформованими на базі лінійного методу наближення, який у дано-
му випадку визначається послідовністю лінійних операторів {VQn}∞n=1,
кожний з яких функції f ∈ L1(π2) ставить у відповідність тригономе-
тричний поліном VQn(f, ·) вигляду

VQnf(x) = VQn(f,x) =
∑

(s,1)≤n

As(f,x) = (f ∗ VQn)(x), x ∈ R2,

де VQn(x) =
∑

(s,1)≤n
As(x),

As(x) := 4

2∏
j=1

(
V2sj (xj)− V

2sj−1(xj)
)
,

а для l ∈ N

Vl(u) = 1 + 2

l∑
k=1

cos ku+ 2

2l∑
k=l+1

2l − k

l
cos ku, u ∈ R,

– ядро Валлє-Пуссена (при sj = 0 вважаємо, що V
2sj−1(xj) = 0).
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Послідовність операторів {VQn}∞n=1 має одну особливість: при кожно-
му n ∈ N норма оператора VQn , як оператора, що діє з L∞ в L∞ дорів-
нює ‖VQn‖1 і, як відомо (див. [27, наслідок з теореми 1.2.1]), ‖VQn‖1 � n.
Іншими словами, при d = 2 послідовність норм ‖VQn‖∞→∞, n ∈ N, лі-
нійних операторів {VQn}∞n=1, за допомогою яких реалізуються поряд-
кові значення величин EQn(Br

∞,θ)∞ – необмежена. Зважаючи на таку
обставину, логічною є задача про відшукання послідовності лінійних
операторів LQn : L∞ → T (Qn), які, з одного боку, були б у певному
розумінні оптимальними стосовно задачі про наближення класів Br

∞,θ

у просторі L∞, а з іншого, задовольняли б умову ‖LQn‖∞→∞ <∞ для
будь-якого n ∈ N. Відповідь на питання щодо існування такої послідов-
ності знайдемо у двох наступних твердженнях. Перше з них стосується
багатовимірного випадку (d ≥ 2), а друге – випадку d = 1.

У подальшому, якщо оператор A : L∞ → L∞, то для норми ‖A‖∞→∞
вживаємо скорочене позначення ‖A‖.

Теорема 5.2. Нехай d ≥ 2 і {LQn}∞n=1 – послідовність обмежених
лінійних операторів

LQn : L∞ → L∞,

кожний з яких функції f ∈ L0
∞(πd) ставить у відповідність такий

тригонометричний поліном LQnf ∈ T (Qn), що для функції f ∈ Br
∞,θ,

де r = (r1, . . . , r1) ∈ Rd+, r1 > 0, 1 ≤ θ ≤ ∞, має місце нерівність

‖f − LQnf‖L∞ � EQn(Br
∞,θ)∞.

Тоді для будь-якого ε > 0 справджується оцінка

‖LQn‖ � n(d−1)(1−ε).

В описовій формі теорема 5.2 допускає таке трактування: при d ≥ 2
послідовність норм ‖LQn‖, n ∈ N, лінійних операторів {LQn}∞n=1, за до-
помогою яких реалізуються порядкові значення величин EQn(Br

∞,θ)∞ –
найкращих наближень класів Br

∞,θ за допомогою множини тригономе-
тричних поліномів T (Qn) у просторі L∞ – необмежена.

Чи має місце подібний висновок у випадку функцій однієї змінної,
тобто при d = 1? Відповідь на це питання грунтується на наведеній
нижче теоремі 5.3.

Отже, нехай n ∈ N і T (2n) – множина тригонометричних поліномів
вигляду

T (2n) :=
{
t : t(x) =

2n−1∑
k=−2n+1

cke
ikx, ck ∈ C, x ∈ R

}
.
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Покладемо
En(Br1∞,θ)∞ := sup

f∈Br1
∞,θ

inf
t∈T (2n)

‖f − t‖∞

– величина найкращого наближення класу Br1∞,θ множиною T (2n) у про-
сторі L∞.

Теорема 5.3. Нехай d = 1, 1 ≤ θ ≤ ∞ і r1 > 0. Тоді справедлива оцінка
En(Br1∞,θ)∞ � 2−nr1 .

Стосовно теореми 5.3 зазначимо таке: порядкові значення величин
En(Br1∞,θ)∞ досягаються за наближення функцій f ∈ Br1∞,θ поліномами

τn(f, x) =
n∑
s=1

As(f, x), x ∈ R. Такі поліноми породжуються операто-
рами An, які діють за формулою Anf(x) = τn(f, x), x ∈ R, причому
послідовність норм {‖An‖}∞n=1 операторів An – обмежена. Справді, для
будь-якого n ∈ N

‖An‖ = ‖
n∑
s=1

As‖1 ≤ 2‖V2n(·)− V20(·)‖1 ≤ 2(‖V2n‖1 + ‖V20‖1) ≤ C,

де C – деяка додатна стала, що не залежить від n.

6. ЗАКЛЮЧНЕ ЗАУВАЖЕННЯ
Напрями досліджень, які окреслені даною статтею потужно розвива-

ються не тільки в Україні, а й у математичних центрах багатьох інших
країн світу, зокрема, у В’єтнамі, Казахстані, Китаї, Німеччині, Росії,
США, Японії. Свідченням цього є широкий і досить повний бібліогра-
фічний список у фундаментальній монографії [1], у якій відображена
багаторічна історія дослідження апроксимативних характеристик зга-
даних вище функціональних класів. У цьому списку також низка робіт
автора і його монографія [23].

Висловлюю щиру вдячність доктору фізико-математичних наук Ро-
манюку В. С. за цінні поради та допомогу у відборі матеріалу і оформ-
ленні статті.
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