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НАЙКРАЩI ОРТОГОНАЛЬНI ТРИГОНОМЕТРИЧНI
НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ IЗ КЛАСIВ Lψβ,1

We obtain the exact order estimates of the best orthogonal trigonometric
approximations of periodic functions that are analogues of the Bernoulli kernels
and functions of the classes Lψβ,1 in the space Lq, 1 < q < ∞.

Отримано точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних триго-
нометричних наближень перiодичних функцiй, якi є аналогами ядер Бер-
нуллi та функцiй iз класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 1 < q < ∞.

У роботi встановлено порядковi оцiнки найкращих ортогональ-
них тригонометричних наближень 2π-перiодичних функцiй Dβ

ψ, якi є
аналогами ядер Бернуллi. З використанням цих результатiв одержа-
но порядковi оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних
наближень функцiй iз класiв Lψβ,1 у просторi Lq при 1 < q <∞.

Наведемо спочатку необхiднi позначення та означення, якi будуть
нами використовуватися.

Нехай Lq — простiр 2π-перiодичних i сумовних у степенi q,
1 ≤ q <∞, (вiдповiдно суттєво обмежених при q = ∞) на вiдрiз-
ку [−π, π] функцiй f . Норма у цьому просторi визначається таким
чином:

‖f‖Lq = ‖f‖q =


(

1
2π

π∫
−π
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x∈[−π,π]

|f(x)| , q =∞.

Для функцiї f ∈ Lq розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.
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Скрiзь нижче будемо вважати, що для f ∈ Lq виконується умова

π∫
−π

f(t)dt = 0.

Нехай, далi, ψ 6= 0 довiльна функцiя натурального аргументу,
β — довiльне фiксоване дiйсне число. Якщо ряд

∑
k∈Z\{0}

ei
π
2 βsignk

ψ(|k|)
f̂(k)eikx

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О. I. Сте-
панця [1] (див. також [2, с. 25], [3, с. 132]), називатимемо (ψ, β)-
похiдною функцiї f i позначимо fψβ . Множину функцiй f , що задо-
вольняють таку умову, позначатимемо Lψβ . Надалi будемо вважати,
що функцiя f належить класу Lψβ,p, якщо

f ∈ Lψβ i f
ψ
β ∈ Up =

{
ϕ : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1

}
, 1 ≤ p ≤ ∞.

Зауважимо, що при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, класи Lψβ,p
спiвпадають з класами Вейля–НадяW r

β,p (див., наприклад, [2, с. 25]).
Нехай для фiксованої функцiї натурального аргументу ψ i числа

β ∈ R ряд ∑
k∈Z\{0}

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx

є рядом Фур’є деякої сумовної на [−π, π] функцiї Dβ
ψ. Тодi кожну

функцiю f ∈ Lψβ,p можна зобразити у виглядi згортки

f(x) =
1

2π

π∫
−π

ϕ(x− t)Dβ
ψ(t)dt,

де ‖ϕ‖p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞ (див., наприклад, [3, с. 135]).
Зазначимо, що функцiї Dβ

ψ називають аналогами ядер Бернуллi.
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Розглянемо для f ∈ Lq апроксимативну характеристику

e⊥m(f)q = inf
Θm

∥∥f(·)− SΘm(f, ·)
∥∥
q
, (1)

де SΘm(f, x) =
m∑
k=1

f̂(nk)einkx, Θm — набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm.

Величину (1) називають найкращим ортогональним тригонометрич-
ним наближенням функцiї f ∈ Lq. Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiо-
нальний клас, то покладемо

e⊥m(F )q = sup
f∈F

e⊥m(f)q.

Зазначимо, що величина (1) була введена Е.С. Белiнським (див.,
наприклад, [4]), i останнiм часом дослiдження її на тих або iнших
функцiональних класах отримало потужний розвиток у роботах ба-
гатьох авторiв [5 – 13]. У цих роботах можна ознайомитися з бiльш
детальною бiблiографiєю.

Позначимо через B множину функцiй ψ, що задовольняють умо-
ви:

1) ψ — додатнi i незростаючi;
2) iснує стала C > 0 така, що

ψ(t)

ψ(2t)
≤ C, ∀t ∈ N.

Зазначимо, що до множини B належать, наприклад, функцiї 1
tr ,

r > 0; lnγ(t+1)
tr , γ > 0, r > 0 та iн.

Надалi для величин A i B запис A � B означає, що iснують до-
датнi сталi C1 та C2 такi, що C1A ≤ B ≤ C2A. Якщо тiльки B ≤ C2A
(B ≥ C1A), то пишемо B � A (B � A). Всi сталi Ci, i = 1, 2, ..., якi
будуть зустрiчатися у роботi, можуть залежати лише вiд тих пара-
метрiв, що входять в означення класу та метрики, в якiй здiйснюєть-
ся наближення.

1. Допомiжнi твердження. У даному пунктi сформулюємо
декiлька вiдомих тверджень, якi нам знадобляться при доведеннi
отриманих результатiв.
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Нехай f ∈ Lq, 1 < q <∞. Для s ∈ N розглянемо множину

ρ(s) =
{
k : 2s−1 ≤ |k| < 2s

}
i покладемо

δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)eikx.

Тодi функцiю f можна подати у виглядi

f(x) =
∑
s∈N

δs(f, x).

Теорема А (Лiттлвуда–Пелi, див., наприклад, [14, с. 54]). Нехай
задано 1 < q < ∞. Тодi iснують додатнi сталi C3(q), C4(q) такi,
що для кожної функцiї f ∈ Lq має мiсце оцiнка

C3(q)‖f‖q ≤

∥∥∥∥∥
(∑

s

|δs(f, ·)|2
) 1

2
∥∥∥∥∥
q

≤ C4(q)‖f‖q.

Теорема Б (Марцинкевича) [15, т. 2, с. 346]. Нехай задано послi-
довнiсть {λn}∞n=−∞, що задовольняє умови:

1) |λn| ≤M, n ∈ Z;

2)
±2ν−1∑
µ=±2ν−1

|λµ+1 − λµ| ≤M, ν ∈ N.

Тодi, якщо

f(x) =

+∞∑
k=−∞

f̂(k)eikx ∈ Lq, 1 < q <∞,

то

F (x) =

+∞∑
k=−∞

λkf̂(k)eikx ∈ Lq

i iснує стала C5(q) така, що

‖F‖q ≤ C5(q)M‖f‖q.
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Твердження A (див., наприклад, [16, с. 392]). Якщо f ∈ Lq,
1 ≤ q ≤ ∞, то

‖f‖q = sup
‖g‖q′≤1

π∫
−π

f(x)g(x)dx,

де 1
q + 1

q′ = 1.

Твердження Б [17, с. 119]. Нехай ψ(t) — довiльна незростаюча
послiдовнiсть невiд’ємних чисел, для яких виконується одна з умов:

∆2

(
1

ψ(t− 1)

)
≥ 0, t = 1,m− 1, (2)

або
∆2

(
1

ψ(t− 1)

)
≤ 0, t = 1,m− 1, (3)

де
∆2

(
1

ψ(t)

)
=

1

ψ(t)
− 2

ψ(t+ 1)
+

1

ψ(t+ 2)

i, крiм того,

∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣m−1∑
k=1

ψ(m)(tψ(t))−1 = O(1), (4)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по m. Тодi для довiльно-
го тригонометричного полiнома tm порядку m виконується нерiв-
нiсть

‖(tm)ψβ ‖1 ≤ O(1)|ψ(m)|−1‖tm‖1,

в якiй величина O(1) — рiвномiрно обмежена по m i tm.

2. Основнi результати. Має мiсце твердження.

Теорема 1. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iснує
ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−

1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

e⊥m(Dψ
β )q � ψ(m)m1− 1

q .
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Доведення. Доведемо оцiнку зверху. Нехай l i m такi, що
2l < m ≤ 2l+1. Спочатку розглянемо випадок 1 < q ≤ 2. Маємо

e⊥m(Dψ
β )q �

∥∥∥∥Dψ
β −

∑
s<l

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∑
s≥l

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥
q

= I1.

Продовжимо оцiнку величини I1 з використанням теореми А, нерiв-
ностi Мiнковського i нерiвностi Iєнсена. Одержимо

I1 �

∥∥∥∥∥
(∑
s≥l

|δs(Dψ
β )|2

) 1
2
∥∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∑
s≥l

|δs(Dψ
β )|2

∥∥∥∥
q
2

 1
2

≤

≤

∑
s≥l

∥∥∥∥|δs(Dψ
β )|2

∥∥∥∥
q
2

 1
2

=

∑
s≥l

‖δs(Dψ
β )‖2q

 1
2

≤

≤

∑
s≥l

‖δs(Dψ
β )‖qq

 1
q

. (5)

Оцiнимо величину

‖δs(Dψ
β )‖q =

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx
∥∥∥∥
q

.

Спочатку покажемо, що виконується спiввiдношення∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx
∥∥∥∥
q

� ψ(2s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

, 1 < q <∞.

З цiєю метою для s ≥ l розглянемо послiдовнiсть {λk}, яка задається
таким чином

{λk} =

{
ψ(|k|)
ψ(2s)

e−i
π
2 βsignk

}
, 2s−1 ≤ |k| < 2s.

Переконаємося, що послiдовнiсть {λk} задовольняє умови теореми Б.
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Зауважимо, що для цього достатньо перевiрити виконання цих
умов для додатних k таких, що 2s−1 ≤ k < 2s.

Оскiльки ψ ∈ B i 2s−1 ≤ k < 2s, то:

1) |λk| =
∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2s)
e−i

π
2 β

∣∣∣∣ =
ψ(k)

ψ(2s)
≤M,

2)

2s−1∑
k=2s−1

|λk − λk+1| =

=

2s−1∑
k=2s−1

∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2s)
e−i

π
2 β − ψ(k + 1)

ψ(2s)
e−i

π
2 β

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ψ(2s)

2s−1∑
k=2s−1

(
ψ(k)− ψ(k + 1)

)
≤ 1

ψ(2s)

(
ψ(2s−1)− ψ(2s)

)
≤

≤ ψ(2s−1)

ψ(2s)
≤M.

Тепер подiємо мультиплiкатором Λs, який задається послiдов-
нiстю {λk}, на полiном

∑
k∈ρ(s)

eikx. Маємо

Λs
∑
k∈ρ(s)

eikx =
∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)
ψ(2s)

e−i
π
2 βsignkeikx =

=
1

ψ(2s)

∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx.

Таким чином, можемо записати∥∥∥∥Λs
∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

=
1

ψ(2s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx
∥∥∥∥
q

.

З iншого боку, за теоремою Б, має мiсце оцiнка∥∥∥∥Λs
∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

≤ C6(q)M

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

.
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Отже,∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx
∥∥∥∥
q

� ψ(2s)

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

.

Далi, використовуючи останню оцiнку, а також вiдоме спiввiдно-
шення (див., наприклад, [18, с. 25])∥∥∥∥ ∑

k∈ρ(s)

eikx
∥∥∥∥
q

� 2s(1− 1
q ), 1 < q <∞, (6)

одержимо
‖δs(Dψ

β )‖q � ψ(2s)2s(1− 1
q ). (7)

Об’єднуючи спiввiдношення (5) та (7), матимемо

I1 =

∥∥∥∥∑
s≥l

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥
q

�

∑
s≥l

ψq(2s)2qs(1− 1
q )

 1
q

.

Насамкiнець, врахувавши, що ψ(t)t1−
1
q+ε не зростає, можемо запи-

сати

e⊥m(Dψ
β )q � I1 � ψ(2l)2l(1− 1

q+ε)

∑
s≥l

2−sεq

 1
q

�

� ψ(2l)2l(1− 1
q ) � ψ(m)m1− 1

q .

Тепер розглянемо випадок 2 < q <∞. Застосовуючи теорему А i
нерiвнiсть Мiнковського, маємо

‖Dψ
β −

∑
s<l

δs(D
ψ
β )‖q =

∥∥∥∥∑
s≥l

δs(D
ψ
β )

∥∥∥∥
q

�

�

∥∥∥∥∥
(∑
s≥l

|δs(Dψ
β )|2

) 1
2
∥∥∥∥∥
q

=

∥∥∥∥∑
s≥l

|δs(Dψ
β )|2

∥∥∥∥
q
2

 1
2

�
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�

∑
s≥l

∥∥|δs(Dψ
β )|2

∥∥
q
2

 1
2

=

∑
s≥l

‖δs(Dψ
β )‖2q

 1
2

.

Далi, використавши (7), повторимо мiркування, якi проводились для
випадку 1 < q ≤ 2, i отримаємо шукану оцiнку

e⊥m(Dψ
β )q � ψ(m)m1− 1

q , 2 < q <∞.

Таким чином, оцiнку зверху в теоремi встановлено.
Перейдемо до встановлення оцiнки знизу.
Нехай Θm — довiльний набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm. Ско-

риставшись рiвнiстю з твердження A, адаптованою до комплексно-
значних функцiй, можемо записати

‖Dψ
β − SΘm(Dψ

β )‖q =

= sup
‖g‖q′≤1

∣∣∣∣
π∫
−π

(
Dψ
β (x)− SΘm(Dψ

β , x)
)
g(x)dx

∣∣∣∣. (8)

За заданим m виберемо l iз умови 2m < 2l ≤ 4m i покладемо

g(x) = C72−
l
q

∑
k∈ρ+(l)

eikx,

де ρ+(l) =
{
k : 2l−1 ≤ k < 2l

}
. Легко бачити, що ‖g‖q′ ≤ 1,

q′ ∈ (1,∞), при певному виборi сталої C7 > 0.
Дiйсно, використовуючи спiввiдношення (6), будемо мати

‖g‖q′ = C72−
l
q

∥∥∥∥ ∑
k∈ρ+(l)

eikx
∥∥∥∥
q′
� 2−

l
q 2
l
(

1− 1
q′

)
= 1,

тобто функцiя g при деякому виборi сталої C7 задовольняє нерiвнiсть
‖g‖q′ ≤ 1.

Тепер пiдставивши функцiю g в (8), одержимо

‖Dψ
β − SΘm(Dψ

β )‖q ≥
∣∣∣∣
π∫
−π

(
Dψ
β (x)− SΘm(Dψ

β , x)
)
g(x)dx

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣
π∫
−π

Dψ
β (x)g(x)dx−

π∫
−π

SΘm(Dψ
β , x)g(x)dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
( ∑
k∈ρ+(l)

C7ψ(k)2−
l
q e−i

π
2 β

)
−

( ∑
k∈Θm∩ρ+(l)

C7ψ(k)2−
l
q e−i

π
2 β

)∣∣∣∣∣�
� 2−

l
q

∑
k∈ρ+(l)\Θm

ψ(k)� 2−
l
qψ(2l)2l =

= 2l(1− 1
q )ψ(2l) � ψ(m)m1− 1

q .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему доведено.

Порiвняємо результат теореми 1 з оцiнкою найкращого m-
членного тригонометричного наближення em(Dψ

β )q, 1 < q < ∞, яку
отримано в [19]. Нагадаємо, що

em(f)q = inf
Θm

inf
T (Θm,·)

∥∥f(·)− T (Θm, ·)
∥∥
q
,

де T (Θm, x) =
m∑
k=1

ake
inkx, ak — довiльнi коефiцiєнти.

З означення величин em(f)q i e⊥m(f)q легко бачити, що має мiсце
спiввiдношення

em(f)q ≤ e⊥m(f)q.

Спiвставивши результати теореми 1 i теорем 1.6.2, 1.6.3 роботи [19],
отримуємо, що величини em(Dψ

β )q та e⊥m(Dψ
β )q у випадку 1 < q ≤ 2

рiвнi за порядком. Якщо ж 2 < q <∞, то має мiсце спiввiдношення

e⊥m(Dψ
β )q � m

1
2−

1
q em(Dψ

β )q.

Зауваження 1. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q порядок

величини e⊥m(Dψ
β )q, 1 < q <∞, встановлено у роботi [10].

Далi доведемо твердження, в якому одержана оцiнка величини
e⊥m(Lψβ,1)q при 1 < q <∞.

Теорема 2. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R, виконується одна
з умов (2) або (3) i, крiм того, iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть
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ψ(t)t1−
1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi справедливе наступне спiввiдно-

шення
e⊥m(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1

q .

Доведення. Оцiнку зверху проведемо у бiльш загальному ви-
падку. Для цього нам знадобиться допомiжне твердження

Лема 1. Нехай 1 ≤ q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R. Тодi має мiсце
наступне спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,1)q � e⊥m(Dψ
β )q.

Доведення. Згiдно з означенням класу Lψβ,1 можемо записати

e⊥m(Lψβ,1)q = sup
f∈Lψβ,1

inf
SΘm (f)

‖f − SΘm(f)‖q =

= sup
‖ϕ‖1≤1

inf
SΘm (ϕ∗Dψβ )

‖ϕ ∗Dψ
β − SΘm(ϕ ∗Dψ

β )‖q =

= sup
‖ϕ‖1≤1

inf
SΘm (Dψβ )

‖ϕ ∗ (Dψ
β − SΘm(Dψ

β ))‖q.

Враховуючи властивiсть згортки (див., наприклад, [20, с. 71]), мати-
мемо

e⊥m(Lψβ,1)q ≤ sup
‖ϕ‖1≤1

inf
SΘm (Dψβ )

‖ϕ‖1 × ‖Dψ
β − SΘm(Dψ

β )‖q ≤

≤ inf
SΘm (Dψβ )

‖Dψ
β − SΘm(Dψ

β )‖q = e⊥m(Dψ
β )q.

Лему доведено.
Отже, оцiнку зверху в теоремi 2 отримуємо, використавши лему 1

i встановлену в теоремi 1 оцiнку величини e⊥m(Dψ
β )q :

e⊥m(Lψβ,1)q ≤ e⊥m(Dψ
β )q � ψ(m)m1− 1

q .

Перейдемо до встановлення оцiнки знизу.
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За заданим m виберемо l iз умови 2m < 2l ≤ 4m i розглянемо
функцiю

fl(x) = C8ψ(2l)
(
V2l+1(x)− V2l(x)

)
, C8 > 0,

де Vm(x) — ядро Валле Пуссена вигляду

Vm(x) = 1 + 2

m∑
k=1

cos kx+ 2

2m−1∑
k=m+1

(
2m− k
m

)
cos kx.

Покажемо, що fl ∈ Lψβ,1 при певному виборi сталої C8 > 0.
Для цього достатньо пересвiдчитися, що ‖(fl)ψβ ‖1 ≤ C9, C9 > 0.

Скористаємося твердженням Б.
Зауважимо, що умова (4) виконується, оскiльки iснує число α > 1

q

таке, що послiдовнiсть ϕ(m) = mαψ(m) не зростає, тодi

m−1∑
k=1

ψ(m)

kψ(k)
=

m−1∑
k=1

ϕ(m)kα

mαϕ(k)k
≤ 1

mα

m−1∑
k=1

kα

k
≤ 1.

Таким чином, одержимо

‖(fl)ψβ ‖1 = C8ψ(2l)‖V2l+1 − V2l‖1 �
ψ(2l)

ψ(2l+2)
‖V2l+1 − V2l‖1,

причому (див., наприклад, [21, с. 66])

‖V2l+1 − V2l‖q � 2l(1− 1
q ), 1 ≤ q ≤ ∞. (9)

Отже, ‖(fl)ψβ ‖1 � 1 i fl ∈ Lψβ,1 при певному виборi сталої C8.
Далi розглянемо полiном

g(x) = C10m
− 1
q
(
V2l+1(x)− V2l(x)

)
, C10 > 0.

Iз (9) випливає, що полiном g при певному виборi сталої C10 задо-
вольняє нерiвнiсть ‖g‖q′ ≤ 1. Скориставшись твердженням A, одер-
жимо

‖fl − SΘm(fl)‖q ≥
∣∣∣∣
π∫
−π

(
fl(x)− SΘm(fl, x)

)
g(x)dx

∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣
π∫
−π

fl(x)g(x)dx−
π∫
−π

SΘm(fl, x)g(x)dx

∣∣∣∣�
� m−

1
qψ(2l)

(
‖V2l+1 − V2l‖22 −m

)
�

� m−
1
qψ(2l)

(
2l+1 −m

)
≥ m−

1
qψ(2l)2l � ψ(2l)2l(1− 1

q ).

Враховуючи вибiр l, iз останньої оцiнки маємо

e⊥m(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Оцiнку знизу, а разом з нею i теорему 2 доведено.

Порiвняємо результат теореми 2 з вiдповiдним результатом, отри-
маним при дослiдженнi величин Em(Lψβ,1)q i Em(Lψβ,1)q у роботi [22].
Нагадаємо, що

Em(Lψβ,1)q = sup
f∈Lψβ,1

inf
tm−1∈T2m−1

∥∥f(·)− tm(·)
∥∥
q
,

Em(Lψβ,1)q = sup
f∈Lψβ,1

∥∥f(·)− Sm−1(f, ·)
∥∥
q
,

де T2m−1 — пiдпростiр усiх тригонометричних полiномiв tm−1 поряд-
ку не вищого за m− 1 . Отримуємо, що

e⊥m(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q � Em(Lψβ,1)q � ψ(m)m1− 1
q .

Зауважимо, що для оцiнки зверху у теоремi 2, можна було ско-
ристатись результатом отриманим у роботi [22] для Em(Lψβ,1)q та
спiввiдношенням

e⊥m(Lψβ,1)q ≤ Em(Lψβ,1)q.

Зауваження 2. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1 − 1
q , даний

результат було одержано у роботi [10].
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