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ПОРЯДКОВI ОЦIНКИ ФУНКЦIОНАЛIВ, У ТЕРМIНАХ
ЯКИХ ВИРАЖАЮТЬСЯ НАЙКРАЩI n-ЧЛЕННI НАБ-
ЛИЖЕННЯ КЛАСIВ Fψq,r
We obtain the exact order estimates of the functionals, which are the
expressions of best n-term approximations of the classes of functions of several
variables Fψ

q,r. The obtained results are applied to finding the approximative
characteristics in the spaces Sp and Lp.

В роботi отримано точнi порядковi оцiнки функцiоналiв, у термiнах
яких виражаються найкращi n-членнi наближення класiв функцiй ба-
гатьох змiнних Fψ

q,r. Отриманi результати застосовано до знаходжен-
ня апроксимативних характеристик просторiв Sp та Lp.

1. Вступ. Нехай Ψ = Ψ(k), k = 1, 2, . . . , — довiльна незростаюча
додатна числова послiдовнiсть, для якої

lim
k→+∞

Ψ(k) = 0. (1.1)

Розглянемо функцiонали Hn(Ψ, s), n = 1, 2, . . ., котрi при s ∈ (0, 1]
задаються рiвнiстю

Hn(Ψ, s) = sup
l>n

(l − n)

(
l∑

k=1

Ψ−s(k)

)− 1
s

, (1.2)

а при s ∈ (1,∞) — рiвнiстю

Hn(Ψ, s) =

(ln − n)s
′

 l∑
j=1

Ψ−s(j)

− s
′
s

+

∞∑
j=ln+1

Ψs′(j)


1
s′

, (1.3)

в якiй 1
s + 1

s′ = 1,
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∞∑
j=1

Ψs′(j) <∞, (1.4)

а число ln для кожного n ∈ N визначається спiввiдношенням

Ψ−s(ln) ≤ 1

ln − n

ln∑
j=1

Ψ−s(j) < Ψ−s(ln + 1). (1.5)

У термiнах функцiоналiв Hn(Ψ, s) формулюються розв’язки ба-
гатьох екстремальних задач теорiї наближень (див., наприклад, [1],
[2] (гл. XI), [3 – 7]). Зокрема, О. I. Степанець у роботах [1], [2] (гл. XI)
показав, що найкращi n-членнi наближення у просторах Sp класiв
функцiй багатьох змiнних Fψq,r збiгаються за певних умов зi значен-
нями величин Hn(Ψ, s) (бiльш детально цi результати будуть розг-
лянутi у пiдроздiлi 4). Тому природнiм є дослiдження асимптотичної
поведiнки функцiоналiв Hn(Ψ, s) у залежностi вiд вибору послiдов-
ностi Ψ та параметра s, що їх визначають.

Данi дослiдження є продовженням дослiджень робiт [8 – 12]. У ви-
падку, коли послiдовностi Ψ=Ψ(k) є слiдами на множинi натураль-
них чисел деяких опуклих функцiй, порядковi оцiнки для величин
Hn(Ψ, s) було отримано в [8, 9], а для їх iнтегральних аналогiв — у
роботi [7].

У данiй роботi розглядається випадок, коли послiдовностi Ψ є
схiдчастими, а впорядкованi множини їх значень є слiдами на мно-
жинi натуральних чисел деяких додатних функцiй ψ, якi спадають
до нуля швидше довiльної степеневої функцiї, але не швидше за
геометричну прогресiю. Основнi результати роботи сформульованi
у пiдроздiлi 2, їх доведення — у пiдроздiлi 3, а у пiдроздiлах 4 та 5
наведено застосування цих результатiв до оцiнок важливих апрок-
симативних характеристик у просторах Sp та Lp вiдповiдно.

Зауважимо, що величини Hn(Ψ, s) для схiдчастих функцiй Ψ роз-
глядались також у роботах [10, 11] (випадок, коли функцiї ψ спада-
ють до нуля не швидше деякої степеневої функцiї) i [12] (випадок,
коли функцiї ψ спадають до нуля швидше довiльної геометричної
прогресiї).

2. Основний результат. Нехай d ∈ N; M , c1 i c2 — деякi до-
датнi числа; ν = {νi}∞i=0 — довiльна зростаюча послiдовнiсть цiлих
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невiд’ємних чисел таких, що ν0 := 0, а при всiхm, бiльших нiж деяке
число k0, виконується умова

M(m− c1)d < Vm :=

m∑
i=0

νi ≤M(m+ c2)d. (2.1)

Тодi через Sd(ν,M) = Sd(ν,M, c1, c2) позначимо множину всiх додат-
них незростаючих послiдовностей Ψ = Ψ(k), k = 1, 2, . . . , якi задо-
вольняють умову (1.1) i зображуються у виглядi

Ψ(k) = ψ(m), k ∈ (Vm−1, Vm], m = 1, 2, . . . , (2.2)

де ψ — спадна послiдовнiсть значень послiдовностi Ψ.
Будемо вважати послiдовностi ψ слiдом на множинi натуральних

чисел N деяких спадних додатних функцiй ψ(t) вiд неперервного
аргументу t ∈ [1,∞). Крiм цього, позначимо через M′∞ множину
всiх додатних опуклих вниз функцiй ψ(t), t ≥ 1, що задовольняють
умови

lim
t→∞

ψ(t) = 0, (2.3)

α(ψ, t) :=
ψ(t)

t|ψ′(t)|
↓ 0 (2.4)

i ψ(t)/|ψ′(t)| ↑ ∞. Через Mc
∞ позначимо множину всiх додатних

опуклих вниз функцiй ψ(t), t ≥ 1, якi задовольняють умови (2.3),
(2.4) i

K1 ≤ tα(ψ, t) = ψ(t)/|ψ′(t)| ≤ K2, t ≥ 1.1 (2.5)

Зазначимо, що природними представниками множин M ′
∞ та Mc

∞
є, зокрема, функцiї exp(−αts), α > 0, у випадках, коли s ∈ (0, 1) та
s = 1 вiдповiдно.

Теорема 2.1. Нехай s ∈ (0,∞), функцiя Ψ належить множинi
Sd(ν,M), а послiдовнiсть її значень є слiдом на множинi натураль-

1Через K, K1, K2, . . . скрiзь у роботi позначаються деякi додатнi сталi, що не
залежать вiд величин, якi є параметрами (в даному випадку — вiд змiнної t).
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них чисел деякої функцiї ψ з множини M′∞ або Mc
∞. Тодi

Hn(Ψ; s) � ψ(mn)

(nα(ψ,mn))
1
s−1

, 2 (2.6)

де
mn := (n/M)

1
d . (2.7)

Зазначимо, що у випадку, коли для послiдовностi Ψ ∈ Sd(M) по-
слiдовнiсть її рiзних значень є слiдом на множинi натуральних чисел
деякої функцiї ψ, що задовольняє умову (2.4), ряд в (1.4) збiгаєть-
ся. Дiйсно, у такому випадку внаслiдок теореми 2 роботи [13] для
довiльного β > 0 маємо ψ(t)� t−β i тому

∞∑
j=1

Ψs′(j) =

∞∑
k=1

νkψ
s′(k)�

∞∑
k=1

kd−1ψs
′
(k)�

∞∑
k=1

kd−1k−s
′β <∞.

У випадку, коли послiдовнiсть Ψ належить множинi Sd(ν,M), а
впорядкована множина її значень є слiдом на множинi натураль-
них чисел деякої функцiї ψ, яка спадає до нуля не швидше деякої
степеневої функцiї, аналогiчнi оцiнки величин Hn(Ψ, s) були отри-
манi в роботi [10] (див. також [11]). Якщо ж ψ спадає до нуля швид-
ше довiльної геометричної прогресiї, то аналогiчнi оцiнки величин
Hn(Ψ, s) отримано в роботi [12].

3.1. Деякi допомiжнi твердження. Перед доведенням теоре-
ми 2.1 встановимо декiлька допомiжних тверджень для опуклих вниз
функцiй, якi будуть далi суттєво використовуватися.

Наслiдуючи О. I. Степанця [2] (§3.12) (див. також [14]), для до-
вiльної додатної опуклої вниз функцiї ψ(t), t ≥ 1, яка задовольняє
умову (2.3) (у такому разi пишемо ψ ∈M), розглянемо такi величини
η(ψ, t) та µ(ψ, t), що

ψ(η(ψ, t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1, (3.1)

2Тут i далi для додатних послiдовностей a(n) та b(n) вираз "a(n) � b(n)"
означає, що iснують такi сталi K3,K4 > 0, що при всiх n ∈ N виконуються нерiв-
ностi a(n) ≤ K4b(n) (в такому випадку пишемо "a(n) � b(n)" ) i a(n) ≥ K3b(n)
(в такому випадку пишемо "a(n)� b(n)" ).
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i
µ(ψ, t) =

t

η(ψ, t)− t
.

Внаслiдок строгої монотонностi функцiї ψ, величина η(ψ, t) з (3.1)
визначається єдиним чином: η(ψ, t) = ψ−1(ψ(t)/2), t ≥ 1, де ψ−1(·) —
функцiя, обернена до ψ.

Далi, розглянемо множини

M+
∞ =

{
ψ ∈M : µ(ψ; t) ↑ ∞

}
i

F =
{
ψ ∈M : η′(ψ, t) ≤ K

}
.

Внаслiдок теорем 12.1 i 13.1 з [2] (§3.12) (див. також теореми 1 та
2 [14]), робимо висновок, що довiльна функцiя з множини M′∞ чи
Mc
∞ належить множинам M+

∞ ⊂ F .

Зауваження 3.1. На пiдставi зауважень 13.1 та 13.2 з [2] (§3.12)
(див. також зауваження 1 та 2 [14]) для довiльної функцiї ψ ∈F (i,
зокрема, для довiльної функцiї ψ ∈M+

∞) виконуються спiввiдношен-
ня:

K5

(
η(ψ, t)− t

)
≤ ψ(t)/|ψ′(t)| ≤ K6

(
η(ψ, t)− t

)
, t ≥ 1,

i

2
(
η(ψ, t)− t

)
≤ η(ψ, η(ψ, t))− η(ψ, t) ≤ K

(
η(ψ, t)− t

)
, t ≥ 1.

Твердження 3.1. Для довiльних фiксованих чисел d ≥ 1 та
c > 0 i для будь-якої функцiї ψ з множин M′∞ чи Mc

∞ iснує така
стала Kc > 0, що при всiх t ≥ 1:

1 ≤ ψ(t1/d)

ψ((t+ c)1/d)
≤ Kc. (3.2)

Доведення. Якщо функцiя ψ належить до множин M′∞ чи Mc
∞,

то при всiх t ≥ 1 виконується нерiвнiсть |ψ′(t)|/ψ(t) ≤ K. Звiдси
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випливає, що для довiльних d ≥ 1, c > 0 i t ≥ 1,

(t+c)1/d∫
t1/d

|ψ′(τ)|
ψ(τ)

dτ ≤ K
(
(t+ c)1/d − t1/d

)
≤ K c.

З iншого боку маємо

(t+c)1/d∫
t1/d

|ψ′(τ)|
ψ(τ)

dτ = −
(t+c)1/d∫
t1/d

ψ′(τ)

ψ(τ)
dτ = ln

ψ(t1/d)

ψ((t+ c)1/d)
.

Таким чином, iснує така стала Kc > 0, що при всiх t ≥ 1 виконується
спiввiдношення (3.2).

Твердження 3.2. Для довiльних фiксованих чисел d ≥ 1, c > 0 i
для будь-якої функцiї ψ з множин M′∞ чи Mc

∞ iснують такi сталi
Kc,1,Kc,2 > 0, що при всiх t ≥ 1:

Kc,1 ≤
ψ(t1/d)/|ψ′(t1/d)|

ψ((t+ c)1/d)/|ψ′((t+ c)1/d)|
≤ Kc,2. (3.3)

Доведення. Для довiльної функцiї ψ ∈ Mc
∞ справедливiсть

спiввiдношення (3.3) очевидна.
Якщо ж ψ ∈ M′∞, то функцiя ψ(t)/|ψ′(t)| монотонно зростає.

Тому
ψ(t1/d)/|ψ′(t1/d)|

ψ((t+ c)1/d)/|ψ′((t+ c)1/d)|
≤ 1. (3.4)

З iншого боку внаслiдок (2.4) величина α(ψ; t) =
ψ(t)

t|ψ′(t)|
монотонно

спадає до нуля. Звiдси

ψ(t1/d)/|ψ′(t1/d)|
ψ((t+ c)1/d)/|ψ′((t+ c)1/d)|

=
t1/d

(t+ c)1/d
· α(ψ; t1/d)

α(ψ; (t+ c)1/d)
≥ K. (3.5)

Об’єднуючи спiввiдношення (3.4) та (3.5), робимо висновок, що i в
цьому випадку iснують такi сталi Kc,1, Kc,2 > 0, що при всiх t ≥ 1
виконується спiввiдношення (3.3).
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Твердження 3.3. Якщо ψ ∈ M+
∞ i для деяких послiдовностей

натуральних чисел an та bn виконується спiввiдношення

ψ(an) � ψ(bn), (3.6)

то
an � bn.

Доведення. Iз спiввiдношення (2.4) випливає, що при всiх t ≥ 1

1

t
≤ K |ψ

′(t)|
ψ(t)

, K = const.

Iнтегруючи лiву i праву частину цiєї нерiвностi в межах вiд a до b
(1 ≤ a < b), отримуємо

ln
b

a
≤ K ln

ψ(a)

ψ(b)
. (3.7)

Поклавши у (3.7) ān = min{an, bn} i b̄n = max{an, bn}, внаслiдок (3.6)
робимо висновок, що iснує така стала K0 > 1, що при всiх n ∈ N має
мiсце спiввiдношення b̄n ≤ K0ān, звiдки

1/K0an ≤ bn ≤ K0an.

3.2. Доведення теореми 2.1. Розглянемо випадок, коли
s∈ (0, 1]. Внаслiдок (2.2) величини Hn(Ψ; s) можна подати у виглядi

Hn(Ψ, s) = sup
l>n

(l − n)

 l∑
j=1

1

Ψs(j)

− 1
s

=

= sup
l>n

(l − n)

(
kl−1∑
k=1

νk
ψs(k)

+
l − Vkl−1
ψs(kl)

)− 1
s

=: H̃n(ψ, s), (3.8)

де через kl, l ∈ N, позначається такий номер, що

Vkl−1 < l ≤ Vkl . (3.9)
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Внаслiдок (2.1) при всiх l > n ≥ k0 маємо

(l/M)
1
d − c2 ≤ kl < (l/M)

1
d + c1 + 1. (3.10)

Iз спiввiдношення (2.1) також випливає, що

νk � kd−1, (3.11)

i тому для довiльного s > 0

l∑
k=1

νk
ψs(k)

�
l∑

k=1

kd−1

ψs(k)
. (3.12)

Оскiльки функцiя

f(t) = f(ψ, t) :=
ψs(t)

td−1
, t ≥ 1, (3.13)

монотонно спадає, то для довiльного l ∈ N,
l∫

1

td−1dt

ψs(t)
≤

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
≤

l+1∫
1

td−1dt

ψs(t)
. (3.14)

Спочатку покажемо, що для довiльної функцiї ψ з множин M′∞
чи Mc

∞ має мiсце спiввiдношення

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
�

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
� ldα(ψ, l)

ψs(l)
, (3.15)

де величина α(ψ, l) визначається за спiввiдношенням (2.4).
Для будь-якого t ≥ 1 маємо

f ′(t) =

(
ψs(t)

td−1

)′
= −ψ

s(t)

td−1

(
s
|ψ′(t)|
ψ(t)

+
d− 1

t

)
i

|f ′(t)|
f(t)

= s
|ψ′(t)|
ψ(t)

+
d− 1

t
. (3.16)
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Звiдси випливає, що для довiльної функцiї ψ ∈M′∞ функцiя
f(t)=f(ψ, t) також належить множинi M′∞.

Оскiльки для довiльного l > 1,

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
=

l∫
1

dt

f(t)
=

l

f(l)
− 1

f(1)
−

l∫
1

dt

α(f ; t)f(t)
,

то, враховуючи монотонне спадання до нуля величини
α(f ; t)=f(t)/(t|f ′(t)|), отримуємо

l∫
1

dt

f(t)
≥ α(f ; l)

1 + α(f ; l)

(
l

f(l)
− 1

f(1)

)
� lα(f, l)

f(l)
. (3.17)

З iншого боку, оскiльки f ∈M′∞, то функцiя f(t)/|f ′(t)| зростає.
Тому

l∫
1

dt

f(t)
=

l∫
1

(
|f ′(t)|
f2(t)

· f(t)

|f ′(t)|

)
dt ≤

≤ f(l)

|f ′(l)|

l∫
1

|f ′(t)|
f2(t)

dt � 1

|f ′(l)|
=
lα(f, l)

f(l)
. (3.18)

Крiм того, внаслiдок означення множини M′∞ та (3.16),

1

α(f, l)
=
l|f ′(l)|
f(l)

= s
l|ψ′(l)|
ψ(l)

+ d− 1 � l|ψ′(l)|
ψ(l)

� 1

α(ψ, l)
. (3.19)

На пiдставi (3.17) – (3.19) бачимо, що

l∫
1

td−1dt

ψs1(t)
=

l∫
1

dt

f(t)
� lα(f, l)

f(l)
� ldα(ψ, l)

ψs(l)
. (3.20)

Об’єднуючи спiввiдношення (3.20) та (3.14) i враховуючи твер-
дження 3.1 та 3.2, робимо висновок, що у випадку, коли ψ ∈ M′∞
має мiсце спiввiдношення (3.15).
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Нехай тепер ψ ∈ Mc
∞. Внаслiдок означення множини Mc

∞
для функцiї f(t) = f(ψ, t) вигляду (3.13), величина α(f ; t) =
= f(t)/(t|f ′(t)|) монотонно спадає до нуля при t→∞ i

K7 ≤
|f ′(t)|
f(t)

≤ K8.

Звiдси випливає

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
=

l∫
1

dt

f(t)
≤ 1

K7

l∫
1

|f ′(t)|
f2(t)

dt � 1

f(l)
=

ld−1

ψs(l)
. (3.21)

З iншого боку, внаслiдок (3.14) маємо

l+1∫
1

td−1dt

ψs(t)
≥

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
≥ ld−1

ψs(l)
. (3.22)

Об’єднуючи спiввiдношення (3.14), (3.21) та (3.22) i враховуючи
твердження 3.1, отримуємо

l∑
k=1

kd−1

ψs(k)
�

l∫
1

td−1dt

ψs(t)
� ld−1

ψs(l)
. (3.23)

Звiдки внаслiдок (2.5) робимо висновок, що i в цьому випадку має
мiсце спiввiдношення (3.15).

Далi, для довiльного фiксованого c > 0, достатньо великих n ∈ N
i l ≥ n, розглянемо функцiю

Wn(l, c) := (l − n)

( k(l)∫
1

td−1dt

ψs(t)

)− 1
s

,

де
k(l) = k(l, c) := (l/M)

1
d + c. (3.24)

На пiдставi (3.14), (3.8) – (3.12), маємо

sup
l>n, l∈N

Wn(l, c1 + 2)� H̃n(ψ, s)� sup
l≥n

Wn(l,−c2 − 1). (3.25)
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Функцiя Wn(l, c) є неперервно диференцiйовною, Wn(n, c) = 0 i
Wn(l, c) > 0 при l > n. Крiм того, внаслiдок монотонного спадан-
ня до нуля функцiї f(ψ, t) бачимо, що

Wn(l, c) ≤ l

( k(l)∫
k(l)/2

td−1dt

ψs(t)

)− 1
s

≤ l(
k(l)
2

) d
s

ψ

(
k(l)

2

)
−→
l→∞

0.

Тому iснує принаймнi одна точка ln, ln > n, яка є точкою максимуму
функцiї Wn(l, c).

При всiх l > n похiдна функцiї Wn(l, c) iснує i має вигляд

W ′n(l, c)=

( k(l)∫
1

td−1dt

ψs(t)
− kd−1(l)

sψs(k(l))
· l − n
dM

1
d l1−

1
d

)(k(l)∫
1

td−1dt

ψs(t)

)−s−1
s

, (3.26)

де

lim
l→∞

kd−1(l)

l1−
1
d

= lim
l→∞

(
(l/M)

1
d + c

l
1
d

)d−1
= M

1−d
d .

При цьому, оскiльки в точцi максимуму ln W ′n(ln, c) = 0, то iз спiввiд-
ношення (3.26) випливає

(ln − n)

( k(ln)∫
1

td−1dt

ψs(t)

)−1
= dsM

1
d
ψs
(
k(ln)

)
l
1− 1

d
n

kd−1(ln)
� ψs

(
k(ln)

)
. (3.27)

Таким чином, на пiдставi (3.20) та (3.27) отримуємо

sup
l≥n

Wn(l, c) = Wn(ln, c) =
ln − n∫ k(ln)

1
td−1dt
ψs(t)

·

( k(ln)∫
1

td−1dt

ψs(t)

)1− 1
s

�

� ψs(k(ln))

(
kd(ln)α

(
ψ; k(ln)

)
ψs
(
k(ln)

) )1− 1
s

=
ψ
(
k(ln)

)(
kd(ln)α

(
ψ; k(ln)

)) 1
s−1

. (3.28)
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У цьому спiввiдношеннi внаслiдок того, що ln ≥ n, маємо

ψ
(
k(ln)

)(
kd(ln)α(ψ; k(ln))

) 1
s−1
≤ sup

l≥n

ψ
(
k(l)

)(
kd(l)α(ψ; k(l))

) 1
s−1

. (3.29)

Далi, якщо функцiя ψ належить множинi M′∞, то величина

ψ
(
k(l)

)(
kd(l)α(ψ; k(l))

) 1
s−1

= ψ
(
k(l)

)(
kd−1(l)

ψ
(
k(l)

)
|ψ′
(
k(l)

)
|

)−( 1
s−1)

монотонно спадає до нуля при l→∞. Звiдси, враховуючи тверджен-
ня 4.1 та 4.2 i позначення (3.24) та (2.7), отримуємо

sup
l≥n

ψ
(
k(l)

)(
kd(l)α(ψ; k(l))

) 1
s−1

=
ψ
(
k(n)

)
(
kd−1(n)

ψ
(
k(n)
)

|ψ′(k(n))|

) 1
s−1
�

� ψ(mn)(
nα(ψ;mn)

) 1
s−1

. (3.30)

Якщо ж ψ ∈ Mc
∞, то внаслiдок (2.5) iз врахуванням тверджень

3.1 та 3.2 i позначень (3.24) та (2.7), отримуємо

sup
l≥n

ψ
(
k(l)

)(
kd(l)α(ψ; k(l))

) 1
s−1
� sup

l≥n

ψ
(
k(l)

)(
kd−1(l)

) 1
s−1

=

=
ψ
(
k(n)

)(
kd−1(n)

) 1
s−1
� ψ(mn)

(nα(ψ;mn))
1
s−1

. (3.31)

Таким чином, якщо функцiя ψ належить однiй iз множинM′∞ або
Mc
∞, то внаслiдок (3.28) – (3.31) для довiльного фiксованого c ∈ R

sup
l≥n

Wn(l, c)� ψ(mn)(
nα(ψ;mn)

) 1
s−1

,

i з огляду на (3.25) отримуємо необхiдну оцiнку зверху в спiввiдно-
шеннi (2.6)

Hn(Ψ; r) = H̃n(ψ; r) ≤ sup
l≥n

Wn(l,−c2 − 1)� ψ(mn)

(nα(ψ;mn))
1
s−1

.
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Знайдемо також оцiнку знизу для величин H̃n(ψ, s). Внаслiдок
(3.15) та (3.20) маємо

Wn(l, c)� (l − n)

(
kd(l)α

(
ψ; k(l)

)
ψs
(
k(l)

) )− 1
s

�
ψ
(
k(l)

)
(l − n)

(kd(l)α(ψ; k(l)))
1
s

,

де число k(l) визначається спiввiдношенням (3.24).
З огляду на твердження 3.1 та 3.2 випливає, що для довiльного

c ∈ R,

Wn(l, c)�
ψ
(
(l/M)

1
d

)
(l − n)(

lα
(
ψ; (l/M)

1
d

)) 1
s

=: Rn(l). (3.32)

Внаслiдок (3.25) та (3.32)

H̃n(ψ, s) ≥ sup
l>n, l∈N

Wn(l, c1 + 2)� sup
l∈N, l>n

Rn(l) ≥ Rn(l∗), (3.33)

де l∗ — довiльне натуральне число, l∗ > n.
Розглянемо функцiю

g(t) = g(ψ; t) := ψ
(
(t/M)

1
d

)
, (t/M)

1
d ≥ 1. (3.34)

Легко бачити, що для довiльної функцiї ψ з множини M′∞ або Mc
∞

функцiя g(ψ; t) належить множинi M+
∞. На пiдставi зауваження 3.1

η(g; t)− t � g(t)

|g′(t)|
= dM

1
d
ψ
(
(t/M)

1
d

)∣∣ψ′((t/M)
1
d

)∣∣ · t1− 1
d � tα

(
ψ; (t/M)

1
d

)
.

(3.35)
Покладемо l∗ = ([η(g;n)]+1) ∈ N. Внаслiдок тверджень 3.1 та 3.2

Rn(l∗)�
ψ
(
(η(g;n)/M)

1
d

)(
η(g;n)− n

)(
η(g;n)α(ψ; (η(g;n)/M)

1
d )
) 1
s

.

Враховуючи спiввiдношення (3.34), (3.35), зауваження 3.1 i означен-
ня величин g(ψ; t), η(g; t) та mn, отримуємо

Rn(l∗)�
g(n)

(
η(g;n)− n

)(
η(g; η(g;n))− η(g;n)

) 1
s

�
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� g(n)(
η(g;n)− n

) 1
s−1
� ψ(mn)(

nα(ψ;mn)
) 1
s−1

. (3.36)

Об’єднуючи спiввiдношення (3.33) та (3.36), отримуємо необхiдну
оцiнку знизу:

Hn(Ψ; s) = H̃n(ψ; s)� ψ(mn)(
nα(ψ;mn)

) 1
s−1

.

Розглянемо тепер випадок, коли s ∈ (1,∞). Покладемо

Qn(Ψ, l) := (l − n)

 l∑
j=1

Ψ−s(j)

−1 , l ≥ n, l ∈ N.

Оскiльки для довiльного l > n виконуються спiввiдношення

Qn(Ψ, l+1)−Qn(Ψ, l) =
(
Ψs(l+1)−Qn(Ψ, l)

)
Ψ−s(l+1)

(
l+1∑
i=1

Ψ−s(i)

)−1
i

Ψs(l+1)−Qn(Ψ, l+1)=
(
Ψs(l+1)−Qn(Ψ, l)

) l∑
j=1

Ψ−s(j)

(
l+1∑
i=1

Ψ−s(i)

)−1
,

то, враховуючи монотоннiсть функцiї Ψ та означення числа ln
(спiввiдношення (1.5)), приходимо до висновку, що при всiх l ≥ ln

Qn(Ψ, l) > Qn(Ψ, l + 1) > ψs(l + 1),

а при всiх l ∈ [n, ln)

Qn(Ψ, l) ≤ Qn(Ψ, l + 1) ≤ ψs(l + 1).

Звiдси випливає, що

Qn(Ψ, ln) = sup
l>n

Qn(Ψ, l). (3.37)
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Крiм того, внаслiдок (1.5) маємо Ψ(ln + 1) > Ψ(ln), i тому, якщо
функцiя Ψ(t) задається у виглядi (2.2), то при деякому kln ∈ N справ-
джується рiвнiсть

ln = Vkln =

kln∑
i=0

νi.

У такому випадку величини Hn(Ψ, s), s ∈ (1,∞), можна подати у
виглядi

Hn(Ψ, s) =

(
(ln − n)s

′

( kln∑
k=1

νk
ψs(k)

)− s′s
+

+

∞∑
k=kln+1

νkψ
s′(k)

) 1
s′

:= H̃n(ψ, s),

де число ln визначається спiввiдношенням

ψ−s(kln) ≤ 1

ln − n

kln∑
j=1

νk
ψs(k)

< ψ−s(kln + 1). (3.38)

При цьому функцiя

Q̃n(ψ, l) := (l − n)

(
kl−1∑
k=1

νk
ψs(k)

+
l − Vkl−1
ψs(kl)

)−1
,

де число kl визначається спiввiдношенням (3.9), внаслiдок (3.37) за-
довольняє спiввiдношення

sup
l>n

Q̃n(ψ, l) = Q̃n(ψ, ln) = (ln − n)

kln∑
k=1

νk
ψs(k)

−1 .
Аналогiчно до доведеного вище випадку s ∈ (0, 1] переконуємося,

що для будь-яких функцiй ψ з множин M′∞ або Mc
∞

l∑
k=1

νk
ψs(k)

� ldα(ψ, l)

ψs(l)
, (3.39)
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Q̃n(ψ, ln) = sup
l>n

Q̃n(ψ, l) � ψs(mn). (3.40)

Звiдси, на пiдставi (3.38) i тверджень 4.1 – 4.3, отримуємо

ψ(kln) � ψ(mn) (3.41)

i
kln � mn. (3.42)

Далi, внаслiдок (3.11) та монотонностi функцiї ψ маємо

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k)�

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k)�

η(ψ,l+1)∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k)�

� (l + 1)d−1ψs
′(
η(ψ, l + 1)

)(
η(ψ, l + 1)− (l + 1)

)
,

звiдки, внаслiдок означення величини η(ψ, t), зауваження 4.1 i твер-
джень 4.1 та 4.2, будемо мати

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k)�

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k)� ldψs

′
(l)α(ψ, l). (3.43)

З iншого боку, похiдна функцiї h(t) := td−1ψs
′
(t) при t > 1 має вигляд

h′(t) = s′ψs
′
(t)td−2

(
d− 1

s′
− t|ψ′(t)|

ψ(t)

)
.

Звiдси, враховуючи (2.4), бачимо, що функцiя h(t) при достатньо
великих t спадає i тому, з огляду на (3.11), отримуємо

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k)�

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k)�

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt. (3.44)

Крiм цього, як зазначено вище, для довiльного d> 0 величина
kdψs

′
(k)→ 0 при k →∞.
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Далi, використовуючи (2.4) i метод iнтегрування частинами, от-
римаємо

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt = − l

dψs
′
(l)

d
+
s′

d

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)

α(ψ, t)
dt�

� −ldψs
′
(l) +

1

α(ψ, l)

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt.

Звiдси для достатньо великих l отримуємо оцiнку зверху

∞∫
l

td−1ψs
′
(t)dt� α(ψ, t)

1− α(ψ, t)
ldψs

′
(l)� ldψs

′
(l)α(ψ, l). (3.45)

Iз спiввiдношень (3.43) – (3.45) випливає, що

∞∑
k=l+1

νkψ
s′(k) �

∞∑
k=l+1

kd−1ψs
′
(k) � ldψs

′
(l)α(ψ, l). (3.46)

Об’єднуючи спiввiдношення (3.39) – (3.42), (3.46) iз врахуванням
тверджень 4.1 та 4.2, отримуємо необхiдну оцiнку величиниHn(Ψ, r):

Hn(Ψ, r) = H̃n(ψ, s) �
(
ψs
′s(mn) ·

(
md
nα(ψ,mn)ψs(mn)

)(1− 1
s )s
′

+

+md
nψ

s′(mn)α(ψ,mn)

) 1
s′

� ψ(mn)
(
nα(ψ,mn)

) 1
s′ .

Теорему доведено.

4. Застосування отриманих результатiв до оцiнок апрок-
симативних характеристик просторiв Sp(Td).

4.1. Нехай d — фiксоване натуральне число, Rd та Zd — множини
усiх впорядкованих наборiв k:=(k1, . . . , kd) вiдповiдно iз d дiйсних та
цiлих чисел i Td := [0, 2π]d.
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Нехай далi Lp(Td), 1 ≤ p <∞, — простiр всiх вимiрних за Лебе-
гом на Rd функцiй 2π-перiодичних по кожнiй змiннiй зi скiнченною
нормою

‖f‖
Lp(Td)

:=

(
(2π)−d

∫
Td
|f(x)|pdx

) 1
p

.

Покладемо (k,x) := k1x1 + k2x2 + . . .+ kdxd i для довiльної функцiї
f ∈ L1(Td) означимо її коефiцiєнти Фур’є формулою

f̂(k) := (2π)−d
∫
Td
f(x)e−i(k,x)dx, k ∈ Zd.

Через lNp , N = 1, 2, . . ., 0 < p ≤ ∞, позначимо простiр всiх послiдов-
ностей x = {xk}Nk=1 ∈ RN зi звичайною lp-нормою (квазi-нормою)

|x|p := ‖x‖lp =


(∑N

k=1 |xk|p
) 1
p

, 0 < p <∞,
sup1≤i≤N |xi|, p =∞.

Простiр Sp(Td), 0 < p < ∞, (див., наприклад, [2] (гл. XI)) — це
простiр всiх функцiй f ∈ L1(Td), для яких

‖f‖
Sp(Td)

:= ‖{f̂(k)}k∈Zd‖lp(Zd) =

∑
k∈Zd

|f̂(k)|p
 1

p

<∞. (4.1)

Функцiї f ∈ L1(Td) та g ∈ L1(Td) є еквiвалентними в просторi Sp(Td),
якщо ‖f − g‖

Sp(Td)
= 0.

Нехай ψ = ψ(t), t ≥ 1, — довiльна додатна спадна функцiя,
ψ(0) := ψ(1) i 0 < q, r ≤ ∞. У даному пiдроздiлi наведено засто-
сування отриманих вище результатiв до знаходження точних поряд-
кових оцiнок деяких важливих апроксимативних характеристик у
просторах Sp(Td) класiв

Fψq,r :=
{
f ∈ L1(Td) : ‖{f̂(k)/ψ(|k|r)}k∈Zd‖lp(Zd) ≤ 1

}
.

Зазначимо, що коли ψ(t) = t−s, s ∈ N, i q = 1, класи Fψq,∞ =: Fsq,∞
є множинами функцiй, у яких частиннi похiднi порядку s мають аб-
солютно збiжнi ряди Фур’є. Якщо ж q = 2, то класи Fs2,∞ еквiвалент-
нi одиничним кулям вiдомих класiв Соболєва W s

2 . Апроксимативнi
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характеристики класiв Fψq,r для рiзних r ∈ (0,∞] i рiзних функцiй ψ
дослiджувались, зокрема, у роботах [10 – 12, 15 – 18].

4.2. Нехай f — довiльна функцiя з простору L1(Td). Позначимо
через {k(l)}∞k=1 = {k(l, f)}∞k=1 перестановку чисел k ∈ Zd таку, що

|f̂(k(1))| ≥ |f̂(k(2))| ≥ . . . . (4.2)

Якщо така перестановка не єдина, то через {k(l)}∞k=1 позначимо
будь-яку з перестановок, яка задовольняє умову (4.2).

Основними апроксимативними величинами для функцiй f ∈ Fψq,r,
якi розглядаються в данiй роботi, є наступнi величини:

‖f −Gn(f)‖
X

:=

∥∥∥∥f(·)−
n∑
l=1

f̂(k(l))ei(k(l),·)
∥∥∥∥
X

, (4.3)

e⊥n (f)
X

:= inf
γn

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈γn

f̂(k)ei(k,·)
∥∥∥∥
X

(4.4)

та
en(f)

X
:= inf

γn,ck

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈γn

cke
i(k,·)

∥∥∥∥
X

, (4.5)

де X — один iз просторiв Lp(Td) або Sp(Td), γn — довiльний набiр iз
n рiзних векторiв з множини Zd, ck — довiльнi комплекснi числа; за
умови, що Fψq,r ⊂ X.

Величини (4.5) та (4.4) називають вiдповiдно найкращим n-
членним тригонометричним та найкращим n-членним ортогональ-
ним тригонометричним наближенням функцiї f у просторi X, а ве-
личину (4.3) — наближенням у просторi X функцiї f за допомогою
"greedy" апроксимант.

Вивчення величин вигляду (4.3) – (4.5) бере свiй початок вiд ро-
боти С.Б. Стєчкiна [19]. Порядковi оцiнки при n→∞ таких величин
на рiзних класах функцiй однiєї та багатьох змiнних встановлюва-
лись багатьма авторами. З бiблiографiєю робiт, в яких отримуються
подiбнi результати, можна ознайомитись, зокрема, в [20] та [21].

Якщо N — деяка пiдмножина з простору X, то покладають

e⊥n (N)
X

:= sup
f∈N

e⊥n (f)
X

та en(N)
X

:= sup
f∈N

en(f)
X
.
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Слiд також зазначити, що для довiльної функцiї f ∈ Lp(Td) має
мiсце спiввiдношення

en(f)
Lp(Td)

≤ e⊥n (f)
Lp(Td)

≤ ‖f −Gn(f)‖
Lp(Td)

, (4.6)

а для довiльної функцiї f ∈ Sp(Td), 0 < p < ∞, внаслiдок (4.1) —
спiввiдношення

en(f)
Sp(Td)

= e⊥n (f)
Sp(Td)

= ‖f −Gn(f)‖
Sp(Td)

. (4.7)

Поряд з величинами (4.3) – (4.5) для функцiй f ∈ Fψq,r природно
також розглянути величини

Eγn(f)
X

:=

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈γn

f̂(k)ei(k,·)
∥∥∥∥
X

,

де, як i ранiше, X — один iз просторiв Sp(Td) або Lp(Td), γn — до-
вiльний набiр iз n рiзних векторiв з множини Zd, а також величини

D⊥n (Fψq,r)X := inf
γn

Eγn(Fψq,r)X = inf
γn

sup
f∈Fψq,r

Eγn(f)
X
,

за умови, що Fψq,r ⊂ X. Величини Eγn(f)
X

та Eγn(Fψq,r)X називають
наближенням у просторi X вiдповiдно функцiї f та класу Fψq,r сума-
ми Фур’є порядку n, гармонiки яких взятi iз множини γn. Величини
D⊥n (Fψq,r)X можна називати ортопроекцiйним тригонометричним по-
перечником порядку n класу Fψq,r в просторi X.

З означення величин e⊥n (Fψq,r)X , D⊥n (Fψq,r)X та Eγn(Fψq,r)X випли-
ває, що для довiльного набору γn ⊂ Zd

e⊥n (Fψq,r)X ≤ D⊥n (Fψq,r)X ≤ Eγn(Fψq,r)X .

4.3. Точнi значення величин en(Fψq,r)Sp(Td) , а отже, i величин

sup
f∈Fψq,r

‖f −Gn(f)‖Sp(Td) та e⊥n (Fψq,r)Sp(Td), при будь-яких 0 < p, q <∞

випливають iз результатiв О. I. Степанця [1], [2] (гл. XI). Зокрема, iз
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теореми 9.1 роботи [2] (гл. XI) випливає, що для будь-яких 0<q≤p<∞
та довiльної додатної функцiї ψ = ψ(t), t ≥ 0, яка задовольняє умову
(2.3) при кожному n ∈ N

epn(Fψq,r)Sp(Td) = sup
l>n

(l − n)

 l∑
j=1

ψ̄−q(j)

−
p
q

, (4.8)

де ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., — незростаюча перестановка системи чисел
ψ(|k|r), k∈Zd; якщо ж 0 < p < q < ∞, а додатна функцiя ψ = ψ(t),
t ≥ 0, задовольняє умову∑

k∈Zd
ψ

pq
q−p (|k|r) <∞, (4.9)

то iз теореми 9.4 роботи [2] (гл. XI) випливає, що

epn(Fψq,r)Sp(Td)=

(ln − n)
q
q−p

(
ln∑
k=1

ψ̄−q(k)

) p
q−p

+

∞∑
k=ln+1

ψ̄
pq
q−p (k)


q−p
q

,

(4.10)
де ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., — незростаюча перестановка системи чисел
ψ(|k|r), k∈Zd, а число ln вибране з умови

ψ̄−q(ln) ≤ 1

ln − n

ln∑
k=1

ψ̄−q(k) < ψ̄−q(ln + 1).

Враховуючи позначення (1.2) та (1.3), спiввiдношення (4.8) та (4.10)
можна записати у виглядi

epn(Fψq,r)Sp(Td) = Hn(ψ̄p, q/p), 0 < p, q <∞.

Зазначимо, що коли функцiя ψ спадає до нуля, незростаючу пе-
рестановку ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., системи чисел ψ(|k|r) можна визна-
чити рiвнiстю

ψ̄(l) = ψ(m), l ∈ (Vm−1, Vm], m = 1, 2, . . . , (4.11)
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де Vm := |∆̃d
m,r| — кiлькiсть елементiв множини

∆̃d
m,r :=

{
k ∈ Zd : |k|r ≤ m, m = 0, 1, . . .

}
.

Далi, при формулюваннi результатiв важливо, щоб при всiх до-
статньо великих m (бiльших, нiж деяке додатне число k0) виконува-
лось спiввiдношення

Mr(m− c1)d < Vm = |∆̃d
m,r| ≤Mr(m+ c2)d, (4.12)

де Mr, c1 та c2 — деякi додатнi сталi.
Зрозумiло, що у випадку, коли r = ∞, спiввiдношення (4.12) ви-

конується i M∞ = vol
{
k∈Rd : |k|∞≤1

}
= 2d, якщо ж r = 1, то

M1 = vol
{
k∈Rd : |k|1 ≤ 1

}
= 2d/d!. Чи має мiсце подiбне спiввiд-

ношення при iнших r нам невiдомо, однак навiть для цих випадкiв
наведенi далi результати є новими.

Слiд зазначити, що коли виконується умова (4.12), внаслiдок
(4.11) перестановка ψ̄ належить множинi Sd(ν,M)=Sd(ν,M, c1, c2)
при M=Mr. Тому на пiдставi теореми 2.1 можна сформулювати та-
кий наслiдок.

Твердження 4.1. Нехай 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q <∞, виконується
умова (4.12), а функцiя ψp належить множинi M′∞ або ∈Mc

∞. Тодi

en(Fψq,r)Sp(Td) �
ψ(mn)(

nα(ψp,mn)
) 1
q−

1
p

� ψ(mn)(
nα(ψ,mn)

) 1
q−

1
p

,

де величина mn задається спiввiдношенням (2.7) при M = Mr.

4.3. Запишемо також вiдповiднi оцiнки величин D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) .
Точнi значення величин D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) , а також величин

Dn(Fψq,r)Sp(Td):=inf
γn
Eγn(Fψq,r)Sp(Td)=inf

γn
sup
f∈Fψq,r

inf
ak

∥∥∥∥f(·)−
∑
k∈γn

ake
i(k,·)

∥∥∥∥
Sp(Td)

випливають iз результатiв роботи О. I. Степанця [22]. Зокрема, iз
теорем 6.1 та 6.4 [22] випливає, що для будь-яких 0 < q ≤ p < ∞ i
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довiльної додатної функцiї ψ = ψ(t), t ≥ 0, яка задовольняє умову
(2.3), при кожному n ∈ N

Dn(Fψq,r)Sp(Td) = D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) = ψ̄(n+ 1); (4.13)

якщо ж 0 < p < q <∞, а додатна функцiя ψ = ψ(t), t ≥ 0, задоволь-
няє умову (4.9), то

Dn(Fψq,r)Sp(Td) = D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) =

( ∞∑
k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k)

) q−p
pq

, (4.14)

де, як i ранiше, через ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., позначається незроста-
юча перестановка системи чисел ψ(|k|r), k∈Zd.

Iз спiввiдношень (4.13) та (4.11) випливає, що для довiльної спад-
ної до нуля функцiї ψ = ψ(t), t ≥ 0, при будь-яких 0 < q ≤ p < ∞ i
кожному n ∈ [Vm−1, Vm), m = 1, 2, . . . , має мiсце рiвнiсть

Dn(Fψq,r)Sp(Td) = D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) = ψ(m).

При цьому, якщо виконується умова (4.12), то, як зазначено вище,
ψ̄ ∈ Sd(ν,M, c1, c2) при M=Mr i

(n/Mr)
1
d − c2 < m < (n/Mr)

1
d + c1 + 1. (4.15)

Звiдси, враховуючи твердження 3.1, робимо висновок, що коли функ-
цiя ψ належить множинi M′∞ або Mc

∞, виконується спiввiдношення

Dn(Fψq,r)Sp(Td) = D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) � ψ((n/Mr)
1
d ) = ψ(mn). (4.16)

У випадку, коли функцiя ψp(·) належить множинам M′∞ та Mc
∞,

i виконується умова (4.12), можна отримати також оцiнку правої ча-
стини спiввiдношення (4.14). Дiйсно, для довiльного n ∈ [Vm−1, Vm)
внаслiдок (4.11) та (4.12) маємо

∞∑
l=m+1

ld−1
(
ψp(l)

) q
q−p �

∞∑
k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k)�

∞∑
s=m

ld−1
(
ψp(l)

) q
q−p .
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Тому, на пiдставi спiввiдношення (3.46) (при s′ = q
q−p ) з урахуванням

(4.15) i тверджень 3.1 та 3.2, робимо висновок, що

∞∑
k=n+1

ψ̄
pq
q−p (k) � mdψ

pq
q−p (m)α(ψp,m) � nψ

pq
q−p (mn)α(ψ,mn).

Таким чином, справджується наступне твердження.

Твердження 4.2. Нехай 0 < r ≤ ∞, 0 < p, q < ∞ та вико-
нується умова (4.12). Тодi

1) якщо 0 < q ≤ p <∞ i функцiя ψ належить множинi M′∞ або
Mc
∞, то має мiсце спiввiдношення (4.16);
2) якщо ж 0 < p < q <∞ i функцiя ψp належить множинi M′∞

або Mc
∞, то

Dn(Fψq,r)Sp(Td) = D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) � ψ(mn)
(
nα(ψ,mn)

) 1
p−

1
q .

Зауваження 4.1. Внаслiдок (2.5) для довiльної функцiї
ψp ∈Mc

∞ маємо nα(ψ,mn) � n
d−1
d . Крiм цього, при d = 1 кла-

си Fψq,r =: Fψq не залежать вiд r, умова (4.12) виконується з ста-
лою Mr = 2. Тому для довiльної функцiї ψp ∈ Mc

∞ та будь-яких
0 < p, q <∞ справджується оцiнка

Dn(Fψq )
Sp(T1)

= D⊥n (Fψq )
Sp(T1)

� en(Fψq )
Sp(T1)

� ψ(n/2). (4.17)

Зауваження 4.2. Аналiзуючи результати даного пiдроздiлу ба-
чимо, що коли 0 < r ≤ ∞, виконується умова (4.12) i функцiя ψp

∗

(p∗ = max{1, p}) належить множинi M′∞ або множинi Mc
∞ (при

d > 1), для будь-яких 0 < q < p має мiсце спiввiдношення

lim
n→∞

en(Fψq,r)Sp(Td)
Dn(Fψq,r)

Sp(Td)

= lim
n→∞

en(Fψq,r)Sp(Td)
D⊥n (Fψq,r)

Sp(Td)

= 0,

а для будь-яких 0 < p ≤ q — спiввiдношення

en(Fψq,r)Sp(Td) � Dn(Fψq,r)Sp(Td) = D⊥n (Fψq,r)Sp(Td) .
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5. Застосування отриманих результатiв до оцiнок апрок-
симативних характеристик просторiв Lp(T1). У випадку, коли
2 ≤ p < ∞ на пiдставi теореми Гаусдорфа–Юнга (див., наприклад,
[23, c. 16]) для довiльної функцiї f ∈ Lp(Td)

‖f‖
Lp(Td)

≤ ‖f‖
Sp
′
(Td)

. (5.1)

3 Якщо ж 1 ≤ p < 2, то

‖f‖
Lp(Td)

≤ ‖f‖
L2(Td)

= ‖f‖
S2(Td)

. (5.2)

Таким чином, iз отриманих у пiдроздiлi 4 оцiнок апроксимативних
величин просторiв Sp(Td) випливають також i оцiнки зверху анало-
гiчних величин просторiв Lp(Td).

У випадку, коли d = 1 i функцiя ψp
′
належить множинi Mc

∞ нам
вдалося також отримати вiдповiднi оцiнки знизу. А саме, має мiсце
наступне твердження.

Твердження 5.1. Нехай 1 ≤ p < ∞, 0 < q < ∞ i функцiя ψp
′

належить множинi Mc
∞. Тодi

e⊥n (Fψq )
Lp(T1)

� sup
f∈Fψq

‖f −Gn(f)‖
Lp(T1)

� D⊥n (Fψq )
Lp(T1)

� ψ(n/2).

Доведення. Iз врахуванням (4.6) та (4.7) для отримання оцiнок
зверху в цьому твердженнi достатньо скористатись спiввiдношення-
ми (5.1) та (5.2) i оцiнкою (4.17).

Для отримання оцiнок знизу розглянемо множину k∗1 , k∗2 , . . . всiх
цiлих чисел таких, що

ψ(|k∗j |) = ψ̄(j), j = 1, 2, . . . , (5.3)

де ψ̄ = ψ̄(j), j = 1, 2, . . ., — незростаюча перестановка системи чисел
ψ(|k|), k∈Zd. Покладемо

f1(x) = C1(n)

n+1∑
j=1

eik
∗
j x, де C1(n) =

n+1∑
j=1

ψ−q(|k∗j |)

− 1
q

.

3Тут i далi, для довiльного 1 < p < ∞ покладаємо p′ := p
p−1

i p′ := ∞ при
p = 1. При цьому, очевидно, p′ > 1.
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Очевидно, що f1 ∈ Fψq , а на пiдставi (5.3), (3.23) та твердження 3.1
робимо висновок, що

C−q1 (n) =

n+1∑
j=1

ψ̄−q(j) �
[(n+1)/2]∑
k=1

1

ψq(k)
� ψ−q(n/2).

Тому для довiльного набору чисел γn i полiнома
∑
k∈γn

f̂1(k)eikx iз

врахуванням теореми Гаусдорфа–Юнга отримуємо∥∥∥∥f1(x)−
∑
k∈γn

f̂2(k)eikx
∥∥∥∥
Lp(Td)

=

∥∥∥∥ n+1∑
j=1

k∗j /∈γn

f̂1(k∗j )eik
∗
j x

∥∥∥∥
Lp(Td)

≥

≥
∥∥∥∥ n+1∑

j=1

k∗j /∈γn

f̂1(k∗j )eik
∗
j x

∥∥∥∥
L1(Td)

� max
j=1,n+1

k∗j /∈γn

|f̂1(k∗j )| = C1(n) � ψ(n/2).

Звiдси випливає, що при всiх 1 ≤ p <∞ має мiсце необхiдна оцiнка:

e⊥n (Fψq )
Lp(T1)

� e⊥n (f1)
Lp(T1)

� ψ(n/2).

Твердження доведено.
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