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АПРОКСИМАНТИ ПАДЕ РЯДIВ, ПОВ’ЯЗАНИХ З
ДРОБОВО–ЛIНIЙНИМИ ПЕРЕТВОРЕННЯМИ

Exact expressions of Padé approximants are constructed for some basic
hypergeometric series.

Для деяких базисних гiпергеометричних рядiв побудовано явнi вирази їх
апроксимант Паде.

В [1] встановлено такий результат.

Теорема 1. Апроксиманти Паде функцiї

f(z) =

∞∑
k=0

t0z
k

(1− δγk)t0 + δγk
, (1)

де γ, δ ∈ (0,∞)\{1}, t0 ∈ (0, 1), порядкiв [N − 1/N ], N ≥ 1, iснують,
невиродженi i можуть бути записанi у виглядi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)

QN (z)
, (2)

де

QN (z) =

N∑
k=0

c
(N)
k zN−k, (3)

PN−1(z) =

N−1∑
m=0

zm
m∑
k=0

c
(N)
N−k

t0
(1− δγm−k)t0 + δγm−k

, (4)

а c(N)
k , k = 0, N , — коефiцiєнти бiортогонального полiнома

YN =

N∑
k=0

c
(N)
k yk, (5)
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що визначається спiввiдношеннями

YN (xk) = 0, k = 0, N − 1, (6)

де
xk(t) =

t

(1− δγk)t+ δγk
, k = 0,∞,

yj(x) = x(tj) = x

(
t0

(1− γj)t0 + γj

)
, j = 0,∞.

Вiдзначимо, що коефiцiєнти ряду (1) можуть бути записанi у
виглядi

sk =
t0

t0 − δt0γk + δγk
=

t0
t0 + δ(1− t0)γk

=
1

1 + εγk
,

де

ε =
δ(1− t0)

t0
.

Для сталої ε, очевидно, справедливi нерiвностi 0 < ε <∞.
Отже, функцiю (1) можна записати у виглядi

f(z) =

∞∑
k=0

zk

1 + εγk
.

При q 6= 1 та a ∈ R q–символ Похгаммера, або зсунутий q–
факторiал визначається за формулою (див., наприклад, [2, c. 22])

(a; q)n =

{
1, n = 0,
(1− a)(1− aq) · . . . · (1− aqn−1), n = 1, 2, . . . .

З урахуванням цього позначення

1 + εγk =
(1 + ε)(1 + εγ) · . . . · (1 + εγk)

(1 + ε)(1 + εγ) · . . . · (1 + εγk−1)
=

(1 + ε)(−εγ; γ)k
(−ε; γ)k

.

Таким чином,

f(z) =
1

1 + ε

∞∑
k=0

(−ε; γ)k
(−εγ; γ)k

zk =
1

1 + ε
2φ1

[
γ;−ε
−εγ ; γ; z

]
, (7)
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де базисний гiпергеометричний ряд визначається формулою
(див. [2, c. 23])

2φ1

[
a; b
c

; q; z

]
=

∞∑
n=0

(a; q)n(b; q)n
(q; q)n(c; q)n

zn.

Вiдзначимо, що визначення коефiцiєнтiв бiортогонального полi-
нома (5) можна звести до пiдрахунку визначникiв матрицi Кошi,
завдяки чому апроксиманти Паде (2) – (4) можна записати в явному
виглядi. А саме, має мiсце наступний результат.

Теорема 2. Апроксиманти Паде функцiї (7) при γ ∈ (0,∞)\{1},
ε ∈ (0,∞), порядкiв [N − 1/N ], N ≥ 1, можуть бути записанi у
виглядi (2), де

QN (z) =

N∑
k=0

zN−k
(−ε; γ)k+N

(−ε; γ)kγ(2N−k−1)k/2(γ; γ)k(γ; γ)N−k
,

PN−1(z) =

N−1∑
m=0

zm
m∑
k=0

(−1)k (−ε; γ)2N−k
(−ε; γ)N−kγ

(N+k−1)(N−k)
2 (γ; γ)k(γ; γ)N−k

×

× 1

1 + εγm−k
.

Доведення. Згiдно з [3, c. 94] нетривiальний бiортогональний
полiном (5), для якого є справедливими спiввiдношення (6), можна
записати в детермiнантному виглядi

YN = εN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s0 s1 . . . sN
s1 s2 . . . sN−1
. . . . . .
. . . . . .
sN−1 sN . . . s2N−1
y0 y1 . . . yN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (8)

де εN — ненульова константа, що може обиратися з мiркувань нор-
мування полiнома YN . Розкладаючи визначник (8) за елементами
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останнього рядка, отримаємо

YN = εN

N∑
j=0

(−1)N−jyj×

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s0 . . . sj−1 sj+1 . . . sN
s1 . . . sj sj+2 . . . sN+1

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
sN−1 . . . sN+j−2 sN+j . . . s2N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (9)

Але для послiдовностi {sk}∞k=o має мiсце узагальнене моментне зоб-
раження (див. [3, с. 91])

sk+j = yj(xk) = xk(tj), k, j = 0,∞.

Отже, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s0 . . . sj−1 sj+1 . . . sN
s1 . . . sj sj+2 . . . sN+1

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
sN−1 . . . sN+j−2 sN+j . . . s2N−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x0(t0) . . . x0(tj−1) x0(tj+1) . . . x0(tN )
x1(t0) . . . x1(tj−1) x1(tj+1) . . . x1(tN )
. . . . . . . . . .
. . . . . . . . . .
xN−1(t0) . . . xN−1(tj−1) xN−1(tj+1) . . . xN−1(tN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(10)
Неважко переконатися, що визначник (10) можна виразити через

визначник матрицi Кошi (див., наприклад, [4, с. 494]).
Дiйсно,

xk(tj) =
tj

(1− δγk)tj + δγk
=

1

1− δγk + δγkt−1j
=

γ−k

γ−k − δ + δt−1j
=

=
γ−k

ξk + ηj
,
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де ξk = γ−k − δ, ηj = δt−1j .
Таким чином, останнiй визначник дорiвнює∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
ξ0+η0

. . . 1
ξ0+ηj−1

1
ξ0+ηj+1

. . . 1
ξ0+ηN

γ−1

ξ1+η0
. . . γ−1

ξ1+ηj−1

γ−1

ξ1+ηj+1
. . . γ−1

ξ1+ηN

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
γ−N+1

ξN−1+η0
. . . γ−N+1

ξN−1+ηj−1

γ−N+1

ξN−1+ηj+1
. . . γ−N+1

ξN−1+ηN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
N−1∏
k=0

γ−k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
ξ0+η0

. . . 1
ξ0+ηj−1

1
ξ0+ηj+1

. . . 1
ξ0+ηN

1
ξ1+η0

. . . 1
ξ1+ηj−1

1
ξ1+ηj+1

. . . 1
ξ1+ηN

. . . . . . . . . .

. . . . . . . . . .
1

ξN−1+η0
. . . 1

ξN−1+ηj−1

1
ξN−1+ηj+1

. . . 1
ξN−1+ηN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

N−1∏
k=0

γ−k

∏
i<m

(ξi − ξm)
∏

i<m;i,m6=j
(ηi − ηm)

N−1∏
i=0

N∏
m=0;m 6=j

(ξi + ηm)

=

= κ(1)
N

N∏
m=1

m−1∏
i=0

(ηj − ηm)

j−1∏
i=0

(ηi − ηj)
N∏

m=j+1

(ηj − ηm)

·

N−1∏
i=0

(ξi + ηj)

N−1∏
i=0

N∏
m=0

(ξi + ηm)

=

= κ(2)
N

N−1∏
i=0

(ξi + ηj)

j−1∏
i=0

(ηi − ηj)
N∏

m=j+1

(ηj − ηm)

,

тут i далi κ(l)
N , l = 1, 2, ..., — деякi константи, що залежать вiд N ,

але не залежать вiд j. Пiдставимо в останню формулу значення

ξk = γ−k − δ, ηj = δt−1j .
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Отримаємо:

κ(2)
N

N−1∏
i=0

(γ−i − δ + δt−1j )

j−1∏
i=0

(δt−1i − δt
−1
j )

N∏
m=j+1

(δt−1j − δt
−1
m )

=

= κ(2)
N

t−Nj
N−1∏
i=0

γ−i
N−1∏
i=0

(tj − δγitj + δγi)

δN t−Nj

j−1∏
i=0

t−1i
N∏

m=j+1

t−1m
j−1∏
i=0

(tj − ti)
N∏

m=j+1

(tm − tj)
=

= κ(3)
N

N−1∏
i=0

(tj − δγitj + δγi)

tj
N∏
i=0

t−1i

j−1∏
i=0

(tj − ti)
N∏

m=j+1

(tm − tj)
. (11)

Розглянемо окремо

tj − ti =
t0

(1− γj)t0 + γj
− t0

(1− γi)t0 + γi
=

=
t0(1− t0)(γi − γj)(

(1− γj)t0 + γj
)(
(1− γi)t0 + γi

) . (12)

Пiдрахуємо чисельник дробу (11), матимемо

N−1∏
i=0

(tj − δγitj + δγi) =

=

N−1∏
i=0

(
t0

(1− γj)t0 + γj
− δγit0

(1− γj)t0 + γj
+ δγi

)
=

=

N−1∏
i=0

(
t0 − δγi+jt0 + δγi+j

)
(
(1− γj)t0 + γj

)N =

tN0
N−1∏
i=0

(
1 + δ(1−t0)

t0
γi+j

)
(
(1− γj)t0 + γj

)N =
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=

tN0
N−1∏
i=0

(1 + εγi+j)

((1− γj)t0 + γj)N
=
tN0 (1 + εγj)(1 + εγj+1) · . . . · (1 + εγj+N−1)(

(1− γj)t0 + γj
)N =

=
tN0 (1 + ε)(1 + εγ) · . . . · (1 + εγj+N−1)(

(1− γj)t0 + γj
)N

(1 + ε)(1 + εγ) · . . . · (1 + εγj−1)
=

=
tN0 (−ε; γ)j+N(

(1− γj)t0 + γj
)N

(−ε; γ)j
. (13)

Пiдставимо (12) та (13) в (11). Отримаємо:

κ(4)
N

tN0 (−ε; γ)j+N(
(1− γj)t0 + γj

)N
(−ε; γ)j

× (1− γj)t0 + γj

t0
×

×
j−1∏
i=0

(
(1− γj)t0 + γj

)(
(1− γi)t0 + γi

)
t0(1− t0)(γi − γj)

×

×
N∏

m=j+1

(
(1− γm)t0 + γm

)(
(1− γj)t0 + γj

)
t0(1− t0)(γj − γm)

=

= κ(5)
N

(−ε; γ)j+N
(
(1− γj)t0 + γj

)N+1(
(1− γj

)
t0 + γj)N (−ε; γ)j

×

×

j−1∏
i=0

(
(1− γi)t0 + γi

) N∏
m=j+1

(
(1− γm)t0 + γm

)
(
t0(1− t0)

)N j−1∏
i=0

(γi − γj)
N∏

m=j+1

(γj − γm)

=

= κ(6)
N

(−ε; γ)j+N
N∏
i=0

((1− γi)t0 + γi)

(−ε; γ)j
j−1∏
i=0

(γi − γj)
N∏

m=j+1

(γj − γm)

=

= κ(7)
N

(−ε; γ)j+N

(−ε; γ)j
j−1∏
i=0

(γi − γj)
N∏

m=j+1

(γj − γm)

.
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Розглянемо окремо

j−1∏
i=0

(γi − γj) =
j−1∏
i=0

γi
j−1∏
i=0

(1− γj−i) =
j−1∏
i=0

γi
j∏
i=1

(1− γi) =

= γj(j−1)/2
j∏
i=1

(1− γi) = γj(j−1)/2(γ; γ)j .

Аналогiчно

N∏
m=j+1

(γj − γm) =

N∏
m=j+1

γm(γj−m − 1) =

N∏
m=j+1

γm ·
N−j∏
m=1

(γ−m − 1) =

=

N∏
m=j+1

γm ·
N−j∏
m=1

γ−m ·
N−j∏
m=1

(1− γm) = γ(j+1+N)(N−j)/2×

×γ−(N−j)(N−j+1)/2

N−j∏
m=1

(1− γm) = γj(N−j)(γ; γ)N−j .

У результатi отримаємо для визначникiв (10) формулу

κ(8)
N

(−ε; γ)j+N
(−ε; γ)jγj(j−1)/2+j(N−j)(γ; γ)j(γ; γ)N−j

=

=
(−ε; γ)j+N

(−ε; γ)jγ(2N−j−1)j/2(γ; γ)j(γ; γ)N−j
.

Згiдно з (9) це означає, що коефiцiєнти полiнома (5) можуть бути
записанi у виглядi

c
(N)
k = εN (−1)N−k (−ε; γ)k+N

(−ε; γ)kγ(2N−k−1)k/2(γ; γ)k(γ; γ)N−k
,

звiдки i випливає твердження теореми.
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