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We study a special case of the three-body problem where two of the bodies
are the same mass and there is a manifold of symmetrical motions. We
consider sufficient conditions of nonexistence of oscillating symmetric mo-
tions. To analyze stability, we substantially rely on the structure of the
manifold of symmetric motions.

Исследуется случай задачи трех тел, когда два из них имеют одина-
ковые массы, что обусловливает существование многообразия симмет-
ричных движений. Рассматриваются достаточные условия отсутствия
осциллирующих симметричных движений. Для анализа оганиченности
движения используется структура многообразия симметричных дви-
жений.

1 Вступ

Симетричнi рухи у задачi трьох тiл (матерiальних точок) зазвичай
пов’язують з питанням iснування осцилюючих фiнальних еволюцiй,
посилаючись при цьому на вiдому роботу Сiтнiкова [1], якому вдало-
ся в спецiальному випадку обмеженої задачi трьох тiл, коли два з них
мають рiвнi маси, довести iснування осцилюючих рухiв. Згодом твер-
дження Сiтнiкова, враховуючи, що саму можливiсть iснування таких
рухiв допускав Шазi [2], послужило поштовхом для подальших дослi-
джень в цьому напрямку у загальному випадку задачi трьох тiл [3–5].

Нижче, як i в роботах автора [6,7], будемо в деякому сенсi розгля-
дати обернену задачу, тобто дослiджувати умови, коли осцилюючi
симетричнi рухи не iснують. Правда, якщо в роботах [6, 7] ми зосе-
реджували нашу увагу на iснуваннi обмежених симетричних рухiв,
то тепер дещо послабимо вимоги, зводячи їх до пошуку умов, якi
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виключають iснування осцилюючих симетричних рухiв. При цьому
питання їх обмеженостi (необмеженостi) залишається вiдкритим.

В подальшому при дослiдженнi симетричних рухiв будемо вiд-
штовхуватись вiд базових рiвнянь задачi трьох тiл, якi ми запишемо
у формi [8]:

𝝆′′
1 = 𝜇2

𝝆2 − 𝝆1

|𝝆12|3
+ 𝜇3

𝝆3 − 𝝆1

|𝝆13|3
,

𝝆′′
2 = −𝜇1

𝝆2 − 𝝆1

|𝝆12|3
+ 𝜇3

𝝆3 − 𝝆2

|𝝆23|3
, (1)

𝝆′′
3 = −𝜇1

𝝆3 − 𝝆1

|𝝆13|3
− 𝜇2

𝝆3 − 𝝆2

|𝝆23|3
.

Як показано в [6], при умовi, що двi маси рiвнi, на пiдставi (1) при-
ходимо до многовиду симетричних рухiв у виглядi

𝝆′′
12 = −2𝜇

𝝆12

|𝝆12|3
− 𝜇3

𝝆12

|𝝆13|3
,

𝝆′′
3 = − 𝝆3

|𝝆13|3
,

(2)

в якому |𝝆13| = |𝝆23|, штрих означає диференцiювання за часом 𝜏 =

𝑡
√
𝐺𝑀/𝑟

3/2
0 , 𝜇𝑖 = 𝑚𝑖/𝑀(𝑖 = 1, 2, 3),𝑀 = 𝑚1 +𝑚2 +𝑚3, 𝝆𝑖 = 𝐫𝑖/𝑟0 –

вiдноснi радiуси-вектори, 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇, 2𝜇 + 𝜇3 = 1. Параметр 𝑟0, що
має розмiрнiсть одиницi довжини, у вираз для 𝜏 введений для того,
щоб в подальшому працювати з безрозмiрними величинами. Вiдстанi
|𝝆12|, |𝝆13| i |𝝆3| зв’язанi рiвнiстю

𝝆2
3 = 𝜇2

(︀
−𝝆2

12 + 4𝝆2
13

)︀
. (3)

Характерною особливiстю многовиду симетричних рухiв є спра-
ведливiсть рiвностей

𝝆12 × 𝝆′
12 = 𝐂𝟏, 𝝆3 × 𝝆′

3 = 𝐂𝟐,

де 𝐂𝟏,𝐂𝟐 – сталi вектори. Це дозволяє якiсне дослiдження системи
(2) звести до системи з двома ступенями вiльностi:

𝜌212
′′
= 2𝑣212 −

4𝜇

𝜌12
− 2𝜇3

𝜌212
𝜌313

,

𝜌23
′′
= 2𝑣23 − 2

𝜌23
𝜌313

,

(4)
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де |𝝆12| = 𝜌12, |𝝆13| = 𝜌13, 𝑣
2
12 = 𝝆′2

12, 𝑣23 = 𝝆′2
3 . Беручи до уваги, що

𝝆′2
12 = 𝜌′212 +

|𝝆12 × 𝝆′
12|

2

𝜌212
, (5)

𝝆′2
3 = 𝜌′23 +

|𝝆3 × 𝝆′
3|

2

𝜌23
, (6)

рiвняння (4) можемо представити у виглядi

𝜌212
′′
= 2

(︃
(𝜌212

′
)2

4𝜌212
+

|𝐂1|2

𝜌212

)︃
− 4𝜇

𝜌12
− 2𝜇3

𝜌212
𝜌313

,

𝜌23
′′
= 2

(︃
(𝜌23

′
)2

4𝜌23
+

|𝐂2|2

𝜌23

)︃
− 2

𝜌23
𝜌313

.

(7)

Якщо 𝐂2 = 𝟎, то система (7) допускає рух, при якому тiло з масою
𝜇3 здiйснює коливання уздовж осi, що проходить через центр мас
системи i є перпендикулярною до площини, у якiй рухаються iншi
два тiла з рiвними масами.

Характерними ознаками многовиду симетричних рухiв (7) є стiй-
кiсть за Хiллом пари матерiальних точок (𝜇, 𝜇) при умовi, що 𝑕 < 0,
а також дистальнiсть руху при |𝐂1| ≠ 0, як наслiдок рiвностi |𝝆13| =
|𝝆23|. Крiм того, якщо рух на многовидi (7) є обмеженим, то ця обме-
женiсть стосується як координат 𝜌12, 𝜌13, так i швидкостей 𝑣12, 𝑣13,
тобто має мiсце стiйкiсть за Лагранжем.

Як показано у роботi [6], на многовидi симетричних рухiв (2) кi-
нетичну енергiю зручно зобразити в однiй з форм

𝑇 =
1

2

(︀
𝜇2𝝆′2

12 + 2𝜇𝜇3𝝆
′2
13

)︀
, (8)

𝑇 =
1

2

(︂
𝜇2

2𝜇
𝝆′2
12 +

𝜇3

2𝜇
𝝆′2
3

)︂
, (9)

що дозволяє для iнтеграла енергiї отримати такi вирази(︀
𝜇2𝝆′2

12 + 2𝜇𝜇3𝝆
′2
13

)︀
− 2𝜇2

𝜌12
− 4𝜇𝜇3

𝜌13
= 2𝑕, (10)

(︂
𝜇2

2𝜇
𝝆′2
12 +

𝜇3

2𝜇
𝝆′2
3

)︂
− 2𝜇2

𝜌12
− 4𝜇𝜇3

𝜌13
= 2𝑕. (11)
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Торкаючись дослiджень автора, присвячених iснуванню обмеже-
них рухiв на многовидi симетричних рухiв, як пiдсумок приходимо
до такої теореми.

Теорема 1. Нехай 𝝆(𝜏) = (𝝆1,𝝆2,𝝆3)
𝑇 – симетричний рух систе-

ми (2), який належить множинi

Ω = {(𝝆,𝝆′) : 𝑇 − 𝑈 = 𝑕 < 0} .

Тодi, якщо
|𝝆12 × 𝝆′

12| = 𝑐 > 0 (12)

i виконується одна з умов:

𝜇3 + 𝑐2𝑕 < 0, (13)

4

𝑐2
[︀
2𝜇3(1 + 𝜇3) + 𝑐2𝑕

]︀
− 𝜇3𝑐

2𝑕2

𝜇(𝜇+ 4𝜇3)2
< 0, (14)

2

𝑐2
[︀
4𝜇3 + 𝑐2𝑕

]︀
− 𝑐2𝑕2

2𝜇(𝜇+ 4𝜇3)2
< 0, (15)

2

𝜇𝜇3𝑐2
[𝑕𝑐2 + 4(1− 𝜇)𝜇3]− |𝑕|

𝜇+ 4𝜇3
< 0, (16)

то дослiджуваний симетричний рух є обмеженим.

Доведення. Справедливiсть теореми у випадку (13) доведено у
роботi [7], у випадках (14) i (15) в [6], у випадку (16) в [9].

2 Про достатнi умови вiдсутностi осцилюючих си-
метричних рухiв

Як випливає з формулювання теореми 1, виконання достатнiх умов
обмеженостi симетричних рухiв iстотно пов’язане як з абсолютним
значенням моменту кiлькостей руху пари (𝜇, 𝜇), так i з сталою iнте-
грала енергiї 𝑕, а також iз спiввiдношенням сталих |𝑐| i |𝑕|. Вагому
роль в цих умовах вiдiграє також спiввiдношення мас 𝜇 i 𝜇3. Та-
ким чином, при встановленнi умов обмеженостi симетричних рухiв у
вiдповiдностi з теоремою 1 ми оперуємо сталими величинами. У цьо-
му зв’язку було б цiкаво розглянути вплив розподiлу узагальнених
швидкостей, тобто динамiчних факторiв, на характер руху системи
(2). Частково вiдповiдь на це питання дає наступна
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Теорема 2. Нехай 𝝆(𝜏) = (𝝆1,𝝆2,𝝆3)
𝑇 – симетричний рух систе-

ми (2), який належить множинi

Ω = {(𝝆,𝝆′) : 𝑇 − 𝑈 = 𝑕 < 0} .

Тодi, якщо

−𝑣212 + 2𝑣213 ≥ 𝑐 >
𝑕

𝜇+ 4𝜇3
∀𝜏 ∈ 𝑅, 𝑐 = const, (17)

то даний симетричний рух не є осцилюючим.

Доведення. Скористаємося рiвнянням

(𝝆23𝝆
′
13)

′ =
1

2
(−𝑣212 + 𝑣213 + 𝑣223)−

𝜇1 + 𝜇3

2𝜌13

(︂
1 +

𝜌223 − 𝜌212
𝜌213

)︂
+

+
𝜇2

2𝜌12

(︂
1 +

𝜌223 − 𝜌213
𝜌212

)︂
− 𝜇2

𝜌23
, (18)

отриманим у роботi [8]. На многовидi симетричних рухiв воно набуває
вигляду

(𝝆23𝝆
′
13)

′ =
1

2
(−𝑣212+2𝑣213)+

𝜇

2𝜌12
−𝜇+ 𝜇3

2𝜌13

(︂
1 +

𝜌213 − 𝜌212
𝜌213

)︂
− 𝜇2

𝜌13
. (19)

Враховуючи оцiнку [9]:

1

𝜌12
>

−𝑕
𝜇(𝜇+ 4𝜇3)

,

на пiдставi (19) приходимо до нерiвностi

(𝝆23𝝆
′
13)

′ >
1

2
(−𝑣212+2𝑣213)+

−𝑕
2(𝜇+ 4𝜇3)

−𝜇+ 𝜇3

2𝜌13

(︂
1 +

𝜌213 − 𝜌212
𝜌213

)︂
− 𝜇2

𝜌13
,

(20)
яку, беручи до уваги умову (17) теореми 2, перепишемо у виглядi

(𝝆23𝝆
′
13)

′ >
1

2

[︂
𝑐+

−𝑕
(𝜇+ 4𝜇3)

]︂
− 𝜇+ 𝜇3

2𝜌13

(︂
1 +

𝜌213 − 𝜌212
𝜌213

)︂
− 𝜇2

𝜌13
. (21)

Як показано у роботi [9], має мiсце рiвнiсть

𝝆23𝝆
′
13 =

1

4

(︀
−𝜌212 + 2𝜌213

)︀′
,
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а тому на пiдставi (21) маємо

1

4

(︀
−𝜌212 + 2𝜌213

)︀′′
>

1

2

[︂
𝑐+

−𝑕
(𝜇+ 4𝜇3)

]︂
− 𝜇+ 𝜇3

2𝜌13

(︂
1 +

𝜌213 − 𝜌212
𝜌213

)︂
− 𝜇2

𝜌13
.

(22)
Припустимо тепер, що дослiджуваний рух є осцилюючим. Тодi

вiдстань 𝜌13 може досягати будь-яких великих значень, а отже, вра-
ховуючи умову (17) теореми, iснує куля 𝐵𝑟 з достатньо великим ра-
дiусом 𝑟, за межами якої виконується нерiвнiсть

1

4

(︀
−𝜌212 + 2𝜌213

)︀′′
> 𝛿 > 0, 𝛿 = const. (23)

Для осцилюючого руху справедлива рiвнiсть

lim
𝑘→∞

𝜌13 = ∞

i, таким чином, при достатньо великому радiусi 𝑟 функцiя (−𝜌212 +
2𝜌213) має максимуми, для яких її друга похiдна принаймнi не до-
датна. Отримуємо суперечнiсть, звiдки робимо висновок про справе-
дливiсть теореми 2. □

На завершення скажемо, що оскiльки на многовидi симетричних
рухiв можливий вибiр початкових умов, якi призводять до осцилюю-
чих фiнальних еволюцiй, то теорема 2 в цьому сенсi може становити
певний iнтерес якраз для з’ясування тих ключових моментiв, якi i
спричиняють реалiзацiю осцилюючих фiнальних еволюцiй.
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