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The paper proposes an interpolatory–type approximation method based
on the use of Sinc basis and arbitrary irregular grid. We obtained ad-
missibility conditions for the nodes of irregular grid and proved an apriori
error estimate of the method which depends on the relative position of
irregular grid and the nodes of uniform grid associated with classical Sinc–
interpolant. We further study an error of the approximation provided by
a given irregular grid lying in the neighobourhood of the classical uniform
grid.

В работе предлагается аппроксимаций метод интерполяционного типа,
основанный на использовании Sinc базиса и произвольной неравномер-
ной сетки. Получены условия допустимости узлов, а также априорную
оценку погрешности метода, которая зависит от взаиморасположения
узлов неравномерной сетки и классической для Sinc методов равно-
мерной сетки. Исследован порядок аппроксимации при условии малого
отклонения заданной неравномерной сетки от классической.

1 Вступ

Задача наближення функцiї за її значеннями заданими на деякiй сi-
тцi вiдмiннiй вiд тiєї, що асоцiйована з iнтерполянтом часто виникає
у цифровiй обробцi сигналiв та у прикладних сферах, що пов’язанi з
обробкою та розпiзнаванням зображень.

Першi згадки стосуються проблеми вiдновлення функцiї з обме-
женим частотним спектром за її значеннями на нерiвномiрнiй сi-
тцi, використовуючи для цього нерiвномiрний аналог розкладу в ряд
Фур’є [10]. Бiльшiсть наступних робiт присвячених данiй тематицi
стосується точного вiдновлення функцiї 𝑓 ∈ 𝑉𝑗 ⊂ 𝕃𝑝 по її значеннях,
що заданi на деякiй нерiвномiрнiй сiтцi (див., наприклад, [2,7,14,17]
та бiблiографiю в цих джерелах).
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Велика кiлькiсть бiльш сучасних робiт присвячена задачам нето-
чного (чисельного) вiдновлення функцiї [1, 8, 11, 12, 18, 21, 22]. Об’єд-
нуючою рисою згаданих робiт є те, що всi вони базуються на iдеологiї
сформульованiй у [10]. Ця iдеологiя полягає у побудовi та дослiджен-
нi нових апроксимацiйних операторiв пов’язаних iз заданою нерiв-
номiрною сiткою Λ′. Подальше чисельне вiдновлення 𝑓(𝑥) здiйсню-
ється використовуючи iтерацiйне рiвняння пов’язане з побудованим
iнтерполянтом. Альтернативна технiка вiдновлення невiдомих зна-
чень функцiї 𝑓 ∈ 𝐿2 за вiдомими значеннями деяких заданих лiнiй-
них функцiоналiв вiд цiєї функцiї була запропонована у роботi [17].
Подiбно до iнших робiт тут автор розглядає задачу точного вiдновле-
ння функцiї 𝑓 (умови точного вiдновлення для бiльш широкого класу
функцiй дослiджуються у [7]), використовуючи для цього пiдхiд подi-
бний до колокацiї. Загальна схема наближення функцiї iнтерполяцiй-
ними полiномами з використанням колокацiї її невiдомих значень на
асоцiйованiй з iнтерполянтом сiтцi по вiдомим значенням цiєї функцiї
на сiтцi, що вiдмiнна вiд асоцiйованої (класичної для iнтерполянта),
був запропонований в [25].

Дана робота присвячена реалiзацiї запропонованих в [25] iдей до
Sinc–iнтерполяцiї. Бiльш детальнi вiдомостi з теорiї Sinc–методiв та,
зокрема, теорiї Sinc–iнтерполяцiї представленi у пунктi 2. Основнi ре-
зультати роботи сформульованi у пунктi 3, де нами отримано умови
допустимостi нерiвномiрної сiтки, а також доведена апрiорна оцiн-
ка похибки побудованого нерiвномiрного Sinc–апроксиманту. Як на-
слiдок з цiєї оцiнки, ми отримуємо порядок апроксимацiї у випадку
невеликого вiдхилення заданої нерiвномiрної сiтки вiд класичної.

2 Sinc–апроксимацiя

Методи що обговорюються у данiй главi завдячують своєю назвою
Sinc–функцiї:

sinc (𝑥) =
sin𝜋𝑥

𝜋𝑥

яка вперше була використана у теорiї iнформацiї (див. наприклад до-
ведення Теореми Вiттакера–Котельнiкова–Шенона [6]). Ця функцiя
математично описує iдеальний низькочастотний фiльтр i тому ши-
роко застосовуються у цифровiй обробцi сигналiв. Для спрощення
подальшого викладу теорiї ми також введемо до розгляду наступне
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позначення

𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥) ≡ sinc
(︁𝑥
𝑕
− 𝑘
)︁
, 𝑕 > 0, 𝑘 ∈ ℤ (1)

для функцiї, що є зсунутою та про-масштабованою версiєю sinc (𝑥).
Таке позначення є бiльш зручним для описання основаних на Sinc–
функцiї апроксимацiйних та квадратурних формул. Послiдовнiсть{︂

1√
𝑕
𝑆(𝑘, 𝑕)

}︂∞

𝑘=−∞
(2)

утворює повний ортонормований базис у просторi 𝐖(𝜋/𝑕) iнтегров-
них з квадратом функцiй 𝑓(𝑥) ∈ ℝ, таких, що ∀𝑧 ∈ ℂ функцiя 𝑓(𝑧)
аналiтична, причому |𝑓(𝑧)| ≤ 𝐶e𝜋|𝑧/𝑕|, з деякою додатною констан-
тою 𝐶 [19]. Вирiзняючою властивiстю Sinc–базису (1) з помiж iнших
неполiномiальних базисiв є те що проекцiя ∀𝑓 ∈ 𝐖(𝜋/𝑕) на 𝑘-й еле-
мент базису 𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥) дорiвнює 𝑓(𝑘𝑕). Звiдки, позначивши

𝐶∞{𝑓, 𝑕}(𝑥) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑓(𝑘𝑕)𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥),

матимемо
𝑓(𝑥) = 𝐶∞{𝑓, 𝑕}(𝑥), 𝑥 ∈ ℝ.

Простiр 𝐖(𝜋/𝑕) є завузьким з точки зору застосувань оскiльки
вимагає аналiтичностi функцiї у всiй комплекснiй площинi. Вияви-
лось [19], що обмеження областi аналiтичностi функцiї до смуги 𝐷𝑑

𝐷𝑑 = {𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 𝑥 ∈ (−∞,∞), |𝑦| ≤ 𝑑} (3)

не призводить до втрати якiсних апроксимацiйних властивостей ба-
зису (2). Множина функцiй 𝑓(𝑧) аналiтичних у смузi 𝑧 ∈ 𝐷𝑑, для
деякого 𝑑 < 𝜋/2 i таких, що величина

𝑁1(𝑓,𝐷𝑑) ≡
∫︁
𝜕𝐷𝑑

|𝑓(𝑧)|𝑑𝑧 <∞,

утворює простiр, який називається простором Хардi 𝐻1(𝐷𝑑) з нор-
мою ‖𝑓‖ = 𝑁1(𝑓,𝐷𝑑) (аналогiчно можна визначити простiр 𝐻𝑥(𝐷𝑑)
для 𝑥 = 2, 3, . . . [19]). У цьому просторi розклад 𝑓(𝑥) по послiдовностi
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функцiй 𝑆{𝑘, 𝑕} (2) вже не є точним. Тим не менше, ∀𝑓 ∈ 𝐻1(𝐷𝑑)
справедлива наступна оцiнка точностi такого розкладу [20, с. 383]

sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)− 𝐶∞{𝑓, 𝑕}(𝑥)| ≤ 𝑐e−𝜋𝑑/𝑕, (4)

константа 𝑐 > 0 не залежить вiд 𝑕. Тобто, замiна функцiї 𝑓 ∈ 𝐻1(𝐷𝑑)
рядом який побудований з використанням значень 𝑓(𝑥) на дискре-
тнiй множинi точок призводить до виникнення експоненцiально ма-
лої похибки, при 𝑕 → 0. Похибку такого роду у лiтературi прийнято
називати похибкою дискретизацiї [23]. Згiдно пiдходу, запропонова-
ному в [9] для аналiзу точностi чисельних методiв з використанням
теорiї функцiй комплексної змiнної, похибка дискретизацiї є однiєю
з двох складових загальної похибки апроксимацiйного методу. Iнша
складова загальної похибки виникає при замiнi 𝐶∞{𝑓, 𝑕}(𝑥) рядом
скiнченної довжини 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥) :

𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑘=−𝑁

𝑓(𝑘𝑕)𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥), (5)

де 𝑁 > 0 – цiлий параметр, який визначає кiлькiсть точок Sinc–
апроксимацiйної формули рiвну 2𝑁 +1. Таку похибку називають по-
хибкою округлення (вiдкидання). Має мiсце наступна теорема [19, с.
137]:

Теорема 2.1. Якщо функцiя 𝑓 ∈ 𝐻1(𝐷𝑑) є такою, що ∀𝑥 ∈ ℝ вико-
нується умова

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐿e−𝛼|𝑥|, з деякими 𝛼,𝐿 > 0. (6)

Тодi, вибравши

𝑕 =

√︂
𝜋𝑑

𝛼𝑁
(7)

для похибки Sinc–апроксимацiї функцiї 𝑓(𝑥) рядом 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥) спра-
ведлива оцiнка

sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)− 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥)| ≤ 𝑐ℰ𝑁 ,

ℰ𝑁 = 𝑁1/2e−
√
𝜋𝑑𝛼𝑁 ,

(8)

з константою 𝑐 залежною вiд 𝑓, 𝑑, 𝛼 та незалежною вiд 𝑁 .
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При доведенi теореми, загальну похибку Sinc–апроксимацiї пред-
ставляють у виглядi суми двох згаданих складових. Умова (6) накла-
дена для того, щоб оцiнити залишок ряду |𝐶∞{𝑓, 𝑕}(𝑥)−𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥)| ≤
e−

√
𝜋𝑑𝛼𝑁 i таким чином узгодити похибку округлення з похибкою

дискретизацiї (4). Подiбнi мiркування можуть бути застосованими
до ситуацiї коли область аналiтичностi не змiнюється, а швидкiсть
спадання 𝑓(𝑥) на ℝ повiльнiша нiж експоненцiальна. Похибка окру-
глення, в такiй ситуацiї, домiнуватиме над похибкою дискретизацiї i
буде вносити основний вклад до загальної похибки методу.

У переважнiй бiльшостi застосувань параметри 𝑑, 𝛼 не доступнi
апрiорно, тому наступний вигляд похибки є бiльш зручним на пра-
ктицi

ℰ(𝑁) = 𝐶1

√
𝑁e−𝐶2

√
𝑁 . (9)

Цю формулу, насправдi застосовують для зворотньої задачi оцiнки
𝑁 , як функцiї вiд ℰ :

𝑁(ℰ) =
[︂
1

𝐶2
𝐖2

(︂
−𝐶2

𝐶1
ℰ
)︂
+ 1

]︂
, (10)

де 𝐖(𝑧) означає нижню гiлку функцiї Ламберта 𝙻𝚊𝚖𝚋𝚎𝚛𝚝𝚆(−1, 𝑧),
[16], а [·] – цiла частина вiд числа. Для цього спочатку за допомо-
гою (9) наближено знаходяться сталi 𝐶1, 𝐶2, а потiм за формулою
(10) обчислюється значення 𝑁 . Оцiнки на 𝐶1, 𝐶2 можна отримати
використовуючи апостерiорну схему, що базується на визначеннi не-
вiдомих сталих з системи рiвнянь складених на основi значення фун-
кцiї 𝑓(𝑥) та двох її наближень 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥) при 𝑁 = 𝑁0, 2𝑁0. Або
трьох наближень 𝑁 = 𝑁0, 2𝑁0, 4𝑁0, якщо точне значення функцiї не
доступно для жодного 𝑥. Строго кажучи, для формування системи
рiвнянь з невiдомими 𝐶1, 𝐶2 потрiбно чотири наближення до 𝑓(𝑥).
Три наближених значення дозволяють тiльки оцiнити константи 𝐶1

та 𝐶2 знизу. У бiльшостi випадкiв (для достатьно великих 𝑁0) така
оцiнка є досить точною.

Окрiм згаданих вище результатiв, що стосуються Sinc–апроксимацiї,
мiркування викладенi у пунктi 3 спираються на поняття колокацiї.
Наступний результат дозволяє оцiнити точнiсть наближення деякої
𝑓(𝑥) Sinc–апроксимантом за умови, що вiдомi тiльки наближеннi зна-
чення 𝑓(𝑥) у вiдповiдних точках апроксимацiї.

Теорема 2.2 (Stenger, [20, Теорема 3.3]). Нехай для функцiї 𝑓 ∈
𝐻1(𝐷𝑑) виконуються всi умови Теореми 2.1. Якщо для набору чисел
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𝑐𝑘 ∈ ℂ, 𝑘 = −𝑁,𝑁 виконується умова(︃
𝑁∑︁

𝑘=−𝑁

|𝑓(𝑘𝑕)− 𝑐𝑘|2
)︃1/2

< 𝛿, (11)

з деяким додатнiм 𝛿 ∈ ℝ, то

sup
𝑥∈ℝ

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)− 1

𝑕

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝑐𝑘𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑐ℰ𝑁 + 𝛿, (12)

з 𝑐, ℰ𝑁 визначеними в (8).

3 Sinc-апроксимацiя функцiї за її значеннями поза
iнтерполяцiйною сiткою

У цiй главi ми запропонуємо метод наближення функцiї 𝑓(𝑥) за її
значеннями на нерiвномiрнiй сiтцi та знайдемо оцiнку похибки отри-
маного наближення. Цей чисельний метод є адаптацiєю технiки роз-
робленої в [25] до використання Sinc–базису (2). Вiн полягає у ко-
локацiї 𝑓(𝑥) на заданiй нерiвномiрний сiтцi з використанням Sinc–
iнтерполянту (5). Процедура колокацiї, як вiдомо, приводить систе-
ми лiнiйних рiвнянь (колокацiйної системи) де невiдомими є значе-
ння iнтерполянта у вузлах асоцiйованої з ним сiтки {𝑘𝑕}𝑁𝑘=−𝑁 (див.
формулу (5)). Цi значення очевидно будуть вiдрiзнятися вiд послi-
довностi 𝑓(𝑘𝑕), 𝑘 = −𝑁,𝑁 потрiбної для побудови 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥). Не
зважаючи на це, виконання зазначених далi умов гарантує “близькi-
сть” обчислених, розв’язуючи колокацiйну систему рiвнянь, значень
до значень функцiї 𝑓(𝑘𝑕), а також те, що iнтерполянт, побудований
на основi обчислених значень, буде наближенням (апроксимантом)
до функцiї 𝑓(𝑥) ∀𝑥 ∈ ℝ (див. [25, Теорема 2.2]).

Символами Λ𝑆 та Λ позначимо сiтки:

Λ𝑆 = {𝑘𝑕}𝑁𝑘=−𝑁 , Λ = {𝑥𝑘}𝑁𝑘=−𝑁 , 𝑁 ∈ ℕ, (13)

де а 𝑥𝑘 ∈ 𝑅 — заданi вузли, а 𝑕 > 0 — фiксований крок залежний
вiд 𝑁 . Сiтку Λ називатимемо нерiвномiрною, припускаючи таким чи-
ном, що Λ не спiвпадає з Sinc-iнтерполяцiйною сiткою Λ𝑆 . Введемо до
розгляду лiнiйний оператор 𝐷 (Λ) : 𝑋𝑛 → 𝑋𝑛, який ставить у вiдпо-
вiднiсть впорядкованому набору елементiв 𝐳 = (𝑧−𝑁 , 𝑧−𝑁+1, . . . 𝑧𝑁 )

𝑇 ,
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𝑧𝑖 ∈ ℂ, 𝑖 = −𝑁,𝑁 вiдповiдний набiр значень iнтерполянта

𝐶𝑁{𝐳, 𝑕}(𝑥) = 1

𝑕

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝑧𝑘𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥),

на сiтцi Λ за правилом 𝐷 (Λ) 𝐳 = Φ𝐳,

Φ =
[︀
𝑆𝑘 (𝑥𝑛)

]︀𝑁
𝑛,𝑘=−𝑁 ≡

⎛⎜⎝𝑆−𝑁 (𝑥−𝑁 ) · · · 𝑆𝑁 (𝑥−𝑁 )
...

. . .
...

𝑆−𝑁 (𝑥𝑁 ) · · · 𝑆𝑁 (𝑥𝑁 )

⎞⎟⎠ ,

де 𝑆𝑘(𝑥) = 𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥).
Зауважимо, що 𝐷 (Λ) 𝐟 , 𝐟 = (𝑓(−𝑁𝑕), . . . , 𝑓(𝑁𝑕))𝑇 це проекцiя iн-

терполяцiйного оператора 𝑓 → 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕} на сiтку Λ.

Лема 3.1. Припустимо, що, для фiксованих 𝑕 та 𝑁 , задано сiтку
Λ (13). Якщо

Δ ∩ {±𝑘𝑕}∞𝑘=𝑁 = ∅, (14)

то iснує обмежена обернена Φ−1 ≡
[︀
𝑑𝑛𝑘
]︀𝑁
𝑛,𝑘=−𝑁 ,

𝑑𝑛𝑘 =

𝜋(−1)𝑛
𝑁∏︀

𝑟=−𝑁
(𝑥𝑟 − 𝑛𝑕) (𝑥𝑘 − 𝑟𝑕)

𝑕 (𝑥𝑘 − 𝑛𝑕) sin𝜋𝑥𝑘
𝑁∏︀

𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑛

(𝑛𝑕− 𝑟𝑕)
𝑁∏︀

𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑘

(𝑥𝑟 − 𝑥𝑘)

, (15)

яка визначає обернений оператор 𝐷−1 (Λ) 𝐟 = Φ−1𝐟 .

Доведення. Перепишемо матрицю Φ у виглядi

Φ =
𝑕

𝜋
𝑃𝐴𝑅

де 𝑃 = diag
[︀
sin
(︀
𝜋 𝑥−𝑁

𝑕

)︀
, . . . , sin

(︀
𝜋 𝑥𝑁

𝑕

)︀]︀
, 𝑅 = diag

[︁{︀
(−1)𝑘

}︀𝑁
𝑘=−𝑁

]︁
,

𝐴 =
[︁

1
𝑥𝑛−𝑘𝑕

]︁𝑁
𝑛,𝑘=−𝑁

. В роботi [24, Лема 2.1] показано, що матриця

𝐴 має обернену 𝐴−1 = [𝑎𝑛𝑘]
𝑁
𝑛,𝑘=−𝑁 за умови 𝑥𝑛 ̸= 𝑘𝑕, 𝑘 = −𝑁,𝑁 ,
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причому

𝑎𝑛𝑘 =

𝑁∏︀
𝑟=−𝑁

(𝑥𝑟 − 𝑛𝑕) (𝑥𝑘 − 𝑟𝑕)

(𝑥𝑘 − 𝑛𝑕)
𝑁∏︀

𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑛

(𝑛𝑕− 𝑟𝑕)
𝑁∏︀

𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑘

(𝑥𝑟 − 𝑥𝑘)

.

Враховуючи вигляд 𝑎𝑛𝑘, для елементiв Φ−1 = 𝜋
𝑕𝑅

−1𝐴−1𝑃−1 отриму-
ємо представлення (15).

Нехай 𝐛 = (𝑓(𝑥−𝑁 ), . . . , 𝑓(𝑥𝑁 ))
𝑇 ∈ ℂ2𝑁+1 вектор вiдомих значень

функцiї 𝑓(𝑥) на сiтцi Λ. Припустивши виконання умови (14), означи-
мо 𝐠 ∈ ℂ2𝑁+1, як вектор 𝐠 = (𝑔−𝑁 , . . . , 𝑔𝑁 )

𝑇 , що задовольняє рiвня-
ння

𝐷 (Λ)𝐠 = 𝐛. (16)

В якостi векторної норми ‖ · ‖2𝑁+1 простору ℂ2𝑁+1 використовувати-
мемо

‖𝐱‖2𝑁+1 = max
−𝑁≤𝑘≤𝑁

|𝑥𝑘|, ∀𝐱 ≡ (𝑥−𝑁 , . . . , 𝑥𝑁 )
𝑇 ∈ ℂ2𝑁+1.

Наступна лема характеризує похибку наближення невiдомих зна-
чень функцiї 𝑓(𝑥) на сiтцi Λ𝑆 елементами вектору 𝐠.

Лема 3.2. Нехай 𝑓 ∈ 𝐻1(𝐷𝑑) задовольняє умову (6).Якщо для за-
даної стiки Δ виконується умова (14), де 𝑕 визначена формулою
(7), то похибка наближення 𝐟 = (𝑓(−𝑁𝑕), . . . , 𝑓(𝑁𝑕))𝑇 вектором 𝐠,
обчисленим з (16), задовольняє нерiвнiсть

‖𝐟 − 𝐠‖2𝑁+1 ≤ 𝑐
⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦
ℰ𝑁 , (17)

де ‖·‖ — матрична норма узгоджена з ‖ · ‖2𝑁+1, а величини 𝑐, ℰ𝑁
визначенi у формулi (8).

Доведення. Символом 𝐯 позначимо вектор значень iнтерполяцiйного
полiнома 𝐶𝑁{𝑓, 𝑕}(𝑥) на сiтцi Λ, тобто

𝐷(Λ)𝐟 = 𝐯.

Вiднявши почленно рiвнiсть (16) вiд попередньої рiвностi, отримаємо

𝐷(Λ) (𝐟 − 𝐠) = 𝐯 − 𝐛.
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Умова (14) гарантує iснування 𝐷−1(Λ), тому

‖𝐟 − 𝐠‖2𝑁+1 =
⃦⃦
𝐷−1(Λ) (𝐯 − 𝐛)

⃦⃦
2𝑁+1

≤
⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦
‖𝐯 − 𝐛‖2𝑁+1 .

Норму ‖𝐯 − 𝐛‖2𝑁+1 з попередньої нерiвностi оцiнимо використову-
ючи формулу (8), теореми 2.1, справедливiсть якої забезпечується
обмеженнями накладеними на 𝑓(𝑥) в умовi леми. Маємо

‖𝐯 − 𝐛‖2𝑁+1 ≤ sup
𝑥∈ℝ

⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝐶𝑁 {𝑓, 𝑕} (𝑥)

⃒⃒
≤ 𝑐ℰ𝑁 ,

що й доводить (17).

Зауваження 3.1. Явний вигляд
⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦
наступний

⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦
=
𝜋

𝑕
max

−𝑁≤𝑛≤𝑁

𝑁∏︀
𝑟=−𝑁

|𝑥𝑟 − 𝑛𝑕|

𝑕2𝑁 |𝑛−𝑁 |! |𝑛+𝑁 |!

×
𝑁∑︁

𝑘=−𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑘𝑕

sin𝜋𝑥𝑘 (𝑥𝑘 − 𝑛𝑕)

⃒⃒⃒⃒ 𝑁∏︁
𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑟𝑕

𝑥𝑟 − 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
.

(18)

Матрицi виду 𝐷(Λ) в лiтературi носять назву узагальнених ма-
триць типу Кошi. Не зважаючи на те, що норма оберненої матрицi
𝐷−1(Λ) зростає коли сiтка Λ конденсується, це не обов’язково по-
гiршує стiйкiсть алгоритмiв обчислення цiєї матрицi. Справедливо
наступне

Зауваження 3.2. Для фiксованих 𝑓(𝑥) та Λ лiнiйна система (16)
може бути розв’язана з використанням обчислювально стiйких ал-
горитмiв [3,4], алгоритмiчна складнiсть яких — 7(2𝑁 + 1)2.

Сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 3.1. Нехай 𝑓 ∈ 𝐻1(𝐷𝑑) задовольняє умову (6) з параме-
трами 𝛼, 𝐿, а для заданої стiки Δ виконується умова (14), де крок
𝑕 визначений формулою (7). Тодi iснує апроксимант 𝐶 ′

𝑁 {𝑓, 𝑕} (𝑥),
залежний виключно вiд значень 𝑓(𝑥) на Δ:

𝐶 ′
𝑁 {𝑓, 𝑕} (𝑥) = 1

𝑕

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝑔𝑘𝑆{𝑘, 𝑕}(𝑥), (19)



Нерiвномiрна Sinc—апроксимацiя 239

де 𝑔𝑘 отриманi з (16) або за допомогою явного обчислення Φ−1 (15).
Похибка наближення функцiї 𝑓(𝑥) апроксимантом 𝐶 ′

𝑁 {𝑓, 𝑕} (𝑥)
задовольняє нерiвнiсть

sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)− 𝐶 ′
𝑁 {𝑓, 𝑕} (𝑥)| ≤ 𝑐

(︀
1 +

⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦)︀√
𝑁e−

√
𝜋𝑑𝛼𝑁 , (20)

причому стала 𝑐 не залежить вiд 𝑁 та Δ.

Доведення. Для доведення достатньо послiдовно застосувати Лему
3.2 та Теорему 2.2.

Наслiдок 3.1. Припустимо, що для функцiї 𝑓(𝑥) та сiтки Δ вико-
нуються умови Теореми 3.1. Якщо, для будь-яких 𝑘, 𝑝 ∈ {−𝑁, . . . , 𝑁}

∃𝜆 < 1, 𝛿 > 0 : |𝑥𝑘 − 𝑘𝑕| ≤ 𝜆𝑕, |𝑥𝑘 − 𝑥𝑝| ≥ 𝛿, (21)

то похибка наближення 𝑓(𝑥) апроксимантом 𝐶 ′
𝑁 {𝑓, 𝑕} (𝑥) задоволь-

няє нерiвнiсть (20), причому

⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦
≤ 𝑐

𝑕

(︂
𝑕

𝛿

)︂2𝑁
(2𝑁 + 1)1+2𝜆

(1− 𝜆)2𝜆
, (22)

де стала 𝑐 не залежить вiд 𝑁 cv.

Доведення. Для оцiнки
⃦⃦
𝐷−1(Λ)

⃦⃦
розглянемо складовi явної форму-

ли (18) по–черзi.

𝑁∏︁
𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑟𝑕

𝑥𝑟 − 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
=

𝑘−1∏︁
𝑟=−𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑟𝑕

𝑥𝑟 − 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒ 𝑁∏︁
𝑟=𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑟𝑕

𝑥𝑟 − 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒

≤
(︂
𝑕

𝛿

)︂2𝑁 𝑘−1∏︁
𝑟=−𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑘 − 𝑟 + 𝜆

𝑘 − 𝑟

⃒⃒⃒⃒ 𝑁∏︁
𝑟=𝑘+1

⃒⃒⃒⃒
𝑟 − 𝑘 − 𝜆

𝑟 − 𝑘

⃒⃒⃒⃒

≤
(︂
𝑕

𝛿

)︂2𝑁
Γ(𝑁 + 𝑘 + 𝜆+ 1)Γ(𝑁 − 𝑘 − 𝜆+ 1)

Γ(𝑁 − 𝑘 + 1)Γ(𝑁 − 𝑘 + 1)
,

Функцiя в правiй частинi останньої оцiнки — парна, тому, не втра-
чаючи загальностi далi припускатимемо 𝑘 ≥ 0. Застосувавши вiдомi
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властивостi Гамма функцiї Γ(·), отримаємо

𝑁∏︁
𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑟𝑕

𝑥𝑟 − 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
≤
(︂
𝑕

𝛿

)︂2𝑁
(𝑁 + 𝑘 + 1)𝜆

(𝑁 − 𝑘 − 𝜆+ 1)𝜆
. (23)

Використаємо (23) для оцiнки iнших складових (18). Матимемо

𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑘𝑕

sin𝜋𝑥𝑘 (𝑥𝑘 − 𝑛𝑕)

⃒⃒⃒⃒ 𝑁∏︁
𝑟=−𝑁
𝑟 ̸=𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑘 − 𝑟𝑕

𝑥𝑟 − 𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒

≤𝑐2
(︂
𝑕

𝛿

)︂2𝑁 𝑁∑︁
𝑘=−𝑁

𝛿𝑕

|sin𝜋𝑥𝑘 (𝑥𝑘 − 𝑛𝑕)|
(𝑁 + 𝑘 + 1)𝜆

(𝑁 − 𝑘 − 𝜆+ 1)𝜆

≤𝑐2𝑐3
𝜋

(︂
𝑕

𝛿

)︂2𝑁
(2𝑁 + 𝜆)1+𝜆

𝑕𝜆(1− 𝜆)𝜆
.

Аналогiчно

𝑁∏︀
𝑟=−𝑁

|𝑥𝑟 − 𝑛𝑕|

𝑕2𝑁 |𝑛−𝑁 |! |𝑛+𝑁 |!
≤ 𝑐4

𝜆𝑕(2𝑁 + 1)𝜆

(1− 𝜆)𝜆
. (24)

Застосувавши (23) та (24) до (18) та позначивши 𝑐2𝑐3𝑐4 = 𝑐, отрима-
ємо (22).

Основною перевагою методу наближення функцiї апроксимантом
𝐶 ′{𝑓, 𝑕} за значеннями цiєї функцiї на нерiвномiрнiй сiтцi є те, що, за-
стосування колокацiї дозволяє вiдносно прозоро отримати апрiорну
оцiнку похибки, а також виокремити клас сiток де ця оцiнка еквi-
валентна за порядком до класичної оцiнки похибки (8). Це вигiдно
вiдрiзняє запропонований в роботi метод вiд iнших [5,13,15]. В майбу-
тнiх роботах планується застосування розробленого методу до Sinc–
квадратур та iнших чисельних методiв, якi базуються на використан-
нi Sinc базису.
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