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Алгебраїчна структура
фундаментальної групи орбiт

гладких функцiй на 2-торi
Б. Г. Фещенко

Abstract. This review paper is devoted to the description of the alge-
braic structure of the fundamental group of orbits of functions with isolated
singularities on 2-torus with respect to the action of the group of diffeo-
morphisms of the 2-torus.

Анотацiя. Дана оглядова стаття присвячена опису алгебраїчної струк-
тури фундаментальної групи орбiт функцiй з iзольованими особливо-
стями на 2-торi вiдносно дiї групи дифеоморфiзмiв 2-тора.

Вступ

Групи автоморфiзмiв математичних об’єктiв дослiджуються давно.
Наприклад, А. Келi встановив, що довiльна скiнченна група порядку
n є пiдгрупою групи перестановок з n елементiв [3] (цей результат був
узагальнений на топологiчнi групи [22]), а К. Жордан описав структуру
групи автоморфiзмiв скiнченних дерев [10].

Дослiдження груп “автоморфiзмiв” i, бiльш загально, просторiв вi-
дображень мiж многовидами є основною задачею геометричної тополо-
гiї. Лише у деяких частинних випадках вдається описати структуру та-
ких просторiв. Наприклад, для випадку компактних поверхонь вiдомий
гомотопiчний тип групи гомеоморфiзмi (дифеоморфiзмiв) iзотопних то-
тожному вiдображенню, див §3.1. Цi результати дали можливiсть ви-
вчати групи класiв вiдображень поверхонь (MCG) – певний аналог гру-
пи “автоморфiзмiв” поверхнi, а також знайшли численнi застосування
у топологiї многовидiв малої розмiрностi та теорiї динамiчних систем,
див. детальний огляд у [1, Роздiл 4].

Систематичне вивчення гомотопiчних властивостей стабiлiзаторiв та
орбiт гладких функцiй з iзольованими особливостями на компактних
поверхнях вiдносно дiї груп дифеоморфiзмiв було започатковано у робо-
тi С. I. Максименка [11]. Ним було встановлено, що зв’язна компонента
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тотожного вiдображення стабiлiзатору є або стягуваною або гомотопi-
чно еквiвалентною колу. Також вiн описав гомотопiчний тип i алгебраї-
чну структуру фундаментальної групи орбiт таких функцiй для майже
всiх компактних поверхонь, див [11]. У нашому спiльному циклi робiт
ми описали алгебраїчну структуру фундаментальної групи орбiт таких
функцiй на 2-торi [16–18], а у подальших статтях цi результати були
узагальненi на випадок вiдображень тора у коло [2,6–8]. Огляду резуль-
татiв цього циклу “про 2-тор” присвячена дана стаття. Зацiкавленому
читачу ми радимо ознайомитись з роботою [15], а також з загальним
оглядом отриманих результатiв С. Максименка та його учнiв [14].

Структура роботи. Текст складається з 5 роздiлiв. У роздiлi 1 ми
приводимо загальнi вiдомостi про функцiї Морса та графи гладких фун-
кцiй. Роздiл 2 мiстить означення класу функцiй який буде дослiджува-
тись. Роздiл 3 присвячений орбiтам i стабiлiзаторам гладких функцiй
на поверхнях, їх гомотопiчним властивостям, а також автоморфiзмам
графiв гладких функцiй, що iндукованi дифеоморфiзмами поверхонь,
якi зберiгають задану функцiю. У роздiлi 4 ми наводимо означення вiн-
цевих добуткiв груп з циклiчними групами, а у останньому, роздiлi 5,
ми формулюємо результати про алгебраїчну структуру фундаменталь-
ної групи орбiт гладких функцiй на 2-торi.

1. Загальнi вiдомостi

1.1. Функцiї Морса. У цьому параграфi ми наведено стандартнi вiдо-
мостi про функцiї Морса, див. наприклад [21]. Нехай M – гладкий мно-
говид розмiрностi n i f : M Ñ R – гладка функцiя на M . Точка p P M
називається критичною точкою f , якщо диференцiал dpf : TpM Ñ R
зануляється в p. В iншому випадку p називають регулярною. Значен-
ня fppq називається критичним, якщо p – критична точка, iнакше –
регулярним.

Нехай pU, x1, . . . , xnq – карта навколо p. Якщо p – критична точка,
тодi Bf

Bxi
|p “ 0 для всiх i “ 1, . . . , n. Матриця Гессе Hppfq функцiї f в

критичнiй точцi p – це квадратна матриця складена з других частинних
похiдних функцiї f в p у картi U :

Hppfq “
´

B2f

BxiBxj

ˇ

ˇ

ˇ

p

¯n

i,j“1
.

Критична точка p P M функiї f називається невиродженою, якщо ма-
триця Hppfq є невиродженою.
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Теорема 1.1 (Лема Морса). Нехай p – невироджена критична точка
функцiї f : M Ñ R. Тодi iснує карта pU, x1, . . . , xnq навколо p, що

fpx1, . . . , xnq “ fppq ´ x2
1 ´ . . .´ x

2
λ ` x

2
λ`1 ` . . .` x

2
n. (1.1)

Число λ вiд’ємних членiв у (1.1) називається iндексом критичної точки
p.

Гладка функцiя усi критичнi точки якої є невиродженими називає-
ться функiєю Морса. Простiр усiх функцiй Морса наM позначимо через
M pM,Rq. Вiдомо, що M pM,Rq є вiдкритим i щiльним пiдпростором у
C8pM,Rq.

Також вiдомо, що функцiя Морса f на гладкому компактному мно-
говидiM задає його клiтинне розбиття (структуру CW комплексу) – по
однiй n-клiтинi, що вiдповiдає критичнiй точцi iндексу n. Це дає змогу
довести нерiвностi Морса, якi дають оцiнку на числа Беттi многови-
ду M . Якщо M є компактною поверхнею, то цi нерiвностi приймають
такий вигляд

Теорема 1.2 (Рiвностi Морса). Нехай M – компактна поверхня i f –
функцiя Морса на M . Тодi мають мiсце рiвностi Морса:

χpMq “ c0pfq ´ c1pfq ` c2pfq,

де c0pfq, c1pfq та c2pfq – числа мiнiмумiв, сiдел та максимумiв функ-
цiї f .

Зауважимо, що E. Witten [25] у 1982 розробив аналiтичний пiдхiд до
нерiвностей Морса дослiджуючи комплекс де Рама деякого диференцi-
ального оператора.

1.2. Граф Γf функцiї. Нехай X – топологiчний простiр, P є або R
або S1, i f : X Ñ P – неперервна функцiя. Визначимо на X вiдношення
еквiвалентностi „ за таки правилом: точки x i y з X є еквiвалентними
(x „ y) тодi i лише тодi, коли вони належать до однiєї зв’язної компо-
ненти прообразу f´1pcq для деякого c P P. Нехай Γf “ X{„ – фактор-
простiр X по цьому вiдношенню еквiвалентностi „ надiлений фактор-
топологiєю. Простiр Γf називають простором Кронрода-Рiба функцiї f .
Зауважимо, що f розкладається у таку композицiю:

f “ pf ˝ pf : X
pf
ÝÑ Γf

pf
ÝÑ P, (1.2)

де pf : X Ñ Γf – канонiчна проекцiя, а pf : Γf Ñ P – функцiя iндукова-
на f .

Якщо X – компактний гладкий многовид i f : X Ñ P – гладка функ-
цiя з iзольованими особливостями, то Γf має структуру 1-вимiрного
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клiтинного (CW) комплексу (топологiчного графу), див. [23]. Для про-
стоти ми будемо називати Γf графом функцiї f .

Зазвичай граф функцiї не є повним топологiчним iнварiантом, але
вiн є корисним iнструментом для вивчення властивостей функцiй.

2. Клас F

У цьому роздiлi ми наведемо означення класу функцiй з яким ми
будемо мати справу, див §2.2. Перед цим ми нагадаємо деякi властивостi
однорiдних многочленiв.

2.1. Однорiднi многочлени на площинi. Нехай f : R2 Ñ R – дiй-
сний однорiдний многочлен. Вiдомо, що f розкладається над R у добу-
ток скiнченого числа лiнiйних Li “ aix` biy i незвiдних над R квадра-
тичних множникiв Qipx, yq “ cjx

2 ` 2djxy ` ejy
2, тобто

fpx, yq “

p
ź

i“1

Lipx, yq ¨

q
ź

j“1

Qjpx, yq. (2.1)

Точка 0 P R2 є єдиною критичною точкою (2.1) тодi i тiльки тодi, коли
deg f ě 2 i f не має кратних множникiв. Для такого многочлену 0 P R2

буде називатись

‚ екстремумом якщо f “ Q1 (невироджений), або f “ Q1Q2 . . . Qq
(вироджений),

‚ сiдлом якщо f “ L1Q1Q2 . . . Qq (квазi-сiдло), або f “ L1L2 (неви-
роджене або 2-сiдло), або якщо deg f “ p ` 2q ě 3 для p ě 2 то
узагальнений сiдлом (p-сiдлом).

2.2. Клас F . Нехай M – гладка i компактна поверхня. Позначимо че-
рез P дiйсну пряму R або коло S1. Функцiя f : M Ñ P належить до
класу F pM,P q якщо виконанi такi умови:

(1) f є локально-постiйною на BM ,
(2) множина критичних точок Σf функцiї f належить до IntpMq,
(3) для критичної точки z P Σf функцiї f iснують така карта pU, φ :

U Ñ R2q навколо z з φpzq “ 0 i карта pV, ψ : V Ñ Rq навколо fpzq,
що fpUq Ă V i локальне зображення fz “ ψ ˝ f ˝ φ´1 : φpUq Ñ ψpV q
функцiї f є однорiдним полiномом без кратних множникiв.

Легко побачити, що клас функцiй Морса MBpM,P q, якi задовольняють
(1) мiститься у F pM,P q.
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Вiдомо, якщо функцiя f має лише iзольованi особливостi, тодi ло-
кальна топологiчна структура множин рiвня навколо будь-якої її кри-
тичної точки може бути реалiзована множинами рiвня однорiдного по-
лiному без кратних множникiв, див. [14, Роздiл 3.4]. Це показує, що
клас F pM,P q мiстить гладкi функцiї з “типовими” особливостями.

Зауважимо, що для функцiй з класу F pM,P q мають мiсце рiвностi
Морса, див. теорему 1.2.

3. Орбiти i стабiлiзатори гладких функiй

Нехай M – гладка i компактна поверхня (можливо з межею BM) i X
– пiдмножина M (можливо порожня). Група дифеоморфiзмiв DpM,Xq
нерухомих на X дiє справа на на просторi гладких P -значних функцiй
C8pM,P q за таким правилом:

γ : C8pM,P q ˆDpM,Xq Ñ C8pM,P q, γpf, hq “ f ˝ h. (3.1)

Для гладкої функцiї f P C8pM,P q визначимо

Spf,Xq “ th P DpM,Xq | f ˝ h “ fu,

Opf,Xq “ tf ˝ h P C8pM,P q |h P DpM,Xqu

стабiлiзатор i орбiту f . Надiлимо простори DpM,Xq та C8pM,P q силь-
ними C8-топологiями Уїтнi. Цi топологiї iндукують деякi топологiї на
Spf,Xq and Opf,Xq.

Нехай Sidpf,Xq i DidpM,Xq – зв’язнi компоненти тотожного вiдобра-
ження у Spf,Xq таDpM,Xq вiдповiдно, а також позначимо черезOf pf,Xq
зв’язну компоненту орбiти Opf,Xq, що мiстить f i покладемо

S 1pf,Xq “ Spf,Xq XDidpf,Xq.

Якщо X “ ∅, ми не будемо вживати символ “∅” у наших позначеннях,
наприклад, ми будемо писати DpMq замiсть DpM,∅q i Spfq замiсть
Spf,∅q, i так далi.

3.1. Гомотопiчний тип DidpM,Xq. Нехай M – компактна поверхня i
X “ tx1, x2, . . . , xnu Ă IntpMq – пiдмножинаM , що складається з рiзних
точок. Ми позначимо через DidpM,nq групу DidpM,Xq. Якщо X “ ∅
ми будемо писати DidpMq замiсть DidpM, 0q.

Гомотопiчний тип групи DidpM,nq вивчали C. J. Earle and J. Eells [4],
C. J. Earle, A. Schatz [5], а також A. Gramain [9]. Наступна теорема
описує отриманi ними результати.

Теорема 3.1. Нехай M – зв’язна i компактна поверхня.
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(1) Нехай Mb – поверхня, отримана з M стягуванням b зв’язних ком-
понент межi BM .Тодi DidpMb, n` bq гомотопiчно еквiвалентна до
DidpM,nq. Тобто кожен “прокол” можна замiнити на “дiрку”.

(2) Група DidpMq є гомотопiчно еквiвалентною до
‚ SOp3q, якщо M “ S2 або RP 2,
‚ S1, якщо M “ D2, S1ˆr0, 1s, або стрiчка Мебiуса, або пляшка
Клейна,

‚ T 2, якщо M “ T 2,
‚ точцi, в iнших випадках.

Результат (1) дає можливiсть проводити обчислення гомотопiчного
типу DidpM,nq, зводячи задачу до випадкiв описаних у (2). Наприклад,

DidpT
2, 1q „ DidpT 2zD2, 0q „ pt,

DidpS
2, 2q „ DidpD

2, 1q „ DidpS
1 ˆ r0, 1s, 0q “ DidpS

1 ˆ r0, 1sq „ S1.

Узагальнюючи, маємо таке твердження: якщо χpMq ď |X|, де |X| –
потужнiсть X, то DidpM,Xq є стягуваною.

3.2. Гомотопiчний тип Sidpfq. Наступна теорема описує гомотопiчний
тип Sidpfq для функцiй з класу F pM,P q.

Теорема 3.2 ([11, Theorem 1.3], [12, Theorem 3.5]). Нехай f – функцiя
з класу F pM,P q. Тодi Sidpfq є стягуваним якщо або M є неорiєнто-
ваною, або f має вироджений екстремум, або f має щонайменше одне
сiдло. В iнших випадках Sidpfq є гомотопiчно еквiвалентною до S1.

3.3. Розшарування Серра i гомотопiчнi властивостi орбiт. Для
того, щоб встановити гомотопiчнi “зв’язки” мiж властивостями орбiт та
стабiлiзаторiв гладких функцiй ми нагадаємо означення розшарування
Серра, див. [19, Chapter 7].

Нехай p : E Ñ B – вiдображення мiж топологiчними просторами E та
B. Кажуть, що вiдображення p задовольняє умову пiдняття гомотопiї
(homotopy lifting property або HLP) для простору X якщо виконанi такi
умови: для довiльної гомотопiї h : X ˆ I Ñ B з h|Xˆt0u “ h0 i такого
довiльного вiдображення h̃0 : X Ñ E, що “пiднiмає” h0, тобто h0 “ p˝h̃0

iснує гомотопiя h̃ : X ˆ I Ñ E, яка є пiдняттям гомотопiї h, тобто,
ht “ p ˝ h̃t з h̃0 “ h̃|Xˆt0u:

X ˆ t0u

ι
��

h̃0 // E

p
��

X ˆ I
h //

h̃
55

B
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де ι : X ˆ t0u Ñ X ˆ I – вкладення ιpx, 0q “ px, 0q.
Вiдображення p : E Ñ B називається розшаруванням Серра, якщо

воно задовольняє HLP для усiх клiтинних (CW) комплексiв. Для роз-
шарування Серра p iснує довга точна послiдовнiсть гомотопiчних груп,
див. [19, Chapter 9], тобто, для b P B i x P F “ p´1pbq наступна послi-
довнiсть груп є точною:

. . . // πnpF, xq
i˚n // πnpE, xq

p˚n // πnpB, bq
Bn // πn´1pF, xq // . . .

. . .
p˚1 // π0pB, bq // 0.

(3.2)
Вiдмiтимо, що для довiльних просторiв E, B та F множини π0pE, xq,
π0pB, bq та π0pF, xq не є групами, але точнiсть такої послiдовностi у
кожному такому членi її “хвоста” розумiється у стандартному сенсi –
рiвнiсть ядра i образу послiдовних вiдображень. Вiдомо, якщо E, B та
F є топологiчними групами, то π0E, π0B i π0F є групами.

Повертаючись до питання про стабiлiзатори i орбiти ми приведемо
основний факт, який пов’язує їх гомотопiчнi властивостi.

Теорема 3.3 ([11–13,24]). Нехай f – функцiя з класу F pM,P q на глад-
кiй компактнiй поверхнi M i X – замкнена (можливо пуста) пiдмно-
жина M , що складається з скiнченного числа зв’язних компонент де-
яких множин рiвня i деякого числа критичних точок f . Тодi вiдобра-
ження

p : DpM,Xq Ñ Opf,Xq

визначене формулою pphq “ f ˝ h є розшаруванням Серра з шаром
Spf,Xq.

Тодi ppDidpMqq “ Of pfq, i обмеження p|DidpMq : DidpMq Ñ Of pf,Xq є
також розшаруванням Серра з шаром S 1pf,Xq “ Spfq XDidpM,Xq.

Теорема 3.4 ([11–13]). Нехай f : M Ñ P – функцiя з класу F pM,P q i
X – пiдмножина така як в теоремi 3.3. Тодi

(1) Of pf,Xq “ Of pf,X Y BMq i, як наслiдок,

πkpOf pf,Xqq “ πkpOf pf,X Y BMqq

для усiх k ě 1.
(2) Припустимо, що f має або сiдлову точку, або вироджене сiдло, або

M є неорiєнтованою поверхнею. Тодi оскiльки Sidpfq є стягуваним,
то πkOf pfq “ πkM , k ě 3, π2Of pfq “ 0, а для π1Of pfq маємо
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коротку точну послiдовнiсть:

π1DidpMq
� � p1 // π1Of pfq

B1 // // π0S 1pfq. (3.3)

Зокрема група p1pπ1DidpMqq мiститься у центрi π1Of pfq.
(3) Якщо χpMq ă |X|, тодi DidpM,Xq є стягуваною, πkOf pf,Xq “ 0

для k ě 2, а граничний гомоморфiзм

B1 : π1Of pf,Xq ÝÑ π0S 1pf,Xq

є iзоморфiзмом.

Зауважимо, що коротка точна послiдовнiсть (3.3) є ненульовою ча-
стиною довгої точної послiдовностi гомотопiчних груп розшарування
Серра p, див. теорему 3.3. Ясно, що гомоморфiзм p1 iндукований p є
мономорфiзмом.

У випадку коли DidpMq є стягуваною групою, то з послiдовностi
(3.3) маємо iзоморфiзм π1Of pfq – π0S 1pfq. Якщо M “ T 2, тодi група
π1DidpMq є iзоморфною до Z2, а значить описання алгебраїчної струк-
тури π1Of pfq вимагає додаткових дослiджень.

Для повноти викладу наведемо означення граничного гомоморфiзму
B1. Нехай ω : r0, 1s Ñ Of pfq, ω0 “ ω1 – петля в Of pfq у точцi f . Оскiльки
p – розшарування Серра, то iснує така iзотопiя h : M ˆ r0, 1s Ñ M , що
ωt “ f ˝ ht, h0 “ id i h1 P S 1pfq, тобто, h1 задовольняє f ˝ h1 “ f . Тодi
B1 визначається так: Bprωsq “ rh1s P π0S 1pfq.

3.4. Автоморфiзми графiв функцiй з F . Нехай f : M Ñ P – функ-
цiя з F . Позначимо через Γf ї ї граф, через pf : M Ñ Γf – канонiчну
проекцiю, а також через AutpΓf q групу гомеоморфiзмiв Γf . Кожен ди-
феоморфiзм h з Spf,Xq зберiгає функцiю f , тобто зберiгає множини
рiвня f :

hpf´1pcqq Ă f´1pcq

для всiх c P Impfq. Але h може переставляти їхнi зв’язнi компоненти.
Тодi h iндукує гомеоморфiзм ρphq графу Γf , що така дiаграма комутує

M

h
��

pf // Γf

ρphq
��

M pf
// Γf

а вiдповiднiсть ρ : Spf,Xq Ñ AutpΓf q задана h ÞÑ ρphq є гомоморфi-
змом. Вiдомо, що образ G1pf,Xq “ ρpS 1pf,Xqq є скiнченною пiдгрупою
AutpΓf q.
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4. Вiнцевi добутки

Для формулювання результатiв нам необхiдно означити поняття вiн-
цевих добуткiв з циклiчними групами. Нехай G – група i n,m ě 1 – цiлi
числа. Ми розглядаємо такi вiнцевi добутки груп:

‚ G on Z :“ Gn ¸α Z,
‚ G on,m Z2 :“ Gnm ¸γ Z2,

де α : Gn ˆ Z Ñ Gn вiдповiдає неефективнiй Z-дiї на Gn циклiчними
зсувами координат за формулою

`

pgiq
n´1
i“0 , a

˘ α
ÞÝÑ pgi`aq

n´1
i“0 ,

де всi iндекси беруться за модулем n, gi P G, a P Z, i аналогiчно γ :
Gnm ˆ Z2 Ñ Gnm вiдповiдає неефективнiй Z2-дiї на Gnm циклiчними
зсувами, що задаються формулою:

`

pgijq
n´1,m´1
i,j“0 , pa, bq

˘ γ
ÞÝÑ pgi`a,j`bq

n´1,m´1
i,j“0 ,

де iндекси i та j беруться за модулем n та m вiдповiдно, pa, bq P Z2.
Тодi GonZ – прямий добуток множин GnˆZ з множенням, яке задане

формулою

pg, aq ¨ pg1, a1q “ pαpg, a1qg1, a` a1q,

де g, g1 P Gn, a, a1 P Z. Аналогiчно G on,m Z2 є прямим добутком множин
Gnm ˆ Z2 з такою операцiєю

pg, pa, bqq ¨ pg1, pa1, b1qq “
`

γpg, a1, b1qg1, pa` a1, b` b1q
˘

,

де g, g1 P Gnm, a, a1b, b1 P Z.
Загальне означення вiнцевого добутку груп а також їхнi властивостi

читач може знайти у [20].

5. Алгебраїчна структура π1Of pfq для функцiй на 2-торi

5.1. Функцiї на 2-торi. Вiдомо, що функцiї з F pT 2, P q можуть як
бути так i не бути нуль-гомотопними. Нехай f : T 2 Ñ P – функцiя з
класу F на 2-торi i Γf – її граф. Всi функцiї з класу F на T 2 можна
“грубо” класифiкувати їхнiми графами. А саме, має мiсце така лема.

Лема 5.1 ([7, Lemma 3.1]). Нехай f : T 2 Ñ P – функцiя з F pT 2, P q.
(1) Вiдображення ppf q˚ : π1T

2 Ñ π1Γf iндуковане проекцiєю pf : T 2 Ñ

Γf , див (1.2), є епiморфiзмом з ненульовим ядром. Тодi b1pΓf q ď 1.
Iншими словами Γf є або деревом, або має єдиний цикл.

(2) Якщо f – не нуль-гомотопна, тодi Γf не є деревом.

Природно, ми розглянемо цi два випадки окремо.
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5.2. Випадок 1. Γf – дерево. Має мiсце наступний результат

Лема 5.2 ([16, Proposition 1]). Нехай f – така функцiя з F pT 2, P q, що
її граф Γf є деревом. Тодi iснує єдина вершина v графу Γf , що кожна
зв’язна компонента доповнення до T 2zp´1

f pvq є вiдкритим диском.

Таку вершину v ми називаємо спецiальною. Позначимо через stpvq
зiрку вершини v, а через Gv – стабiлiзатор v, тобто Gv “ tg P G | gpvq “
vu. Групу

Gloc
v “ tg|stpvq |g P Gvu

називають локальним стабiлiзатором вершини v.
Наступна теорема описує алгебраїчну структуру групи π1Of pfq для

функцiй з F pT 2,Rq, графи яких є деревами.

Теорема 5.1 (Теорема 1 [16], Theorem 2.5 [2]). Нехай f P F pT 2, P q –
така функцiя, що її граф Γf – дерево, i v – спецiальна вершина Γf . Тодi

(1) Gloc
v – Zn ˆ Znm для деяких n,m P N,

(2) iснують такi замкненi диски D1, D2, . . . Dr Ă T 2, що f |Di P F pDiq,
i “ 1, 2, . . . , r i має мiсце iзоморфiзм

π1Of pfq –
r
ź

i“1

π0S 1pf |Di , BDiq on,nm Z2.

Зокрема, якщо Gloc
v “ 1, тодi π1Of pfq – π0S 1pfq ˆ Z2.

5.3. Випадок 2: Γf має цикл. Нехай f – така функцiя з F pT 2, P q,
що її граф Γf має єдиний цикл Λ. Нехай також C – зв’язна компонента
f´1pcq i z “ pf pCq – вiдповiдна точка на графi Γf . Легко побачити, що
z належить до циклу Λ тодi i лише тодi, коли C не розбиває T 2. Заува-
жимо, що прообраз f´1pcq складається зi скiнченного числа зв’язних
компонент i вiн є iнварiантний вiдносно дiї h P S 1pfq.

Нехай C “ thpCq |h P S 1pfqu – множина образiв C пiд дiєю групи
S 1pfq. Тодi C складається зi скiнченної кiлькостi зв’язних компонент
C “ tC0 “ C,C1, . . . , Cn´1u, n ě 1 прообразу f´1pcq. Число n “ |C| таких
кривих називається циклiчним iндексом f . Має мiсце такий результат:

Теорема 5.2 ([18, Theorem 2.6], [17, Theorem 1.6], [8, Theorem 4.1]).
Нехай f P F pT 2, P q – така функцiя, що її граф Γf мiстить цикл, C –
зв’язна компонента деякого прообразу f´1pcq, що не розбиває тор T 2,
C “ thpCq |h P S 1pfqu “ tC0, C1, . . . , Cn´1u i n “ |C| – циклiчний iндекс
f . Позначимо через Q0 цилiндр, обмежений кривими C0 i C1. Тодi iснує
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iзоморфiзм

π1Of pfq – π1Of |Q0
pf |Q0 , BQ0q on Z – π0S 1pf |Q0 , BQ0q on Z.

Якщо n “ 1, тодi

π1Of pfq – π1Of pf, Cq ˆ Z – π0S 1pf, Cq ˆ Z.

Наостанок вiдомо, що алгебраїчна структура π0S 1pf |Q0 , BQ0q опису-
ється через стабiлiзатори обмежень f на 2-диски, що лежать у Q у
певний “iтеративний спосiб”, див. Section 5 [15].
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