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Нелiнiйнi властивостi траєкторiй
в моделях динамiчних систем конфлiкту

О. Р. Сатур

Abstract. This article focuses on the study of trajectory properties of
conflict dynamical systems. Both attractive and repulsive interactions bet-
ween system components are considered. The results reveal a wide range of
behavioral scenarios, including stable, cyclic, quasi-periodic, and chaotic
regimes. Special attention is given to the role of interaction parameters
and initial conditions in determining the long-term dynamics of the sys-
tem. The findings provide a foundation for modeling conflict systems in
various applied domains, such as economics, ecology, and social sciences.

Анотацiя. Ця стаття присвячена дослiдженню властивостей траєкто-
рiй динамiчних систем конфлiкту. Розглядаються як притягальнi, так i
вiдштовхувальнi взаємодiї мiж компонентами системи. Результати де-
монструють широкий спектр поведiнкових сценарiїв, включаючи ста-
бiльнi, циклiчнi, квазiперiодичнi та хаотичнi режими. Особлива увага
придiляється ролi параметрiв взаємодiї та початкових умов у визначен-
нi довгострокової динамiки системи. Отриманi результати є основою
для моделювання конфлiктних систем у рiзних прикладних сферах,
таких як економiка, екологiя та соцiальнi науки.

1. Вступ

Витоки теорiї динамiчних систем сягають XVIII столiття, коли Iсаак
Ньютон та Готфрiд Лейбнiц розробили основи математичного аналiзу,
зокрема диференцiальнi рiвняння, якi згодом стали основою для опису
фiзичних явищ. У XIX столiттi Анрi Пуанкаре заклав основи сучасної
теорiї динамiчних систем. Вiн розробив концепцiї траєкторiй i фазового
простору, що дозволило описувати складнi системи через їхнi загальнi
властивостi, а не через точнi рiшення. У XX столiттi теорiя динамiчних
систем продовжила активно розвиватися завдяки роботам таких уче-
них, як Стефан Смейл та Едвард Лоренц. Вони дослiджували складнi
системи, зокрема хаотичну поведiнку, яка спостерiгається в багатьох
природних процесах.
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Динамiчнi системи — це один iз найстарiших i водночас найсучаснi-
ших роздiлiв математики, який займається вивченням еволюцiї систем
у часi. Сьогоднi динамiчнi системи є невiд’ємною частиною сучасної
математики i мають численнi застосування в рiзних наукових дисци-
плiнах, зокрема у вивченнi хаосу та нелiнiйних явищ. Розвиток теорiї
динамiчних систем є критично важливим через кiлька причин: унiвер-
сальнiсть, нелiнiйнi явища, iнтердисциплiнарнiсть. Динамiчнi системи
охоплюють широкий спектр процесiв — вiд природних до техногенних.
З їх допомогою можна описувати й аналiзувати будь-якi системи, якi
еволюцiонують у часi. У багатьох системах присутнi нелiнiйнi елементи,
що викликають складну й непередбачувану поведiнку. Теорiя динамi-
чних систем допомагає аналiзувати цi явища, включаючи бiфуркацiї
та хаос, що мають велике значення в прикладних науках. Динамiчнi
системи застосовуються у фiзицi, бiологiї, iнформатицi, економiцi та
соцiальних науках, забезпечуючи єдиний математичний пiдхiд до вирi-
шення рiзноманiтних проблем.

Динамiчнi системи з дискретним часом є важливою частиною теорiї
динамiчних систем у математицi. Вони моделюють процеси, якi змiню-
ються в дискретнi моменти часу, тобто мiж подiями iснує фiксований
крок у часi. Основним iнструментом для їхнього опису є вiдображен-
ня, що описують як стан системи змiнюється з одного моменту часу до
iншого.

Динамiчна система з дискретним часом задається як пара pX, fq, де
X – це фазовий простiр, f : X Ñ X — вiдображення, яке описує еволю-
цiю системи з кроком часу. Елементи простору X називаються станами
системи, а вiдображення f задає правило переходу вiд одного стану до
iншого. Для даної початкової умови x0 P X, траєкторiя системи визна-
чається послiдовнiстю станiв xn`1 “ fpxnq, n “ 1, 2, 3, . . .. Основною
задачею при дослiдженнi таких систем є вивчення довгострокової пове-
дiнки траєкторiй.

Один iз найпростiших прикладiв — лiнiйна динамiчна система з дис-
кретним часом, що задана рiвнянням:

xn`1 “ Axn,

де xn P Rk – вектор стану системи на n-тому кроцi, а A — фiксована
матриця розмiрностi kˆk. Розв’язок цiєї системи для початкового стану
x0 може бути записаний у виглядi:

xn “ Anx0.

Аналiзуючи власнi значення матрицi A, можна передбачити поведiн-
ку системи в довгостроковiй перспективi: якщо всi власнi значення за
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модулем меншi за 1, то система сходиться до рiвноважного стану (стiй-
кiсть); якщо хоча б одне власне значення за модулем бiльше за 1, трає-
кторiї системи можуть демонструвати експоненцiйне зростання (нестiй-
кiсть).

Бiльшiсть реальних систем, що моделюються динамiчними система-
ми з дискретним часом, є нелiнiйними. Одна з класичних нелiнiйних
систем — це логiстичне вiдображення, яке описує рiст популяцiї:

xt`1 “ rxtp1´ xtq, (1.1)

де r — параметр, що характеризує швидкiсть росту, а xt — розмiр по-
пуляцiї на t-тому кроцi, нормований так, щоб xt P r0; 1s Логiстичне
вiдображення демонструє рiзноманiтну поведiнку залежно вiд значен-
ня параметра r.

Модифiкуємо вiдображення (1.1) у для випадку двох популяцiй, ко-
ли мiж ними iснує певна взаємодiя, наприклад конкуренте протисто-
яння чи навпаки взаємопiдтримка еволюцiонування. Кожну з взаємо-
дiй можна характеризувати вiдповiдним термiном притягальної чи вiд-
штовхувальної взаємодiї. Припустимо, що pt, rt P Rn` — стохастичнi
вектори розмiрностi n, що характеризують щiльнiсть розподiлу кожної
з популяцiї на t-тому кроцi часу еволюцiї популяцiй на спiльному про-
сторi iснування Ω. Динамiка змiни популяцiй tpt, rtu ¸,t

ÝÑ tpt`1, rt`1u,
t “ 0, 1, 2, . . . , задається вiдображенням ¸, що визначається системою
рiзницевих рiвнянь:

pt`1 “
α

zt
ptp1´ γrtq, rt`1 “

β

zt
rtp1´ γptq (1.2)

де α, β, γ – параметри, zt “ 1´γppt, rtq – нормувальний знаменник, що
забезпечує стохастичнiсть векторiв pt`1, rt`1.

У 2003 роцi В. Д. Кошманенко запропонував найпростiшу модель
динамiчної системи конфлiкту, яка була представлена рiзницевими рiв-
няннями типу (1.2) при α, β, γ “ 1 (див. [6]). Ця модель описувала
процес конфлiктного перерозподiлу абстрактного ресурсного простору
мiж двома сторонами, що вступають в альтернативну взаємодiю. Вона
отримала назву — динамiчна система конфлiкту з взаємодiєю вiдштов-
хування. З часом пiд керiвництвом В. Д. Кошманенка була розроблена
значуща теорiя динамiчних систем конфлiкту. Вона охоплює широкий
спектр сучасних проблем, включаючи моделi конфлiктних суспiльств,
виборчих процесiв, формування думок, екологiчних систем, мiграцiй-
них процесiв та перерозподiлу ресурсiв. Головним завданням цiєї теорiї
є розробка математичних перетворень, якi точно вiдображають конфлi-
ктну взаємодiю, та виведення вiдповiдних еволюцiйних рiвнянь. Для
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цього використовуються методи з теорiї динамiчних систем, функцiо-
нального аналiзу, теорiї мiри, ймовiрностей та фрактальної геометрiї.

Динамiчнi системи конфлiкту вiдiграють важливу роль у багатьох
прикладних задачах, включаючи моделювання економiчних, соцiаль-
них i екологiчних процесiв. Наприклад, в екологiї цi моделi застосо-
вуються для прогнозування стабiльностi екосистем, зокрема взаємодiї
мiж видами, яка може бути перiодичною через сезоннiсть. У соцiальних
науках – для аналiзу поведiнки людей у групах, що взаємодiють у кон-
флiктних умовах (наприклад, конкуренцiя за ресурси). В економiцi –
для прогнозування змiн на ринках iз конкуренцiєю та ресурсними обме-
женнями. Це пiдкреслює важливiсть вивчення поведiнки таких систем
для розумiння їх стабiльностi та довгострокових властивостей.

Розглянемо фiзичну систему, яка складається з двох (можна i де-
кiлькох) протидiючих сторiн, якi позначимо через A та B i назвемо
опонентами. Вважаємо, що опоненти iснують на спiльному ресурсно-
му просторi Ω i незнищеннi. Стани такої системи природно задавати
випадковими розподiлами у термiнах ймовiрнiсних мiр µ, ν визначених
на деякiй σ-алгебрi пiдмножин з простору Ω. Фiксований клас цих мiр
позначимо MpΩq. Конфлiктну взаємодiю (композицiю конфлiкту) мiж
опонентами A та B, як вiдображення (перетворення) в просторi пар
мiр з MpΩq, позначаємо символом ¸. Це вiдображення задає еволюцiю
фiзичної системи у виглядi траєкторiй:

"

µt“0

νt“0

*

¸,t
ÝÑ

"

µt

νt

*

, t ě 0,

де ¸, t позначає конфлiктне перетворення на момент часу t. Динамiчна
система такого типу позначається як tΩ,MpΩq,¸u i називається ди-
намiчною системою конфлiкту. Звичайно, простiр Ω, клас мiр MpΩq
та вiдображення ¸ треба визначати додатково у кожному конкретному
випадку.

У рядi важливих випадкiв, якi близькi до застосувань, припускає-
ться, що ресурсний простiр Ω, на якому спiвiснують опоненти A та B,
природним чином розкладено на скiнчену кiлькiсть регiонiв:

Ω “
n
ď

i“1

Ωi, 2 ď n ă 8.

Кожен окремий регiон Ωi називається позицiєю конфлiкту. Розподiл
опонентiв A, B на Ω зводиться до задання дискретних мiр: µpΩiq “

pi та νpΩiq “ ri. Числа pi, ri є координатами стохастичних векторiв
p “ pp1, p2, . . . , pnq, r “ pr1, r2, . . . , rnq P Rn` (}p}1 “ }r}1 “ 1). Цi числа є
ймовiрностями присутностi опонентiв A, B в рiзних позицiях конфлiкту.
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Конфлiкту взаємодiю мiж опонентами A, B можна записати в термi-
нах еволюцiї векторiв p, r пiд дiєю перетворення ¸ в прямому добутку
просторiв Rn`. Вiдзначимо, що у роботах [2,7, 8] цей пiдхiд узагальнено
для трiйки опонентiв, а у роботi [9] для довiльної скiнченної кiлькостi
опонентiв на Ω.

В роботах [1, 3] дослiджувались рiзнi задачi, повязанi з динамiчни-
ми системами конфлiкту у дискретному часi в термiнах стохастичних
векторiв заданих траєкторiями:

tpt, rtu
¸,t
ÝÑ tpt`1, rt`1u, t “ 0, 1, 2, . . . ,

де координати векторiв pt`1, rt`1 визначалися системою рiзницевих рiв-
нянь. Найпростiший варiант таких рiвнянь має вигляд

pt`1
i “

1

zt
ptip1´ αr

t
iq, rt`1

i “
1

zt
rtip1´ αq

t
iq, ´1 ď α ď 1,

де z “ 1´αpp, rq – нормувальний знаменник, p¨, ¨q – скалярний добуток
в Rn.

У подальших працях В.Д. Кошманенка i його учнiв було одержано
серiю результатiв, як теоретичного значення так i в побудовi та дослi-
дженi конкретних моделей з рiзним способом задання вiдображення ¸.
Основна задача – це вивчення поведiнки траєкторiй системи при tÑ8,
встановлення iснування i знаходження граничних асимптотичних ста-
нiв, пошук атракторiв та їхнiх басейнiв, доведення iснування нерухомих
точок (рiвноважних станiв) та iснування циклiчних орбiт.

2. Побудова динамiчної системи конфлiку

Нехай Ω “ tω1, ω2, . . . , ωnu, n ą 1, є деякою скiнченна множиною
з дискретною топологiєю. Позначимо M`

1 pΩq як множину дискретних
ймовiрнiсних мiр на Ω. Нехай µi P M

`
1 pΩq, i “ 1, . . . ,m, m ě 2 – до-

вiльна фiксована пiдмножина мiр. Кожну мiру µi можна зiставити зi
стохастичним вектором pi “ ppijq

n
j“1, якщо визначити

pij “ µipωjq, i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n.

Для побудови динамiчної системи задамо вiдображення ¸ у просто-
рi стохастичних векторiв (перетворення конфлiкту). Кожному вектору
pi “ ppijq

n
j“1 поставимо у вiдповiднiсть вектор p1

i “ pp
1
ijq

n
j“1 за прави-

лом, визначеним у термiнах координат

p1
ij “

1

z

`

pijpθ ` 1q ` ατj
˘

,

де θ “ θ
`

p1,p2, . . . ,pm
˘

– довiльна обмежена додатна функцiя, T “
`

τj
˘n

j“1
– фiксований вектор з невiд’ємними координатами, якi залежать
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вiд p1, . . . ,pm, а z – нормувальний знаменник, що забезпечує стохасти-
чнiсть вектора p1

i .
Iтерацiя цього вiдображення генерує багатокомпонентну динамiчну

систему з траєкторiями
 

pt1,p
t
2, . . . ,p

t
m

( ¸,t
ÝÑ

 

pt`1
1 ,pt`1

2 , . . . ,pt`1
m

(

, t “ 0, 1, . . . , (2.1)

де pt“0
i “ pi, а координати кожного вектора pti “ pp

t
ijq

n
j“1 змiнюються

вiдповiдно до рiвнянь

pt`1
ij “

1

zt
`

ptij
`

θt ` 1
˘

` ατ tj
˘

, t “ 0, 1, . . . , (2.2)

zt “ 1` θt `W t, W t “

n
ÿ

j“1

τ tj ą 0, (2.3)

де θt “ θ
`

pt1,p
t
2, . . . ,p

t
m

˘

– деяка обмежена додатна функцiя, яка ви-
значає вiльну еволюцiю системи. Нормувальний знаменник zt забезпе-
чує стохастичнiсть векторiв pt`1

i . Набiр додатних функцiй τ tj (певним
чином залежних вiд координат векторiв pti) вiдповiдає закону взаємо-
дiї. Значення цих функцiй при кожному фiксованому t утворюють де-
який нестохастичний вектор з невiд’ємними координатами, який позна-
чено символом T t “

`

τ tj
˘n

j“1
i називаємо вектором взаємодiї. Вектор

wt “ pwtjq
n
j“1, де w

t
j :“

τ tj
W t , є стохастичним аналогом вектора T t. Далi

буде дослiджено ряд моделей динамiчних систем конфлiкту, траєкто-
рiї яких залежать вiд вигляду вектора T t, а також вивчено залежнiсть
поведiнки системи вiд поведiнки T t при tÑ8.

В рiвняннях (2.2) стала α може набувати довiльного значення, але
при досить великих α швидкiсть збiжностi (чи розбiжностi) системи
буде досить великою при малих значення часу t. Така динамiка не вiд-
повiдатиме динамiцi реальних процесiв, тому при побудовi моделi було
вибрано значення сталої α з промiжку r´1; 1s. Згiдно з наведеними рiв-
няннями, у випадку α P p0; 1s вiдстань мiж векторами pti в l1-нормi
збiгається до нуля,

}pti ´ ptk}1 “
n
ÿ

j“1

|ptij ´ p
t
kj | Ñ 0, i ‰ k, i, k “ 1, . . . ,m,

тому вiдображення ¸, задане цими рiвняннями, описує взаємодiю при-
тягання. При α P r´1; 0q будемо говорити про динамiчну систему з вза-
ємодiєю вiдштовхування. Зауважимо, що при α “ 0 початковий стан
 

pt“0
i

(m

i“1
є нерухомим.
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3. Дослiдження властивостей траєкторiй динамiчних
систем конфлiкту

Динамiчнi системи конфлiкту можуть мати рiзнi поведiнковi сцена-
рiї залежно вiд вектора взаємодiї, що визначає їхню динамiку та дов-
готривалi стани. Комп’ютерне моделювання пiдтверджує, що змiна па-
раметрiв впливає на тип граничного стану – стабiльний, циклiчний або
хаотичний, що розкриває можливостi для розумiння розвитку конфлi-
ктних систем.

При певних умовах траєкторiї системи конфлiкту збiгаються до не-
рухомих точок – граничних станiв, у яких динамiка стабiлiзується. Для
притягувальної взаємодiї траєкторiї системи зближаються до спiльних
позицiй, тодi як вiдштовхувальна взаємодiя може приводити до роз-
подiлу ресурсiв мiж опонентами. Така поведiнка продемонстрована на
рис. 3.1 для вiдштовхування (рис. 3.1.2) та притягання (рис. 3.1.3)

Теорема 3.1 ([9,10]). Якщо всi координати стохастичного вектора wt

є монотонними (зростають або спадають незалежно одна вiд одної)
при α “ p0; 1s або спадають при α “ r´1; 0q, то iснує граничний ве-
ктор w8 i кожна траєкторiя динамiчної системи (2.1) з початковим
станом

 

pt“0
i

(m

i“1
збiгається до нерухомого граничного стану

 

p8i
(m

i“1

p8i “ lim
tÑ8

pti, @ i “ 1, . . . ,m.

При цьому, у випадку α “ p0; 1s всi граничнi вектори p8i мають
однаковi координати p8ij “ w8j для всiх i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n, якi
спiвпадають з координатами вектора w8. У випадку α “ r´1; 0q, якщо
w8j ă 0 для всiх j “ 1, . . . , n, то p8ij “ w8j для всiх i “ 1, . . . ,m,
j “ 1, . . . , n.

Деякi системи досягають циклiчних орбiт, коли координати вектора
взаємодiї є перiодичними значеннями. У такому випадку траєкторiї по-
вторюються з постiйною перiодичнiстю, що формує циклiчну динамiку.
Цей факт демонструє наступна теорема.

Теорема 3.2 ([9, 10]). Нехай координати τ tj “ τjptq, j “ 1, . . . , n, де
τjptq – довiльнi додатнi перiодичнi функцiї з cумiрними перiодами. При-
пустимо, що головний перiод функцiй wjptq є додатнiм цiлим числом
T ą 1, а координати вектора wt не є константами. Тодi кожна тра-
єкторiя динамiчної системи (2.1), заданої системою рiзницевих рiв-
нянь (2.2), збiгається до ω-граничної множини Γ8, яка є циклiчною
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1) tp1,p2,p3,p4u, t “ 0 2)tp81 ,p82 ,p83 ,p84 u, α “ ´1

3) tp81 ,p82 ,p83 ,p84 u, α “ 1

Рис. 3.1. m “ 4, n “ 100, 1) початковий стан
tp1,p2,p3,p4u заданий модулем функцiї Бесселя пер-
шого роду, тобто fipxq “ |Jβpxq|, де Jβpxq “
ř8
m“0

p´1qm

m!Γpm`β`1q

`

x
2

˘2m`β для β “ 0, 1, 2, 3, x P r0; 6s, а
координати векторiв pt“0

i задано за допомогою значень
функцiй fipxq на вiдрiзку r0, 6s згiдно формули pik “
fipxkq
D , де D “

n
ř

k“1

fipxkq, а xk належить розбиттю вiдрiзка

r0, 6s; 2)–3) граничнi стани tp81 ,p82 ,p83 ,p84 u з τ tj визначе-
ним як мiнiмальне значення j-тих координат векторiв pti,
тобто τ tj “ min

i
tptiju.
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орбiтою. Тобто, множина Γ8 є iнварiантною вiдносно перетворен-
ня ¸ та складається з T впорядкованих векторiв Γl, l “ 1, . . . , T

Γ1
¸
ÝÑ Γ2

¸
ÝÑ Γ3

¸
ÝÑ ¨ ¨ ¨

¸
ÝÑ ΓT

¸
ÝÑ Γ1.

Гранична множина Γ8 залежить вiд початкового вектора wt“0.

Теорема 3.3. Нехай координати τ tj “ τjptq, j “ 1, . . . , n, де τjptq –
довiльнi додатнi перiодичнi функцiї з неcумiрними перiодами. Припус-
тимо, що координати вектора wt не є константами. Тодi кожна тра-
єкторiя динамiчної системи (2.1), заданої системою рiзницевих рiв-
нянь (2.2) є квазiперiодичною при t Ñ 8. Типовi (або, як правило)
траєкторiї на границi заповнюють деяку компактну множину.

Розглянемо систему (2.1), задану рiвняннями: pt`1 “ fppt, τ tq, де
τ t “ pτ t1, τ

t
2, . . . , τ

t
nq — набiр параметрiв, якi залежать вiд часу t, i кожна

τjptq є перiодичною функцiєю з несумiрними перiодами. Функцiя f є не-
перервною i обмеженою, тому траєкторiї pt залишаються в обмеженiй
областi фазового простору, тобто траєкторiї належать деякiй компа-
ктнiй множинi.

Несумiрнiсть перiодiв функцiй τjptq означає, що для будь-якого на-
бору цiлих чисел k1, k2, . . . , kn рiвнiсть k1T1 ` k2T2 ` ¨ ¨ ¨ ` knTn “ 0
виконується лише для тривiального випадку k1 “ k2 “ ¨ ¨ ¨ “ kn “ 0.
Таким чином, функцiї τjptq нiколи не синхронiзуються, i значення τ t

не повторюються перiодично. Це виключає можливiсть перiодичної по-
ведiнки траєкторiй. Несумiрнiсть перiодiв τjptq призводить до того, що
траєкторiї рiвномiрно заповнюють деяку компактну множину в фазо-
вому просторi. Це вiдбувається завдяки властивостi квазiперiодичних
функцiй, якi рiвномiрно покривають тороподiбну поверхню. Таким чи-
ном, траєкторiї системи демонструють квазiперiодичну поведiнку.

Траєкторiї системи залежать вiд початкового стану wt“0, який визна-
чає фазу функцiй τjptq та початковi координати p0. Тому для рiзних по-
чаткових умов траєкторiї можуть покривати рiзнi частини компактної
множини, проте всi вони залишаються квазiперiодичними.

Таким чином, типовi траєкторiї системи є квазiперiодичними i запов-
нюють деяку компактну множину в фазовому просторi.

Розглянемо конкретний приклад для випадку n “ 3, m “ 3. Нехай
початковий стан задано наступними векторами: pt“0

1 “ p0.08; 0.02; 0.9q,
pt“0

2 “ p0.1; 0.55; 0.35q, pt“0
3 “ p0.8; 0.15; 0.05q. На Рис. 3.2, 3.3 за умови

сумiрностi перiодiв функцiй τjptq, система демонструє цикл iз фiксова-
ним перiодом T . Цей перiод залежить вiд основного перiоду функцiй τ tj
i описується набором впорядкованих векторiв Γ1,Γ2, . . . ,ΓT . Траєкторiї
системи пiдтверджують циклiчнiсть i стабiльнiсть у фазовому просторi
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Рис. 3.2. Змiна координат векторiв pti при τ1ptq “

sinpπt2 q ` 1, τ2ptq “ sinp2πt
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2πt

5 q ` 1, де
T “ 60 – головний перiод координат вектора wt.

вiдповiдно до теореми 3.3. На Рис. 3.4, 3.5 зображена динамiка з вико-
ристанням функцiй τ tj iз несумiрними перiодами. Несумiрнiсть перiодiв
функцiй τ tj призводить до квазiперiодичної поведiнки. Система не збi-
гається до циклiчної орбiти, але її траєкторiї заповнюють компактну
множину в фазовому просторi. Квазiперiодичнiсть траєкторiй пiдтвер-
джується тим, що система заповнює тороподiбну компактну множину,
зберiгаючи квазiперiодичну динамiку.

Цiкавою для розгляду є динамiчна система конфлiкту, де лише одна
з координат вектора взаємодiї τ tj “ τjptq є перiодичною функцiєю з пе-
рiодом T ą 1. Такий вибiр параметра τ tj може суттєво впливати на
поведiнку системи. Виходячи з цього, можливi наступнi сценарiї дина-
мiки:

1. Перiодична стабiльнiсть. Якщо iншi параметри системи не змi-
нюються хаотично i є стабiльними або поступово адаптуються до ци-
клiчного впливу τ tj , система може збiгатися до перiодичної орбiти з тим
самим перiодом T . Для такої стабiльностi необхiдно, щоб амплiтуди ко-
ливань τ tj та iншi параметри не приводили до суттєвих збурень. Це часто
можливо у випадках, коли система має сильнi стабiлiзуючi механiзми
(наприклад, притягувальну взаємодiю або згладжування коливань). У
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Рис. 3.3. Фазовий портрет системи у просторi вiдоб-
ражень ppt1, p

t`1
1 q, побудований при τ1ptq “ sinpπt2 q ` 1,

τ2ptq “ sinp2πt
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2πt

5 q ` 1, T “ 60.

Рис. 3.4. Змiна координат векторiв pti при τ1ptq “

sinpπt2 q ` 1, τ2ptq “ sinp2πt
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2πt

5 q ` 1, де
T “ 60π – головний перiод координат вектора wt.
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1) t “ 1000 2) t “ 5000

3) t “ 10000 4) t “ 10000, приближено

Рис. 3.5. Фазовий портрет системи у просторi вiдоб-
ражень ppt1, p

t`1
1 q, побудований при τ1ptq “ sinp t2q ` 1,

τ2ptq “ sinp2t
3 q ` 2, τ3ptq “ cosp2t

5 q ` 1, T “ 60π. Як ви-
дно на рисунках, для несумiрних траєкторiї заповнюють
тороподiбну структуру.

результатi система демонструє передбачувану динамiку, що повторює-
ться через кожнi T крокiв.

2. Квазiрегулярна динамiка. У разi, якщо iншi компоненти вектора
взаємодiї або параметри системи мають свої внутрiшнi перiоди, але не
синхронiзуються з τ tj , може виникнути квазiрегулярна поведiнка. Це
явище спостерiгається за наявностi декiлькох взаємодiючих перiоди-
чних процесiв iз близькими, але несумiрними перiодами. Система може
демонструвати складнi ритми, з появою повторюваних вiзерункiв або
переходiв мiж рiзними фазами, але без чiткої циклiчностi.

3. Хаотична динамiка. Якщо τ tj вступає у взаємодiю з iншими ком-
понентами системи, що демонструють нестабiльнiсть або високу чутли-
вiсть до збурень, система може перейти до хаотичної поведiнки. Хао-
тична динамiка можлива за наявностi нелiнiйної взаємодiї, коли навiть
невеликi змiни у τ tj здатнi спричиняти значнi змiни в траєкторiях систе-
ми. Система може виявляти хаотичну поведiнку, коли одна з координат
вектора взаємодiї пiдпорядкована хаотичностi, наприклад логiстично-
му закону. Це призводить до чутливостi траєкторiй до початкових умов
i може зумовлювати непередбачуванi коливання. Важливою умовою є
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також вiдсутнiсть механiзмiв, якi стабiлiзують поведiнку. Система стає
чутливою до початкових умов, i навiть малi змiни на входi можуть при-
зводити до суттєво рiзних траєкторiй. Така поведiнка ускладнює про-
гнозування i може мати значнi наслiдки у реальних прикладних сцена-
рiях.

4. Комбiнована динамiка У деяких випадках система може демон-
струвати перехiд вiд перiодичної стабiльностi до хаотичної динамiки
або поєднання перiодичної та хаотичної поведiнки у рiзних фазах. Це
можливо при наявностi рiзних впливiв або змiнах параметрiв τ tj у про-
цесi еволюцiї системи. Така динамiка є нестабiльною або складною для
моделювання та контролю.

4. Висновки

Вивчення динамiчних систем конфлiкту показало, що їх траєкто-
рiї можуть демонструвати широкий спектр поведiнкових сценарiїв, вiд
стабiльностi до хаотичностi, залежно вiд параметрiв взаємодiї та поча-
ткових умов. Зокрема, результати дослiджень пiдтвердили можливiсть
iснування нерухомих точок, циклiчних орбiт та квазiперiодичної пове-
дiнки, що є важливими для аналiзу реальних соцiально-економiчних та
екологiчних процесiв.

Для систем iз притягальною взаємодiєю характерна конвергенцiя тра-
єкторiй до спiльних граничних станiв, тодi як вiдштовхувальна взаємо-
дiя призводить до розподiлу ресурсiв мiж опонентами. Динамiка систем
з перiодичними параметрами може досягати стабiльних циклiчних ор-
бiт. Це пiдтверджено моделями, що враховують перiодичнiсть вектора
взаємодiї. У разi несумiрних перiодiв параметрiв система може демон-
струвати квазiперiодичну поведiнку або переходити до хаотичної дина-
мiки, що особливо актуально для аналiзу складних соцiальних i екологi-
чних систем. Таким чином, запропонованi моделi дозволяють описувати
складну поведiнку конфлiктних систем та є основою для подальших до-
слiджень, спрямованих на розробку ефективних стратегiй управлiння
конфлiктами.

Порiвняння з дослiдженнями [4,5] показало схожiсть у використаннi
нелiнiйних моделей, мультифакторного аналiзу та принципiв стабiльно-
стi й нестабiльностi систем. В роботi [4] пiдкреслено важливiсть муль-
типлексних взаємодiй, таких як полiтичнi й культурнi, що вiдповiдає
концепцiї розподiлу ресурсiв у данiй роботi. В [5] дослiджено роль за-
тримок i просторової нелокальностi, якi також можуть бути адаптованi
до розглянутих вище моделей динамiчних систем конфлiкту. Розгля-
нутi властивостi моделей динамiчних систем пiдтверджують їх унiвер-
сальнiсть для аналiзу складних соцiальних, екологiчних i економiчних
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процесiв. Це дозволяє зробити висновок, що розглянутi в цiй роботi
моделi є ефективним iнструментом для дослiдження реальних конфлi-
ктних систем i можуть бути розширенi з урахуванням бiльш складних
факторiв i структур.
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