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Фрактальний аналiз функцiй зi
складною локальною структурою

С. П. Ратушняк

Abstract. We consider class of fractal functions whose argument and
value are written in the same (or different) number representation systems
with zero redundancy (Q2-representation, Q˚2 -representation, A-continued
fraction representation of numbers). For the given examples of function
constructions, their topological, metric, fractal and differential properties
are described.

Анотацiя. У статтi розглядається клас фрактальних функцiй, аргу-
мент i значення яких записанi в однiй i тiй же (або рiзних) системах
зображення чисел з нульовою надлишковiстю (Q2-зображення, Q˚2 -
зображення, ланцюгове A-зображення чисел). Для наведених прикла-
дiв конструкцiй функцiй описано їх тополого-метричнi, фрактальнi та
диференцiальнi властивостi.

1. Початки

Фрактальний аналiз бере свiй початок з робiт Ф. Гаусдорфа [19] i
А. С. Безиковича [16] (вiдносно повний перелiк яких можна знайти
в роботi [3]). Введеннi в роботах даних авторiв поняття мiр дробових
порядкiв (далi α-вимiрної мiри Гаусдорфа) i метричної (фрактальної
= дробової) розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича в майбутньому ляже в
основу "критерiю"фрактальностi множин в широкому (в сенсi Б. Ман-
дельброта) чи вузькому розумiннi. Таким чином фрактальний аналiз
зводився до аналiзу розмiрностi множин.

Напевно (на думку автора), дiалектика кристалiзацiї h-мiри Гаусдор-
фа пролягала через поняття α-мiри Каратеодорi (1914 р.) i стала осно-
вою центрального поняття теорiї – розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича,
яке формувалось на "багаточисельних"на той момент яскравих прикла-
дах множин, графiкiв функцiй, що не вписувались в загальну картину
науки того часу. Адже на момент виходу статтi Гаусдорфа вже як понад
35 рокiв була вiдома множина Кантора, що є найпростiшим прикладом
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самоподiбної множини, вже бiльше як 15 рокiв був вiдомий приклад фi-
гури, яка пiзнiше називатиметься фракталом, – Снiжинкою Коха. До
цього перелiку можна додати трикутний килим Серпiнського (1915 р.),
неперервну нiде недиференцiйовну функцiю Вейєрштрасса (1872 р.),
сингулярну функцiю Мiнковського (1904 р.) тощо.

Наступним поштовхом до стрiмкого злету теорiї фракталiв була ро-
бота Б. Мандельброта [21], яка акцентувала увагу на автомодельних
(самоподiбних, самоафiнних) фiгурах дробової розмiрностi, що виника-
ли як геометричнi об’єкти, об’єкти метричної теорiї чисел, теорiї ймо-
вiрностей та теорiї динамiчних систем.

1.1. Що таке фрактальний аналiз? Фрактальний аналiз, основним
об’єктом дослiдження якого на початковому етапi була фiгура метрич-
ного простору з локально складною тополого-метричною структурою,
сьогоднi активно вивчає функцiї, перетворення простору, динамiчнi си-
стеми, сингулярнi ймовiрнiснi мiри тощо. На даний момент доцiльно
розмежовувати структурну i метричну фрактальнiсть. Зауважимо, що
бiльшiсть моделей, якi розглядаються в сумiжних науках, є саме стру-
ктурно фрактальними, а не метрично фрактальними (мова йде про
фiзику, хiмiю, бiологiю, економiку тощо). До метричного фракталь-
ного аналiзу вiдносять задачi на обчислення фрактальних розмiрно-
стей, зокрема розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича, клiтинкової, ентро-
пiйної розмiрностi тощо. До структурного фрактального аналiзу вiдно-
сяться задачi на встановлення самоподiбної, самоафiнної або автомо-
дельної структури фрактальної множини.

1.2. Фрактальний аналiз в iменах. Ключовими постаттями у розви-
ненi фрактального аналiзу безсумнiвно можна вважати Ф. Гаусдорфа,
А. С. Безиковича та Б. Мандельброта. Тодi, коли Гаусдорф i Безико-
вича були фундаторами поняття теорiї фракталiв – мiри Гаусдорфа i
розмiрностi Гаусдорфа-Безиковича, Б. Мандельброт був генiальним по-
пуляризатором iдей фрактального аналiзу, зокрема тих, що ґрунтува-
лися на принципах самоподiбностi. Значний внесок у теорiю фракталiв
зробили П. Бiллiнгслей, Дж. Хатчинсон [20], М. Барнслi [14,15] та iн.

Не переслiдуючи мету здiйснити повний iсторичний зрiст розвитку
фрактального аналiзу, хотiлось би зазначити, що на сьогоднiшнiй день
теорiя фракталiв успiшно розвивається в Українi. Першопрохiдцем се-
ред українських математикiв у цiй галузi є професор М. В. Працьо-
витий, який разом з учнями розвиває кiлька напрямiв фрактального
аналiзу:

1) перетворення, що зберiгають фрактальну розмiрнiсть [11];
2) фрактальний аналiз нiде не монотонних функцiй [29];
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3) фрактальний аналiз сингулярних ймовiрнiсних мiр [7, 12];
4) нормальнi властивостi чисел i фрактальнi властивостi множин

ненормальних чисел [13];
5) системи кодування дiйсних чисел i фрактали [2,8];
6) фрактальнi функцiї [30];
7) фрактальний аналiз множин неповних сум абсолютно збiжних

рядiв та їх узагальнень [1, 22];
8) фрактальний аналiз нескiнченних згорток Бернуллi [18];
9) узагальнення класичних лiнiйних фракталiв [3];
10) узагальнення та поглиблення ряду фундаментальних класичних

результатiв метричної та ймовiрнiсної теорiї чисел у рiзних си-
стемах зображення чисел [7];

11) алгебраїчнi структури у теорiї фракталiв [27] та iн.

2. Фрактальнi функцiї

Ми кажемо, що функцiя має фрактальнi властивостi, якщо виконує-
ться принаймнi одна з умов: функцiя має

(1) хоча би одну фрактальну множину рiвня,
(2) самоподiбний, самоафiнний, автомодельний або фрактальний гра-

фiк (як множину в R2),
(3) фрактальну множину точок несталостi (росту, спадання),
(4) фрактальну множину особливостей (диференцiального або iн-

шого характеру),
(5) розподiл значень при рiвномiрному розподiлi аргумента, зосере-

джений на фракталi;
(6) трансформує фрактальну розмiрнiсть принаймнi однiєї борелiв-

ської пiдмножини r0; 1s.
Ми цiкавимось класом функцiй, визначених рiвнiстю

fpx “ ∆g
α1α2...αn...q “ ∆q

β1β2...βn...
, (2.1)

де ∆g
α1α2...αn... i ∆q

β1β2...βn...
– зображення дiйсних чисел (узгодженi за

алфавiтом або за геометрiєю зображення).

Приклад 2.1. Нехай ∆2
α1...αn... “

8
ř

i“1

αi
2i

– класичне двiйкове зображен-

ня чисел, αi P t0, 1u. Тодi функцiя

fpx “ ∆2
α1α2...αn...q “ ∆2

r1´α1sr1´α2s...r1´αns...
“ 1´ x.

2.1. Система зображення дiйсних чисел. Нехай задано A – алфа-
вiт (набiр елементiв), L ” AˆAˆ¨ ¨ ¨ – простiр послiдовностей елементiв
алфавiту, D “ă a; b ą – деякий промiжок.
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Означення 2.1. Кодуванням чисел множини D засобами алфавiту A
називається сюр’єктивне вiдображення gpLq “ D.

При цьому множина

∆L
c1c2...cm “ tpa1, a2, . . . , an, . . .q : ai “ ci, i “ mu

називається цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm у просторi L по-
слiдовностей алфавiту.

Образ цилiндра ∆L
c1c2...cm при вiдображеннi g

∆g
c1c2...cm “ ϕ

`

∆L
c1c2...cm

˘

називається цилiндром рангу m з основою c1c2 . . . cm в D.
Сама послiдовнiсть pαnq “ pα1, α2, . . . , αn, . . .q P L, яка вiдповiдає

числу x, називається його g-зображенням (або g-кодом), а αn – n-ою
цифрою (або символом) цього зображення.

Якщо кожен цилiндр є промiжком, то кодування називається непе-
рервним.

Кажуть, що зображення має нульову надлишковiсть, якщо кожне
число має не бiльше, нiж два зображення, причому множина чисел,
що мають два зображення є не бiльш нiж злiченна, та екстранульову
надлишковiсть, якщо кожне число має єдине зображення.

У випадку нульової надлишковостi системи зображення, числа, що
мають два формально рiзнi зображення називаються g-бiнарними. Ре-
шта чисел – g-унарними.

Наведемо деякi системи зображення чисел, що використовуються в
дослiдженнях.

Теорема 2.1 ([4]). Нехай A “ t0, 1, . . . , s ´ 1u, ||qin|| – стохастична

матриця, така що 0 ă qin ă 1,
s´1
ř

i“0
qin “ 1, n P N i

8
ś

n“1
max
iPA

tqinu “ 0.

Тодi для довiльного числа x P r0; 1s iснує послiдовнiсть pαnq P L, така
що

x “ βα11 `

8
ÿ

n“2

pβαnn

n´1
ź

j“1

qαjjq ” ∆Q˚s
α1α2...αn..., βαnn ”

αn´1
ÿ

i“0

qin. (2.2)

Розклад числа x в ряд (2.2) називається Q˚s -представленням, а ско-
рочений запис ∆

Q˚s
α1α2...αn... – його Q˚s -зображенням.

Дане зображення є узагальненням серiї полiосновних так званих Q-
зображень, якi беруть свiй початок з робiт [4, 6] Працьовитого М.В.,
зокрема, якщо qin “ qi “

1
s @i P A, n P N , то Q˚s -зображення збiгається

з класичним s-ковим зображенням.
Геометрiю цього зображення розкривають властивостi цилiндрiв:
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1) ∆
Q˚s
c1c2...cm “ ra; bs, де a “

m
ř

k“1

pβckk
k´1
ś

j“1
qcjjq, a`

m
ś

j“1
qcjj ;

2) |∆Q˚s
c1c2...cm | “

m
ś

i“1
qcii “ qcmm|∆

Q˚s
c1c2...cm´1 |;

3) max ∆
Q˚s
c1c2...cmi

“ min ∆
Q˚s
c1c2...cmri`1s.

Зауваження 2.1. Злiченна множина Q˚s -бiнарних чисел вичерпується
числами виду ∆

Q˚s
α1...αn´1αnp0q

“ ∆
Q˚s
α1...αn´1rαn´1sps´1q.

Теорема 2.2. Нехай As “ te0, e1, . . . , es´1u, p0 ă e0 ă e1 ă . . . ă es´1q.
Якщо ei “ ei´1`d, i “ 1, s´ 1, де d “ d1´d0, то @x P rd0; d1s D panq P L,
така що

x “ 1{a1 ` 1{a2 ` . . .` 1{an ` . . . ” ∆As
a1a2...an..., (2.3)

де d0 “ min
anPA

t∆As
a1a2...an...u, d1 “ max

anPAs
t∆As

a1a2...an...u.

Запис ∆As
a1a2...an... називається ланцюговим As-зображенням числа x.

Зауваження 2.2. Злiченна множина As-бiнарних чисел вичерпується
числами виду ∆As

a1...an´1e0pe0es´1q
“ ∆As

a1...an´1es´1pes´1e0q
.

Цилiндр ∆As
c1...cn є вiдрiзком з кiнцями ∆As

c1...cnpe0es´1q
i ∆As

c1c2...cnpes´1e0q

(де лiвий, а де правий кiнець, залежить вiд парностi i непарностi n).
Зазначимо, що якщо s “ 2, а d “ 1

2 , то As-зображення спiвпадає
з ланцюговим A2-зображенням, для якого e0 ¨ e1 “

1
2 . Останнє зобра-

ження розглядалося в багатьох роботах [5, 8, 17, 23, 26, 28], а отриманi
результати тополого-метричного аналiзу знайшли свої застосування в
рiзних галузях математики, зокрема у теорiї сингулярно неперервних
випадкових величин типу Джессена-Вiнтнера.
As-зображення легко перекодовується засобами алфавiту A, а саме:

x “ r0; a1, a2, . . . , ak, . . .s ” ∆A
α1α2...αk...

,

де ak ” aαk , k P N. Останнє називається A-зображенням числа x.

3. Отриманi результати

Приклад 3.1. Нехай A “ t0, 1u. Розглядається функцiя, означена рiв-
нiстю

fϕpx “ ∆
Q˚2
α1α2...αn...q “ ∆

G˚2
ϕ1pα1,α2qϕ2pα2,α3q...ϕnpαn,αn`1q...

, (3.1)
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де ∆
Q˚2
α1α2...αn... i ∆

G˚2
ϕ1pα1,α2qϕ2pα2,α3q...ϕnpαn,αn`1q...

– Q˚2- i G˚2-зображення
вiдповiдно, породженнi стохастичними матрицями ||qin|| i ||gin||, що за-
довольняють умови теореми 2.1; ϕ “ pϕnq – послiдовнiсть фiнiтних вi-
дображень ϕnpA2q “ A @n P N .

Лема 3.1. Якщо в послiдовностi pϕnq функцiя ϕm є константою i,
то множина значень функцiї fϕ є пiдмножиною об’єднання цилiндрiв
m-го рангу, а саме:

Efϕ Ă
ď

c1PA

ď

c2PA

. . .
ď

cm´1PA

∆
G˚2
c1c2...cm´1i

. (3.2)

Наслiдок 3.1. Якщо серед функцiй послiдовностi pϕnq iснує нескiн-
ченна пiдпослiдовнiсть констант, то множина значень функцiй fϕ є
пiдмножиною множини канторiвського типу CrG˚2 , Vks, де

Vk “

#

A, якщо ϕk ´ не константа;

tjku, якщо ϕpa, bq “ jk.

Теорема 3.1. Кожна функцiя fϕ класу S є неперервною на множинi
Q˚2-унарних чисел. Для того щоб функцiя y “ fϕpxq була неперервною,
необхiдно i достатньо, щоб її значення вiд двох рiзних зображень Q˚2-
бiнарних чисел збiгалися, тобто fϕ

´

∆
Q˚2
c1...cm0p1q

¯

“ fϕ

´

∆
Q˚2
c1...cm1p0q

¯

для
будь-якого набору pc1, . . . , cmq нулiв та одиниць.

Теорема 3.2. Якщо функцiя fϕ неперервна в кожнiй точцi вiдрiзка
r0; 1s, то вона є або сингулярною функцiєю салемiвського типу, якщо
qi ‰ gi, або сингулярною строго спадною функцiєю (iнверсором цифр),
якщо qin ‰ 1

2 ^ gin ‰
1
2 , або тотожним перетворенням або y “ 1 ´ x,

якщо qin “ gin “
1
2 , або константою, причому констант континуаль-

на кiлькiсть.

Теорема 3.3. Множина рiвня функцiй fϕ, де ϕn “ ϕ для n P N є або
скiнченною, або континуальною, причому:
1) якщо Efϕ “ tiu, i P A, то f´1

ϕ py0q є континуальною множиною;
2) якщо Efϕ “ r0; 1s, то f´1

ϕ py0q є або одноелементною множиною, або

складається з двох точок x0 i Ipx0q, де I
´

∆
Q˚2
α1...αn...

¯

“ ∆
G˚2
r1´α1s...r1´αns...

;

3) якщо Efϕ “ rG
˚
2 , V s, то f´1

ϕ py0q є або скiнченною, або континуаль-
ною множиною.
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Теорема 3.4. Якщо ϕpαn, αn`1q “ 1 ´ αn @n P N i qin “ gin, а послi-
довнiсть q1´αnpxqn

qαnpxqn
є або розбiжною, або має границю, вiдмiнну вiд 1,

то fϕ є неперервною строго спадною сингулярною функцiєю.
Якщо ж матриця ||qik|| має асимптотичну властивiсть, причому

q0 “ lim
nÑ8

q0n ‰
1
2 , то функцiя fϕ в кожнiй Q2-бiнарнiй точцi не має

похiдної (нi скiнченної, нi не скiнченної).

Приклад 3.2. Нехай A “ t0, 1u. Розглядається функцiя, означена рiв-
нiстю

rpx “ ∆Q2
α1α2...αn...q “ ∆Q2

r1r2...rk...
, (3.3)

де

r1 “

#

0, якщо pα1, α2q “ p0, 0q,

1, якщо pα1, α2q ‰ p0, 0q,

rk`1 “

#

rk, якщо pα2k`1,α2k`2
“ pα2k´1, α2kq,

1´ rk, якщо pα2k`1,α2k`2
‰ pα2k´1, α2kq.

Теорема 3.5. Функцiя r є неперервною i нiде не монотонною функцiєю
необмеженої варiацiї. Її множиною значень є вiдрiзок r0; 1s.

Теорема 3.6. Множина Q2-бiнарного рiвня є скiнченною, а кожна
множина Q2-унарного рiвня функцiї r є континуальною, нiде не щiль-
ною множиною нульової мiри Лебега.

Теорема 3.7. Функцiя r не має скiнченної похiдної в жоднiй Q2-бiнарнiй
точцi, причому якщо Q2-бiнарна точка є точкою екстремуму функцiї,
то в нiй функцiя немає нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної.

Теорема 3.8. Якщо q0 ě q2
1 i q1 ě q2

0, то функцiя r є нiде не диферен-
цiйовною (не має скiнченної похiдної у жоднiй точцi).

Приклад 3.3. Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

f
`

x “ ∆g
α1α2...αn...

˘

“ a

8
ř

i“1
αiui

“

8
ź

n“1

λαnpxqn , αn P A (3.4)

де u1 ` u2 ` . . . – абсолютно збiжний ряд i сумою r0, 1 ‰ a – додатний
параметр, 1 ă s – фiксоване натуральне число, pλnq – послiдовнiсть

додатних чисел, така що нескiнченний добуток P ”
8
ś

n“1
λn абсолютно

збiжний.
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Якщо g-зображення є Q˚s -зображенням, то функцiя, означена рiвнi-
стю (3.4), може бути записана у виглядi

f
´

x “ ∆Q˚s
α1α2αn...

¯

“ a

8
ř

i“1
αiui

, (3.5)

Теорема 3.9 ([25]). Функцiя f є неперервною в кожнiй Q˚s -унарнiй
точцi, а в Q˚s -бiнарнiй точцi вона неперервна якщо un “ ps´ 1qs´nr0.
Якщо gik “ qi @k P N , то графiк функцiї є автомодельною множиною.
В класi неперервних функцiй f , якщо gik “ qi при k ą m i um`n “ λ

sn ,
то

1
ż

0

fpxq “
8
ź

i“1

s´1
ÿ

j“0

ajuiqji.

Теорема 3.10 ([25]). Нехай матриця ||qik|| має асимптотичну влас-

тивiсть i при цьому виконується умова
8
ř

k“1

s´1
ř

i“0

´

1´ qik
qi

¯2
ă 8. Якщо

iснує qi ‰ 1
s , i P A, то функцiя f є сингулярною. Якщо qi “ 1

s для всiх
i, то f є абсолютно неперервною функцiєю.

Зауваження 3.1. Клас функцiй, якi задовольняють умови (крайнi),
мiстить класичну сингулярну функцiю Салема.

Нехай A2 “
 

1
2 , 1

(

, a g-зображення є A-зображенням чисел. Розгля-
дається клас функцiй (3.4), тобто функцiї означенi рiвнiстю

fpx “ ∆A
α1α2...αk...

q “ a

8
ř

i“1
αiui

“ aϕpxq, (3.6)

ϕpxq “
8
ř

i“1
αiui.

За для коректностi означення функцiї f домовимося використовувати
лише одне зображень те, що має перiод p10q.

Теорема 3.11 ([24]). Функцiя fpxq неперервна в кожнiй A-унарнiй то-
чцi, а в A-бiнарнiй точцi x˚ “ ∆A

c1...cm0p01q “ ∆A
c1...cm1p10q неперервна

тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

um `
8
ÿ

k“1

um`2k´1 “

8
ÿ

k“1

um`2k.

Теорема 3.12 ([24]). Кожна неперервна функцiя f , означена рiвнi-
стю (3.6), є строго спадною при u1 ą 0, строго зростаючою при u1 ă 0
i константою при u1 “ 0.
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Лема 3.2 ([24]). Якщо iснує скiнченна похiдна функцiї ϕ у точцi x0 “

∆A
α1...αn..., то вона може бути обчислена за кожною з формул

ϕ1px0q “ ´ lim
kÑ8

1

22k|∆A
α1...α2k

|
“ ´2 lim

kÑ8

2k
ź

n“1

|∆A
α1...αn´1

|

2|∆A
α1...αn´1αn |

. (3.7)

Теорема 3.13 ([24]). Якщо f неперервна функцiя, означена рiвнiстю
p3.6q, то для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x P

“

1
2 ; 1

‰

має
мiсце f 1pxq “ 0.

Приклад 3.4. Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

fpx “ ∆A2
a1a2...an...q “ ∆A2

1
2a1

1
2a2

... 1
2an

...
. (3.8)

Оскiльки необхiдна i достатня умова нульової надлишковостi A2-
зображення e0e1 “

1
2 має мiсце, то 1

2ei
“ e1´i P

´

0; 1?
2

¯

, i P t0, 1u. А
тому рiвнiсть (3.8) задає континуальну сiм’ю функцiй f .

Функцiя f , означена рiвнiстю (3.8) є коректно означеною на множинi
A2-бiнарних чисел, оскiльки

f
´

∆A2

a1...ane0pe0e1q

¯

“ ∆A2
1

2a1
... 1

2an
e1pe1e0q

“

“ ∆A2
1

2a1
... 1

2an
e0pe0e1q

“ f
´

∆A2

a1...ane1pe1e0q

¯

.

Теорема 3.14 ([10]). Функцiя f є сингулярною строго спадною на всiй
областi визначення функцiєю. Графiк Γf функцiї f є автомодельною
множиною R2 зi структурою Γf “ Γ0YΓ1, де Γi образ Γ при перетво-
реннi

γi :

$

&

%

x1 “ δeipxq “
1

ei`x
,

y1 “ δ 1
2ei

pyq “ 2
1
ei
`2y

,
i P t0, 1u,

де δei
`

x “ ∆A2
a1a2...an...

˘

“ ∆A2
eia1a2...an... – оператор правостороннього зсу-

ву цифр зображення з параметром ei, ei P A2.

Приклад 3.5. НехайA2 “ tτ0, τ1u
`

τ0τ1 “
1
2

˘

,A3 “ te0, e1, e2u
`

e0e2 “
4
3

˘

;
A12 “ t0, 1u, A13 “ t0, 1, 2u, Li “ A1i ˆA

1
i ˆ . . ., i “ 2, 3.

Розглядається функцiя f , означена рiвностями

f
´

x “ ∆
A13
α1α2...αn...

¯

“ ∆
A12
β1β2...βn...

, де (3.9)

β1 “

#

1 при α1 “ 2,

0 при α1 ‰ 2,
βn`1 “

#

βn при αn ` αn`1 ‰ 2,

1´ βn при αn ` αn`1 “ 2,
n P N.
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Теорема 3.15 ([9]). Функцiя f є неперервною нiде не монотонною фун-
кцiєю необмеженої варiацiї.

Лема 3.3 ([9]). Образом A13-цилiндра рангу k при вiдображеннi f є A12-
цилiндр того ж рангу, причому кiлькiсть прообразiв цилiндра ∆

A12
β1...βk

дорiвнює

Nk ” N
´

∆
A12
β1...βk

¯

“ 2
k´β1´

k´1
ř

i“1
|βi`1´βi|

.
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