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Просторовi коливання рiдини
в цилiндричному вертикальному

контейнерi
I. А. Райновський

Abstract. Using the nonlinear Narimanov–Moiseev modal system with
linear damping coefficients corresponding to the logarithmic decrement of
the sloshing eigenmodes, steady-state damped resonant sloshing in a cylin-
drical tank has been investigated. The usage of Miles formula to estimate
the damping coefficients shows that these effects can be of significant im-
portance in laboratory conditions. Asymptotic steady-state solutions of the
modal system have been obtained for a given motion of a cylindrical tank
with four degrees of freedom when the forcing frequency approaches the
lowest eigenfrequency of the fluid. This solution turns out to be asymptot-
ically equivalent to a horizontal elliptical trajectory of the container. The
response curves, which depend on the ratio of the semiaxes of the elliptical
orbit and are related to the amplitudes of the two lowest eigenmodes of
the sloshing, have been analyzed.

Анотацiя. За допомогою нелiнiйної модальної системи Нарiмано-
ва–Моiсєєва з лiнiйними коефiцiєнтами демпфування, що вiдповiдають
за логарифмiчний декремент власних мод коливань рiдини, дослiдже-
но усталенi демпфованi резонанснi хлюпання рiдини у цилiндрично-
му резервуарi. Використання формули Майлза для оцiнки коефiцiєн-
тiв демпфування показує, що цi ефекти можуть мати суттєве значе-
ння у лабораторних умовах. Отримано асимптотичнi стiйкi розв’яз-
ки модальної системи для заданого руху цилiндричного резервуара
з чотирма ступенями вiльностi, коли частота збурень наближається
до найнижчої власної частоти рiдини. Цей розв’язок виявляється є
асимптотично еквiвалентним горизонтальному елiптичному збуренню
контейнера. Проаналiзовано амплiтудно-частотнi характеристики, якi
залежать вiд спiввiдношення пiвосей елiптичної орбiти, i пов’язанi з
амплiтудами двох найнижчих власних форм коливань рiдини.

1. Вступ

Коливання рiдини в резервуарах мають велике значення в багатьох
галузях технiки, включаючи суднобудування, хiмiчну промисловiсть та
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бiотехнологiї. Особливо важливим є вивчення резонансних станiв i дем-
пфування в лабораторних умовах, де геометрiя резервуарiв i властиво-
стi рiдин вiдрiзняються вiд промислових маcштабiв. Метою цiєї статтi
є аналiз впливу демпфування на усталенi резонанснi коливання рiдини
в цилiндричних резервуарах з використанням модальних систем типу
Нарiманова–Моiсєєва.

Резонанснi коливання рiдини в резервуарах круглої форми, спричи-
ненi гармонiйними горизонтальними збуреннями з частотою, близькою
до найнижчої власної частоти, активно дослiджуються з 1960-х рокiв.
Огляд сучасних теоретичних i експериментальних дослiджень пред-
ставлено у роботах [7,8,12]. У промислових маcштабах в’язке демпфува-
ння зазвичай iгнорується через великi геометричнi розмiри резервуарiв,
але для лабораторних бакiв, таких як бiореактори, цей фактор набуває
значення [5, 6]. Збiльшення в’язкостi рiдини, динамiчний контактний
кут та поверхневi явища, такi як забруднення та розрив хвиль, суттєво
впливають на коливання [4].

У попереднiх роботах [1] дослiджувались недемпфованi коливання за
допомогою нелiнiйного мультимодального пiдходу Нарiманова–Моiсєєва,
який показав високу точнiсть для резервуарiв iз вiдношенням глибини
до радiуса h Á 1.2. Однак для менших глибин цi рiвняння менш точнi
через явище вторинного резонансу([2], глави 8-9). Теоретичнi передба-
чення задовiльно узгоджуються з експериментами [12], проте недем-
пфована теорiя не враховує зсуву фаз, вимiряного експериментально.

В цiй роботi показано доповнення рiвнянь Нарiманова–Моiсєєва, вра-
ховуючи демпфування, i представляються асимптотичнi перiодичнi ро-
зв’язки для класифiкацiї демпфованих резонансних хвильових режи-
мiв. Демпфування розраховується з урахуванням ефектiв на змоченiй
поверхнi баку та об’ємної в’язкостi, як запропоновано в [3]. Для води це
справедливо за умови радiуса резервуара r0 Á 0.05 м.

Модальнi рiвняння з’єднують узагальненi координати з рiзними асим-
птотичними порядками (Opε1{3q, Opε2{3q, Opεq), де Opεq ! 1 вiдповiдає
безрозмiрнiй амплiтудi збурення. Демпфування враховується для ниж-
чих форм власних коливань, тодi як для вищих мод воно нехтується.
Основна увага придiляється стiйкостi режимiв та залежностi фазових
зсувiв ψ, ϕ вiд геометричних параметрiв.

Ця робота також аналiзує вплив демпфування на стiйкiсть стоячих
хвиль i спiральних режимiв для рiзних типiв збурень: горизонтальних,
елiптичних i кругових.
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2. Математична модель

Розглядається нестислива iдеальна рiдина, яка частково заповнює
вертикальний жорсткий круговий резервуар радiусом r0.

Резервуар виконує малi перiодичнi рухи в просторi, η1ptq, η2ptq i η4ptq,
η5ptq вiдповiдно, як показано на рисунку 2.1. Рух вiльної поверхнi Σptq,
представлений функцiєю z “ ζpr, θ, tq, та динамiка коливання рiдини
дослiджуються в безрозмiрному формулюваннi, яке базується на хара-
ктерному розмiрi баку r0 та часi 1{σ, де σ — частота коливань баку.
Вводиться малий параметр 0 ă ε ! 1, який пов’язаний iз безрозмiрною
величиною перiодичного збурення, тобто ηiptq “ Opεq, i “ 1, 2, 4, 5.
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Рис. 2.1. Область рiдини Qptq обмежена вiльною по-
верхнею Σptq та змоченою поверхнею бака Sptq. Коливан-
ня рiдини розглядаються у системi координат, пов’язанiй
iз самим баком.

На Рис.2.1 зображено область рiдини Qptq з вiльною поверхнею Σptq.
Задача базується на мультимодальному методi, суть якого у вико-

ристаннi наближеного розв’язку Фур’є (модального розв’язку) для пiд-
йому поверхнi z “ ζpr, θ, tq та потенцiалу швидкостi Φpr, θ, z, tq iз за-
лежними вiд часу невiдомими коефiцiєнтами ζ та Φ, якi визначенi у
фiксованiй системi координат Oxyz.

ζpr, θ, tq “
ÿ

M,i

αMiJM pkMirq cospMθqpMiptq`
ÿ

m,i

αmiJmpkmirq sinpmθqrmiptq,

(2.1)

Φpr, θ, z, tq “ 9η1ptqr cos θ ` 9η2ptqr sin θ ` F pr, zqr´ 9η4ptq sin θ ` 9η5ptq cos θs.
(2.2)
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Припустимо, що вторинних резонансiв немає, а частота збурення ба-
ку є близькою до власної частоти коливання рiдини через введення
асимптотики Нарiманова-Моiсєєва (роздiл 8,9 книги [2]).

p11 „ r11 “ Opε1{3q; p0j „ p2j „ r2j “ Opε2{3q; (2.3)
r1pj`1q „ p1pj`1q „ r3j „ p3j “ Opεq, j ě 1. (2.4)

Через ряд перетворень (нехтуючи величинами порядку opεq) та до-
бавляючи члени лiнiйної дисипацiї [9] через формули Хендерсон-Майлза
[3] можемо перейти вiд задачi гiдродинамiки до задачi в термiнах ана-
лiтичнох механiки (через узагальненi координати та швидкостi). Ми цi
формули перевиводимо через нашi величини.

Умовою розв’язностi отриманих нелiнiйних модальних рiвнянь типу
Нарiманова-Моiсєєва є наступна секулярна система вiдносно iнтеграль-
них амплiтуд pA,Bq та зсувiв фаз φ, ψ.

#

1 :ArΛ`m1A
2 ` pm3 ´ FqB2s “ εx cosψ, 3 :ArDB2 ` ξs “ εx sinψ,

2 :BrΛ`m1B
2 ` pm3 ´ FqA2s “ εy sinϕ, 4 :BrDA2 ´ ξs “ εy cosϕ,

(2.5a)
F “ pm3 ´m1q cos2pαq “ pm3 ´m1q{p1` C

2q,

D “ pm3 ´m1q sinpαq cospαq “ pm3 ´m1qC{p1` C
2q,

(2.5b)

де
Λ “ σ̄2

11 ´ 1, α “ ϕ´ ψ, C “ tanα, 0 ď εy ď εx ­“ 0,

(Fpαq та Dpαq є π-перiодичними функцiями зсувiв фаз α).

3. Поздовжнi перiодичнi збурення резервуара вздовж осi Ox
(εy “ 0)

Стiйкi коливання рiдини без демпфування (ξ “ 0) для поздовжнiх
гармонiчних збурень (εy “ 0) дослiдженi в [1]. Було доведено, що за
умов εy “ ξ “ 0 iснують два фiзично рiзнi стiйкi розв’язки модальної
системи: плоскi стоячi та круговi хвилi.

Для випадку ξ “ 0, плоскi хвилi мають A ą 0, B “ 0, sinψ “ 0, C “
0, тодi як круговi визначаються умовами AB ą 0, sinψ “ cosϕ “

0 pC “ ˘8q. Круговi хвилi є двома прогресуючими хвилями з про-
тилежними напрямками.

Для ξ ą 0 розв’язки залишаються фiзично iдентичними, але фазовий
зсув ψ бiльше не є кусково-неперервною функцiєю:

A2 rpΛ`m1A
2q2`ξ2s “ ε2x; 0 ă A ď

εx
ξ

; ψ “ arccos
ApΛ`m1A

2q

εx
. (3.1)
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Стiйкi круговi хвилi характеризуються AB ą 0, C ­“ 0 та описуються
рiвняннями:

$

’

’

’

&

’

’

’

%

A
”

Λ`m1A
2 ` m1`m3 C2

1`C2 B2
ı

“ εx cosψ;

A
”

pm3´m1qC
1`C2 B2 ` ξ

ı

“ εx sinψ;

B2 “ ´ 1
m1

”

Λ` m1`m3 C2

1`C2 A2
ı

ą 0; A2 “
ξ p1`C2q

pm3´m1qC
ą 0.

(3.2)

Тут C визначається рiвнянням:

PlpCq “ q3C
3 ` q2C

2 ` q1C ` q0 “ 0, (3.3)

де

q3 “ ξ3 pm1 `m3q
2 ą 0, q2 “ 2ξ2Λ pm2

3 ´m
2
1q,

q1 “ ξ
“

4 ξ2m2
1 ` Λ2 pm1 ´m3q

2
‰

, q0 “ ε2xm
2
1 pm1 ´m3q.
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Рис. 3.1. Амплiтудно-частотнi характеристики у про-
сторi pσ{σ11, A,Bq для поздовжнiх горизонтальних збу-
рень у площинi Oxz, h “ 1.5, безрозмiрна амплiтуда збу-
рень η1a “ 0.01 (η2a “ 0). Гiлки для плоских (B “ 0, (3.1))
та кругових (B ą 0, (3.2)) хвиль позначенi жирними лi-
нiями як стiйкi розв’язки. (a) - випадок без демпфування
(ξ “ 0), (b) - з демпфуванням ξ “ 0.02. У дiапазонi мiж
точками E1 (точка перегину) та E2 (точка бiфуркацiї Пу-
анкаре) передбачаються хаотичнi хвилi.

Експерименти пiдтвердили, що демпфування суттєво впливає на стiй-
кiсть хвиль. Для невеликих резервуарiв стiйкi хвилi iснують лише в
обмежених дiапазонах частот. За межами цих дiапазонiв спостерiгає-
ться перехiд до хаотичних.

Амплiтудно-частотнi характеристики для недемпфованого (a) та дем-
пфованого (b) випадку стiйких коливань показанi на рисунку 3.1. Роз-
рахунки виконанi для h “ 1.5, амплiтуди збурення η1a “ 0.01 (η2a “ 0)
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i коефiцiєнта демпфування ξ “ 0.02. Це вiдповiдає 0.05 м ď r0 ď 0.1 м,
що вiдображає вплив в’язкостi та iнших дисипативних явищ.

Розгалуження на рисунку 3.1 розраховано за допомогою (3.1) для
плоских хвиль (B “ 0) i (3.2) для кругових (B ą 0). Стiйкi плоскi
стоячi хвилi iснують лiворуч вiд точки перегину E1 i праворуч вiд точки
бiфуркацiї Пуанкаре E2. У нестiйких зонах бiля резонансу σ{σ11 “ 1
спостерiгаються хаотичнi або круговi хвилi. Стiйке кругове коливання
спостерiгається праворуч вiд H1, а демпфування обмежує частотний
дiапазон в точцi H2.

Амплiтудно-частотнi характеристики без демпфування обговорено в
[1] (рисунок 3.1 (a)). На рисунку 3.1 (b) показано, що ненульове ξ усуває
нескiнченнi точки на розгалуженнi, майже не впливаючи на дiапазони
стiйкостi. Позицiї E1, E2 i H1 (замiсть H) залишаються майже незмiн-
ними, що забезпечує добру узгодженiсть з експериментами. Новi точки
H2 i P у (b) вказують на виникнення кругових коливань. Стiйка пiдгiл-
ка H1H2 близька до недемпфованого випадку, що пояснює задовiльне
передбачення максимальних пiдйомiв [12].

Демпфування суттєво впливає на зсуви фаз. Недемпфованi колива-
ння мають кусково-неперервнi значення ψ i ϕ: sinψ “ 0 (плоскi хви-
лi) i sinψ “ cosϕ “ 0 (круговi хвилi). Для ξ ą 0 фазовi зсуви ста-
ють неперервними. Плоскi хвилi вiдповiдають ψ з (3.1), а круговi з
C “ tanα ě 0, отриманим з (3.2).

4. Елiптичнi збурення резервуара (0 ă δ “ εy{εx ă 1)

Рис. 4.1 iлюструє, що введення ненульового додатнього δ призводить
до роздвоєння арки PH1H2E2 на рисунку 3.1 (b), що вiдповiдає за збу-
рення проти годинникової стрiлки вздовж Oy, чиї точки вiдповiдають
двом iдентичним круговим хвилям (за- i протинаправленої кругових
хвиль), на двi окремi гiлки. Перша гiлка мiстить точки E1, H1H2, E2;
вони знаходяться досить далеко вiд головної резонансної зони, де спiв-
направленя iз траєкторiєю збурення круговi хвилi є близькими до сто-
ячої плоскої хвилi. А саме вiдповiднi пiдгiлки по лiву сторону вiд E1 та
праву вiд E2. Iншою зоною стiйкостi є частина пiдгiлки з H1H2. Друга
петлеподiбна гiлка з R1 та R2 вiдповiдає за кругову хвилю, яка проти-
лежно направлена до напрямку збурення баку. Вона стiйка на R1R2.
Також є дiапазон частоти мiж E1 та H1, де теорiя не передбачає стiйко-
го усталеного коливання рiдини та очiкуються нерегулярнi (хаотичнi)
хвилi.
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Рис. 4.1. Амплiтудно-частотнi характеристики для
усталеного резонансного коливання через елiптичне про-
ти годинникової стрiлки перiодичне збурення з η1a “

0.01, η2a “ δη1a i δ “ 0.05 злiва та (ξ “ 0.02) справа. Усi
кривi вiдповiдають круговим хвилям, але деякi пiдгiлки
є досить близькими до площини pσ{σ11, Aq, що означає
коливання рiдини близьке до стоячої плоскої хвилi. Гiл-
ка, що мiстить E1, H1, H2, E2 вiдповiдає за круговi хви-
лi, що спiвнаправленi iз елiптичним збуренням баку, але
замкнена гiлка iз R1 та R2 вiдповiдає за протилежно на-
правленi круговi хвилi. Товстi лiнiї вiдповiдають за стiйкi
розв’язки.

Збiльшення спiввiдношення пiвосей елiпса δ зменшує колоподiбну гiл-
ку R, що вiдповiдає за протилежно направлену до збурення баку кру-
гову хвилю. Рис 4.2 iлюструє цей факт для δ “ 0.3 та 0.45. Зменшен-
ня гiлки R означає, що лiнiйне демпфування унеможливлює iснування
протилежно направленої кругової хвилi до збурень баку при перехо-
дi з поздовжнiх зовнiшнiх збурень баку до кругових. Для контрасту,
теоретичний аналiз без демпфування у [1] показує, що протилежно на-
правлена кругова хвиля iснує завжди та може бути стiйкою в частотi
для 0 ă δ ă 1.

Ненульове ξ призводить до зникнення гiлки R разом iз збiльшенням
δ. При коефiцiєнтi демпфування ξ “ 0.02 це вiдбувається, коли δ є дещо
нижчим за 0.5. Як наслiдок, ми не бачимо цiєї гiлки на рисунку 4.3, де
δ “ 0.5 та 0.8.

На рисунках 4.2 та 4.3, ми також бачимо екстра острiвцi стiйких
розв’язкiв H3H4 та R3R4. Пiсля зникнення гiлки R, острiвець iз то-
чками H3H4 зростає та, врештi решт, з’єднується з iншими пiдгiлками
iз стiйкими розв’язками (що мiстять точки E1 та H1 вiдповiдно).

Незатухаючi коливання, спричиненi елiптичним збуренням, характе-
ризуються ā “ b̄ “ 0 [1], що означає sinψ “ cosϕ “ 0 i cosα “ 0, sinα “
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Рис. 4.2. Те саме, що на рисунку 4.1, але для δ “ εy{εx “
0.3 (злiва) та δ “ 0.45 (справа). Виявлено додатковий дi-
апазон спiвнаправлених (до руху баку) кругових хвиль
H3H4 iз збiльшенням δ, але стiйкi протилежно направ-
ленi круговi хвилi (точки R1R2, R3R4) зникають iз збiль-
шенням δ.

˘1. У цьому випадку вирази для A “ |a| i B “ |b| визначаються систе-
мою рiвнянь:

A2rΛ`m1A
2 `m3B

2s “ ε2x, B2rΛ`m1B
2 `m3A

2s “ δ2ε2x. (4.1)

Цю систему можна аналiтично розв’язати, як описано у [1].
Для затухаючих коливань (ξ ­“ 0) фазовi зсуви ϕ i ψ стають скла-

дними функцiями вхiдних параметрiв. Амплiтуди A,B та фазовi зсуви
ϕ,ψ визначаються нелiнiйною системою рiвнянь (2.5a).
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Рис. 4.3. Те саме, що на рисунку 4.1, але для δ “ εy{εx “
0.5 та δ “ 0.8 справа та злiва, вiдповiдно. Як можна помi-
тити, кругова хвиля, що протилежно направлена до тра-
єкторiї елiптичного збурення баку, взагалi вiдсутня.
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Результати чисельного розрахунку представленi на рисунках 4.1–4.4
для рiзних значень 0 ă δ ă 1.
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Рис. 4.4. Те саме, що на рисунку 4.3, але для майже
кругових δ “ εy{εx “ 0.95 (злiва) та кругових збурень
баку δ “ 1.0 (справа).

На Рис. 4.4 справа проiлюстровано амплiтудно-частотнi характери-
стики для майже кругових збурень баку δ “ εy{εx “ 0.95 та для круго-
вих збурень δ “ 1.0.

5. Висновки

Включення демпфування в модальнi системи дозволяє точнiше мо-
делювати поведiнку рiдини в резервуарах.

Для лабораторних резервуарiв демпфування вiдiграє критичну роль
у формуваннi усталених режимiв.

Подальшi дослiдження можуть бути спрямованi на експериментальне
пiдтвердження моделей для iнших типiв рiдин i резервуарiв.

Нелiнiйна мультимодальна теорiя [1] модифiкована шляхом додава-
ння лiнiйних демпфуючих членiв, якi враховують лiнiйнi коефiцiєнти
затухання (вiдповiдальнi за логарифмiчнi декременти) природних мод
коливань. Цi коефiцiєнти враховують сукупний ефект рiзних джерел
дисипацiї, включаючи прикордонний шар на змоченiй поверхнi резерву-
ара та об’ємну в’язкiсть. Коефiцiєнти затухання можуть суттєво збiль-
шуватися при врахуваннi динамiчного контакту, забруднення поверхнi,
руйнування хвиль тощо. Таке збiльшення зазвичай спостерiгається у
лабораторних резервуарах (бiореакторах).

Оригiнальна мультимодальна теорiя нехтує поверхневим натягом (для
водопровiдної води та радiусом резервуара r0 Á 0.05 см) i припускає,
що контейнер з круглою основою здiйснює заданий перiодичний рух,
частота збурень якого близька до найнижчої власної частоти коливань;



178 I. А. Райновський

спiввiдношення середньої глибини рiдини до радiуса резервуара h Á 1.2
для уникнення явищ вторинного резонансу.

Асимптотичний стiйкий розв’язок модальних рiвнянь отримано. Йо-
го стiйкiсть проаналiзовано за допомогою лiнiйного методу Ляпунова та
технiки аналiзу повiльного та швидкого часу. Асимптотична процедура
вводить двi домiнуючi амплiтуди хвиль i вiдповiднi фазовi зсуви, якi
керуються чотирма (секулярними) нелiнiйними алгебраїчними рiвнян-
нями. Цi рiвняння мають ту саму структуру, як i у випадку елiптичного
горизонтального орбiтального руху контейнера. Це дозволяє зосереди-
тися на стiйких режимах хвиль, якi виникають через такi елiптичнi збу-
рення з рiзними спiввiдношеннями пiвосей δ. Поздовжнi горизонтальнi
гармонiйнi збурення резервуара та круговi збурення є двома гранични-
ми випадками.

Стiйкi коливання рiдини, з та без демпфування, через поздовжнє го-
ризонтальне гармонiйне збурення призводять до утворення плоских або
кругових хвиль. Введення лiнiйного демпфування призводить до появи
додаткових точок бiфуркацiї на кривих амплiтудно-частотних харак-
теристик, де круговi хвилi виникають iз плоских хвиль. Кожна точка
на круговiй гiлцi вiдповiдає двом фiзично iдентичним, але протилежно
спрямованим прогресивним хвилям. При ненульовому δ вiдбувається
розподiлення на двi незв’язанi кривi: одна з них вiдповiдає спiвнапрям-
леним, iз рухом баку, круговим хвилям, iнша — протилежно напрям-
леним. Збiльшення спiввiдношення пiвосей елiпса збурень баку призво-
дить до зменшення другої кривої (протинапрямлених хвиль) аж до її
зникнення при певному δ. Це протилежно випадку без демпфування [1],
коли протинапрямленi хвилi iснували при будь-якому 0 ă δ ď 1.

Для елiптичних збурень, iз вiдносно малим спiввiдношенням пiвосей
елiпса траєкторiї руху баку, теорiя виявляє частотний дiапазон, де не
iснує стiйких усталених розв’язкiв.

Для кругового орбiтального збурення кривi амплiтудно-частотних
характеристик демонструють поведiнку жорсткого типу пружини, що
якiсно узгоджується зi спостереженнями та вимiрами iз [10] i [11].
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