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Оцiнки характеристик нелiнiйної
апроксимацiї класiв перiодичних функцiй

К. В. Пожарська

Abstract. In the paper we make an overview of results concerning order
estimates of the best m-term (sparse) trigonometric approximation and
the best orthogonal trigonometric approximation of the Stepanets classes of
multi- and univariate functions with bounded generalized derivatives in the
Lebesque space. In addition, we formulate exact-order estimates for these
approximation characteristics for the isotropic Nikol’skii-Besov classes with
bounded differences in a certain Lebesque subspace. In particular, the case
of small smoothness is considered of functions from the respective classes.

Анотацiя. У роботi зроблено огляд результатiв щодо порядкових оцi-
нок величин найкращого m-членного (розрiдженого) тригонометри-
чного наближення i найкращого ортогонального тригонометричного
наближення класiв Степанця функцiй однiєї i багатьох змiнних з обме-
женими узагальненими похiдними у метрицi просторiв Лебега. Крiм
цього, наведено точнi за порядком оцiнки зазначених апроксиматив-
них характеристик для iзотропних класiв Нiкольського-Бєсова з обме-
женими рiзницями у метрицi деякого пiдпростору Лебега. Розглянуто,
зокрема, випадок малої гладкостi функцiй з вiдповiдних класiв.

1. Вступ

У роботi зроблено огляд наших результатiв щодо порядкових оцiнок
деяких величин нелiнiйної апроксимацiї. А саме, у роздiлi 4.2 наведено
i прокоментовано оцiнки найкращого m-членного тригонометричного
наближення та найкращого ортогонального тригонометричного набли-
ження класiв функцiй з обмеженими узагальненими похiдними, якi в
частковому випадку збiгаються з класами Соболєва (Вейля-Надя), у
метрицi просторiв Лебега. Цi результати встановлено для багатовимiр-
ного виипадку, але у низцi ситуацiй вони є новими i для функцiй однiєї
змiнної. Далi, у роздiлi 4.3 наведено оцiнки зазначених апроксиматив-
них характеристик для iзотропних класiв Нiкольського-Бєсова функцiй
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з обмеженими рiзницями у метрицi деякого важливого пiдпростору Ле-
бега.

Зауважимо, що апроксимативнi характеристики, пов’язанi з нелiнiй-
ною апроксимацiєю, активно дослiджуються вже понад пiв столiття.
Невичерпний iнтерес до таких наближень викликаний насамперед тим,
що в багатьох ситуацiях виявлено переваги нелiнiйних методiв набли-
ження порiвняно з лiнiйними.

При розглядi задач на класах перiодичних функцiй багатьох змiнних
f :“ fpxq, x P Rd, d ě 1, все бiльшого розповсюдження набуває ме-
тод m-членного (розрiдженого) тригонометричного наближення, тобто
наближення f полiномами вигляду

P pΘm,xq “
ÿ

kPΘm

cke
ipk,xq, ck P C, (1.1)

де Θm — набiр m довiльних векторiв k P Zd, pk,xq “ k1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` kdxd.
Вiдповiдна апроксимативна характеристика у бiльш загальнiй ситу-

ацiї була введена в 1955 роцi С. Б. Стєчкiним [1] при формулюваннi
критерiю абсолютної збiжностi ортогональних рядiв у просторi L2. У
роботi Р. С. Iсмагiлова [2], при дослiдженнi поперечникiв класiв Собо-
лєва, було отримано першу нетривiальну оцiнку величини найкращого
m-членного тригонометричного наближеня для iндивiдуальної функцiї.
Результат [2, Наслiдок до Теореми 6] показав, що зазначена величина
нелiнiйного наближення для функцiї |x| спадає до нуля швидше у степе-
невiй шкалi, нiж величина вiдповiдного найкращого наближення лiнiй-
ними методами. Згодом дослiдження найкращихm-членних тригономе-
тричних наближень iндивiдуальних функцiй i, в бiльшiй мiрi, функцiо-
нальних класiв проводились у роботах Г. А. Акiшева, Д. Б. Базарханова,
Е. С. Белiнського, Р. А. ДеВора, Д. Зунга, Р. С. Iсмагiлова, Б. С. Каши-
на, В. Є. Майорова, К. I. Осколкова, А. С. Романюка, В. С. Романюка,
А. С. Сердюка, В. Сiккеля, C. А. Стасюка, О. I. Степанця, Т. А. Степа-
нюк, В. М. Темлякова, Т. Урлiха, Г. Хансена, С. О. Чайченка, А. Л. Ши-
длiча, С. Я. Янченка та iнших. Одержанi у цьому напрямi результати,
з одного боку, мають самостiйний iнтерес, а з iншого – вони знаходять
практичнi застосування, зокрема, у питаннях кодування, передачi i вiд-
творення зображень.

Вiдмiтимо, що в лiтературi розглядають рiзнi узагальнення величини
найкращого тригонометричного наближення, де оптимiзацiя проводи-
ться вiдносно m-вимiрних пiдпросторiв, породжених елементами деякої
визначеної ортонормованої системи функцiй (так званого “словника”).
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Було показано, що на класах Соболєва i Нiкольського-Бєсова перiоди-
чних функцiй багатьох змiнних у багатьох випадках саме тригономе-
трична система є оптимальним словником у сенсi вiдповiдних порядко-
вих оцiнок у метрицi просторiв Лебега. У рядi ситуацiй, проте, величина
найкращого m-членного наближення за iншими системами, зокрема си-
стемою вейвлетiв, швидше спадає до нуля при m Ñ 8. На даний час
низка питань щодо точних порядкiв величини найкращого m-членного
наближення на зазначених класах для граничних значень параметрiв
класу i метрики залишаються вiдкритими [18, Роздiли 7.5, 7.7]. У данiй
роботi мова буде йти саме про оцiнки найкращих m-членних тригоно-
метричних наближень.

Оскiльки при встановленнi оцiнок найкращих m-членних тригономе-
тричних наближень тих або iнших класiв функцiй не завжди вдається
явно пред’явити полiном P ˚pΘm,xq, який реалiзує вiдповiдний поря-
док наближення, розглядають також близьку апроксимативну характе-
ристику – найкраще ортогональне тригонометричне наближення. Осо-
бливiстю найкращих ортогональних тригонометричних наближень по-
рiвняно з найкращимиm-членними тригонометричними наближеннями
є те, що коефiцiєнти ck у полiномах P pΘm,xq (1.1) є вiдповiдними ко-
ефiцiєнтами Фур’є pfpkq функцiй f . Дослiдження цiєї апроксимативної
характеристики на класах функцiй однiєї i багатьох змiнних отримали
розвиток у роботах Е. С. Белiнського, А. С. Романюка, В. С. Романю-
ка, О. I. Степанця, Д. Б. Базарханова, C. А. Стасюка, А. С. Сердюка,
Т. А. Степанюк, А. Л. Шидлiча, С. Я. Янченка та iнших.

Детальний огляд вiдомих оцiнок величин найкращого m-членного
тригонометричного i найкращого ортогонального тригонометричного
наближень у метрицi простору Лебега та вiдповiдна бiблiографiя мiсти-
ться у монографiях [11, 18, 31]. Безпосередньо пов’язанi з нашими до-
слiдженнями результати прокоментовано пiсля вiдповiдних тверджень
у роздiлi 4.

Зазначимо, що згаданi вище апроксимативнi характеристики на тепе-
рiшнiй час добре вивченi стосовно класiв перiодичних функцiй багатьох
змiнних Соболєва Wr

β,p, Нiкольського Hr
p i Бєсова Brp,θ у метрицi прос-

тору Лебега Lq. У той же час, досi залишається низка вiдкритих питань
щодо точних порядкiв дослiджуваних характеристик. Так, при дослi-
дженнi питання про оцiнки найкращих тригонометричних наближень
вiдповiдних класiв суттєву роль вiдiграють особливостi розташування
параметрiв p та q на областi їхнiх допустимих значень. Особливої уваги
заслуговують випадки, коли принаймнi один з параметрiв p, q P t1,8u,
якi є найбiльш складними з точки зору методiв отримання оцiнок вiд-
повiдних величин.
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Саме для граничних випадкiв залишається низка вiдкритих питань
щодо точних за порядком оцiнок апроксимативних характеристик рi-
зних функцiональних класiв. Зокрема, для класiв Wr

β,p багатьох змiн-
них досi залишаються нерозв’язаними у загальному випадку задачi про
порядковi оцiнки величин найкращого m-членного тригонометричного
наближення empWr

β,1q1 та empWr
β,8q8 (див. означення (2.1)).

Це викликало значний iнтерес до дослiдження вiдповiдних харак-
теристик у метрицi пiдпросторiв Лебега Bq,1, 1 ď q ď 8, де вдалося
отримати точнi за порядком оцiнки, зокрема, для тих спiввiдношень
мiж параметрами, де вони не були вiдомi для вiдповiдних просторiв Lq.

Постановка задачi щодо встановлення оцiнок найкращихm-членних i
ортогональних тригонометричних наближень класiв функцiй саме у ме-
трицi просторiв Bq,1 (див. роздiл 4.3) не є випадковою. Похибки рiзних
методiв апроксимацiї, зокрема, i у метрицi цих так званих “нульових”
просторiв Бєсова неодноразово дослiджувалися у лiтературi. Так, у ро-
ботi [17] було показано, що оцiнки апроксимацiйних чисел перiодичних
функцiй як iзотропної, так i домiнуючої мiшаної гладкостi, з гiльбер-
тових класiв Соболєва у метриках просторiв L8 та B8,1 одинаковi за
порядком. Оцiнки ентропiйних чисел на класах Трiбеля-Лiзоркiна, зок-
рема, у нормi нульових просторiв Бєсова були встановленi у [32]. Щодо
оцiнок величин найкращого наближення, наближення сумами Фур’є,
лiнiйних, тригонометричних, колмогоровських поперечникiв, ентропiй-
них чисел класiв Соболєва i Нiкольського-Бєсова у метрицi простору
B8,1, тут варто видiлити роботи [24,25,27].

Однiєю з важливих i складних задач є розгляд випадку так званої
“малої гладкостi” дослiджуваних з точки зору апроксимацiї функцiй.
Цей термiн бере початок з роботи Б. С. Кашина 1981 року, де, дослi-
джуючи колмогоровськi поперечники класiв Wr

β,1 перiодичних функцiй
однiєї змiнної у просторi Lq, вiн виявив, що при 2 ă q ă 8 поведiнка
цих поперечникiв для 1´1{q ă r ă 1 суттєво вiдрiзняється вiд випадку
r ą 1. Згодом подiбна особливiсть була виявлена у низки апроксиматив-
них характеристик рiзних класiв функцiй. При дослiдженнi найкращих
m-членних тригонометричних наближень, нами було розглянуто (тео-
реми 4.7, 4.11) випадок малої гладкостi функцiй з вiдповiдних класiв та
виявлено вiдмiнностi у порядках спадання до нуля цих величин.

Крiм цього, нами було встановлено порядковi оцiнки вище зазначе-
них характеристик нелiнiйної апроксимацiї на класах типу Соболєва, а
саме, на класах Lψβ,p, якi в одновимiрному випадку були введенi у 1983
роцi О. I. Степанцем, i якi є узагальненням за гладкiсним параметром
класiв Wr

β,p. Зауважимо, що цi класи є досi значно менш дослiдженими
i в той же час актуальними з точки зору сучасної теорiї апроксимацiї.
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Одержанi результати будемо формулювати у термiнах порядкових
спiввiдношень. Для двох невiд’ємних послiдовностей tapnqu i tbpnqu по-
рядкова нерiвнiсть apnq ! bpnq означає, що iснує C1 ą 0, таке що
apnq ď C1bpnq. Порядкова рiвнiсть apnq — bpnq рiвносильна тому, що
apnq ! bpnq i bpnq ! apnq. Зазначимо, що Ci у порядкових спiввiдноше-
ннях, можуть залежати вiд деяких (окрiм n) параметрiв.

2. Означення апроксимативних характеристик

Нехай Rd, d ě 1, – евклiдiв простiр iз елементами x “ px1, . . . , xdq.
Через Lq :“ LqpTdq, 1 ď q ď 8, Td “ r0, 2πqd, позначимо простiр фун-
кцiй f , якi є 2π-перiодичними за кожною змiнною i такi, що

}f}q :“ }f}Lq “
´

p2πq´d
ż

Td
|fpxq|q dx

¯1{q
ă 8, 1 ď q ă 8,

}f}8 :“ }f}L8 “ ess supxPTd |fpxq| ă 8, q “ 8.

Далi, нехай X – нормoваний d-вимiрний простiр iз нормою } ¨ }X . Для
функцiї f P X розглянемо величину її найкращого m-членного триго-
нометричного наближення

empfqX :“ inf
ck

inf
Θm

›

›

›
f ´

ÿ

kPΘm

cke
ipk,xq

›

›

›

X
“ inf

ck
inf
Θm
}f ´ P pΘmq}X , (2.1)

тобто наближення полiномами (1.1) iз гармонiками з множини Θm по-
тужностi не бiльше m.

У тому випадку, коли в означеннi (2.1) довiльнi коефiцiєнти ck замi-
нити на коефiцiєнти Фур’є pfpkq функцiї f P L1, тобто покласти

ck “ pfpkq “ p2πq´d
ż

Td
fptqe´ipk,tqdt, k P Θm,

отримаємо величину

eKM pfqX :“ inf
Θm

›

›

›
f ´

ÿ

kPΘm

pfpkqeipk,xq
›

›

›

X
, (2.2)

яку називають найкращим ортогональним тригонометричним набли-
женням функцiї f .

Якщо F Ă X – деякий клас функцiй, то покладемо, вiдповiдно,

empF qX :“ sup
fPF

empfqX , eKmpF qX :“ sup
fPF

eKmpfqX .

Величини empF qX i eKmpF qX називають найкращим m-членним три-
гонометричним i найкращим ортогональним тригонометричним набли-
женнями класу F у просторi X. Одразу з означень бачимо, що

empF qX ď eKmpF qX .
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Нами було встановлено порядковi оцiнки величин (2.1) i (2.2) у випад-
ках, коли похибка наближення вимiрюється у метрицi простору Лебега
Lq, а також у метрицi пiдпростору Bq,1, 1 ď q ď 8.

Означимо норму } ¨ }Bq,1 у пiдпросторах функцiй f P Lq. Така нор-
ма схожа на декомпозицiйну норму функцiй iз просторiв Бєсова (див.
роздiл 3).

Отже, нехай Vlpxq – багатовимiрне ядро Валле-Пуссена вигляду

Vlpxq :“
d
ź

j“1

Vlpxjq, l P N, x P Rd,

де для t P R покладемо Vlptq :“ l´1
ř2l´1
k“l Dkptq, а Dkptq :“

řk
m“´k e

imt —
ядро Дiрiхле. Розглянемо згортку функцiї f P L1 з ядром Vlpxq, тобто
Vlpf,xq :“ pf ˚ Vlqpxq, та введемо такi позначення:

σ0pfq :“ σ0pf,xq “ V1pf,xq,

σspfq :“ σspf,xq “ V2spf,xq ´ V2s´1pf,xq, s P N.

Для полiномiв t за кратною тригонометричною системою teipk,xqukPZd
нoрму }t}Bq,1 , 1 ď q ď 8, задано згiдно з формулою

}t}Bq,1 :“
ÿ

sPZ`

}σsptq}q,

де Z` “ N Y t0u. Аналогiчно означено норму }f}Bq,1 i для будь-якої
функцiї f P Lq такої, що ряд

ř

sPZ` }σspfq}q збiгається. Зазначимо, що
для f P Bq,1, 1 ď q ď 8, виконуються спiввiдношення:

}f}q ! }f}Bq,1 ; }f}B1,1 ! }f}Bq,1 ! }f}B8,1 .

3. Класи функцiй

У цiй частинi означимо простори 2π-перiодичних функцiй багатьох
змiнних мiшаної гладкостi: Соболєва (Вейля–Надя) W r

p,α i Степанця
Lψβ,p, а також iзотропної гладкостi Нiкольського-Бєсова Br

p,θ .
Пiд класами функцiй будемо розумiти одиничнi кулi вiдповiдних прос-

торiв. Задля спрощення викладу, будемо використовувати для них спiль-
не позначення.

Iнодi для зручностi ми будемо розглядати лише тi функцiї f P L1,
для яких виконана умова

ż 2π

0
fpxqdxj “ 0 майже скрiзь, j “ 1, . . . , d.

Множину таких функцiй позначимо L0
p.
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Ця умова не зменшує загальностi постановки задачi завдяки еквi-
валентностi вiдповiдних класiв функцiй (див. [18, Зауваження 3.2.4]).
Зауважимо проте, що такi вiдмiнностi в означеннi класiв суттєво впли-
ватимуть на преасимптотичнi оцiнки апроксимативних характеристик,
де важливою є залежнiсть сталих у порядкових спiввiдношеннях вiд
розмiрностi d (ця тема не розглядається у данiй статтi).

3.1. Простори Соболєва (Вейля–Надя) функцiй з обмеженою
похiдною. Наведемо означення класiв функцiй з обмеженою мiша-
ною похiдною через iнтегральне представлення цих функцiй у термiнах
згорток iз ядром Бернуллi. Такий пiдхiд дозволяє природнiм чином по-
ширити класи Вейля-Надя функцiй з обмеженими дробовими похiдни-
ми на багатовимiрний випадок.

Нехай F rαpxq, де r,α P Rd, rj ą 0, j “ 1, . . . , d, – багатовимiрнi ана-
логи ядер Бернуллi, тобто

F rαpxq :“ 2d
ÿ

kPNd

d
ź

j“1

k
´rj
j cos

´

kjxj ´
αjπ

2

¯

.

Через W r
p,α позначимо клас функцiй f P L0

p вигляду

fpxq “ ϕpxq ˚ F rαpxq “ p2πq
´d

ż

Td
ϕpyqF rαpx´ yqdy,

де ϕ P L0
p, }ϕ}p ď 1, а ˚ – операцiя згортки, з нормою }f}Wr

p,α
:“ }ϕ}p.

При 1 ă αj ă 8, j “ 1, . . . , d, вiдповiднi класи функцiй є еквiва-
лентними мiж собою. Будемо вважати, що координати вектора r P Rd
впорядкованi у порядку зростання.

Застосовуючи теорему Лiттвуда-Пелi, при 1 ă p ă 8 можна за-
писати еквiвалентнi представлення норми просторiв W r

p,α у термiнах
двiйкових блокiв ряду Фур’є вiдповiдних функцiй. Такi еквiвалентнi
представлення є зручними, зокрема, при аналiзi величин наближення
функцiй полiномами з гармонiками, що належать так званим схiдчасто-
гiперболiчним хрестам, якi, як було показано у 60-х роках минулого
столiття, у багатьох ситуацiях реалiзовують точнi порядки колмогоров-
ських поперечникiв класiв функцiй з домiнуючою мiшаною гладкiстю.
Детальнiшу iнформацiю можна знайти у [18, Роздiл 3.1].

3.2. Простори Степанця функцiй з обмеженою узагальненою
похiдною. Означимо класи функцiй з обмеженою узагальненою pψ,βq-
похiдною. В одновимiрному випадку, вони були введенi у 1983 роцi
О. I. Степанцем (див. [10]) та згодом були поширенi на випадок функцiй
багатьох змiнних А. С. Романюком.
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Отже, для f P L0
1 розглянемо її ряд Фур’є

ř

kPZd
pfpkqeipk,xq, де pfpkq –

коефiцiєнти Фур’є функцiї f .
Нехай ψ :“ pψ1, . . . , ψdq, де ψj ‰ 0, j “ 1, . . . , d, – деякi довiльнi

послiдовностi, β P Rd, Z̊d “ pZzt0uqd. Припустимо, що ряд

ÿ

kPZ̊d

d
ź

j“1

ei
πβj
2

sgnkj

ψjp|kj |q
pfpkqeipk,xq

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї. Цю функцiю називають pψ,βq-
похiдною функцiї f i позначають fψβ .

Через Lψβ,p, 1 ď p ď 8, позначимо клас функцiй f , для яких iснують
pψ,βq-похiднi i виконується умова

›

›fψβ
›

›

p
ď 1.

Окрiм класiв, нами було дослiджено також функцiї Dψβ , ряди Фур’є
яких мають вигляд

ÿ

kPZ̊d

d
ź

j“1

ψjp|kj |qe
i
πβj
2

sgnkjeipk,xq.

З одного боку, функцiї Dψβ є цiкавими з точки зору їх апроксима-
цiйних властивостей, а з iншого – вони вiдiграють важливу роль при
дослiдженнi апроксимативних характеристик класiв Lψβ,p, зокрема, для
граничного випадку p “ 1. Так, кожну функцiю f з класу Lψβ,p можна
зобразити у виглядi згортки

fpxq “ ϕpxq ˚Dψβ pxq “ p2πq
´d

ż

Td
ϕpyqDψβ px´ yqdy,

де }ϕ}p ď 1 i функцiя ϕ майже скрiзь спiвпадає з fψβ .
При ψjp|τ |q “ |τ |´rj , τ P Zzt0u, rj ą 0, βj P R, j “ 1, . . . , d, вiдповiднi

класи Lψβ,p є класами Соболєва (Вейля–Надя) W r
β,p, а функцiї Dψβ є

ядрами Бернуллi, див. роздiл 3.1
На послiдовностi ψj , j “ 1, . . . , d, якi визначають класи Lψβ,p та функ-

цiї Dψβ , будемо накладати деякi додатковi умови.

Означення 3.1. Послiдовнiсть φ належить до множини D, якщо
‚ φ – додатня та незростаюча;
‚ DM ą 0 таке, що @l P N виконується умова φplq

φp2lq ďM .

Елементами множини D є, зокрема, послiдовностi φp|τ |q “ |τ |´r, r ą 0,
τ P Zzt0u; φp|τ |q “ lnαp|τ |`1q, τ P Zzt0u, α ă 0; φp|τ |q “ |τ |´r lnαp|τ |`1q,
r ą 0, τ P Zzt0u, α P R.
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Результати будемо формулювати у термiнах деяких функцiй нату-
рального аргументу Φpnq та Ψpnq спецiального вигляду.

Означення 3.2. Для ψj, j “ 1, . . . , d, s,1 P Nd i n P N покладемо

Φpnq :“ min
ps,1q“n

d
ź

j“1

ψjp2
sj q, Ψpnq :“ max

ps,1q“n

d
ź

j“1

ψjp2
sj q.

Величини Φpnq та Ψpnq, залежно вiд вигляду вiдповiдних послiдов-
ностей, можуть бути одинаковi чи рiзнi за порядком. Так, наприклад,
якщо покласти ψjp|τ |q “ |τ |´r, τ P Zzt0u, j “ 1, . . . , d, r ą 0, то отрима-
ємо

Φpnq “ Ψpnq “ 2´nr.

Якщо ж (для d “ 2) ψjp|τ |q “ |τ |´r lnp|τ |q, τ P Zzt0,˘1u, j “ 1, 2, r ą 0,
то

Ψpnq “ 2´nr´2n2, Φpnq “ 2´nrpn´ 1q,

а у випадку ψjp|τ |q “ |τ |´rplnp|τ |qq´1, τ P Zzt0,˘1u, j “ 1, 2, r ą 0,

Ψpnq “ 2´nrpn´ 1q´1, Φpnq “ 4 ¨ 2´nrn´2.

Крiм цього слiд зазначити, що при d “ 1 функкцiї Φpnq i Ψpnq збiгаю-
ться i набувають вигляду ψ1p2

nq.

3.3. Iзотропнi простори Нiкольського-Бєсова функцiй з обме-
женими рiзницями. Означимо простори функцiй Нiкольського-Бє-
сова через їхнi модулi гладкостi.

Нехай h P Rd. Для f P Lp позначимо ∆hfpxq “ fpx ` hq ´ fpxq та
означимо рiзницi порядку k P Z` з кроком h таким чином:

∆0
hfpxq “ fpxq, ∆k

hfpxq “ ∆h∆k´1
h fpxq, k P N.

Модуль гладкостi порядку k функцiї f P Lp задається згiдно з форму-

лою wkpf, tqp :“ sup
|h|ďt

}∆k
hf}p, де |h| “

b

h2
1 ` . . .` h

2
d, t P R, t ą 0.

Будемо говорити, що функцiя f P Lp належить класу Br
p,θ, 1 ď p,

θ ď 8, r ą 0, якщо вiдповiдна норма

}f}Brp,θ :“ }f}p `
´

ż 8

0
pt´rwkpf, tqpq

θ dt

t

¯1{θ
ď 1, 1 ď θ ă 8,

}f}Brp,8 ” }f}Hr
p

:“ }f}p ` sup
tą0

t´rwkpf, tqp ď 1, θ “ 8,

для деякого k ą r.
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Простори Hr
p ” Br

p,8 та Br
p,θ, 1 ď θ ă 8, були введенi С. М. Нiколь-

ським та О. В. Бєсовим, вiдповiдно. Для них справедливi такi вкладе-
ння:

Br
p,1 Ă Br

p,θ1 Ă Br
p,θ2 Ă Br

p,8 ” Hr
p, 1 ď θ1 ď θ2 ď 8.

При встановленнi порядкових оцiнок апроксимативних характерис-
тик класiв Нiкольського-Бєсова, нами було використано еквiвалентнi
представлення норми функцiй f з просторiв Br

p,θ у термiнах величин
σspfq, s P Z`, побудованих на основi ядер Валле-Пуссена. Цi блоки бу-
ли означенi ранiше у роздiлi 2.

Отже, для f P Br
p,θ, 1 ď p, θ ď 8, r ą 0, виконується порядковi

рiвностi [20]

}f}Brp,θ —
´

ÿ

sPZ`

2srθ}σspfq}
θ
p

¯1{θ
, 1 ď θ ă 8,

}f}Brp,8 — sup
sPZ`

2sr}σspfq}p, θ “ 8.

Зауважимо, що у випадку 1 ă p ă 8 можна записати аналогiчнi
еквiвалентнi представлення норми у термiнах блокiв ряду Фур’є, але,
на вiдмiну вiд просторiв функцiй iз домiнуючою мiшаною гладкiстю,
для iзотропного випадку вiдповiднi гармонiки належатимуть так зва-
ним “двiйковим коридорам”, а не схiдчасто-гiперболiчним хрестам.

4. Найкращi ортогональнi та m-членнi тригонометричнi
наближення

4.1. Оцiнки величин апроксимацiї iндивiдуальних функцiй у
метрицi простору Лебега. Спершу наведемо результати щодо по-
рядкових оцiнок найкращих ортогональних тригонометричних набли-
жень та найкращих m-членних тригонометричних наближень аналогiв
ядер Бернуллi Dψβ у просторi Lq, 1 ă q ă 8.

Всi оцiнки у цiй частинi роботи будемо формулювати у термiнах озна-
чень 3.1, 3.2.

Теорема 4.1 ([14]). Нехай 1 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! eKmpD

ψ
β qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.
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Зауваження 4.1. У випадку d “ 1 з теореми 4.1 випливає точна за
порядком оцiнка

eKmpD
ψ1

β qq — ψ1pmqm
1´ 1

q ,

яка при додаткових умовах на послiдовнiсть ψ1 встановлена В. В. Шка-
пою [12].

Зауваження 4.2. При ψjp|τ |q “ |τ |´rj , τ P Zzt0u, rj ą 1´ 1{q, βj P R,
j “ 1, . . . , d, для функцiй Dψβ ” F rβ точнi за порядком оцiнки величини
eKM pF

r
βqq, 1 ă q ă 8, знайдено А. С. Романюком:

eKmpF
r
βqq — m

´pr1´1` 1
q
q
plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q
.

У випадку, коли r “ pr1, . . . , r1q P Rd, r1 ą 1 ´ 1{q, β P Rd, цю оцiнку
можна отримати iз результату теореми 4.1.

На вiдмiну вiд найкращих ортогональних тригонометричних набли-
жень, при дослiдженнi найкращих m-членних тригонометричних на-
ближень функцiй Dψβ у просторi Lq, 1 ă q ă 8, виникла необхiднiсть
окремо розглянути два суттєво рiзнi випадки 1 ă q ď 2 та 2 ă q ă 8.

Теорема 4.2 ([28]). Нехай 1 ă q ď 2, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! empD

ψ
β qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.

Теорема 4.3 ([29]). Нехай 2 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d, i,
крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1`ε, j “ 1, . . . , d,
не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що задовольня-
ють умову m “ mpnq — 2nnd´1, справедливi спiввiдношення

Φpnqm
1
2 ! empD

ψ
β qq ! Ψpnqm

1
2 .

Результати теорем 4.2, 4.3 є новими i в одновимiрному випадку. Сфор-
мулюємо вiдповiднi твердження.

Наслiдок 4.1 ([28]). Нехай d “ 1, 1 ă q ď 2, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1´1{q`ε не зростає.
Тодi справедлива оцiнка

empD
ψ1

β qq — ψ1pmqm
1´ 1

q .
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Наслiдок 4.2 ([29]). Нехай d “ 1, 2 ă q ă 8, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1`ε не зростає. Тодi
справедлива оцiнка

empD
ψ1

β qq — ψ1pmqm
1
2 .

Зауваження 4.3. Що стосується оцiнки величини empF rβqq, то:

‚ при 1 ă q ď 2, rj ą 1´ 1{q, βj P R, j “ 1, . . . , d, її порядок

empF
r
βqq — m

´r1`1´ 1
q plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q

було встановлено Е. С. Белiнським [3];
‚ при 2 ă q ă 8, rj ą 1, βj P R, j “ 1, . . . , d, оцiнка

empF
r
βqq — m´r1`

1
2 plogmqr1pd´1q

була анонсована Е. С. Белiнським [4].
У випадку r “ pr1, . . . , r1q P Rd, β P Rd i вiдповiдних обмеженнях на

параметр r1 цi оцiнки випливають iз результатiв теорем 4.2, 4.3.

Зауваження 4.4. Порiвнявши результати для найкращих ортогональ-
них тригонометричних наближень, отриманi у теоремi 4.1, з результата-
ми для найкращих m-членних тригонометричних наближень, отрима-
них у теоремах 4.2, 4.3, бачимо, що при 1 ă q ď 2 оцiнки зверху величин
empD

ψ
β qq та e

K
mpD

ψ
β qq однаковi за порядком. У випадку 2 ă q ă 8 оцiнки

вiдповiдних апроксимативних характеристик вiдрiзняються.

4.2. Оцiнки величин апроксимацiї класiв pψ, βq-диференцiйов-
них функцiй у метрицi простору Лебега. Наведенi у роздiлi 4.1
результати дали змогу одержати порядковi оцiнки найкращих орто-
гональних та m-членних тригонометричних наближень класiв pψ,βq-
диференцiйовних функцiй у граничному випадку, коли параметр p “ 1,
тобто класiв Lψβ,1 у просторi Lq, 1 ă q ă 8.

Теорема 4.4 ([14]). Нехай 1 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! eKmpL

ψ
β,1qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.

Зауваження 4.5. В одновимiрному випадку з теореми 4.4 випливає
точна за порядком оцiнка

eKmpL
ψ1

β,1qq — ψ1pmqm
1´ 1

q ,
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яка при додаткових умовах на послiдовнiсть ψ1 була встановлена
В. В. Шкапою [12].

Зауваження 4.6. У випадкуψjp|τ |q “ |τ |´rj , τ P Zzt0u, rj ą 1 ´

1{q, βj P R, j “ 1, . . . , d, для класiв Lψβ,1 ” W r
β,1 порядок величини

eKmpW
r
β,1qq, 1 ă q ă 8, отримано А. С. Романюком:

eKmpW
r
β,1qq — m

´pr1´1` 1
q
q
plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q
.

Для r “ pr1, . . . , r1q P Rd, r1 ą 1 ´ 1{q, β P Rd, цю оцiнку можна
отримати iз результату теореми 4.4.

Зауваження 4.7. Вiдмiтимо, що порядки найкращих m-членних ор-
тогональних тригонометричних наближень у теоремi 4.4 реалiзованi на-
ближенням функцiй f P Lψβ,1 їхнiми схiдчасто-гiперболiчними сумами
Фур’є SQnpfq (при m “ |Qn| — 2nnd´1) вигляду

SQnpfq :“ SQnpf,xq “
ÿ

ps,1qăn

ÿ

kPρpsq

pfpkqeipk,xq,

де Qn “ Yps,1qănρpsq – схiдчасто-гiперболiчний хрест,

ρpsq :“
!

k P Zd : 2sj´1 ď |kj | ă 2sj , j “ 1, . . . , d
)

.

Теорема 4.5 ([28]). Нехай 1 ă q ď 2, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d,
i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1´1{q`ε, j “
1, . . . , d, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що за-
довольняють умову m “ mpnq — 2nnd´1, мають мiсце спiввiдношення

Φpnqm
1´ 1

q plogmq
2pd´1qp 1

q
´ 1

2
q
! empL

ψ
β,1qq ! Ψpnqm

1´ 1
q plogmq

2pd´1qp 1
q
´ 1

2
q
.

Теорема 4.6 ([29]). Нехай 2 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “ 1, . . . , d, i,
крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1`ε, j “ 1, . . . , d,
не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що задовольня-
ють умову m “ mpnq — 2nnd´1, справедливi спiввiдношення

Φpnqm
1
2 ! empL

ψ
β,1qq ! Ψpnqm

1
2 .

Оцiнки теореми 4.5 є новими i в одновимiрному випадку.

Наслiдок 4.3 ([28]). Нехай d “ 1, 1 ă q ď 2, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1´1{q`ε не зростає.
Тодi справедливе спiввiдношення

empL
ψ1

β,1qq — ψ1pmqm
1´ 1

q .
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Оцiнки теореми 4.6 у випадку d “ 1 при деяких додаткових умовах на
послiдовнiсть ψ1 встановлено В. В. Шкапою [13]. А саме, справедливе
наступне твердження.

Наслiдок 4.4 ([29]). Нехай d “ 1, 2 ă q ă 8, ψ1 P D, β P R, i, крiм
того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовнiсть ψ1p|τ |q|τ |

1`ε не зростає. Тодi
має мiсце спiввiдношення

empL
ψ1

β,1qq — ψ1pmqm
1
2 .

Зауваження 4.8. Що стосується оцiнки величини empW r
β,1qq, то:

‚ при 1 ă q ď 2, rj ą 1´ 1{q, βj P R, j “ 1, . . . , d, її порядок

empW
r
β,1qq — m

´r1`1´ 1
q plogmq

pd´1qpr1´1` 2
q
q

було встановлено А. С. Романюком [6];
‚ при 2 ă q ă 8, rj ą 1, βj P R, j “ 1, . . . , d, оцiнка

empW
r
β,1qq — m´r1`

1
2 plogd´1mqr1

була анонсована Е. С. Белiнським [4].
У випадку r “ pr1, . . . , r1q P Rd, β P Rd i вiдповiдних обмеженнях на

параметр r1 цi оцiнки випливають iз результатiв теорем 4.5, 4.6.

Зауваження 4.9. Порiвнявши результати теорем 4.4, 4.5 та 4.6 бачи-
мо, що при 2 ă q ă 8 оцiнки зверху величин empL

ψ
β,1qq та eKmpL

ψ
β,1qq

вiдрiзняється за порядком.

Крiм цього, нами було розглянуто випадок так званої “малої глад-
костi”, де вдалося знайти порядковi оцiнки найкращих m-членних три-
гонометричних наближень класiв Lψβ,p перiодичних функцiй багатьох
змiнних у просторi Lq, 1 ă p ď 2 ă q ă 8.

Теорема 4.7 ([15]). Нехай 1 ă p ď 2 ă q ă 8, ψj P D, βj P R, j “
1, . . . , d, i, крiм того, iснує ε ą 0 таке, що послiдовностi ψjp|τ |q|τ |1{p´ε,

j “ 1, . . . , d, не спадають, а ψjp|τ |q|τ |q
1
`

1{p´1{q
˘

, j “ 1, . . . , d, 1{q`1{q1 “
1, не зростають. Тодi для будь-яких натуральних m i n, що задоволь-
няють умову m “ mpnq — 2nnd´1, та числа n1 “ qn{2 ´ pq{2 ´ 1qpd ´
1q log n, справедливi оцiнки

Φprn1sqm
q
2
p 1
p
´ 1
q
q
plogmq

pd´1qp1´ q
p
q
! empL

ψ
β,pqq !

! Ψprn1sqm
q
2
p 1
p
´ 1
q
q
plogmq

pd´1qp1´ q
p
q
,

де ras — цiла частина числа a.



Оцiнки характеристик нелiнiйної апроксимацiї 163

Зауваження 4.10. В одновимiрному випадку точнi за порядком оцiн-
ки, якi вiдповiдають одержаним у теоремi 4.7 результатам, встановленi
А. С. Федоренком [8].

Зауваження 4.11. Порядок величини empW r
β,pqq, 1 ă p ď 2 ă q ă 8,

q1p1{p ´ 1{qq ă rj ă 1{p, βj P R, j “ 1, . . . , d, встановлено Е. С. Белiн-
ським [5]:

empW
r
β,pqq — m

´
q
2
pr1´

1
p
` 1
q
q
plogmq

pd´1qpq´1qpr1´q1p
1
p
´ 1
q
qq
.

У випадку r “ pr1, . . . , r1q P Rd, цю оцiнку можна отримати iз резуль-
тату теореми 4.7.

Зауваження 4.12. Порiвнюючи результат теореми 4.7 з оцiнками най-
кращих ортогональних тригонометричних наближень eKmpL

ψ
β,pqq, 1 ă

p ď 2 ă q ă 8, β P Rd [9], бачимо, що при вiдповiдних умовах на
послiдовностi ψj , j “ 1, . . . , d, цi величини при m Ñ 8 ведуть себе по
рiзному.

Зауваження 4.13. За iнших умов на послiдовностi ψj , j “ 1, . . . , d

(велика гладкiсть) оцiнки величини empL
ψ
β,pqq, 1 ă p ď 2 ă q ă 8,

β P Rd, встановлено Н. М. Консевич [7].

4.3. Оцiнки величин апроксимацiї класiв функцiй у метрицi
пiдпростору Лебега. Перейдемо до результатiв, що стосуються оцi-
нок найкращих ортогональних тригонометричних наближень та най-
кращих m-членних тригонометричних наближень у метрицi пiдпросто-
рiв Лебега.

У низцi робiт вивчались питання наближення класiв типу Нiколь-
ського-Бєсова i Соболєва перiодичних функцiй багатьох змiнних з мi-
шаною гладкiстю у метрицi просторiв Bq,1. При цьому було виявлено,
що в багатьох ситуацiях оцiнки розглянутих там апроксимацiйних ха-
рактеристик вiдрiзняються за порядком вiд оцiнок вiдповiдних харак-
теристик у просторах Lq. Слiд зазначити, що оптимальними (з точки
зору порядкових значень) апаратами наближення згаданих класiв фун-
кцiй у просторах Bq,1, як i у просторах Lq, виявилися тригонометричнi
полiноми з “номерами” гармонiк iз схiдчастих гiперболiчних хрестiв.

Принципово iнша ситуацiя спостерiгається при дослiдженнi апрокси-
мацiйних характеристик iзотропних класiв. Усi вiдомi оцiнки характе-
ристик як лiнiйної так i нелiнiйної апроксимацiї iзотропних класiв Нi-
кольського-Бєсова Br

p,θ у метриках просторiв Bq,1, спiвпадають за по-
рядком з вiдповiдними оцiнками у просторах Lq. Крiм цього, вiдповiднi
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оцiнки реалiзуються за допомогою наближення функцiй з класiв Br
p,θ

тригонометричними полiномами зi спектром у кубiчних областях.
Сформулюємо вiдповiднi твердження. При цьому вiдмiтимо, що, як i

у розглянутих у роздiлах 4.1, 4.2 випадках, порядки найкращих ортого-
нальних тригонометричних наближень є одинаковими для всiх розгля-
нутих спiввiдношень мiж параметрами дослiджуваного класу i метри-
ки, в якiй вимiрюється вiдповiдне наближення. Щодо оцiнок величини
найкращого m-членного тригонометричного наближення, то тут вини-
кає необхiднiсть видiлити низку рiзних випадкiв.

Теорема 4.8 ([26]). Нехай 1 ď p, q, θ ď 8, pp, qq R tp1, 1q, p8,8qu. Тодi
для r ą dp1{p´ 1{qq` справедлива оцiнка

eKmpB
r
p,θqBq,1 — m

´ r
d
`p 1

p
´ 1
q
q` ,

де a` “ maxta; 0u.

Зауваження 4.14. При d “ 1 оцiнку теореми 4.8 було одержано ранi-
ше у роботах [25] i [27] при 1 ă p ă 8 i p “ 1 вiдповiдно.

Зауваження 4.15. Порiвнюючи результат теореми 4.8 з вiдповiдною
оцiнкою у метрицi простору Lq [23], бачимо, що для 1 ď p, q, θ ď 8,
pp, qq R tp1, 1q, p8,8qu, r ą dp1{p´ 1{qq` виконується спiввiдношення

eKmpB
r
p,θqBq,1 — eKmpB

r
p,θqq.

Зауваження 4.16. Порядки найкращих ортогональних тригонометри-
чних наближень у теоремi 4.8 реалiзованi наближенням функцiй f P
Br
p,θ їхнiми кубiчними сумами Фур’є Snpfq вигляду

Snpfq :“ Snpf,xq “ fp0q `
n´1
ÿ

s“1

ÿ

kPµpsq

pfpkqeipk,xq,

де µpsq :“ tk P Zd : 2s´1 ď maxj“1,...,d |kj | ă 2su, за умови m — 2dn.
Нагадаємо, що для розглянутих у роздiлi 4.2 класiв функцiй уза-

гальненої мiшаної гладкостi, порядковi оцiнки вiдповiдних найкращих
ортогональних тригонометричних наближень у метрицi простору Ле-
бега були реалiзованi наближенням функцiй f P Lψβ,1 їхнiми схiдчасто-
гiперболiчними сумами Фур’є SQnpfq при m “ |Qn| — 2nnd´1 (див.
зауваження 4.7).

Такi вiдмiнностi викликанi особливостями класiв функцiй iзотропної
та мiшаної гладкостi.
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Перейдемо до оцiнок найкращих m-членних тригонометричних на-
ближень. Як уже було зазначено, порядки вiдповiдної величини набли-
ження класiв Br

p,θ у метрицi простору Bq,1 вiдрiзняються залежно вiд
розташування параметрiв p i q на областi їхнього визначення.

Теорема 4.9 ([26]). Нехай d ě 1 i 1 ď p ď q ď 2 або 1 ď q ď p ď 8.
Тодi для r ą dp1{p´ 1{qq`, 1 ď θ ď 8 справедлива оцiнка

empB
r
p,θqBq,1 — m

´ r
d
`p 1

p
´ 1
q
q` .

Теорема 4.10 ([21]). Нехай d ě 1, 2 ă p ă q ă 8. Тодi для r ą d{2,
1 ď θ ď 8, справедлива оцiнка

empB
r
p,θqBq,1 — m´

r
d .

Теорема 4.11 ([21]). Нехай d ě 1, 1 ă p ď 2 ă q ă 8, 1 ď θ ď 8. Тодi
справедливi спiввiдношення

empB
r
p,θqBq,1 —

#

m
´
q
2
p r
d
´ 1
p
` 1
q
q
, dp1

p ´
1
q q ă r ă d

p ,

m
´ r
d
` 1
p
´ 1

2 , r ą d
p .

Зауваження 4.17. У теоремi 4.11 виникає ефект “малої гладкостi”: при
переходi гладкiсним параметром r граничного значення r “ d{p спосте-
рiгається “стрибок” у оцiнцi величини empB

r
p,θqBq,1 . Iншими словами,

показано, що для 1 ă p ď 2 ă q ă 8, у випадках dp1{p´ 1{qq ă r ă d{p
та r ą d{p величини empBr

p,θqBq,1 мають рiзнi порядки.

Зауваження 4.18. Зауважимо, що у випадку 1 ă p ď 2 ă q ă p{pp´1q,
r ą d, точний порядок величини empBr

p,θqBq,1 було отримано у [26].

Зауваження 4.19. Порiвнюючи результати теорем 4.10 i 4.11 iз оцiн-
кою теореми 4.8 для вiдповiдних значень параметрiв r, p, q бачимо, що
порядки величин empBr

p,θqBq,1 i eKmpBr
p,θqBq,1 рiзнi.

Щодо випадкiв 1 ď p ď q ď 2 i 1 ď q ď p ď 8, pp, qq R tp1, 1q, p8,8qu,
якi були розглянутi у теоремi 4.9, виконується порядкова рiвнiсть

eKmpB
r
p,θqBq,1 — empB

r
p,θqBq,1 .

Зауваження 4.20. Питання порядкiв величини eKmpBr
p,θqBq,1 у випадку

критичного значення r “ d{p параметра гладкостi, який не був розгля-
нутий у теоремi 4.11, залишається вiдкритим.

Зауваження 4.21. Оцiнки найкращих m-членних тригонометричних
наближень iзотропних класiв Нiкольського-Бєсова у метрицi простору
Lq встановлено у роботах [16,19,30].
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У одновимiрному випадку нам вдалося встановити також точнi за
порядком оцiнки величин empBr

p,θqB8,1 .

Теорема 4.12 ([21]). Нехай d “ 1, 1 ď p, θ ď 8. Тодi для r ą maxt1{p, 1{2u
справедливi спiввiдношення

empB
r
p,θqB8,1 — m

´r`p 1
p
´ 1

2
q` .

Зауваження 4.22. Порiвнюючи результат теореми 4.12 з оцiнкою вiд-
повiдного найкращого m-членного наближення класу Br

p,θ, у метрицi
простору L8 [22], отримуємо, що

empB
r
p,θqB8,1 — empB

r
p,θq8 — m

´r`p 1
p
´ 1

2
q` .

З iншого боку, оцiнки величини empBr
p,θqB8,1 , знайденi у теоремi 4.12,

i величини eKmpBr
p,θqB8,1 (випадок d “ 1 теореми 4.8) вiдрiзняються за

порядком.

Подяки. Автор висловлює щиру подяку доктору фiз.-мат. наук, про-
фесору Романюку Анатолiю Сергiйовичу за пiдтримку та цiннi заува-
ження i поради. Роботу виконано за фiнансування фонду Гумбольдта
(Philipp Schwartz Fellowship of the Alexander von Humboldt Foundation).
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