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Зображення i когомологiї
груп i напiвгруп

А. I. Плакош

Abstract. This article surveys results related to the cohomology of lattices
over group rings, particularly over the group ring of the Klein four–group.
It is shown that in this setting, syzygies coincide with the Auslander–Reiten
translation, enabling the full computation of Tate cohomology for all lat-
tices and the explicit description of the action of group automorphisms.
Special attention is paid to regular lattices and their applications to the
classification of multidimensional crystallographic and Chernikov groups.
The article also explores the connection between the cohomology and rep-
resentations of crossed group rings and those of coefficient rings, especially
for semidirect product group rings. The approach is illustrated by a new
classification of integral representations of the alternating group A4, lead-
ing to explicit cohomological invariants. The results are of interdisciplinary
interest for group theory, homological algebra, crystallography, and coding
theory.

Анотацiя. У статтi узагальнено результати, пов’язанi з когомологiя-
ми решiток над груповими кiльцями, зокрема над груповим кiльцем
четверної групи Кляйна. Показано, що в цьому випадку сизиґiї збiга-
ються з трансляцiєю Ауслендера–Райтен, що дозволило повнiстю об-
числити когомологiї Тейта для всiх решiток та описати дiю автомор-
фiзмiв групи. Окрему увагу придiлено регулярним решiткам i їхнiм
застосуванням до класифiкацiї багатовимiрних кристалографiчних i
чернiкiвських груп. Також розглянуто зв’язок когомологiй i зображень
схрещених групових кiлець iз когомологiями кiлець коефiцiєнтiв, зок-
рема для групових кiлець напiвпрямих добуткiв. Узагальнено пiдхiд до
обчислення когомологiй на прикладi цiлих зображень альтернативної
групи A4, що дозволило отримати нову класифiкацiю та повнi когомо-
логiчнi iнварiанти. Результати мають мiждисциплiнарне значення для
теорiї груп, гомологiчної алгебри, кристалографiї та теорiї кодування.
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Вступ

Теорiя когомологiй груп була натхненна роботами В. Гуревича про
когомологiї ациклiчних просторiв i розвинена у 1940-х рр. С. Ейлен-
бергом, С. Маклейном, В. Екманом, Х. Хопфом, Д. К. Фаддєєвим та
iншими. Вони також були пов’язанi з теорiєю розширень груп та про-
ективними зображеннями, де когомологiї виникають як набори факто-
рiв. Поряд з загальною теорiєю, багато робiт було присвячено обчислен-
ням когомологiй конкретних груп. Тут у багатьох випадках виникає по-
треба у розробцi спецiальних методiв. Наприклад, Ш. Такахашi [21] за-
пропонував нову, спрощену резольвенту для скiнченних абелевих груп.
Важливий випадок, коли група розкладається у напiвпрямий добуток,
дослiджувався Маккi та iншими авторами, але загальних результатiв
про зображення та когомологiї досi не отримано. У цьому випадку при-
родно виникають схрещенi груповi алгебри, зображення яких вивчалися
I. Райтен, К. Рiдтман, Ю. Дроздом та iншими. Цi роботи вказують на
перспективнi напрямки у обчисленнi когомологiй, особливо, коли поря-
док групи є оборотним у базовому кiлльцi. Дослiдження в цих напрям-
ках i становлять основу дослiдження.

Обчислення когомологiй заданої групи є важливою та цiкавою, але
зазвичай громiздкою задачею. Тому вiдомi лише деякi випадки, коли
такi обчислення були здiйсненi для досить широкого класу модулiв.
Якщо група є скiнченною, особливий iнтерес викликають когомологiї
решiток, тобто G-модулiв, якi є скiнченно породженими та вiльними
вiд кручення як групи. Вони мають значення, наприклад, у теорiї кри-
сталографiчних груп i груп Чернiкова. Очевидно, що якщо ми хочемо
знати всi когомологiї решiток, слiд мати класифiкацiю G-решiток. У ви-
падку скiнченних p-груп така класифiкацiя вiдома лише для циклiчних
груп порядку p i p2 для простого числа p [5, §,34B,§,34C], для циклiчної
групи порядку 8 [22] i для Кляйнiвської 4-групи [16, 17]. В iнших ви-
падках така класифiкацiя є дикою, тобто включає опис зображень усiх
скiнченновимiрних алгебр.

У першому згаданому випадку iснує лише скiнченна кiлькiсть не-
звiдних зображень, когомологiї ĤnpG,mq є перiодичними з перiодом 2,
тож вiдповiдь можна отримати без особливих труднощiв. Це було ви-
користано в [1], де було складено повний список p-груп Чернiкова з
циклiчним факторгрупою порядку p або p2. Для кляйнiвської групи
задача стає значно складнiшою, оскiльки, по-перше, iснує нескiнченно
багато незвiдних, попарно неiзоморфних решiток, а по-друге, когомо-
логiї бiльше не є перiодичними. У цiй роботi ми використовуємо опис
незвiдних решiток iз [17] та деякi загальнi факти про когомологiї p-груп
i даємо повний опис когомологiй решiток над кляйнiвською групою.
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У статтi [15] Назарова описує 2-адичнi зображення знакозмiнної гру-
пи A4 порядку 4. На жаль, важко використовувати цей опис для iн-
ших цiлей, таких як обчислення когомологiй. У цiй роботi пропону-
ється iнший пiдхiд, аналогiчний вивченню зображень та когомологiй
групи Кляйна [14]. Зокрема, використовується технiка порядкiв Бак-
стрема з [18,20], i таким чином пов’язується опис 2-адичних зображень
A4 з зображеннями зваженого графа [6]. Це дозволяє повнiстю описати
сагайдак Ауслендера-Рейтен 2-адичних зображень. Оскiльки перетво-
рення Ауслендера-Рейтен в цьому випадку збiгається з сизигiєм, це май-
же одразу дає значення всiх когомологiяй Тейта 2-адичних A4-решiток.
Оскiльки 3-адичнi зображення A4 є дуже простими, також описуються
всi цiлочисельнi представлення та їх когомологiї. Слiд зазначити, що
знання когомологiй є важливим для класифiкацiї кристалографiчних
та Чернiковських груп i т. д.

1. Когомологiї четверної групи Кляйна

1.1. Решiтки над Кляйнiвською 4-групою. НехайK позначає Кля-
йнiвську 4-групу, K “ xa, b | a2 “ b2 “ 1, ab “ bay. Ми вивчаємо когомо-
логiї цiєї групи зi значеннями в K-решiтках, тобто K-модулях M , для
яких адитивна група M є вiльною абелевою групою скiнченного рангу,
а також у їхнiх дуальних модулях, тобто модулях HomZpM,Q{Zq. Нехай
R “ ZK. Ми вбудовуємо його в R7 “ Z4, ототожнюючи a з четвiркою
p1, 1,´1,´1q i b з p1,´1, 1,´1q. Зауважимо, що R7 є цiлочисельним за-
миканням R в Q ˚Z R.

Нехай Zp – кiльце p-адичних цiлих чисел, Mp “M ˚ ZZp для кожної
абелевої групи M . Тодi Rp “ Z4

p для p ‰ 2, i R2 » 4Z4
2. З [8, Th.,3.7] ви-

пливає, що двi K-решiтки M , N є iзоморфними тодi i тiльки тодi, коли
вони одного роду, тобто Mp » Np для всiх p. Бiльше того, якщо p ‰ 2,
то Rp-решiтка Mp однозначно визначається рацiональною оболонкою
Q ˚ZM . Тому K-решiтка M є однозначно визначеною через її 2-адичне
доповнення, яке позначається як M̂ .

ПозначимоR-lat категорiюR-решiток, а R̂-lat – категорiю R̂-решiток,
тобто R̂-модулiв, якi є скiнченно породженими i модулями без скруту
(отже, вiльними) як Z2-модулi. Функтор M ÞÑ M̂ є зображувальною
еквiвалентнiстю мiж категорiями R-lat i R̂-lat, тобто вiн вiдображає
неiзоморфнi модулi в неiзоморфнi, нерозкладнi в нерозкладнi, i кожна
R̂-решiтка є iзоморфною до M̂ для однозначно визначеної R-решiтки
M .

Оскiльки 4ĤnpK,Mq “ 0 для будь-якого K-модуля M [4, Prop.,
XII.2.5], маємо iзоморфiзм ĤnpK,Mq » ĤnpK, M̂q. Нехай D “ Q2{Z2, де
Q2 – поле 2-адичних чисел. Ця група є групою типу 28, тобто прямою
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границею lim
ÝÑn

Z{2nZ скiнченних циклiчних 2-груп вiдносно натураль-
них вкладень Z{2nZÑ Z{2n`1Z. Ми називаємо K-модулi вигляду

HomZpM,Dq » HomZ2pM̂,Dq,

де M – K-решiтка, K-корешiтка.
Кiльце R є Горенштейновим, тобто inj.dimRR “ 1. Оскiльки Rp є

максимальним надкiльцем для p ‰ 2, а R2 є локальним, з [12, Ле-
ма 2.9] випливає, що R має єдине мiнiмальне власне надкiльце A, i ко-
жна нерозкладна R-решiтка, окрiм самого R, є A-решiткою. Насправдi,
A збiгається з пiдкiльцем у R7 “ Z4, яке складається з усiх четвiрок
pz1, z2, z3, z4q таких, що z1 ” z2 ” z3 ” z4 pmod 2q.

Нехайm – iдеал кiльцяA, що складається з усiх четвiрок pz1, z2, z3, z4q,
для яких z1 ” z2 ” z3 ” z4 ” 0 pmod 2q. Тодi m̂ “ rad Â “ rad R̂7. Отже,
Â є порядком Бакстрема у сенсi [18]. Тому, згiдно з [18], решiтки над
Â, а отже i над A, класифiкуються зображеннями сагайдака

Λ “

``

`´

‚

==

55

))

!!
´`

´´

Нагадаємо вiдповiдну конструкцiю (на рiвнiA-решiток). Для будь-якого
K-модуля M позначимо через Mαβ , де α, β P `,´, пiдмодуль tu P M |

au “ αu, bu “ βuu.
Якщо M є A-решiткою, покладемо M 7 “ R7M (тобто добуток ре-

шiток у Q ˚ ZM , який збiгається з образом природного гомоморфiзму
R7 ˚ AM Ñ Q ˚ ZM). Це найменший R7-модуль, що мiстить M . Тодi
M 7 “

À

αβM 7

αβ . Позначимо V‚ “ M{mM та Vαβ “ M 7

αβ{2M
7

αβ . Ви-
бираючи як fαβ природнi гомоморфiзми V‚ Ñ Vαβ , ми отримуємо зо-
браження сагайдака Λ, яке позначаємо через ΦpV q. Таким чином, ми
визначаємо функтор Φ з категорiї A-lat A-решiток у категорiю rep Λ
зображень сагайдака Λ над полем k “ Z{2Z. Маємо такий результат,
аналогiчний результату з [18].
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Теорема 1.1. Нехай R – категорiя зображень

V “

V``

V`´

V‚

,f``,

;;

,f`´,
55

,f´`, ))
,f´´,

##

V´`

V´´

(1.1)

сагайдака Λ над полем k, таких що всi вiдображення fαβ є сюр’єктив-
ними, а iндуковане вiдображення f` : V‚ Ñ V` “

À

αβ Vαβ є iн’єктив-
ним. Тодi функтор Φ є зображувальною еквiвалентнiстю Φ : A-lat Ñ
R, причому всi iндукованi гомоморфiзми

ΦM,N : HomApM,Nq Ñ HomΛpΦpMq,ΦpNqq

є сюр’єктивними, а також виконується рiвнiсть:

Ker ΦM,N “ HomApM,mNq “ 2 HomR7pM̃,N 7q. (1.2)

Ми називаємо п’ятiрку pd‚, dαβq pα, β P `,´q розмiрнiстю зображення
V або вiдповiдної решiтки M “ MpV q, позначаємо її як dimV або
dimM i зазвичай записуємо у виглядi

d‚

d``
d`´
d´`
d´´

За потреби також вводимо позначення d‚ “ d‚pMq, dαβ “ dαβpMq i
d` “ d`pMq “

ř

αβ dαβpMq.
Зауважимо, що ранг M як Z-модуля дорiвнює d`pMq, тодi як d‚ “

dimkM{mM .
Нам також потрiбнi аналоги деяких результатiв iз [20]. З цiєю метою

сформулюємо лему. Для будь-якої Z-решiтки або R7-решiтки M покла-
демо M̄ “M{2M , а якщо α : M Ñ N — гомоморфiзм решiток, то через
ᾱ позначатимемо iндуковане вiдображення M̄ Ñ N̄ .

Вiдомо, що для четверної групи Кляйна G кожна Z2G-решiтка, де
Z2 – це кiльце p-адичних цiлих чисел, збiгається з 2-адичним заверше-
нням M̂2 деякої ZG-решiтки M , i виконується M̂2 » N̂2 тодi i тiльки
тодi, коли M » N (див. [16]). Оскiльки ĤnpG,Mq “ ĤnpG, M̂2q, нам
достатньо розглядати лише Z2G-решiтки.
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1.2. Когомологiї. У цьому роздiлi ми також встановлюємо деякi ре-
зультати щодо трансляцiї Аусленера-Райтен та когомологiй p-груп.

Нехай R – локальне повне нетерове кiльце, рiвновимiрне з Крулло-
вою розмiрнiстю 1 i без нiльпотентних елементiв, а R-lat – категорiя
R-решiток, тобто максимальних Коена-Макколея R-модулiв або, що
те саме, R-модулiв, вiльних вiд кручення. Вiдомо, що R має канонi-
чний модуль ωR P R-lat, такий що функтор D “ HomRp,, ωRq є точною
дуальнiстю на категорiї R-lat [3, Corollary 3.3.8].

Зокрема, вiн iндукує бiєкцiю на множинi R-ind класiв iзоморфiзму
незвiдних R-решiток.

Нагадаємо, що послiдовнiсть Ауслендера-Райтен у R-lat – це нероз-
щеплювана точна послiдовнiсть

0 ÑM 1 βÝÑ N
α
ÝÑM Ñ 0, (AR)

де M i M 1 — незвiднi R-решiтки, i

‚ для кожного гомоморфiзму ξ : L Ñ M , де L – незвiдна R-
решiтка, i ξ не є iзоморфiзмом, iснує ξ1 : LÑ N , таке що ξ “ αξ1;

‚ для кожного гомоморфiзму η : M 1 Ñ L, де L – незвiдна R-
решiтка, i η не є iзоморфiзмом, iснує η1 : N Ñ L, таке що η “ η1β.!

У цьому випадку M i M 1 визначають одне одного з точнiстю до iзо-
морфiзму. Вони позначаються: M 1 “ τRM i M “ τ´1

R M 1. τR називає-
ться трансляцiєю Аусленера-Райтен для R-решiток. Вiдомо [2], що для
кожної незвiдної R-решiтки M fi R (для кожної незвiдної R-решiтки
M 1 fi ωR) iснує послiдовнiсть Ауслендера-Райтен (AR), тож τRM (вiд-
повiдно, τ´1

R M 1) визначена. Якщо R є Горенштейновим, тобто ωR » R,
τR iндукує бiєкцiю на множинi R-ind“R.

Нехай у послiдовностi Ауслендера-Райтен (AR) N “
Àm

i“1Ni, де Ni –
незвiднi зображення, αi : Ni ÑM та βi : M 1 Ñ Ni є компонентами α та
β вiдносно цього розкладу.

Сагайдак Ауслендера-Райтен категорiї R-lat – це сагайдак, вершина-
ми якого є класи iзоморфiзму незвiдних R-решiток, а стрiлки визнача-
ються за такими правилами:

‚ Якщо M fi R, стрiлки, що завершуються в M , – це просто
αi : Ni ÑM .

‚ Якщо M 1 fi ωR, стрiлки, що починаються в M , – це просто
βi : M 1 Ñ Ni.

‚ Якщо radR “
Àk

i“1Qi, де Qi — незвiднi, стрiлки, що завершу-
ються в R, – це просто вкладення ιi : Qi Ñ R.

‚ Стрiлки, що починаються в ωR, – це просто Dιi : DQi Ñ ωR.
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Нехай у послiдовностi Ауслендера-Райтен (AR) N “
Àm

i“1Ni, де Ni –
незвiднi зображення, αi : Ni ÑM та βi : M 1 Ñ Ni є компонентами α та
β вiдносно цього розкладу.

Сагайдак Ауслендера-Райтен категорiї R-lat – це сагайдак, вершина-
ми якого є класи iзоморфiзму незвiдних R-решiток, а стрiлки визнача-
ються за такими правилами:

‚ Якщо M fi R, стрiлки, що завершуються в M , – це просто
αi : Ni ÑM .

‚ Якщо M 1 fi ωR, стрiлки, що починаються в M , – це просто
βi : M 1 Ñ Ni.

‚ Якщо radR “
Àk

i“1Qi, де Qi – незвiднi, стрiлки, що завершую-
ться в R, – це просто вкладення ιi : Qi Ñ R.

‚ Стрiлки, що починаються в ωR, – це просто Dιi : DQi Ñ ωR.

Позначимо через ΩM сизигiй M , тобто ядро епiморфiзму ϕ : P ÑM ,
де P – проєктивний, а Kerϕ Ď radP . Знову ж, якщо R є Горенштей-
новим, то Ω задає бiєкцiю на множинi R-ind“R. Тож у цьому випадку
Ω´1M коректно визначений для будь-якої незвiдної решiтки M fi R.

Твердження 1.1. Якщо R є Горенштейновим, то τRM » ΩM для
кожної незвiдної R-решiтки M fi R.

Нагадаємо, що якщо R є Горенштейновим, але не регулярним, то iснує
єдине кiльце A Ą R таке, що A{R » R{ radR, A P R-lat (тому A-lat
є повною пiдкатегорiєю R-lat), i кожна незвiдна R-решiтка M fi R є
A-решiткою. A називається мiнiмальним надкiльцем R (див. [9]). За
дуальнiстю, DA » radR.

Твердження 1.2. Нехай кiльце R є горенштейновим i не регулярним,
а A — мiнiмальне надкiльце R.

(1) Якщо 0 Ñ M 1 β
ÝÑ N

α
ÝÑ M Ñ 0 — послiдовнiсть Ауслендера-

Райтен у A-lat, то вона також послiдовнiстю у R-lat.
(2) НехайM — незвiдна A-решiтка. ЯкщоM fi A, то τRM “ τAM ,

а якщо M fi ωA, то τ´1
R M “ τ´1

A M .

Надалi покладемо R “ ZpG, де G — скiнченна комутативна p-група.
Це локальне, горенштейнове, нерегулярне кiльце, i R{ radR » Fp (з
тривiальною дiєю). Нехай A — мiнiмальне надкiльце R.

Твердження 1.3. τRA » ωA.
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Твердження 1.4.

ĤnpG,Aq » ĤnpG,Fpq »

#

pn` 1qFp, якщо n ě 0,

p´nqFp, якщо n ă 0.

Твердження 1.5. Нехай M P CMpRq, M fi R. Тодi

ĤnpG,Mq » Ĥn`1pG, τRMq » Ĥn´1pG, τ´1
R Mq

Тепер G – це кляйнiвська четвiрна група: G “ xa, b, |, a2 “ b2 “ 1, , ab “
bay. Тодi Z2G має 4 незвiднi решiтки Luv, де u, v P `,´. А саме, Luv “ Z2

як Z2-модуль, a дiє як u1, а b – як v1.

Твердження 1.6.

ĤnpG,L``q “

$

’

&

’

%

p|n|{2` 1qF2, якщо n ‰ 0 парне,
p|n|{2qF2, якщо n непарне,
Z{4Z, якщо n “ 0,

а якщо pu, vq ‰ p`,`q, то

ĤnpG,Luvq “ prp|n| ` 1q{2sqF2

Покладемо R “ Z2G, де G – кляйнiвська четвiрна група, а A –
мiнiмальне надкiльце R. Згадаємо структуру сагайдака Ауслендера-
Райтен для A-lat. Iз [19] та [17] випливає, що цей сагайдак складається
з препроективно-преiн’єктивної компоненти та труб.

Препроективно-преiн’єктивна компонента має вигляд

L2
``

��

L1
``

��

L``

��

L´1
``

��

L´2
``

��

L´3
``

��

L2
`´

��

L1
`´

��

L`´

��

L´1
`´

��

L´2
`´

��

L´3
`´

��
¨ ¨ ¨

GG

??

��

��

A2

HH

AA

��

��

A1

HH

AA

��

��

A

II

BB

��

��

A´1

HH

@@

��

��

A´2

HH

@@

��

��

¨ ¨ ¨

L2
´`

AA

L1
´`

AA

L´`

BB

L´1
´`

@@

L´2
´`

@@

L´3
´`

??

L2
´´

HH

L1
´´

HH

L´´

II

L´1
´´

HH

L´2
´´

HH

L´3
´´

GG

Тут Mk позначає τkRM . Зокрема, A1 “ ωA. Твердження 1.5 та 1.6
виводять наступнi значення когомологiй для цих решiток.
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Теорема 1.2.

ĤnpG,Akq “

#

pn´ k ` 1qF2, якщо n ě k,

pk ´ nqF2, якщо n ă k;

ĤnpG,Lk``q “

$

’

&

’

%

p|n´ k|{2` 1qF2, якщо n´ k ‰ 0 — парне,
p|n´ k|{2qF2, якщо n´ k — непарне,
Z{4Z, якщо n “ k;

i якщо pu, vq ‰ p`,`q, тодi

ĤnpG,Lkuvq “ rp|n´ k| ` 1q{2F2. �

Щоб обчислити когомологiї решiток, що належать трубам, необхiднi
такi мiркування. Нехай Ã – це цiле замикання A в A ˚ Qp. Для будь-
якої A-решiтки M решiтка M̃ “ ÃM є прямою сумою

À

u,vP`,´Muv, де
Muv » pruvMqLuv для деяких цiлих чисел ruvM . Зазначимо, що кожен
Z2-пiдмодуль Muv насправдi є Ã-пiдмодулем.

Лема 1.1. Якщо M fi L`` є незвiдною R-решiткою, то Ĥ0pG,Mq “
pr``MqF2.

Тепер нагадаємо структуру труб [17]. Однорiднi труби параметризу-
ються незвiдними однорiдними полiномами f P F2rxs, де f R x, x´ 1.
Труба T f має вигляд

T f1
**
T f2

**
jj T f3

**
jj T f4

**
jj ¨ ¨ ¨jj

де r``pT
f
k q “ kd для d “ deg f та τRT

f
k “ T fk .

Є також 3 спецiальних труб T j pj P 2, 3, 4q. Вони мають вигляд

T j11
// T j12

//

~~

T j13
//

~~

T j14
//

~~

//

~~

¨ ¨ ¨

��

T j21
// T j22

//

``

T j23
//

``

T j24
//

``

//

``

¨ ¨ ¨

__

де r``T
j1
2k “ r``T

j2
2k “ k, r``T

j1
2k´1 “ k, r``T

j2
2k´1 “ k ´ 1 та τRT

j1
k “

T j2k , τRT
j2
k “ T j1k .

Використовуючи Лему 1.1 та Твердження 1.5, ми отримуємо насту-
пний результат, який завершує обчислення когомологiй решiток над
кляйнiвською групою.
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Теорема 1.3.

ĤnpG,T fk q “ kdF2, де d “ deg f,

та для всiхy j P t2, 3, 4u

ĤnpG,T ji2kq “ k F2 для обох i “ 1, 2,

ĤnpG,T j12k´1q “

#

k F2, якщо |n| — парне,
pk ´ 1qF2, якщо |n| — непарне,

ĤnpG,T j22k´1q “

#

k F2, якщо |n| — парне,
pk ´ 1qF2, якщо |n| — непарне.

2. Когомологiї регулярних решiток над Кляйнiвською
4-групою

Якщо M,N,L — решiтки, то можна сформулювати наступну лему.

Лема 2.1. Нехай дана точна послiдовнiсть 0 Ñ M̄
ᾱ
ÝÑ N̄

β̄
ÝÑ L̄ Ñ 0

Z-решiток або R7-решiток. Тодi її можна пiдняти до точної послiдов-
ностi 0 ÑM

α
ÝÑ N

β
ÝÑ LÑ 0.

Наслiдок 2.1. Нехай 0 Ñ V 1
ᾱ
ÝÑ V

β̄
ÝÑ V 2 Ñ 0 — точна послiдовнiсть

зображень з категорiї R. Тодi її можна пiдняти до точної послiдов-
ностi A-решiток 0 ÑMpV 1q

α
ÝÑMpV q

β
ÝÑMpV 2q Ñ 0 1

Ми кажемо, що мономорфiзм решiток φ : M Ñ N є чистим, якщо
Cokerφ є вiльним вiд кручення (а отже, також є решiткою).

Наслiдок 2.2. Кожен епiморфiзм (мономорфiзм, iзоморфiзм) V Ñ V 1

зображень з категорiї R можна пiдняти до епiморфiзму (вiдповiдно,
чистого мономорфiзму, iзоморфiзму) A-решiток ΦpV q Ñ ΦpV 1q.

Наслiдок 2.3. Нехай задано ланцюг пiдзображень

V “ V0 Ą V1 Ą V2 Ą . . . Ą Vm´1 Ą Vm “ 0,

тодi iснує ланцюг пiдрешiток у M “MpV q

M “M0 ĄM1 ĄM2 Ą . . . ĄMm´1 ĄMm “ 0

1Цей результат не випливає безпосередньо з [20, Лема 4], де розглядається випа-
док алгебр над повними кiльцями дискретного нормування. Крiм того, вiн суттєво
залежить вiд Леми 2.1, а отже — вiд «маломiрностi» залишкового поля k.
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такий, що Mk »MpVkq i Mk{Mk`l »MpVk{Vk`lq для всiх допустимих
значень k, l.

2.1. Регулярнi решiтки. Нагадаємо структуру сагайдака Аусленде-
ра–Райтен Q категорiї Â-lat [17]. Згiдно з [20], вiн отримується з сагай-
дака Ауслендера-Райтен категорiї rep Λ шляхом склеювання препрое-
ктивної та преiн’єктивної компонент в одну. Отримана препроективно-
преiн’єктивна компонента зображена на Рисунку 1. Усi решiтки тут
однозначно визначаються своїми розмiрностями. Трансляцiя Аусленде-
ра–Райтен τ у категорiї R̂-lat дiє на цiй компонентi як зсув лiворуч.
Зауважимо, що для кожної A-решiтки M маємо τM̂ » ΩM̂ , де ΩM̂ –
сизигiй M̂ як R̂-модуля [14, Prop. 1.1]. Вiдтак ΩM » N , якщо τM̂ “ N̂ .

Рис. 2.1. Препроективно-преiн’єктивна компонента

Iншi компоненти, якi називаються регулярними, – це труби. Вони
параметризуються замкненими точками проєктивної прямої P1

k
(роз-

глянутої як схема), тобто одничними незвiдними многочленами з krts
та символом8. Трубу, що вiдповiдає многочлену fptq, позначаємо через
T f , а трубу, що вiдповiдає 8, – через T 8. Також пишемо T 0 замiсть T t

i T 1 замiсть T t´1. Описуючи труби, ми пiдставляємо A-решiтки замiсть
їхнiх завершень i кажемо, що T належить трубi T f , якщо T̂ належить
цiй трубi. Тодi ми називаємо T регулярною K-решiткою. Ми називаємо
K-решiтку M регулярною, якщо всi її незвiднi прямi доданки є регу-
лярними. Усi труби, окрiм T λ (де λ P 0, 1,8), є однорiдними, тобто для
кожного M з цiєї труби виконується τM »M . Вони мають вигляд

T f1
**
T f2

**
jj T f3

**
jj ¨ ¨ ¨jj (2.1)
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dimT fm “ 2dm
dm
dm
dm
dm

, де d “ deg fptq. Насправдi, T fm “ MpT̄ fmq, де T̄ fm —

це таке зображення сагайдака Λ:

k
dm

k
dm

k
2dm

p I 0 q

99

p 0 I q

44

p I I q
**

p I F q

%%

k
dm

k
dm

(2.2)

Тут I – одинична матриця розмiру dmˆdm, а F — матриця Фробенiуса
з характеристичним многочленом fptqm.

Труба T λ для λ P 0, 1,8 має вигляд

T λ1
1

// T λ1
2

//

}}

T λ1
3

//

}}

T λ1
4

//

}}

//

}}

¨ ¨ ¨

~~
T λ2

1
// T λ2

2
//

aa

T λ2
3

//

aa

T λ2
4

//

aa

//

aa

¨ ¨ ¨

``

(2.3)

Тут τT λ1
n » T λ2n та τT λ2n » T λ1n. Для λ “ 1 маємо:

dimT 1j2m “ 2m
m
m
m
m

для обох j “ 1 i j “ 2,

dimT 112m´ 1 “ 2m´1

m
m
m´1
m´1

,

dimT 122m´ 1 “ 2m´1
m´1
m´1
m
m

.

Насправдi, T 112m “MpT̄ 112mq, де T̄ 112m має вигляд (2.2) з d “ 1 та
F “ J1 – жорданова матриця розмiру m ˆ m з власним значенням 1.
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T 112m´ 1 “MpT̄ 112m´ 1q, де T̄ 112m´ 1 має вигляд

k
m

k
m

k
2m´1

f1

88

f2

44

f3 **
f4

%%

k
m´1

k
m´1

Тут

f1 “

ˆ

I 0 0
0 0 1

˙

,

f2 “

ˆ

0 I 0
0 0 1

˙

,

f3 “
`

I I 0
˘

,

f4 “
`

I J1 e
˘

, де e “

˜ 0
...
0
1

¸

,

де матрицi I та J1 мають розмiр pm´ 1q ˆ pm´ 1q. Решiтки T 12
n отри-

муються з T 11
n шляхом перестановки f1 з f3 та f2 з f4 вiдповiдно.

Труба T 0 (вiдповiдно, T 8) отримується з труби T 1 перестановкою f2

з f4 (вiдповiдно, f2 з f3).
Зауважимо, що незвiдна решiткаM належить трубi тодi i тiльки тодi,

коли

2d‚pMq “
ř

αβ dαβpMq. (2.4)
В цьому випадку

d‚pΩMq “ d‚pMq та dαβpΩMq “ d‚pMq ´ dαβpMq. (2.5)

Структура зображень сагайдакiв, що належать трубам, описана у
[6,7] (див. також [10, Thm. 31 and 36]). У поєднаннi з Твердженням 2.3 це
дає наступний результат для решiток. Вiдтепер, пишучи T fm, ми завжди
припускаємо, що f R t, t´ 1, а при позначеннi T λjm завжди маємо на
увазi, що λ P 0, 1,8 i j P 1, 2.

Теорема 2.1. Кожен модуль T fm або T λjm має ланцюг пiдмодулiв

M “M0 ĄM1 ĄM2 Ą . . . ĄMm´ 1 ĄMm “ 0 (2.6)

такий, що
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(1) Mk{Mk`l »

$

’

&

’

%

T fl якщо M “ T fm,

T λjl якщо M “ T λjm i k парне,
T λil , де i ‰ j, якщо M “ T λjm i k непарне.

(2) Вiдображення T fm Ñ T fm`1 та T λjm Ñ T λjm`1 у дiаграмах (2.1) та
(2.3) вiдповiдно можна вибрати iн’єктивними, з вiдповiдними
факторами T f1 та T λj1 .

(3) Вiдображення T fm`1 Ñ T fm та T λim`1 Ñ T λjm pi ‰ jq у дiагра-
мах (2.1) та (2.3) вiдповiдно можна вибрати сюр’єктивними,
з вiдповiдними ядрами T f1 та T λi1 .

(4) Якщо M i M 1 належать до рiзних труб, то для кожного го-
моморфiзму ϕ : M Ñ N виконується Imϕ Ď 2N .

Можна також отримати опис ендоморфiзмiв незвiдних решiток, що
належать трубам.

Для будь-якого комутативного кiльця K та будь-якого одничного
многочлена fptq степеня d iснує природне вкладення εfm : Krts{pfptqmq Ñ
Matpdm,Kq, яке виникає з регулярного зображення цього фактор-кiльця
над K. Позначимо через Kf

m образ цього вкладення Krts{pfptqmq Ñ

Matpdm,Kq4, де всi його компоненти — це εfm. Також позначимо через
Kt
m˚ образ вкладення Krts{ptmq Ñ Matpm,Kq2ˆMatpm´1,Kq2, де пер-

шi двi компоненти — це εtm, а двi iншi — композицiї εtm´1πm, де πm —
сюр’єкцiя Krts{ptmq Ñ Krts{ptm´1q. Звiсно, якщо m “ 1, то це просто
дiагональне вкладення K Ñ K ˆK.

Якщо M – A-решiтка з dimM “ d‚

d``
d`´
d´`
d´´

, то кiльце ендоморфiзмiв

EndAM природно вкладене у EndR7 M̃ “
ś

αβ Matpdαβ,Zq, i ми отото-
жнюємо його з образом цього вкладення.

Теорема 2.2. Нехай fptq P krts – незвiдний одничний многочлен. Ви-
беремо одничний многочлен f̃ptq P Zrts такий, що fptq “ f̃ptq pmod 2q.

(1) EndA T
f
m “ Zf̃m ` 2 Matpdm,Zq4, де d “ deg fptq.

(2) EndA T
λj
2m “ Ztm ` 2 Matpm,Zq4 та

EndA T
λj
2m´1 “ Ztm˚ ` 2

`

Matpm,Zq2 ˆMatpm´ 1,Zq2
˘

.

Очевидно, що це не залежить вiд вибору многочлена f̃ptq.

2.2. Когомологiї. Ми надамо явний опис когомологiй HnpK,Mq та
HnpK,DMq для n ą 0 i регулярних K-решiток M . Очевидно, що до-
статньо обчислити їх лише для незвiдних решiток.
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Iз [13] випливає, що вiльну резольвенту P для тривiальногоK-модуля
Z можна вибрати так: Pn — це простiр однорiдних многочленiв степеня
n з Rrx, ys, i

dpxkylq “ pa` p´1qkqxk´1yl ` p´1qkpb` p´1qlqxkyl´1.

Отже, n-коцикл γ задається значеннями γpxmyn´mq для 0 ď m ď n.
Нехай M – незвiдна регулярна решiтка. Покладемо

Mpnq “

$

’

&

’

%

M``, якщо n – парне,
M´`, якщо n – непарне M R T 8,
M`´, якщо n – непарне M P T 8,

Ми визначаємо гомоморфiзм ξ : Mpnq Ñ HnpK,Mq pn ą 0q. Вiн вiд-
ображає елемент v PMpnq у клас коцикла ξv, який задається наступним
чином.

‚ Якщо n – парне, то M R T 8 та v PM``,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ n,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то M P T 8 та v PM``,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ 0,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то M R T 8 та v PM´`,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ n,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то M P T 8 та v PM`´,

ξvpx
myn´mq “

#

v, якщо m “ 0,

0, iнакше.

Легко перевiрити, що ξv справдi є коциклом.

Теорема 2.3. Для кожної незвiдної регулярної K-решiтки M i ко-
жного n ą 0 вiдображення ξ iндукує iзоморфiзм ξ̄ : Mpnq{2Mpnq

„
Ñ

HnpK,Mq.

Для доведення ми використовуємо такi результати.

Лема 2.2. Якщо 0 Ñ M 1 Ñ M Ñ M2 Ñ 0 — точна послiдовнiсть
регулярних K-решiток, то iндукованi послiдовностi

0 Ñ ΩM 1 Ñ ΩM Ñ ΩM2 Ñ 0, (2.7)
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0 Ñ Ω´1M 1 Ñ Ω´1M Ñ Ω´1M2 Ñ 0 (2.8)

також є точними.

Наслiдок 2.4. Якщо 0 ÑM 1 ÑM ÑM2 Ñ 0 — точна послiдовнiсть
регулярних K-решiток, то iндукована послiдовнiсть когомологiй

0 Ñ ĤnpK,M 1q Ñ ĤnpK,Mq Ñ ĤnpK,M2q Ñ 0

також є точною для кожного n P Z.

Аналогiчнi мiркування дають явний опис когомологiй для регуляр-
них модулiв корешiток, тобто дуальних модулiв до регулярних решiток.
Для незвiдного регулярного модуля корешiтки N “ DM покладемо
N̄ “ tu P N | 2u “ 0 u.

Npnq “

$

’

&

’

%

N̄``, якщо n – парне
N̄´`, якщо n – непарне M R T8,

N̄`´, якщо n – непарне та M P T8.

Ми визначаємо гомоморфiзм η : Npnq Ñ HnpK,Nq pn ą 0q. Вiн вiдобра-
жає елемент u P Npnq у клас коцикла ηu, який задається наступним
чином.

‚ Якщо n – непарне, то M R T 8 та u P N̄´`,

ηupx
myn´mq “

#

u, якщо m “ n,

0, iнакше.

‚ Якщо n – непарне, тоM P T 8 та u P N̄`´,

ηupx
myn´mq “

#

u, якщо m “ 0,

0, iнакше.

‚ Якщо n – парне, то u P N̄``,

ηupx
myn´mq “

#

u, якщо m “ n,

0, iнакше.

Легко перевiрити, що ηu справдi є коциклом.

Теорема 2.4. Для кожного незвiдного регулярного модуля корешiтки
N i кожного n ą 0 вiдображення η iндукує iзоморфiзм Npnq

„
Ñ HnpK,Nq.

2.3. Дiя автоморфiзмiв.
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2.3.1. Решiтки. Нам також потрiбно знати, як автоморфiзми решiток i
групи дiють на когомологiї. Нехай M “ T fm або M “ T λjm. Розглянемо
ланцюг пiдмодулiв Mk Ă M з Теореми 2.1. Позначимо через Efk,m, n
або, вiдповiдно, через Eλjk,m, n (де 0 ď k ă m) множину

Mkpnqz
`

2Mkpnq `Mk ` 1pnq
˘

.

Зауважимо, що Eλjk,m,n ‰ H тодi i тiльки тодi, коли k ă m i

k ”

#

j, якщо n парне
j ` 1, якщо n непарне

pmod 2q (2.9)

Iз Теорем 2.1 та 2.2 легко випливає наступний результат.

Теорема 2.5. Нехай e P Efk,m,n або e P Eλjk,m,n, а e
1 P Efk1,m1,n або, вiдпо-

вiдно, e1 P Eλj
1

k1,m1,n. Тодi iснує гомоморфiзм θ : T fm Ñ T fm1 або, вiдповiд-
но, θ : T λjmÑ T λj

1

m1 такий, що θpeq “ e1 тодi i тiльки тодi, коли або
m ě m1 i k ď k1, або m ď m1 i k ď k1 ´m1 `m. Якщо m “ m1 i k “ k1,
то θ можна вибрати iзоморфiзмом.

Означення 2.1. 1) Для кожної четвiрки pf,m, k, nq, де k ă m, фiксу-
ємо елемент efm,k,n P E

f
m,k,n, а для кожної п’ятiрки pλ, j,m, k, nq, де

k ă m i k, j задовольняють умову (2.9), – елемент eλjm,k,n P E
λj
m,k,n.

2) Для однорiдної труби T f назвемо стандартною послiдовнiстю по-
слiдовнiсть σ “ pmi, kiq p1 ď i ď sq, де m1 ą m2 ą ¨ ¨ ¨ ą ms, 1 ď ki ă mi

i ki1 ă ki ă ki1 ` mi ´ mi1 для i ă i1. Позначимо Mf
σ “

Às
i“1 T

f
mi i

efσ,n “
řs
i“1 e

f
mi,ki,n

.

3) Для спецiальної труби T λ назвемо стандартною послiдовнiстю
послiдовнiсть σ “ pji,mi, kiq p1 ď i ď sq, де ji P t1, 2u, m1 ą m2 ą

¨ ¨ ¨ ą ms, 1 ď ki ă mi i ki1 ă ki ă ki1 `mi ´mi1 для i ă i1. Позначимо
Mλ
σ “

Às
i“1 T

λji
mi . Таку послiдовнiсть називаємо

‚ парною, якщо ki ” ji pmod 2q для всiх i,
‚ непарною, якщо ki ” ji ` 1 pmod 2q для всiх i.

Для парної (непарної) стандартної послiдовностi й парного (вiдповiд-
но, непарного) n покладаємо eλσ,n “

řs
i“1 e

λji
mi,ki,n

.

4) Ми називаємо стандартними даними пару ∆ “ pΣ, Sq, де Σ “ T fq ,
1 ď q ď r, – це набiр рiзних труб, а S “ σq, 1 ď q ď r, – набiр
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стандартних послiдовностей σq для кожної труби T fq . Такi данi на-
зиваються спецiальними, якщо принаймнi одна з труб T fq є спецiаль-
ною. Спецiальнi стандартнi данi називаються парними або непарни-
ми, якщо всi стандартнi послiдовностi σq для спецiальних труб T fq є
вiдповiдно парними або непарними. Позначимо M∆ “

Àr
q“1M

fqσq та
e∆, n “

řs
q“1 e

fqσq, n. У цьому означеннi припускаємо, що якщо ∆ є
спецiальними даними, то вони є парними, якщо n парне, i непарними,
якщо n непарне (iнакше елемент e∆, n не визначений).

Якщо в Σ трапляється труба T 8, наприклад, fk “ 8, то позначи-
мо e8∆,n “ e8σk,n, а e0

∆,n – як решту суми, що визначає e∆,n. Звiсно,
можливо, що e8∆,n “ 0 або e0

∆,n “ 0.

З Теореми 2.5 випливає наступний результат.

Теорема 2.6. Нехай M – регулярна R-решiтка, а ε P HnpK,Mq pn ą

0q. Тодi iснують стандартнi данi ∆ та розклад θ : M
„
Ñ M0 ` M∆

такий, що проєкцiя θpεq на HnpK,M0q дорiвнює нулю, а проєкцiя θpεq
на HnpK,M∆q дорiвнює ξ̄pe∆,nq (див. сторiнку 135 для означення ξ̄).

Якщо ε “ 0, то M∆ “ 0.

Зокрема, ми отримуємо опис орбiт автоморфiзмiв незвiдних регуляр-
них решiток на когомологiях.

Наслiдок 2.5. Нехай M – незвiдна регулярна решiтка. Розглянемо
ланцюг (2.6) її пiдрешiток i позначимо через Hn

k pK,Mq образ у H
npK,Mq

множини HnpK,Mkq. Тодi орбiти AutKM на HnpK,Mq pn ą 0q ма-
ють вигляд Hn

k pK,MqzH
n
k`1pK,Mq для 0 ď k ă m та 0.

Група автоморфiзмiв групиK — це симетрична група S3: вона просто
переставляє елементи a, b та c “ ab. Її породжують транспозицiї τ2 : aØ
b та τ3 : a Ø c. Вони переставляють `´-компоненту дiаграми (1.1),
вiдповiдно, з ´`-компонентою та з ´´-компонентою. Таким чином, τ2

переставляє труби T 1 та T 0, а τ3 — труби T 1 та T 8. Досить простi
матричнi обчислення показують, що τ2 переставляє T f з T f p2q , а τ3 — з
T f p3q , де

f p2qptq “ fp1q´1pt´ 1qdf

ˆ

t

t´ 1

˙

, f p3qptq “ p´1qdfp1´ tq,

де d “ deg f . Це визначає дiю S3 на множинi стандартних даних. Заува-
жимо, що якщо ψ P AutK, то iснує автоморфiзм ϕ P AutMτ∆ такий,
що ψξpe∆,nq “ ϕξpeψ∆,nq.
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2.3.2. Корешiтки. Нехай тепер N “ DM , деM — K-решiтка. ЯкщоM
є регулярною, то N також називається регулярною. Якщо N “ DM ,
де M “ T fm або M “ T λjm, тодi iснує ланцюг пiдмодулiв, дуальний до
ланцюга (2.6) з Теореми 2.1:

0 “ N0 Ă N1 Ă N2 Ă . . . Ă Nm´ 1 Ă Nm “ N, (2.10)

де Nk “MK
k i

Nk`l{Nk »

$

’

&

’

%

DT fl якщо N “ DT fm,

DT λjl якщо N “ DT λjm i k — непарне,
DT λil , де i ‰ j, якщо N “ DT λjm i k — парне.

Позначимо через Zfk,m,n або, вiдповiдно, Z
λjk,m, n множинуNk ` 1pnqzNk.

Знову ж таки, Zλjk,m,n ‰ H тодi i тiльки тодi, коли k ă m та виконується
умова (2.9).

Дуальнiсть дає аналоги Теорем 2.5 i 2.6.

Теорема 2.7. Нехай z P Zfk,m,n або z P Zλjk,m, n, а z1 P Zfk1,m1, n або,
вiдповiдно, z1 P Zλj1k1,m1, n. Тодi iснує гомоморфiзм θ : DT fm Ñ DT fm1

або, вiдповiдно, θ : DT λjm Ñ DT λj
1

m1, такий, що θpzq “ z1 тодi i
тiльки тодi, коли m ď m1 i k ě k1, або m ě m1 i k ě k1´m1`m. Якщо
m “ m1 i k “ k1, θ можна вибрати iзоморфiзмом.

Означення 2.2. 1) Для кожної четвiрки pf,m, k, nq, де k ă m, фiксує-
мо елемент zfm,k,n P Z

f
m,k,n, а для кожної п’ятiрки pλ, j,m, k, nq, де k ă

m i k, j задовольняють умову (2.9), — елемент zλjm, k, n P Zλjm, k, n.

2) Для однорiдної труби T f назвемо костандартною послiдовнiстю
послiдовнiсть σ “ pmi, kiq p1 ď i ď sq, де m1 ă m2 ă ¨ ¨ ¨ ă ms, 1 ď ki ă

mi, i ki1 ą ki ą ki1 `mi ´mi1 для i ă i1. Позначимо Nf
σ “

Às
i“1 P

f
mi та

zfσ,n “
řs
i“1 z

f
mi,ki,n

.

3) Для спецiальної труби T λ назвемо костандартною послiдовнiстю
послiдовнiсть σ “ pji,mi, kiq p1 ď i ď sq, де ji P t1, 2u, m1 ă m2 ă ¨ ¨ ¨ ă

ms, 1 ď ki ă mi, 1 ď ki ď mi i ki ă ki1 ă ki ` mi1 ´ mi для i1 ă i.
Позначимо Nλ

σ “
Às

i“1 T
λji
mi . Таку послiдовнiсть називаємо

‚ парною, якщо ki ” ji pmod 2q для всiх i,
‚ непарною, якщо ki ” ji ` 1 pmod 2q для всiх i.

Для парної (непарної) костандартної послiдовностi й парного (вiдпо-
вiдно, непарного) n покладаємо zλσ,n “

řs
i“1 z

λji
mi,ki,n

.
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4) Ми називаємо костандартними даними пару ∆ “ pΣ, Sq, де Σ “

tT fqu, 1 ď q ď r, — набiр рiзних труб, а S “ tσqu, 1 ď q ď r, — набiр
костандартних послiдовностей σq для кожної труби T fq . Такi данi на-
зиваються спецiальними, якщо принаймнi одна з труб T fq є спецiаль-
ною. Спецiальнi костандартнi данi називаються парними або непар-
ними, якщо всi костандартнi послiдовностi σq для спецiальних труб
T fq є вiдповiдно парними або непарними. Позначимо N∆ “

Àr
q“1M

fq
σq

i z∆,n “
řs
q“1 z

fq
σq ,n. У цьому означеннi припускаємо, що якщо ∆ є спе-

цiальними даними, то вони є парними, якщо n парне, i непарними,
якщо n непарне (iнакше елементи zfqσq ,n, а отже, й z∆,n не визначенi).

Якщо в Σ трапляється труба T 8, наприклад, fk “ 8, то позначи-
мо z8∆,n “ z8σk,n, а z

0
∆,n — як решту суми, що визначає z∆,n. Звiсно,

можливо, що z8∆,n “ 0 або z0
∆,n “ 0.

Теорема 2.8. Нехай N “ DM , де M — регулярна R-решiтка, ε P
HnpK,Nq, n ą 0. Тодi iснують костандартнi данi ∆ та розклад θ :

N
„
Ñ N0 ` N∆ такий, що проєкцiя θpεq на HnpK,N0q дорiвнює нулю,

а проєкцiя θpεq на HnpK,N∆q дорiвнює ηpz∆,nq (див. сторiнку 136 для
означення η).

Якщо ε “ 0, то M∆ “ 0.

Наслiдок 2.6. Нехай N — незвiдна регулярна корешiтка. Розгляне-
мо ланцюг (2.10) її пiдмодулiв i позначимо через Hn

k pK,Nq образ у
HnpK,Nq множини HnpK,Nkq. Тодi орбiти AutK N на HnpK,Nq при
n ą 0 мають вигляд Hn

k pK,NqzH
n
k´1pK,Nq при 0 ă k ď m та 0.

3. Зображення i когомологiї знакозмiнної групи степеня 4

3.1. Зображення. Нехай G “ A4 знакозмiнна група степеня 4, N — її
кляйнiвська пiдгрупа, N »

 

1, a, b, c|a2 “ b1, ab “ ba “ c
(

, H “ G{K »
@

σ|σ3 “ 1
D

. Позначаємо через A “ ZG групове кiльце G i покладемо
Ap “ AbZp, p-aдичне доповнення A, iQA “ AbQ рацiональну оболонку
A. Через A-lat (вiдповiдно Ap-lat) позначимо категорiю A-решiток, тоб-
то A-модулiвM , таких, що як групаM вiльна абелева скiнченного ран-
гу(вiдповiдно, вiльний Zp)-модуль скiнченного рангу). Для A-решiтки
M також позначимо QM “ M b Q та Mp “ M b Zp. Вiдмiтимо, що
QMp »M bQp.

Кiльце A можна розглядати як схрещений добуток K˚H, де K “ ZN
i H природньо дiє на K через спряження. Тут QK » O4 з базисом
te1, ea, eb, ecu, де
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e1 “
1` a` b` c

4
,

ea “
1` a´ b´ c

4
,

eb “
1´ a` b´ c

4
,

ec “
1´ a´ b` c

4
.

При таких визначеннях, Kp “ Z4
p, якщо p ‰ 2 та K2 вкладається в

Z4
2, так, що a, b, c визначаються, вiдповiдно, елементами p1, 1,´1,´1q,
p1,´1, 1,´1q та p1,´1,´1, 1q. Дiя H тривiальна на першiй компонентi
QK та циклiчно переставляє три iншi. Таким чином,

QA » QK ˚H » QH ˆMatp3,Qq » QˆQ rθs ˆMatp3,Qq,

де θ — первiсний кубiчний корiнь з 1. Якщо p R t2, 3u, то

Ap » Zp ˆ Zp rθs ˆMatp3,Z3qpмаксимальний порядок вQApq,

та
A3 » Z3H ˆMatp3,Z3q.

Отже, всi нерозклданi Ap-решiтки для p R t2, 3u є нерозкладними
решiтками Zp, Zprθs та Ip “ Z3

p, i для A3 є ще одна нерозкладна решiтка
Z3H.

Випадок, коли p “ 2 дуже вiдрiзняється, так як Z2K бiльше не макси-
мальний порядок. Нагадаємо, що кожне групове кiльце є Горенштейно-
вим, тобто inj.dimRR “ 1. Отже, всi непроективнi Rp-решiтки фактично
є решiтками над надкiльцем R` “ EndRpradRpq. Оскiльки #pHq обо-
ротний в Z2, то для схрещеного добутку A2 “ K2 ˚ H ми маємо, що
radA2 “ pradKq ˚H та A` “ K` ˚H. Зауважимо, що K` є порядком
Бакстрема у розумiннi [18]. Це означає, що iснує спадковий порядок K̃
такий, що K̃ Ą K` Ą rad K̃ “ radK`. У нашому випадку K̃ “ Z4

2 та
K` “ tpx1, x2, x4, x4q | x1 ” x2 ” x3 ” x4 pmod 2qu. Оскiльки Ã “ K̃ ˚H
також спадковий, то A` також порядок Бакстрема. А саме,

Ã » Z2‘Z2rθs ˆMatp3,Z2q.

Можна легко побачити, що A` вкладається в Ã як пiдкiльце трiйок
px1, x2, x3q, де x1 P Z, x2 P Zrθs та x3 “ pξijq P Matp3,Z2q, такi, що
x1 ” ξ11 pmod 2q, ξ12 ” ξ13 ” ξ21 ” ξ31 ” 0 pmod 2q та ρpx2q ”

´

ξ22 ξ23
ξ32 ξ33

¯

pmod 2q, де ρ позначає регулярне зображення Z2rθs: ρpu`vθq “
`

u ´v
v u´v

˘

.
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Ми позначаємо через L1, L2, L3 незвiднi Ã-решiтки, що переважно нале-
жать, компонентам Z2, Z2rθs та Matp3,Z2q, також через P1 та P2 ми по-
значаємо нерозкладнi проективнi A`-решiтки Pi “ A`ei, де e1 “

1`σ`σ2

3
та e2 “ 1 ´ e1. Зауважимо, що єдинi нерозкладнi A2-решiтки, якi не є
A`-решiтками є Bi “ A2ei. Вони бiєктивнi, тобто i проективнi, i iн’є-
ктивнi в точнiй категорiї A2-lat.

Нагадаємо [18], що зображення порядкiв Бакстрема класифiкуються
за допомогою зображень зваженого графа Γ у розумiннi [6]. Зокрема,
вершини Γ знаходяться у взаємнооднозначнiй вiдповiдностi з простими
компонентами напiвпростих алгебр Ā “ A`{ radA` and Ā1 “ Ã{ rad Ã.
У нашому випадку

Ā “ pK`{ radK`q ˚H » F2H » F2 ˆ F4

та

Ā1 » pK̃{ rad K̃q ˚H » F2 ˚H ˆMatp3,F2q » F2 ˆ F4 ˆMatp3,F2q.

Отже, вiдповiдний граф Γ (орiєнтований) є графом типу F̃41:

Γ :

1

11
α 66

γ1
(( 3

21
γ2

1,2

66

β (( 2

Тут 1, 2, 3 вiдповiдають, вiдповiдно, компонентам F2,F4 та Matp3,F2q

з Ā1, тодi як 11 та 21 вiдповiдають, вiдповiдно, компонентам F2 та F4 з
Ā. Ваги усiх стрiлок, окрiм γ2 – це p1, 1q, тому ми їх не записуємо. У
зображеннях Γ стрiлки α, γ1 вiдповiдають матрицям з елементами iз F2,
стрiлки γ2, β вiдповiдають матрицям з елементвми iз F4. Вектор розмiр-

ностей зображення M графа Γ ми позначимо наступним чином d11
d21

d1
d3
d2

.

Нагадаємо, що A`-решiтка M вiдповiдає зображенню V цього графа i
є прообразом в M̃ “ Ld11 ‘L

d3
3 ‘L

d2
2 of ImϕpV q, де ϕpV q : V p11q‘V p21q Ñ

V p1q‘V p3q‘V p2q задано матрицею

¨

˝

V pαq 0
V pγ1q V pγ2q

0 V pβq

˛

‚. також ми визна-

чаємо V p1q‘V p2q‘V p3q через M̃{2M̃ .
Сагйдак Ауслендера–Райтен категорiї зображень графа Γ складаєть-

ся з препроективної, преiн’єктивної та регулярної компоненти. Коли
ми переходимо до зображень порядку Бакстрема, нам потрiбно склеї-
ти препроективну та преiн’єктивну компоненти в одну компоненту(ми
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називатимемо її основною) [20]. А саме, ми опустимо простi iн’єктивнi
та простi проективнi модулi, а тодi додамо стрiлки з тих iн’єктивних
модулiв, що залишилися в тi проективнi модулi, що залишилися. У ре-
зультатi, основна компонента для порядку A` матиме вигляд:

L2
1

��

L1
1

��

L1

��

L´1
1

""

L´2
1

"". . .

>>

  

P 2
1

��

??

P 1
1

��

??

P1

  

>>

P´1
1

""

<<

. . .

L2
3

��

??

L1
3

��

??

L3

��

@@

L´1
3

""

<<

L´2
3

""

<<

. . .

>>

  

P 2
2

��

??

P 1
2

��

??

P2

  

>>

P´1
2

""

<<

. . .

L2
2

??

L1
2

??

L2

@@

L´1
2

<<

L´2
2

<<

ЧерезMk ми позначаємо k-те перетворення Ауслендера-Райтен τkM
решiтки M над кiльцем A2. Як показано в [11], Mk » ΩkM , k-ий си-
зигiйй M як A2-модуль, а P 1

i – це просто iн’єктивна A`-решiтка, тобто
дуальна до проективних, або, що те саме, iн’єктивна в точнiй категорiї
A`-lat. Насправдi, Pi – єдиний мiнiмальний надмодуль, а P 1

i – єдиний
максимальний пiдмодуль Bi “ A2ei. Нагадаємо, що Bi – єдинi нероз-
кладнi A2-решiтки, якi не є A`-решiтками. Вони бiєктивнi, тобно одно-
часно i проективнi, i iн’єктивнi в A2-lat. Зазначимо також, що iншi не-
звiднi A`-решiтки – це L˘1

1 (так само, як i L3 вони належать компонентi
Matp3,Zq).

Розмiрностi вiдповiдних зображень Γ заданi на наступнiй дiаграмi.
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Зауважимо, що симетрiя вiдносно центрального (пунктирного) стов-
пчика вiдповiдає дуальностi M ÞÑ M˚ “ HomZ2pM,Z2q в категорiї A2-
решiток.

Регулярна компонента для A`-решiтки така ж, як i регулярна ком-
понента для графа Γ. Вони складаються з однорiдних труб T f , що вiд-
повiдають однорiдним незвiдним многочленам з F2rts, окрiм t ´ 1 та
t2 ` t ` 1, а також двох спецiальних труб T 1 та T θ. Однорiднi труби
мають наступний вигляд:

T f1
**
44T
f
2

**
44T
f
3

))55 . . . .

В цiй компонентi перетворення Ауслендера-Райтен (або, що те саме,
сизигiй) дiє тривiально. Розмiрнiсть зображення Γ, що вiдповiдає T fk ,

дорiвнює 2kd
2kd

kd
3kd
kd

, де d “ deg f .

Спецiальнi труби мають наступний вигляд:

T 1
11

// T 1
12

//

yy

T 1
13

//

yy

. . .

yy
T 1

21
// T 1

22
//

ee

T 1
23

//

ee

. . .

ee

та

T θ11
// T θ12

//

yy

T θ13
//

yy

. . .

yy
T θ21

// T θ22
//

yy

T θ13
//

yy

. . .

yy
T θ21

// T θ22
//

]]

T θ13
//

]]

. . .

]]

Розмiрностi вiдповiдних зображень Γ визначаються наступним чи-
ном:

2k
2k

k
3k
k

for T 1
i,2k

1
1

1
1
1
` 2k

2k

k
3k
k

for T 1
1,2k`1

1
1

0
2
1
` 2k

2k

k
3k
k

for T 1
2,2k`1

4k
4k

2k
6k
2k

for T θi,3k

0
2

0
2
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ1,3k`1
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2
1

2
2
0
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ2,3k`1

2
1

0
2
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ3,3k`1

2
3

2
4
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ1,3k`2

4
2

2
4
1
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ2,3k`2

2
3

0
4
2
` 4k

4k

2k
6k
2k

for T θ3,3k`2.

Перетворення Аусленера-Райтен (або, що те саме, сизигiй) дiє наступ-

ним чином:

T 1
1k

,,T 1
2kll

T θ1k
//T θ2k

//T θ3kkk

3.2. Когомологiї. Ми хочемо обчислити когомологiї Тейта для G-ре-
шiток. Оскiльки #pGq “ 12, для кожного G-модуля M групи ĤnpG,Mq

розкладаються 2-компонентнi ĤnpG,Mq2 та 3-компонентнi ĤnpG,Mq3.
Крiм того, якщо M – решiтка, то ĤnpG,Mqp » ĤnpG,Mpq. Отже, ми
можемо окремо розглядати 2-адичний та 3-адичний випадки.

Для групи G “ A4 спектральна послiдовнiсть

Epq2 “ HppH,HqpN,Mqq ñ HnpG,Mq

вироджується в обох випадках, i в 2-адичному, i в 3-адичному. Зокрема,
для 2-адичних решiток Epq2 “ 0, якщо p ‰ 0. Таким чином, ми отриму-
ємо iзоморфiзм:

HnpG,Mq » HnpN,MqH .

Для 3-адичних решiток Epq2 “ 0, якщо q ‰ 0, а отже

HnpG,Mq » HnpC,MKq.

У 3-адичному випадку у нас є нерозкладнi решiтки Z,Zrεs,ZH та I3.
Зазначимо, що K тривiально дiє на Z3,Z3rεs та Z3H i не має нерухомих
точок на I3. Множник H – циклiчний, тому його когомологiї перiодичнi
з перiодом 2. Простi розрахунки дають:

ĤnpG,Zq “

#

F3, якщо n – парне,
0, якщо n – непарне;



146

ĤnpG,Zrεsq “

#

0, якщо n – парне,
F3, якщо n – непарне.

Iншi нерозкладнi решiтки є проективними, отже мають тривiальнi ко-

гомологiї Тейта.
Для 2-адичних решiток ми використовуємо наступний результат, ана-

логiчний до результату в [14, Lem. 2.2] та аналогiчне доведення.

Лема 3.1. Нехай M – нерозкладна A`-решiтка, що вiдповiдає зобра-

женню V сагайдака Γ розмiрностi d11
d21

d1
d3
d2

. Якщо M fi L1, тодi

Ĥ0pG,Mq » Fd12 .

Зазначимо, що маючи сагайдак Ауслендера-Райтен, лише потрiбно
дiзнатися Ĥ0pG,Mq для всiх нерозкладних M , оскiльки

ĤnpG,Mq » Ĥ0pG, τnMq, та τM “ ΩM.

Наспрадi, для кожного зображення V з преiн’єктивної компоненти са-
гайдака Ауслендера-Райтен iснує числоm|6 таке, що dim τkM “ dimM`

qω, де ω “ 2
2

1
3
1

та q P t1, 2u. Таким чином, значення d1 просто змiню-

ється на q. Це дає простий шлях для обчислення когомологiй решiток
головної компоненти. Нижче наведений результат обчислень.

Теорема 3.1. Нехай M – нерозкладна A`-решiтка з основної компо-
ненти, а саме, M “Mn`mk`i

0 , де M0 P tL1, L2, L3, P1, P2u. Тодi

Ĥqk`i´npG,Mq » Fqk`ri .
Величини m, k та ri залежать вiд M0. А саме:

Якщо M0 “ L1, тодi m “ 6, q “ 1 та

i 0 1 2 3 4 5
ri 1 0 0 1 1 0

Якщо M0 “ L2, тодi m “ 6, q “ 2 та

i 0 1 2 3 4 5
ri 0 0 2 0 2 2

Якщо M0 “ L3, тодi m “ 2, q “ 1 та r “ i.
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Якщо M0 “ P1, тодi m “ 3, q “ 1 та

i 1 2 3
r 1 0 1

Якщо M0 “ P2, тодi m “ 3, q “ 2 та

i 1 2 3
r 0 2 2

Для зображень iз труб ситуацiя навiть простiша, так як значення d1, а
отже i значення Ĥ0, заданi на сторiнцi 144 пiсля опису труб, i ми знаємо
дiю τ . Таким чином, ми можемо сформулювати наступнi результати.

Теорема 3.2.

ĤnpG,T fijq » Ĥ0pG,T fijq.

Ĥ2k`rpG,T 1
ijq » Ĥ0pG,T 1

i1,jq, де i1 залишок за модулем 2 вiд i` r;

Ĥ3k`rpG,T θijq » Ĥ0pG,T θi1,jq, де i1 залишок за модулем 3 вiд i` r.

Лiтература

[1] П. М. Гудивок, И. В. Шапочка. О p-группах Черникова. Укр. мат. журн.,
51(3):291–304, 1999.

[2] M. Auslander, I. Reiten. Almost split sequences for cohen–macaulay modules. Math.
Ann., 277:345–349, 1987.

[3] W. Bruns, J. Herzog. Cohen–Macaulay Rings. Cambridge University Press, 1993.
[4] H. Cartan, S. Eilenberg. Homological Algebra. Princeton University Press, 1956.
[5] Ch. W. Curtis, I. Reiner. Methods of representation theory with applications to

finite groups and orders, vol. 1. Wiley Interscience Publications, 1981.
[6] V. Dlab, C. M. Ringel. Indecomposable representations of graphs and algebras.Mem.

Am. Math. Soc., 173:1–57, 1976.
[7] P. Donovan, M. R. Freislich. The representation theory of finite graphs and associ-

ated algebras. Carleton Mathematical Lecture Notes, 5, 1973.
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