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Представлення деяких класiв
кватернiонних гiперголоморфних

функцiй

Т. С. Кузьменко, В. С. Шпакiвський

Abstract. In the algebra of complex quaternions HpCq we consider the
left– and right–ψ–hyperholomorphic functions, and left–Λ´ ψ–hyperholo-
morphic functions. We justify the transition in left– and right–ψ–hyper-
holomorphic functions to a simpler basis i.e., to the Cartan basis. Using
Cartan’s basis we find the solution of Cauchy–Fueter equation. By the same
method we find representations of left– and right–ψ–hyperholomorphic
functions, and representation of left–Λ´ ψ–hyperholomorphic functions.

Анотацiя. В алгебрi комплексних кватернiонiв HpCq розглянуто лiво–
i право–ψ–гiперголоморфнi функцiї, а також лiво–Λ´ψ-гiперголоморф-
нi функцiї. Обґрунтовано перехiд у лiво– i право–ψ–гiперголоморфних
функцiях до простiшого базису, а саме до базису Картана. Викори-
стовуючи базис Картана, знайдено розв’язок рiвняння Кошi–Фуетера.
Таким же методом знайдено представлення лiво– i право–ψ–гiперголо-
морфних функцiй, а також представлення лiво–Λ´ ψ–гiперголоморф-
них функцiй.

1. Вступ

Основним об’єктом дослiдження є множина, яку зазвичай називають
множиною комплексних кватернiонiв i яка традицiйно позначається че-
рез HpCq. Це асоцiативна некомутативна алгебра над полем компле-
ксних чисел, породжена елементами 1, I, J , K такими, що виконуються
наступнi правила множення:

I2 “ J2 “ K2 “ IJK “ ´1,

IJ “ ´JI “ K, JK “ ´KJ “ I, KI “ ´IK “ J,

i комплексна уявна одиниця i комутує з I, J,K. Для алгебриHpCq також
використовується назва — алгебра бiкватернiонiв.
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Розглянемо в HpCq iнший базис te1, e2, e3, e4u, який є базисом Карта-
на [7], розклад елементiв якого в базисi Гамiльтона має вигляд:

e1 “
1

2
p1` iIq, e2 “

1

2
p1´ iIq, (1.1)

де i — комплексна уявна одиниця.
Таблиця множення в базисi Картана подається у виглядi

¨ e1 e2 e3 e4

e1 e1 0 e3 0
e2 0 e2 0 e4

e3 0 e3 0 e1

e4 e4 0 e2 0

. (1.2)

При цьому одиниця алгебри має розклад 1 “ e1 ` e2 .
Вiдмiтимо, що пiдалгебра з базисом te1, e2u є алгеброю бiкомплексних

чисел BC або алгеброю комутативних кватернiонiв Сегре (див., напри-
клад, [3, 16]).

Справедливi також рiвностi:

1 “ e1 ` e2 , I “ ´ie1 ` ie2 , J “ ´ie3 ´ ie4 , K “ e4 ´ e3 . (1.3)

Очевидно, що формули (1.1) i (1.3) є формулами переходу вiд базису
Гамiльтона до базису Картана i навпаки.

Разом з базисом Гамiльтона i Картана розглянемо також базис Паулi.
Вiдомо, що комплекснi кватернiони можуть бути представленi через
матрицi Паулi:

σ0 :“

ˆ

1 0
0 1

˙

, σ1 :“

ˆ

0 1
1 0

˙

, σ2 :“

ˆ

0 ´i
i 0

˙

, σ3 :“

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

В цьому базисi таблиця множення набуває вигляду:

σ2
1 “ σ2

2 “ σ2
3 “ σ0 , σ1σ2σ3 “ iσ0 ,

σ1σ2 “ ´σ2σ1 “ iσ3 , σ2σ3 “ ´σ3σ2 “ iσ1 , σ1σ3 “ ´σ3σ1 “ iσ2 .

При цьому формули переходу вiд базису Картана до базису Паулi
мають вигляд:

e1 “ ´
1
2

`

σ0 ´ σ3

˘

, e2 “
1
2

`

σ0 ` σ3

˘

,

e3 “
1
2

`

´σ2 ´ iσ1

˘

, e4 “
1
2

`

´σ2 ` iσ1

˘

.
(1.4)
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2. Класи гiперголоморфних функцiй

Нехай ψ1 , ψ2 , ψ3 , ψ4 — фiксованi елементи алгебри HpCq з наступним
розкладом в базисi Картана:

ψ1 :“
4
ÿ

s“1

αses , αs P C, ψ2 :“
4
ÿ

s“1

βses , βs P C,

(2.1)

ψ3 :“
4
ÿ

s“1

γses , γs P C, ψ4 :“
4
ÿ

s“1

δses , δs P C.

Розглянемо змiнну z “ z1e1 ` z2e2 ` z3e3 ` z4e4 , zs P C, s “ 1, 2, 3, 4 i
функцiю

fpzq “
4
ÿ

s“1

fspz1, z2, z3, z4qes , fs : Ω Ñ HpCq,

де Ω — область в C4. Нехай компоненти fs, s “ 1, 2, 3, 4, — голоморфнi
функцiї чотирьох комплексних змiнних z1, z2, z3, z4 в Ω.

Розглянемо оператори

ψDrf spzq :“ ψ1
Bf

Bz1
` ψ2

Bf

Bz2
` ψ3

Bf

Bz3
` ψ4

Bf

Bz4
, (2.2)

Dψrf spzq :“
Bf

Bz1
ψ1 `

Bf

Bz2
ψ2 `

Bf

Bz3
ψ3 `

Bf

Bz4
ψ4 . (2.3)

Означення 2.1. Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă C4, називається лiво–ψ–
гiперголоморфною (або право–ψ–гiперголоморфною), якщо компоненти
fs є голоморфними функцiями чотирьох комплексних змiнних z1, z2,
z3, z4 в Ω i f задовольняє рiвняння

ψDrf spzq “ 0. (2.4)

(або Dψrf spzq “ 0.)

Клас ψ–гiперголоморфних функцiй в алгебрi дiйсних кватернiонiв
вперше було введено М. Шапiро та Н. Василевським в роботах [21,22].

Такий клас функцiй зацiкавив багатьох дослiдникiв. Зокрема, К. Гюр-
лебек та його учень Х. М. Нгуєн придiляють особливу увагу застосу-
ванню ψ–гiперголоморфних функцiй (див., наприклад, статтi [5, 11, 12]
та дисертацiю Г. М. Нгуєна [17]). Зауважимо, що оператори (2.2) i (2.3)
також називають ваговими операторами Дiрака. Аналiз i застосування
таких операторiв вивчаються в статтях [23,24].
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Активно дослiджуються рiзнi узагальнення ψ–гiперголоморфних фун-
кцiй. Останнiм часом стали цiкавими узагальнення на випадок дробових
похiдних (наприклад, роботи [9, 10]).

Також почали розглядати оператори бiльш загального вигляду нiж
(2.2). А саме, у статтi [8] дослiджено оператор вигляду

ψ
ΛDrf s :“ Λf ` ψ1

Bf

Bz1
` ψ2

Bf

Bz2
` ψ3

Bf

Bz3
` ψ4

Bf

Bz4
, Λ P HpCq. (2.5)

Означення 2.2. Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă C4, називається лiво–
Λ ´ ψ–гiперголоморфною, якщо компоненти fs є голоморфними функ-
цiями чотирьох комплексних змiнних z1, z2, z3, z4 в Ω i f задовольняє
рiвняння

ψ
ΛDrf spzq “ 0. (2.6)

В роботi [2] розвинуто теорiю так званих pφ, ψq–гiперголоморфних
функцiй. Завдяки матричному пiдходу, для таких функцiй узагальнено
формулу Бореля–Помпею та встановлено формули Племеля–Сохоцько-
го. Дослiдження [2] було продовжено в статтях [1, 18–20].

Разом з тим залишається вiдкритою проблема представлення (або
опису в явному виглядi) ψ–гiперголоморфних i лiво–Λ ´ ψ–гiперголо-
морфних функцiй. Ця робота присвячена вивченню саме цього питання.

2.1. Приклади. Спочатку розглянемо приклади лiво– i право–ψ–гi-
перголоморфних функцiй.

Приклад 2.1. Розглянемо область Ω Ă C2 » BC, змiнну ζ “ z1e1`z2e2

i функцiю f : Ω Ñ HpCq вигляду

f “
4
ÿ

s“1

fspz1, z2qes , fs : Ω Ñ C.

Це слiд розумiти наступним чином. Ми ототожнюємо C2 з BC. Пiсля
цього множина Ω в BC стає пiдмножиною в HpCq, а не в C2. Далi ми
розглядаємо деякi об’єкти як такi, що знаходяться в HpCq. Зокрема,
множина Ω знаходиться в HpCq. Тому ми працюємо з функцiями, якi
визначенi i приймають значення в HpCq. Тобто, ζ мiститься в областi з
HpCq: ми все вкладаємо в HpCq.

Враховуючи такi припущення, введемо наступнi означення.
Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă BC, називається право–BC–гiперголо-

морфною, якщо iснує елементи алгебри HpCq f 1rpζq такий, що

lim
εÑ0

fpζ ` εhq ´ fpζq

ε
“ h ¨ f 1rpζq @h P BC. (2.7)



106 Т. С. Кузьменко, В. С. Шпакiвський

Функцiя f : Ω Ñ HpCq, Ω Ă BC, називається лiво–BC–гiперголоморф-
ною, якщо iснує елемент алгебри HpCq f 1l pζq такий, що

lim
εÑ0

fpζ ` εhq ´ fpζq

ε
“ f 1l pζq ¨ h @h P BC. (2.8)

Умова (2.7) означає, що

Bf

Bz1
“ e1f

1
rpζq при h “ e1 (2.9)

i
Bf

Bz2
“ e2f

1
rpζq при h “ e2. (2.10)

З рiвностей (2.9) i (2.10) випливає аналог умов Кошi–Рiмана

e2
Bf

Bz1
“ e1

Bf

Bz2
. (2.11)

Аналогiчно, з рiвностi (2.8) випливає

Bf

Bz1
e2 “

Bf

Bz2
e1. (2.12)

Отже, право– i лiво–BC–гiперголоморфна функцiя є узагальненням
теорiї голоморфних функцiй в алгебрi BC (див., наприклад, [3, 16]).

Легко побачити, що множина право–BC–гiперголоморфних функцiй i
лiво–BC–гiперголоморфних функцiй є пiдмножиною лiво–ψ–гiперголо-
морфних i право–ψ–гiперголоморфних функцiй, вiдповiдно. Справдi,
для ζ “ z1e1 ` z2e2 рiвнiсть (2.11) набуває вигляду (2.4) при ψ1 “ e2,
ψ2 “ ´e1 , ψ3 “ ψ4 “ 0. Аналогiчно, право–BC–гiперголоморфнi функ-
цiї є пiдмножиною право–ψ–гiперголоморфних функцiй.

Ще один приклад вiдображень з областi в R3 в алгебру HpCq, який є
частинним випадком лiво– i право–ψ–гiперголоморфних функцiй, роз-
глянуто в роботах [13,14].

В рiвностi (2.4) покладемо ψ1 “ 1, ψ2 “ I, ψ3 “ J, ψ4 “ K. У цьому
випадку

α1 “ α2 “ 1, α3 “ α4 “ 0, β1 “ ´i, β2 “ i, β3 “ β4 “ 0,

γ1 “ γ2 “ 0, γ3 “ ´i, γ4 “ ´i, δ1 “ δ2 “ 0, δ3 “ ´1, δ4 “ 1.

Тодi рiвнiсть (2.4) набуває вигляду

Bf

Bz1
` I

Bf

Bz2
` J

Bf

Bz3
`K

Bf

Bz4
“ 0

— добре вiдоме рiвняння типу Кошi–Фуетера (див., наприклад, [6, 15]).
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2.2. Основна властивiсть лiво– i право–ψ–гiперголоморфних
функцiй.

Теорема 2.1. Нехай функцiя f лiво–ψ–гiперголоморфна (або право–ψ–
гiперголоморфна) в деякому базисi алгебри HpCq. Тодi в iншому базисi
алгебри HpCq iснує набiр функцiй Ψ :“ pΨ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4q, Ψs P HpCq, s “
1, 2, 3, 4, таких, що функцiя f є лiво–Ψ–гiперголоморфною (або право–
Ψ–гiперголоморфною).

Доведення. Доведемо цю теорему у випадку лiво–ψ–гiперголоморфних
функцiй. Нехай te1, e2, e3, e4u — базис Картана в HpCq i ti1, i2, i3, i4u —
iнший базис в HpCq. Це означає, що

e1 “ k1i1 ` k2i2 ` k3i3 ` k4i4,

e2 “ m1i1 `m2i2 `m3i3 `m4i4,

e3 “ n1i1 ` n2i2 ` n3i3 ` n4i4,

e4 “ r1i1 ` r2i2 ` r3i3 ` r4i4,

де ki,mi, ni, ri при i “ 1, 2, 3, 4, — комплекснi числа.
Розглянемо рiвнiсть

ψDrf sptq :“ ψ1
Bf

Bt1
` ψ2

Bf

Bt2
` ψ3

Bf

Bt3
` ψ4

Bf

Bt4
“ 0, (2.13)

де t :“ t1e1 ` t2e2 ` t3e3 ` t4e4, t1, t2, t3, t4 P C. У змiннiй t перейдемо
до базису ti1, i2, i3, i4u. Тодi

t “ i1pt1k1 ` t2m1 ` t3n1 ` t4r1q ` i2pt1k2 ` t2m2 ` t3n2 ` t4r2q

`i3pt1k3 ` t2m3 ` t3n3 ` t4r3q ` i4pt1k4 ` t2m4 ` t3n4 ` t4r4q.

Покладемо
z1 :“ t1k1 ` t2m1 ` t3n1 ` t4r1,

z2 :“ t1k2 ` t2m2 ` t3n2 ` t4r2,

z3 :“ t1k3 ` t2m3 ` t3n3 ` t4r3,

z4 :“ t1k4 ` t2m4 ` t3n4 ` t4r4.

(2.14)

З рiвностей (2.14) отримаємо
Bf

Bt1
“ k1

Bf

Bz1
` k2

Bf

Bz2
` k3

Bf

Bz3
` k4

Bf

Bz4
,

Bf

Bt2
“ m1

Bf

Bz1
`m2

Bf

Bz2
`m3

Bf

Bz3
`m4

Bf

Bz4
,

Bf

Bt3
“ n1

Bf

Bz1
` n2

Bf

Bz2
` n3

Bf

Bz3
` n4

Bf

Bz4
,

Bf

Bt4
“ r1

Bf

Bz1
` r2

Bf

Bz2
` r3

Bf

Bz3
` r4

Bf

Bz4
.
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Тодi рiвнiсть (2.13) рiвносильна наступнiй рiвностi:

ψDrf sptq “ pψ1k1`ψ2m1`ψ3n1`ψ4r1q
Bf

Bz1
`pψ1k2`ψ2m2`ψ3n2`ψ4r2q

Bf

Bz2

`pψ1k3`ψ2m3`ψ3n3`ψ4r3q
Bf

Bz3
`pψ1k4`ψ2m4`ψ3n4`ψ4r4q

Bf

Bz4
. (2.15)

Використовуючи позначення (2.1), маємо:

ψ1 “

4
ÿ

s“1

αses “
4
ÿ

s“1

ispα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsq,

ψ2 “

4
ÿ

s“1

βses “
4
ÿ

s“1

ispβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsq,

ψ3 “

4
ÿ

s“1

γses “
4
ÿ

s“1

ispγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsq,

ψ4 “

4
ÿ

s“1

δses “
4
ÿ

s“1

ispδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsq,

З (2.15) отримаємо

ψDrf sptq “
4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks`α2ms`α3ns`α4rsqk1`pβ1ks`β2ms`β3ns`β4rsqm1

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn1 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr1

ı

Bf

Bz1

`

4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsqk2 ` pβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsqm2

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn2 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr2

ı

Bf

Bz2

`

4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsqk3 ` pβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsqm3

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn3 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr3

ı

Bf

Bz3

`

4
ÿ

s“1

is

”

pα1ks ` α2ms ` α3ns ` α4rsqk4 ` pβ1ks ` β2ms ` β3ns ` β4rsqm4

`pγ1ks ` γ2ms ` γ3ns ` γ4rsqn4 ` pδ1ks ` δ2ms ` δ3ns ` δ4rsqr4

ı

Bf

Bz4

“: Ψ1
Bf

Bz1
`Ψ2

Bf

Bz2
`Ψ3

Bf

Bz3
`Ψ4

Bf

Bz4
“ 0.
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�

Зауваження 2.1. З цiєї теореми випливає, що надалi достатньо роз-
глядати константи ψ i функцiю f в найпростiшому базисi, тобто в базисi
Картана.

Зауваження 2.2. Вiдомо, що в алгебрах Клiффорда рiвностi
Bf

Bt0
` I

Bf

Bt1
` J

Bf

Bt2
`K

Bf

Bt3
“ 0

i ψDrf sptq “ 0 спiвпадають з точнiстю до ортогонального перетворення.

Зазначимо, що теорема 2.1 є саме цим твердженням, але сформульо-
ване в iнших термiнах.

3. Застосування до розв’язання рiвняння типу
Кошi–Фуетера

Тепер встановимо зв’язок мiж розв’язками рiвняння

Drf sptq :“
Bf

Bt0
` I

Bf

Bt1
` J

Bf

Bt2
`K

Bf

Bt3
“ 0, (3.1)

де t :“ t0` t1I` t2J` t3K, t0, t1, t2, t3 P C, i розв’язками рiвняння (2.4).
З цiєю метою в змiннiй t перейдемо до базису Картана. Тодi

t “ t0pe1 ` e2q ` t1p´ie1 ` ie2q ` t2p´ie3 ´ ie4q ` t3pe4 ´ e3q

“ pt0 ´ it1qe1 ` pt0 ` it1qe2 ` p´it2 ´ t3qe3 ` p´it2 ` t3qe4.

Позначимо через

z1 :“ t0 ´ it1, z2 :“ t0 ` it1, z3 :“ ´it2 ´ t3, z4 :“ ´it2 ` t3. (3.2)

З рiвностей (3.2) отримаємо
Bf

Bt0
“
Bf

Bz1
`
Bf

Bz2
,

Bf

Bt1
“ ´i

Bf

Bz1
` i

Bf

Bz2
,

Bf

Bt2
“ ´i

Bf

Bz3
´ i

Bf

Bz4
,

Bf

Bt3
“ ´

Bf

Bz3
`
Bf

Bz4
.

Тодi рiвняння (3.1) рiвносильне рiвнянню

Drf s “
Bf

Bz1
`
Bf

Bz2
´ iI

Bf

Bz1
` iI

Bf

Bz2
´ iJ

Bf

Bz3
´ iJ

Bf

Bz4
´K

Bf

Bz3
`K

Bf

Bz4

“ p1´ iIq
Bf

Bz1
` p1` iIq

Bf

Bz2
` p´iJ ´Kq

Bf

Bz3
` p´iJ `Kq

Bf

Bz4

“ 2

ˆ

e2
Bf

Bz1
` e1

Bf

Bz2
´ e4

Bf

Bz3
´ e3

Bf

Bz4

˙

“ 0.

Таким чином доведено теорему.
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Теорема 3.1. Функцiя f змiнної t “ t0 ` t1I ` t2J ` t3K задовольняє
рiвняння (3.1) тодi i тiльки тодi, коли функцiя f змiнної z “ z1e1 `

z2e2 ` z3e3 ` z4e4 задовольняє рiвняння

e2
Bf

Bz1
` e1

Bf

Bz2
´ e4

Bf

Bz3
´ e3

Bf

Bz4
“ 0, (3.3)

де z i t пов’язанi спiввiдношеннями (3.2).

Тепер розв’яжемо рiвняння (3.3).

e2
Bf

Bz1
“ e2

ˆ

Bf1

Bz1
e1 `

Bf2

Bz1
e2 `

Bf3

Bz1
e3 `

Bf4

Bz1
e4

˙

“
Bf2

Bz1
e2 `

Bf4

Bz1
e4 ,

e1
Bf

Bz2
“
Bf1

Bz2
e1 `

Bf3

Bz2
e3 ,

e4
Bf

Bz3
“
Bf1

Bz3
e4 `

Bf3

Bz3
e2 ,

e3
Bf

Bz4
“
Bf2

Bz4
e3 `

Bf4

Bz4
e1 .

Рiвняння (3.3) рiвносильне системi рiвнянь
Bf1

Bz2
“
Bf4

Bz4
,

Bf2

Bz1
“
Bf3

Bz3
,

Bf3

Bz2
“
Bf2

Bz4
,

Bf4

Bz1
“
Bf1

Bz3
.

Маємо двi незалежнi системи
Bf1

Bz2
“
Bf4

Bz4
,

Bf1

Bz3
“
Bf4

Bz1
(3.4)

i
Bf2

Bz1
“
Bf3

Bz3
,

Bf2

Bz4
“
Bf3

Bz2
. (3.5)

Розв’язком системи (3.4) в однозв’язнiй областi Ω є довiльна голо-
морфна функцiя

f1 “ f1pz2, z3q

i
f4 “ z4

Bf1

Bz2
` z1

Bf1

Bz3
.

Розв’язком системи (3.5) в однозв’язнiй областi Ω є довiльна голо-
морфна функцiя

f2 “ f2pz1, z4q

i
f3 “ z3

Bf2

Bz1
` z2

Bf2

Bz4
.



Представлення деяких класiв кватернiонних гiперголоморфних функцiй 111

Отже, маємо розв’язок рiвняння (3.3):

fpzq “ f1pz2, z3qe1 ` f2pz1, z4qe2

`

ˆ

z3
Bf2

Bz1
` z2

Bf2

Bz4

˙

e3 `

ˆ

z4
Bf1

Bz2
` z1

Bf1

Bz3

˙

e4 . (3.6)

Таким чином, згiдно з теоремою 3.1 ми отримали

Теорема 3.2. В однозв’язнiй областi функцiя (3.6), де z1, z2, z3, z4 за-
данi спiввiдношеннями (3.2), задовольняє рiвнiсть (3.1).

Твердження 3.1. В однозв’язнiй областi функцiя (3.6) задовольняє
чотиривимiрне комплексне рiвняння Лапласа

∆C4f :“
B2f

Bt21
`
B2f

Bt22
`
B2f

Bt23
`
B2f

Bt24
“ 0. (3.7)

Про рiвняння (3.7) та його зв’язок з рiвнянням Кошi-Фуетера див.
у [15].

4. Представлення лiво–ψ–гiперголоморфних функцiй у
спецiальному випадку

Знайдемо загальний розв’язок рiвняння (2.4) для спецiального вибо-
ру параметрiв ψ1, ψ2, ψ3 i ψ4. З цiєю метою, перетворимо рiвняння (2.4)
в систему чотирьох диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних. Те-
пер маємо

ψ1
Bf

Bz1
“ pα1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4q

ˆ

Bf1

Bz1
e1 `

Bf2

Bz1
e2 `

Bf3

Bz1
e3 `

Bf4

Bz1
e4

˙

“
Bf1

Bz1
α1e1 `

Bf3

Bz1
α1e3 `

Bf2

Bz1
α2e2 `

Bf4

Bz1
α2e4

`
Bf2

Bz1
α3e3 `

Bf4

Bz1
α3e1 `

Bf1

Bz1
α4e4 `

Bf3

Bz1
α4e2

“
B

Bz1
pα1f1 ` α3f4q e1 `

B

Bz1
pα2f2 ` α4f3q e2

`
B

Bz1
pα1f3 ` α3f2q e3 `

B

Bz1
pα2f4 ` α4f1q e4.

Аналогiчно,

ψ2
Bf

Bz2
“

B

Bz2
pβ1f1 ` β3f4q e1 `

B

Bz2
pβ2f2 ` β4f3q e2

`
B

Bz2
pβ1f3 ` β3f2q e3 `

B

Bz2
pβ2f4 ` β4f1q e4,
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ψ3
Bf

Bz3
“

B

Bz3
pγ1f1 ` γ3f4q e1 `

B

Bz3
pγ2f2 ` γ4f3q e2

`
B

Bz3
pγ1f3 ` γ3f2q e3 `

B

Bz3
pγ2f4 ` γ4f1q e4,

ψ4
Bf

Bz4
“

B

Bz4
pδ1f1 ` δ3f4q e1 `

B

Bz4
pδ2f2 ` δ4f3q e2

`
B

Bz4
pδ1f3 ` δ3f2q e3 `

B

Bz4
pδ2f4 ` δ4f1q e4.

Тодi рiвняння (2.4) рiвносильне системi

B

Bz1
pα1f1`α3f4q`

B

Bz2
pβ1f1`β3f4q`

B

Bz3
pγ1f1`γ3f4q`

B

Bz4
pδ1f1`δ3f4q “ 0,

B

Bz1
pα2f2`α4f3q`

B

Bz2
pβ2f2`β4f3q`

B

Bz3
pγ2f2`γ4f3q`

B

Bz4
pδ2f2`δ4f3q “ 0,

(4.1)

B

Bz1
pα1f3`α3f2q`

B

Bz2
pβ1f3`β3f2q`

B

Bz3
pγ1f3`γ3f2q`

B

Bz4
pδ1f3`δ3f2q “ 0,

B

Bz1
pα2f4`α4f1q`

B

Bz2
pβ2f4`β4f1q`

B

Bz3
pγ2f4`γ4f1q`

B

Bz4
pδ2f4`δ4f1q “ 0.

Теорема 4.1. Нехай

ψ1 “ α1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4, α1α2 ‰ α3α4 ,

ψ2 “ λα1e1 ` µα2e2 ` µα3e3 ` λα4e4,

ψ3 “ θα1e1 ` ϑα2e2 ` ϑα3e3 ` θα4e4,

ψ4 “ να1e1 ` ηα2e2 ` ηα3e3 ` να4e4,

(4.2)

де α1, α2, α3, α4, λ, µ, θ, ϑ, ν, η — довiльнi комплекснi числа. Тодi кожна
лiво–ψ–гiперголоморфна функцiя набуває вигляду

fpzq “ f1prζ2, rζ3, rζ4qe1 ` f2pζ2, ζ3, ζ4qe2 ` f3prζ2, rζ3, rζ4qe3 ` f4pζ2, ζ3, ζ4qe4,
(4.3)

де
rζ2 :“ λz1 ´ z2, rζ3 :“ θz1 ´ z3, rζ4 :“ νz1 ´ z4,

ζ2 :“ µz1 ´ z2, ζ3 :“ ϑz1 ´ z3, ζ4 :“ ηz1 ´ z4,
(4.4)

i f1, f2, f3, f4 — довiльнi голоморфнi функцiї своїх трьох аргументiв.
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Доведення. Для вибраних параметрiв (4.2) перше рiвняння системи (4.1)
набуває вигляду

B

Bz1
pα1f1 ` α3f4q `

B

Bz2
pλα1f1 ` µα3f4q

`
B

Bz3
pθα1f1 ` ϑα3f4q `

B

Bz4
pνα1f1 ` ηα3f4q “ 0. (4.5)

Аналогiчно, для вибраних параметрiв (4.2) четверте рiвняння систе-
ми (4.1) набуває вигляду

B

Bz1
pα4f1 ` α2f4q `

B

Bz2
pλα4f1 ` µα2f4q

`
B

Bz3
pθα4f1 ` ϑα2f4q `

B

Bz4
pνα4f1 ` ηα2f4q “ 0. (4.6)

Розглянемо рiзницю мiж рiвнянням (4.5), домноженим на α2, i рiв-
нянням (4.6), домноженим на α3. Тодi отримаємо рiвнiсть

B

Bz1

´

f1pα1α2 ´ α3α4q ` f4pα2α3 ´ α2α3q

¯

`
B

Bz2

´

f1pλα1α2 ´ λα3α4q ` f4pµα2α3 ´ µα2α3q

¯

`
B

Bz3

´

f1pθα1α2 ´ θα3α4q ` f4pϑα2α3 ´ ϑα2α3q

¯

`
B

Bz4

´

f1pνα1α2 ´ να3α4q ` f4pηα2α3 ´ ηα2α3q

¯

“ 0.

Отже, маємо
Bf1

Bz1
` λ

Bf1

Bz2
` θ

Bf1

Bz3
` ν

Bf1

Bz4
“ 0. (4.7)

Для рiвняння (4.7) розглянемо характеристичне рiвняння
dz1

1
“
dz2

λ
“
dz3

θ
“
dz4

ν
. (4.8)

Розв’язками системи (4.8) є iнтеграли

c2 “ λz1 ´ z2, c3 “ θz1 ´ z3, c4 “ νz1 ´ z4.

Отже, загальний розв’язок рiвняння (4.7) має вигляд

f1 “ f1prζ2, rζ3, rζ4q,

де rζ2, rζ3, rζ4 визначенi рiвностями (4.4).
Вiдмiтимо, що полiноми (4.4) є аналогами добре вiдомих полiномiв

Фуетера [4].
Аналогiчно можна отримати представлення для компонент f2, f3, f4.

�
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Отже, формула (4.3) дає представлення лiво–ψ–гiперголоморфної функ-
цiї за умови спецiального вибору ψ.

Зауваження 4.1. Використовуючи формули (1.4), можна записати пред-
ставлення (4.3) в базисi Паулi:

fpzq “
´

f1prζ2, rζ3, rζ4q ` f2pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ0`

´

if3prζ2, rζ3, rζ4q ´ if4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ1

`

´

´f3prζ2, rζ3, rζ4q ´ f4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ2 `

´

f2pζ2, ζ3, ζ4q ´ f1prζ2, rζ3, rζ4q

¯

σ3 .

5. Представлення право–ψ–гiперголоморфних функцiй у
спецiальному випадку

В цьому роздiлi будемо шукати загальний розв’язок рiвняння

Dψrf spzq “
Bf

Bz1
ψ1 `

Bf

Bz2
ψ2 `

Bf

Bz3
ψ3 `

Bf

Bz4
ψ4 “ 0 (5.1)

при спецiальному виборi параметрiв ψ1, ψ2, ψ3 i ψ4. З цiєю метою пере-
творимо рiвняння (5.1) в систему чотирьох диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних. Маємо
Bf

Bz1
ψ1 “

ˆ

Bf1

Bz1
e1 `

Bf2

Bz1
e2 `

Bf3

Bz1
e3 `

Bf4

Bz1
e4

˙

pα1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4q

“
Bf1

Bz1
α1e1 `

Bf1

Bz1
α3e3 `

Bf2

Bz1
α2e2 `

Bf2

Bz1
α4e4

`
Bf3

Bz1
α2e3 `

Bf3

Bz1
α4e1 `

Bf4

Bz1
α1e4 `

Bf4

Bz1
α3e2

“
B

Bz1
pα1f1 ` α4f3q e1 `

B

Bz1
pα2f2 ` α3f4q e2

`
B

Bz1
pα3f1 ` α2f3q e3 `

B

Bz1
pα4f2 ` α1f4q e4.

Аналогiчно,
Bf

Bz2
ψ2 “

B

Bz2
pβ1f1 ` β4f3q e1 `

B

Bz2
pβ2f2 ` β3f4q e2

`
B

Bz2
pβ3f1 ` β2f3q e3 `

B

Bz2
pβ4f2 ` β1f4q e4,

Bf

Bz3
ψ3 “

B

Bz3
pγ1f1 ` γ4f3q e1 `

B

Bz3
pγ2f2 ` γ3f4q e2

`
B

Bz3
pγ3f1 ` γ2f3q e3 `

B

Bz3
pγ4f2 ` γ1f4q e4,

Bf

Bz4
ψ4 “

B

Bz4
pδ1f1 ` δ4f3q e1 `

B

Bz4
pδ2f2 ` δ3f4q e2
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`
B

Bz4
pδ3f1 ` δ2f3q e3 `

B

Bz4
pδ4f2 ` δ1f4q e4.

Тодi рiвняння (5.1) рiвносильне системi
B

Bz1
pα1f1`α4f3q`

B

Bz2
pβ1f1`β4f3q`

B

Bz3
pγ1f1`γ4f3q`

B

Bz4
pδ1f1`δ4f3q “ 0,

B

Bz1
pα2f2`α3f4q`

B

Bz2
pβ2f2`β3f4q`

B

Bz3
pγ2f2`γ3f4q`

B

Bz4
pδ2f2`δ3f4q “ 0,

(5.2)
B

Bz1
pα3f1`α2f3q`

B

Bz2
pβ3f1`β2f3q`

B

Bz3
pγ3f1`γ2f3q`

B

Bz4
pδ3f1`δ2f3q “ 0,

B

Bz1
pα4f2`α1f4q`

B

Bz2
pβ4f2`β1f4q`

B

Bz3
pγ4f2`γ1f4q`

B

Bz4
pδ4f2`δ1f4q “ 0.

Теорема 5.1. Нехай
ψ1 “ α1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4, α1α2 ‰ α3α4 ,

ψ2 “ µα1e1 ` λα2e2 ` µα3e3 ` λα4e4,

ψ3 “ ϑα1e1 ` θα2e2 ` ϑα3e3 ` θα4e4,

ψ4 “ ηα1e1 ` να2e2 ` ηα3e3 ` να4e4,

(5.3)

де α1, α2, α3, α4, λ, µ, θ, ϑ, ν, η — довiльнi комплекснi числа. Тодi кожна
право–ψ–гiперголоморфна функцiя набуває вигляду

fpzq “ f1pζ2, ζ3, ζ4qe1 ` f2prζ2, rζ3, rζ4qe2 ` f3prζ2, rζ3, rζ4qe3 ` f4pζ2, ζ3, ζ4qe4,
(5.4)

де ζ2, ζ3, ζ4, rζ2, rζ3, rζ4 визначенi рiвностями (4.4) i f1, f2, f3, f4 — довiльнi
голоморфнi функцiї трьох вiдповiдних аргументiв.

Доведення. Для вибраних параметрiв (5.3) перше рiвняння системи (5.2)
набуває вигляду

B

Bz1
pα1f1 ` α4f3q `

B

Bz2
pµα1f1 ` λα4f3q`

`
B

Bz3
pϑα1f1 ` θα4f3q `

B

Bz4
pηα1f1 ` να4f3q “ 0. (5.5)

Аналогiчно, для вибраних параметрiв (5.3) третє рiвняння системи
(5.2) має вигляд

B

Bz1
pα3f1 ` α2f3q `

B

Bz2
pµα3f1 ` λα2f3q

`
B

Bz3
pϑα3f1 ` θα2f3q `

B

Bz4
pηα3f1 ` να2f3q “ 0. (5.6)
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Розглянемо рiзницю мiж рiвнянням (5.5), домноженим на α2 i рiвнян-
ням (5.6), домноженим на α4. Тодi отримаємо наступну рiвнiсть

B

Bz1

´

f1pα1α2 ´ α3α4q ` f3pα2α4 ´ α2α4q

¯

`
B

Bz2

´

µf1pα1α2 ´ α3α4q ` λf3pα2α4 ´ α2α4q

¯

`
B

Bz3

´

ϑf1pα1α2 ´ α3α4q ` θf3pα2α4 ´ α2α4q

¯

`
B

Bz4

´

ηf1pα1α2 ´ α3α4q ` νf3pα2α3 ´ α2α3q

¯

“ 0.

Отже, маємо рiвняння
Bf1

Bz1
` µ

Bf1

Bz2
` ϑ

Bf1

Bz3
` η

Bf1

Bz4
“ 0. (5.7)

Для рiвняння (5.7) розглянемо характеристичне рiвняння
dz1

1
“
dz2

µ
“
dz3

ϑ
“
dz4

η
. (5.8)

Розв’язками системи (5.8) є iнтеграли

c2 “ µz1 ´ z2, c3 “ ϑz1 ´ z3, c4 “ ηz1 ´ z4.

Таким чином, загальний розв’язок рiвняння (5.7) набуває вигляду

f1 “ f1pζ2, ζ3, ζ4q,

де ζ2, ζ3, ζ4 визначенi рiвностями (4.4).
Аналогiчно, отримуємо розклади компонент f2, f3, f4. �

Отже, формула (5.4) дає представлення право–ψ–гiперголоморфної
функцiї при спецiальному виборi ψ.

Порiвнюючи представлення (4.3) i (5.4), отримаємо наступне твер-
дження.

Твердження 5.1. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi функ-
цiя f є одночасно лiво– i право–ψ–гiперголоморфною, якщо вона при-
ймає значення на множинi th3e3 ` h4e4 : h3, h4 P Cu.

Зауваження 5.1. Використовуючи формули (1.4) можемо записати
представлення (5.4) в базисi Паулi:

fpzq “
´

f1pζ2, ζ3, ζ4q ` f2prζ2, rζ3, rζ4q

¯

σ0`

´

if3prζ2, rζ3, rζ4q ´ if4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ1

`

´

´f3prζ2, rζ3, rζ4q ´ f4pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ2 `

´

f2prζ2, rζ3, rζ4q ´ f1pζ2, ζ3, ζ4q

¯

σ3 .
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6. Представлення лiво–Λ´ ψ–гiперголоморфних функцiй у
спецiальному випадку

У цьому роздiлi розглянемо оператор (2.5) i рiвняння (2.6). Тепер бу-
демо шукати представлення лiво–Λ´ψ–гiперголоморфних функцiй при
спецiальному виборi параметрiв ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 i Λ. З цiєю метою пере-
творимо рiвняння (2.6) в систему чотирьох диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних. Позначимо через

Λ :“ Λ1e1 ` Λ2e2 ` Λ3e3 ` Λ4e4. (6.1)

Використовуючи результати роздiлу 4, отримаємо рiвняння (2.6) рiв-
носильне неоднорiднiй системи диференцiальних рiвнянь в частинних
похiдних
B
Bz1
pα1f1 ` α3f4q `

B
Bz2
pβ1f1 ` β3f4q `

B
Bz3
pγ1f1 ` γ3f4q `

B
Bz4
pδ1f1 ` δ3f4q

“ ´Λ1f1 ´ Λ3f4
B
Bz1
pα2f2 ` α4f3q `

B
Bz2
pβ2f2 ` β4f3q `

B
Bz3
pγ2f2 ` γ4f3q `

B
Bz4
pδ2f2 ` δ4f3q

“ ´Λ2f2 ´ Λ4f3
B
Bz1
pα1f3 ` α3f2q `

B
Bz2
pβ1f3 ` β3f2q `

B
Bz3
pγ1f3 ` γ3f2q `

B
Bz4
pδ1f3 ` δ3f2q

“ ´Λ1f3 ´ Λ3f2
B
Bz1
pα2f4 ` α4f1q `

B
Bz2
pβ2f4 ` β4f1q `

B
Bz3
pγ2f4 ` γ4f1q `

B
Bz4
pδ2f4 ` δ4f1q

“ ´Λ4f1 ´ Λ2f4

(6.2)

Теорема 6.1. Нехай
ψ1 “ α1e1 ` α2e2 ` α3e3 ` α4e4, α1α2 ‰ α3α4 ,

ψ2 “ λα1e1 ` µα2e2 ` µα3e3 ` λα4e4,

ψ3 “ θα1e1 ` ϑα2e2 ` ϑα3e3 ` θα4e4,

ψ4 “ να1e1 ` ηα2e2 ` ηα3e3 ` να4e4,

(6.3)

де α1, α2, α3, α4, λ, µ, θ, ϑ, ν, η — довiльнi комплекснi числа. Крiм того,
нехай Λ має вигляд (6.1) такий, що

α2Λ3 “ α3Λ2 , α1Λ4 “ α4Λ1 . (6.4)

Тодi кожна лiво–Λ´ ψ–гiперголомофрна функцiя набуває вигляду

fpzq “ e1 Φ1prζ2, rζ3, rζ4q ¨ exp
´α3Λ4 ´ α2Λ1

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

`e2 Φ2pζ2, ζ3, ζ4q ¨ exp
´α4Λ3 ´ α1Λ2

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

(6.5)

`e3 Φ3prζ2, rζ3, rζ4q ¨ exp
´α3Λ4 ´ α2Λ1

α1α2 ´ α3α4
z1

¯
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`e4 Φ4pζ2, ζ3, ζ4q ¨ exp
´α4Λ3 ´ α1Λ2

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

,

де rζ2, rζ3, rζ4, ζ2, ζ3, ζ4 визначенi спiввiдношеннями (4.4), а Φ1,Φ2,Φ3,Φ4 —
довiльнi голоморфнi функцiї трьох комплексних змiнних.

Доведення. Для заданих параметрiв (6.3) перше рiвняння системи (6.2)
набуває вигляду

B

Bz1
pα1f1 ` α3f4q `

B

Bz2
pλα1f1 ` µα3f4q`

`
B

Bz3
pθα1f1 ` ϑα3f4q `

B

Bz4
pνα1f1 ` ηα3f4q “ ´Λ1f1 ´ Λ3f4. (6.6)

Аналогiчно, для параметрiв (6.3) четверте рiвняння системи (6.2) на-
буває вигляду

B

Bz1
pα4f1 ` α2f4q `

B

Bz2
pλα4f1 ` µα2f4q

`
B

Bz3
pθα4f1 ` ϑα2f4q `

B

Bz4
pνα4f1 ` ηα2f4q “ ´Λ4f1 ´ Λ2f4. (6.7)

Розглянемо рiзницю мiж рiвнянням (6.6), домноженим на α2, i рiв-
нянням (6.7), домноженим на α3. Тодi враховуючи (6.4), отримаємо на-
ступну рiвнiсть

B

Bz1

´

f1pα1α2 ´ α3α4q ` f4pα2α3 ´ α2α3q

¯

`
B

Bz2

´

f1pλα1α2 ´ λα3α4q ` f4pµα2α3 ´ µα2α3q

¯

`
B

Bz3

´

f1pθα1α2 ´ θα3α4q ` f4pϑα2α3 ´ ϑα2α3q

¯

`
B

Bz4

´

f1pνα1α2 ´ να3α4q ` f4pηα2α3 ´ ηα2α3q

¯

“ pΛ4α3 ´ Λ1α2qf1.

Отже, маємо рiвняння
Bf1

Bz1
` λ

Bf1

Bz2
` θ

Bf1

Bz3
` ν

Bf1

Bz4
“

Λ4α3 ´ Λ1α2

α1α2 ´ α3α4
f1. (6.8)

Для рiвняння (6.8) розглянемо характеристичне рiвняння
dz1

1
“
dz2

λ
“
dz3

θ
“
dz4

ν
“
pα1α2 ´ α3α4q d f1

pΛ4α3 ´ Λ1α2qf1
. (6.9)

Розв’язками системи (6.9) є iнтеграли

c2 “ λz1 ´ z2, c3 “ θz1 ´ z3, c4 “ νz1 ´ z4,

c5 “ ln f1 `
α2Λ1 ´ α3Λ4

α1α2 ´ α3α4
z1.
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Отже, загальний розв’язок рiвняння (6.8) має вигляд

f1 “ Φ1prζ2, rζ3, rζ4q ¨ exp
´α3Λ4 ´ α2Λ1

α1α2 ´ α3α4
z1

¯

,

де rζ2, rζ3, rζ4 визначенi рiвностями (4.4), а Φ1 — довiльна голоморфна
функцiя трьох комплексних змiнних.

Аналогiчно можна отримати представлення для компонент f2, f3, f4.
�

Отже, формула (6.5) дає представлення лiво–Λ´ψ–гiперголоморфної
функцiї при спецiальному виборi Λ i ψ.

Зауваження 6.1. З рiвностей (2.2) i (2.5) випливає, що при Λ “ 0
множина лiво–Λ ´ ψ–гiперголоморфних функцiй спiвпадає з множи-
ною лiво–ψ–гiперголоморфних функцiй. Це засвiдчують теоремами 4.1
i 6.1, оскiльки представлення (6.5) спiвпадає з представленням (4.3) при
Λ “ 0.
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[9] J. González-Cervantes, J. Bory-Reyes. A fractional borel–pompeiu type formula and
a related fractional ψ–fueter operator with respect to a vectorvalued function. Math.
Meth. Appl. Sci., 46(2):2012–2022, 2023.
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[19] D. Santiesteban, R. Blaya„ M. P. Á. Alejandre. On pφ, ψq–inframonogenic functions
in clifford analysis. Bull Braz. Math. Soc., 53(2):605–621, 2022.

[20] J. Serrano, R. Blaya„ J. Sánchez-Ortiz. On a riemann-hilbert problem for φ–
hyperholomorphic functions in Rm. Analysis and Mathematical Physics, 13(84),
2023.

[21] M. Shapiro, N. Vasilevski. Quaternionic ψ–hyperholomorphic functions, singular
integral operators and boundary value problems i. ψ–hyperholomorphic function
theory. Complex Variables Theory and Application, 27(1):17–46, 1995.

[22] M. Shapiro, N. Vasilevski. Quaternionic ψ–hyperholomorphic functions, singular
integral operators and boundary value problems ii. algebras of singular lntegral
operators and riemann type boundary value problems. Complex Variables Theory
and Application, 27(1):67–96, 1995.

[23] J. Vanegas, F. Vargas. On weighted dirac operators and their fundamental solutions
for anisotropic media. Adv. Appl. Clifford Algebras, 28(46), 2018.

[24] J. Vanegas, F. Vargas. On weighted dirac operators and their fundamental solutions.
Quaestiones Mathematicae, 43(3):383–393, 2020.

Т. С. Кузьменко
Житомирський вiйськовий iнститут iменi С. П. Корольова, м. Житомир
Email: kuzmenko.ts15@gmail.com
ORCID: 0000-0001-9052-6230

В. С. Шпакiвський
Iнститут математики НАН України, м. Київ
Email: shpakivskyi86d@gmail.com
ORCID: 0000-0003-4256-8975

mailto:kuzmenko.ts15@gmail.com
http://orcid.org/0000-0001-9052-6230
mailto:shpakivskyi86d@gmail.com
http://orcid.org/0000-0003-4256-8975

	Кузьменко-Шпаківський
	1. Вступ
	2. Класи гіперголоморфних функцій
	2.1. Приклади
	2.2. Основна властивість ліво- і право-psi-гіперголоморфних функцій

	3. Застосування до розв'язання рівняння типу Коші-Фуетера
	4. Представлення ліво-psi-гіперголоморфних функцій у спеціальному випадку
	5. Представлення право-psi-гіперголоморфних функцій у спеціальному випадку
	6. Представлення ліво-Lambda-psi-гіперголоморфних функцій у спеціальному випадку
	Література

