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Abstract. In the paper the asymptotic behavior at in�nity of ring Q-
homeomorphisms with respect to the p-modulus as p ě n and lower Q-
homeomorphisms with respect to the p-modulus as n ´ 1 ă p ď n in the
space Rn, n ě 2, has been investigated.

Àíîòàöiÿ. Ó ñòàòòi äîñëiäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà íà íåñêií-
÷åííîñòi êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ě n òà
íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ď n ó ïðî-
ñòîði Rn, n ě 2.

1. Âñòóï

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ, äèâ. [50]. Íåõàé çàäàíî ñiì'þ Γ êðèâèõ
γ ó ïðîñòîði Rn, n ě 2. Áîðåëåâó ôóíêöiþ ρ : Rn Ñ r0,8s íàçèâàþòü
äîïóñòèìîþ äëÿ Γ (ïèøóòü ρ P admΓ), ÿêùî

ż

γ

ρpxq ds ě 1

äëÿ êîæíî¨ (ëîêàëüíî ñïðÿìëþâàíî¨) êðèâî¨ γ P Γ.
Íåõàé p P p1,8q. Òîäi p-ìîäóëåì ñiì'¨ Γ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

MppΓq “ inf
ρPadmΓ

ż

Rn

ρppxq dmpxq ,

äå dmpxq ïîçíà÷à¹ ìiðó Ëåáåãà â Rn.
Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n ě 2, x0 P D òà d0 “ distpx0, BDq. Äëÿ

äîâiëüíèõ ìíîæèí E, F i G ïðîñòîðó Rn ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆pE,F,Gq
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ñiì'þ âñiõ íåïåðåðâíèõ êðèâèõ γ : ra, bs Ñ Rn, ÿêi ç'¹äíóþòü E i F ó G,
òîáòî γpaq P E, γpbq P F i γptq P G ïðè a ă t ă b. Ïîêëàäåìî

Apx0, r1, r2q “ tx P Rn : r1 ă |x´ x0| ă r2u ,

Si “ Spx0, riq “ tx P Rn : |x´ x0| “ riu , i “ 1, 2 .

Íåõàé Q : D Ñ r0,8s � âèìiðíà ôóíêöiÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ãîìåîìîð-
ôiçì f : D Ñ Rn íàçèâà¹òüñÿ Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ,
ÿêùî íåðiâíiñòü

MppfΓq ď
ż

D

Qpxq ρppxq dmpxq (1.1)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ Γ êðèâèõ â îáëàñòi D òà äîâiëüíî¨ äîïó-
ñòèìî¨ ôóíêöi¨ ρ äëÿ Γ.
Öå îçíà÷åííÿ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ãåîìåòðè÷íîãî îçíà÷åí-

íÿ êâàçiêîíôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ: ÿêùî Qpxq ď K ă 8 ì.ñ. (ìàéæå
ñêðiçü), òî f ¹ êâàçiêîíôîðìíèì äëÿ p “ 2 íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi C
(äèâ. îçíà÷åííÿ A, ñ. 21�22 ó [1]), äëÿ p “ n ó ïðîñòîði Rn, n ě 2,
(äèâ. 13.1 òà 34.6 ó [50]), ìà¹ âëàñòèâiñòü ëîêàëüíî¨ ëiïøèöåâîñòi äëÿ
n ´ 1 ă p ă n òà f´1 ¹ ëiïøèöåâèì äëÿ p ą n, ïðè÷îìó ìåæi äëÿ
p ¹ òî÷íèìè (äèâ. [7]). Çàóâàæèìî, ùî îöiíêà òèïó (1.1) âïåðøå áóëà
âñòàíîâëåíà ó êëàñè÷íié êâàçiêîíôîðìíié òåîði¨ (äèâ. [20], ñ. 221). Äàëi
öå áóëî îòðèìàíî ó [2], ëåìà 2.1, äëÿ êâàçiêîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü ó
ïðîñòîði Rn, n ě 2. Êëàñ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî n-ìîäóëÿ âïåðøå
áóëî ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ [22, 23], äèâ. òàêîæ ìîíîãðàôiþ [24]. Ãîëîâ-
íîþ ìåòîþ òåîði¨ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ ¹ âñòàíîâëåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ âçà¹-
ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ âëàñòèâîñòÿìè ìàæîðàíòè Qpxq òà âiäïîâiäíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè ñàìèõ âiäîáðàæåíü. Çîêðåìà, çàäà÷i ïðî ëîêàëüíó òà ìåæîâó
ïîâåäiíêó Q-ãîìåîìîðôiçìiâ áóëè äîñëiäæåíi ó ïðîñòîði Rn ñïî÷àòêó
äëÿ âèïàäêó Q P BMO (îáìåæåíîãî ñåðåäíüîãî êîëèâàííÿ) ó ðîáî-
òàõ [22, 23], à ïîòiì äëÿ âèïàäêó Q P FMO (ñêií÷åííîãî ñåðåäíüîãî
êîëèâàííÿ) òà äëÿ iíøèõ âèïàäêiâ ó ðîáîòàõ [33,54,55].
Íàñòóïíå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíþ¹ òà ëîêàëiçó¹ îçíà÷åííÿ Q-ãîìåîìîð-

ôiçìó. Âîíî çóìîâëåíå êiëüöåâèì îçíà÷åííÿì êâàçiêîíîôîðìíèõ âiäî-
áðàæåíü çà Ãåðiíãîì (äèâ. [6]), ñïî÷àòêó ââåäåíå Â. Ðÿçàíîâèì, Ó. Ñð¹-
áðî òà Å. ßêóáîâèì íà ïëîùèíi (äèâ. [27�32]) òà ïiçíiøå óçàãàëüíåíå
Â. Ðÿçàíîâèì i �. Ñåâîñòüÿíîâèì ó ïðîñòîði Rn , n ě 2, (äèâ. [24], ðîç-
äiëè VII, XI).
Íåõàé Q : D Ñ r0,8s � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ. Ãîìåîìîð-

ôiçì f : D Ñ Rn íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî
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p-ìîäóëÿ â òî÷öi x0 P D, ÿêùî ñïiââiäíîøåííÿ
Mpp∆pfS1, fS2, fDqq ď

ż

A

Qpxq ηpp|x´ x0|q dmpxq (1.2)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî êiëüöÿ A “ Apx0, r1, r2q , 0 ă r1 ă r2 ă d0,
d0 “ distpx0, BDq, i äëÿ êîæíî¨ âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ η : pr1, r2q Ñ r0,8s
òàêî¨, ùî

r2ż

r1

ηprq dr “ 1 .

Ãîìåîìîðôiçì f : D Ñ Rn íàçèâàþòü êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì
âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â îáëàñòi D, ÿêùî óìîâà (1.2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè x0 P D . Êiëüöåâi Q-ãîìåîìîðôiçìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè
p “ n íàçèâàþòü êiëüöåâèìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè (ó òî÷öi x0 P D ÷è â
îáëàñòi D).
Òåîðiÿ êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó ïðîñòîði Rn

ïðè p “ n äîñëiäæóâàëàñü ó ðîáîòàõ [24, 29, 44], ïðè 1 ă p ă n äèâ.
[8,11,13,35,36] òà ïðè p ą n äèâ. [19,25,37�42,48,49,66]. Áiëüø çàãàëüíi
êëàñè âiäîáðàæåíü äîñëiäæóâàëèñü ó [3�5,14�17,43,46,47].
Íåõàé ωn´1 � ïëîùà îäèíè÷íî¨ ñôåðè Sn´1 “ tx P Rn : |x| “ 1u â Rn

òà

qx0prq “ 1

ωn´1 rn´1

ż

Spx0,rq
Qpxq dA

ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ ïî ñôåði Spx0, rq “ tx P Rn : |x´x0| “ ru,
òóò dA � åëåìåíò ïëîùi ïîâåðõíi.

Íèæ÷å íàâåäåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñó êiëüöå-
âèõQ-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą 1 ó ïðîñòîði Rn, n ě 2,
äèâ. òåîðåìó 3.1 ó [57].

Òâåðäæåííÿ 1.1 ([57]). Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, x0 P D òà
Q : D Ñ r0,8s � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ òàêà, ùî ñåðåäí¹ ií-
òåãðàëüíå çíà÷åííÿ qx0prq ñêií÷åííå äëÿ ì.â. (ìàéæå âñiõ) r P p0, d0q,
d0 “ distpx0, BDq. Ãîìåîìîðôiçì f : D Ñ Rn ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîð-
ôiçìîì ó òî÷öi x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ áóäü-ÿêèõ r1, r2 òàêèõ,
ùî 0 ă r1 ă r2 ă d0,

Mp p∆pfS1, fS2; fDqq ď ωn´1˜
r2ş
r1

dr

r
n´1
p´1 q

1
p´1
x0

prq

¸p´1 ,

äå S1 òà S2 � ñôåðè Spx0, r1q i Spx0, r2q.
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Âåëüìè êîðèñíèì iíñòðóìåíòîì ïðè äîñëiäæåííi ïëîñêèõ òà ïðîñòî-
ðîâèõ âiäîáðàæåíü âèÿâèëèñÿ òàêîæ òàê çâàíi íèæíi Q-ãîìåîìîðôiçìè
âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ùî áóëè âïåðøå ââåäåíi i âèâ÷àëèñÿ ïðè p “ n ó
ðîáîòi Ä. Êîâòîíþêà i Â. Ðÿçàíîâà, äèâ. [56] àáî ðîçä. 9 ó ìîíîãðàôi¨
[24] òà ïðè p ‰ n ó ðîáîòi [10]. �õ îçíà÷åííÿ òàêîæ íîñèòü ãåîìåòðè-
÷íèé õàðàêòåð i ìîòèâîâàíî êiëüöåâèì îçíà÷åííÿì Ãåðiíãà äëÿ êâàçi-
êîíôîðìíèõ âiäîáðàæåíü.
Äàëi íàãàäà¹ìî, ùî pn ´ 1q-âèìiðíîþ ïîâåðõíåþ S â Rn íàçèâàþòü

äîâiëüíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ S : ω Ñ Rn, äå ω � âiäêðèòà ìíîæèíà
â Rn´1

:“ Rn´1 Y t8u. Ôóíêöi¹þ êðàòíîñòi ïîâåðõíi S íàçèâà¹òüñÿ
÷èñëî ïðîîáðàçiâ åëåìåíòà y P Rn:

NpS, yq “ cardS ´1pyq “ card tx P ω : Spxq “ yu .

Äëÿ áîðåëåâî¨ ôóíêöi¨ ρ : Rn Ñ r0,8s iíòåãðàë ïî ïîâåðõíi S âèçíà÷à-
¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ż

S

ρ dA :“
ż

Rn

ρpyqNpS, yq dHn´1pyq ,

äå ÷åðåç Hn´1 ïîçíà÷åíî pn ´ 1q-âèìiðíó ìiðó Õàóñäîðôà â Rn, n ě 2.
Íàäàëi ïîêëàäåìî dA :“ dAn´1.
Áîðåëåâó ôóíêöiþ ρ : Rn Ñ r0,8s íàçèâàþòü äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨

Γ pn´ 1q-âèìiðíèõ ïîâåðõîíü i ïèøóòü ρ P admΓ, ÿêùî

ż

S

ρn´1 dA ě 1 (1.3)

äëÿ êîæíî¨ ïîâåðõíi S P Γ. Òîäi p-ìîäóëåì ñiì'¨ Γ ïðè p ą 1 íàçèâàþòü
âåëè÷èíó

MppΓq “ inf
ρPadmΓ

ż

Rn

ρppxq dmpxq .

Êàæóòü, ùî äåÿêà âëàñòèâiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p-ìàéæå âñiõ pn´1q-
âèìiðíèõ ïîâåðõîíü ñiì'¨ Γ, ÿêùî ïiäñiì'ÿ ïîâåðõîíü ñiì'¨ Γ, äëÿ ÿêèõ
öÿ âëàñòèâiñòü ïîðóøó¹òüñÿ, ìà¹ p-ìîäóëü íóëü.
Âèìiðíó çà Ëåáåãîì ôóíêöiþ ρ : Rn Ñ r0,8s íàçèâàþòü óçàãàëüíåíî

p-äîïóñòèìîþ äëÿ ñiì'¨ Γ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç pn´1q-âèìiðíèõ ïîâåðõîíü
â Rn, i ïèøóòü ρ P extp admΓ, ÿêùî íåðiâíiñòü (1.3) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ p-
ìàéæå âñiõ S P Γ.
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Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n ě 2, Q : D Ñ p0,8q � âèìiðíà çà Ëåáå-
ãîì ôóíêöiÿ. Ãîìåîìîðôiçì f : D Ñ Rn íàçèâàþòü íèæíiì Q-ãîìåî-
ìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 P D, ÿêùî

Mp pfΣAq ě inf
ρPextp admΣA

ż

A

ρppxq
Qpxq dmpxq (1.4)

äëÿ êîæíîãî êiëüöÿ A “ Apx0, ε1, ε2q, 0 ă ε1 ď ε2 ă d0, äå ΣA � ñiì'ÿ
âñiõ ñôåð Spx0, rq, r P pε1, ε2q .
Ãîìåîìîðôiçì f : D Ñ Rn íàçèâàþòü íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì

âiäíîñíî p-ìîäóëÿ â îáëàñòi D, ÿêùî óìîâà (1.4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè x0 P D . Íèæíi Q-ãîìåîìîðôiçìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè
p “ n íàçèâàþòü íèæíiìè Q-ãîìåîìîðôiçìàìè (ó òî÷öi x0 P D ÷è â
îáëàñòi D).
Òåîðiÿ íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó ïðîñòîði Rn,

n ě 2, ïðè p “ n äîñëiäæóâàëàñü ó ðîáîòàõ [24, 56], ïðè p ą n ´ 1
äèâ. [10], ïðè p ą n äèâ. [62, 65], à òàêîæ íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi ïðè
1 ă p ă 2 äèâ. [68].
Îñòàííiì ÷àñîì íèæíi i êiëüöåâi Q-ãîìåîìîðôiçìè çíàéøëè âàæëèâi

çàñòîñóâàííÿ, ÿê â òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi íà ïëî-
ùèíi, òàê i â òåîði¨ ïðîñòîðîâèõ ãîìåîìîðôiçìiâ êëàñiâ Ñîáîë¹âà i áiëüø
çàãàëüíèõ êëàñiâ Îðëi÷à-Ñîáîë¹âà, äèâ. [18,26,34,51�53,59�61,63,64]. Òà-
êîæ òåîðiÿ íèæíiõ òà êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî âiäîáðàæåíü êâàçiêîíôîðìíèõ â ñåðåäíüîìó
(äèâ. [9, 58]).
Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi òåîðiÿ êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñ-

íî p-ìîäóëÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè âèâ÷åííi àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâî-
ñòåé ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü Áåëüòðàìi (äèâ. [12,45]).
Òàêîæ òåîðiÿ êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî
äîñëiäæåííÿ âiäîáðàæåíü çi ñêií÷åííèì ñïîòâîðåííÿì, ÿêi íàëåæàòü
êëàñàì Îðëi÷à-Ñîáîë¹âà W 1,φ

loc çà óìîâè òèïó óìîâè Êàëüäåðîíà, òà,
çîêðåìà, êëàñàì Ñîáîë¹âà W 1,p

loc ïðè p ą n´ 1, (äèâ. [13]).
Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî êðèòåðié íàëåæíîñòi ãîìåîìîðôi-

çìiâ êëàñó íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n´ 1.
Âïåðøå öåé êðèòåðié áóëî äîâåäåíî ïðè p “ n ó ðîáîòi [56, òåîðåìà 2.1],
äèâ. òàêîæ ìîíîãðàôiþ [24, òåîðåìà 9.2], à òàêîæ ó ïðîñòîði Rn, n ě 2,
ïðè p ą n´ 1 äèâ. [10, òåîðåìà 6.1].

Òåîðåìà 1.1 ([10]). Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n ě 2, x0 P D. Ïðèïóñòè-
ìî, ùî Q : D Ñ p0,8q � âèìiðíà ôóíêöiÿ. Ãîìåîìîðôiçì f : D Ñ Rn ¹
íèæíiì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè p ą n´1
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè



Ïîâåäiíêà íà íåñêií÷åííîñòi êiëüöåâèõ òà íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ 87

MppfΣAq ě
ε2ż

ε1

dr

||Q|| n´1
p´n`1

px0, rq äëÿ âñiõ 0 ă ε1 ď ε2 ă d0,

äå d0 “ distpx0, BDq , ΣA � ñiì'ÿ âñiõ ñôåð Spx0, rq, r P pε1, ε2q, i

}Q} n´1
p´n`1

px0, rq :“

¨
˚̋

ż

Spx0,rq
Q

n´1
p´n`1 pxq dA

˛
‹‚

p´n`1
n´1

.

Iíôiìóì â (1.4) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ ôóíêöi¨

ρ0pxq “
˜

Qpxq
}Q} n´1

p´n`1
p|x´ x0|q

¸ 1
p´n`1

.

Ó íàñòóïíié òåîðåìi âñòàíîâëåíî çâ'ÿçîê ìiæ íèæíiìè i êiëüöåâèìè
Q-ãîìåîìîðôiçìàìè âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.

Òåîðåìà 1.2 ([67]). Íåõàé D � îáëàñòü â Rn, n ě 2, x0 P D. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî Q : D Ñ p0,8q � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ òàêà,
ùî }Q} n´1

p´n`1
px0, rq ‰ 8 äëÿ ì.â. r P p0, d0q, d0 “ dist px0, BDq, i f :

D Ñ Rn � íèæíié Q-ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè
p ą n ´ 1. Òîäi f ¹ êiëüöåâèì Q˚-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî rp-ìîäóëÿ ó

òî÷öi x0 ïðè rp “ p
p´n`1 òà Q˚pxq “ Q

n´1
p´n`1 pxq.

Íàñëiäîê 1.1. ([10]) Ó ïðîñòîði Rn, n ě 2, áóäü-ÿêèé íèæíié Q-ãî-
ìåîìîðôiçì f : D Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 P D çà óìîâ

p ą n ´ 1 òà Q P L
n´1
p´n`1

loc pDq ¹ êiëüöåâèì Q˚-ãîìåîìîðôiçìîì âiäíîñíî

rp-ìîäóëÿ â òî÷öi x0 ïðè rp “ p
p´n`1 òà Q˚pxq “ Q

n´1
p´n`1 pxq.

2. Ïîâåäiíêà íà íåñêií÷åííîñòi êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ

Ó öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà
íåñêií÷åííîñòi êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ, ÿêi ¹
àíàëîãàìè òåîðåìè Ìàðòiî-Ðiêìàíà-Âàéñÿëÿ ïðî ðiñò íà íåñêií÷åííîñòi
êâàçiðåãóëÿðíèõ âiäîáðàæåíü (äèâ. [21]). Ó ðîáîòi [44] áóëî äîñëiäæåíî
âèïàäîê ïðè p “ n.
Íèæ÷å íàâåäåíî òåîðåìó ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åí-

íîñòi êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ, äèâ. [44].
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Íåõàé R ą 0 i x0 P Rn. Äëÿ ãîìåîìîðôiçìó f : Rn Ñ Rn ïîêëàäåìî

Mpx0, f, Rq “ max
|x´x0|“R

|fpxq ´ fpx0q| .

Òåîðåìà 2.1. ([44]) Íåõàé f : Rn Ñ Rn � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì ó
òî÷öi x0 P Rn, r0 ą 0 òà Q : Rn Ñ r0,8s � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ
òàêà, ùî ñåðåäí¹ iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ qx0prq ñêií÷åííå äëÿ ì.â. r ą 0.
Òîäi

lim inf
RÑ8 Mpx0, R, fq exp

¨
˝´

Rż

r0

dt

t q
1

n´1
x0 ptq

˛
‚ą 0 .

Íàñëiäîê 2.1. ([44]) Íåõàé f : Rn Ñ Rn � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì
ó òî÷öi x0 P Rn òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà qx0ptq ď κ äëÿ ì.â. t P rr0,8q. Òîäi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
Rγ

ą 0 ,

äå γ “ κ
1

1´n .

Íàñëiäîê 2.2. ([44]) Íåõàé f : Rn Ñ Rn � êiëüöåâèé Q-ãîìåîìîðôiçì
ó òî÷öi x0 P Rn òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà qx0ptq ď κ pln tqn´1 äëÿ ì.â. t P rr0,8q. Òîäi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
plnRqγ ą 0 ,

äå γ “ κ
1

1´n .

Íèæ÷å íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîáiò [40], [42] ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâå-
äiíêó íà íåñêií÷åííîñòi êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ
ïðè p ą n.
Íàäàëi äëÿ ìíîæèíè E Ă Rn ÷åðåç diamE áóäåìî ïîçíà÷àòè åâêëi-

äîâèé äiàìåòð E.

Òåîðåìà 2.2. ([40]) Ïðèïóñòèìî, ùî f : Rn Ñ Rn � êiëüöåâèé Q-
ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè p ą n, äå x0 � äåÿêà
òî÷êà ïðîñòîðó Rn, òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà

qx0ptq ď κ tα (2.1)

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
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1) ßêùî α P r0, p´ nq, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
R
p´n´α
p´n

ě 2κ
1

n´p
ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙ p´1
p´n ą 0 . (2.2)

2) ßêùî α “ p´ n, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
plnRq p´1

p´n
ě 2κ

1
n´p

ˆ
p´ n

p´ 1

˙ p´1
p´n ą 0 , (2.3)

äå Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.
Ïðè α “ 0 ç òåîðåìè 2.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåí-

íÿ.

Íàñëiäîê 2.3. ([40]) Ïðèïóñòèìî, ùî f : Rn Ñ Rn � êiëüöåâèé Q-
ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè p ą n, äå x0 � äåÿêà
òî÷êà ïðîñòîðó Rn, òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà qx0ptq ď κ äëÿ ì.â. t P rr0,`8q. Òîäi

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
R

ě 2κ
1

n´p ą 0 ,

äå Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.
Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 2.1. Íåõàé x0 P Rn òà f1 : Rn Ñ Rn, äå

f1pxq “
$
&
%
κ

1
n´p

´
p´n

p´n´α
¯ p´1
p´n |x´ x0| p´n´α

p´n x´x0|x´x0| , x ‰ x0,

0, x “ x0.
(2.4)

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f1 âiäîáðàæà¹ êóëþ Bpx0, Rq íà êóëþ
Bp0, rRq, äå

rR “ κ
1

n´p
ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙ p´1
p´n

R
p´n´α
p´n .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî

lim
RÑ8

diam f1 pBpx0, Rqq
R
p´n´α
p´n

“ lim
RÑ8

diamBp0, rRq
R
p´n´α
p´n

“

“ lim
RÑ8

2 rR
R
p´n´α
p´n

“ 2κ
1

n´p
ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙ p´1
p´n

.

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f1 ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîðôiçìîì âiä-
íîñíî p-ìîäóëÿ ç ôóíêöi¹þ Qpxq “ κ |x ´ x0|α ó òî÷öi x0. Çðîçóìiëî,
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ùî qx0ptq “ κ tα. Ðîçãëÿíåìî êiëüöå Apx0, r1, r2q, 0 ă r1 ă r2 ă 8. Çà-
óâàæèìî, ùî ãîìåîìîðôiçì f1 âiäîáðàæà¹ êiëüöå Apx0, r1, r2q íà êiëüöå
rAp0, rr1, rr2q, äå

rri “ κ
1

n´p
ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙ p´1
p´n

r
p´n´α
p´n

i , i “ 1, 2.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ ìíîæèíó âñiõ êðèâèõ, ÿêi ç'¹äíóþòü ñôåðè Spx0, r1q
òà Spx0, r2q ó êiëüöi Apx0, r1, r2q. Òîäi îá÷èñëèìî p-ìîäóëü ñiì'¨ êðèâèõ
f1Γ:

Mppf1Γq “ ωn´1

ˆ
p´ n

p´ 1

˙p´1 ˆ
rr
p´n
p´1

2 ´ rr
p´n
p´1

1

˙1´p

(äèâ., íàïð., ôîðìóëó (2) ó [7]). Ïiäñòàâëÿþ÷è ó âèùåíàâåäåíó íåðiâ-
íiñòü çíà÷åííÿ rr1 òà rr2, îçíà÷åíi âèùå, îòðèìà¹ìî

Mppf1Γq “ ωn´1 κ

ˆ
p´ n´ α

p´ 1

˙p´1 ˆ
r
p´n´α
p´1

2 ´ r
p´n´α
p´1

1

˙1´p
.

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííþ íåðiâíiñòü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Mppf1Γq “ ωn´1˜
r2ş
r1

dt

t
n´1
p´1 q

1
p´1
x0

ptq

¸p´1 ,

äå qx0ptq “ κ tα.
Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 1.1 ãîìåîìîðôiçì f1 ¹ êiëüöåâèì Q-ãîìåîìîð-

ôiçìîì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n ç ôóíêöi¹þ Qpxq “ κ |x ´ x0|α ó
òî÷öi x0.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ïðèêëàä 2.1 ïîêàçó¹, ùî îöiíêà (2.2) ó òåîðåìi 2.2 ¹
òî÷íîþ, òîáòî äîñÿãà¹òüñÿ íà âiäîáðàæåííi (2.4).

Òåîðåìà 2.3. ([42]) Ïðèïóñòèìî, ùî f : Rn Ñ Rn � êiëüöåâèé Q-
ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè p ą n, äå x0 � äåÿêà
òî÷êà ïðîñòîðó Rn, òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà

qx0ptq ď κ tp´n pln tqα (2.5)

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
1) ßêùî α P r0, p´ 1q, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
plnRq p´α´1

p´n
ě 2κ

1
n´p

ˆ
p´ n

p´ α ´ 1

˙ p´1
p´n ą 0 . (2.6)
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2) ßêùî α “ p´ 1, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
pln lnRq p´1

p´n
ě 2κ

1
n´p

ˆ
p´ n

p´ 1

˙ p´1
p´n ą 0 , (2.7)

äå Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.
Çàóâàæåííÿ 2.2. Ó òåîðåìàõ 2.2, 2.3 îöiíêè (2.3), (2.6), (2.7) ¹ òî÷íè-
ìè. Àíàëîãi÷íî äî ïðèêëàäó 2.1 ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè êiëüöåâèõ
Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n, íà ÿêèõ âîíè äîñÿãàþ-
òüñÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåì 2.2 àáî 2.3
diam f pBpx0, Rqq Ñ 8 ïðè R Ñ 8.

3. Òåîðåìè íåiñíóâàííÿ êiëüöåâèõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ

Ó öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî òåîðåìè ïðî íåiñíóâàííÿ êiëüöåâèõQ-ãîìåî-
ìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ě n.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn, n ě 2, r0 ą 0
òà Q : Rn Ñ r0,8s � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ òàêà, ùî ñåðåäí¹
iíòåãðàëüíå çíà÷åííÿ qx0prq ñêií÷åííå äëÿ ì.â. r ą 0. Òîäi íå iñíó¹
êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó f : Rn Ñ Rn ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8 Mpx0, R, fq exp

¨
˝´

Rż

r0

dt

t q
1

n´1
x0 ptq

˛
‚“ 0 .

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà qx0ptq ď κ
äëÿ ì.â. t P rr0,`8q. Òîäi íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
Rγ

“ 0 ,

äå γ “ κ
1

1´n .

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

qx0ptq ď κ pln tqn´1
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äëÿ ì.â. t P rr0,`8q. Òîäi íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
plnRqγ “ 0 ,

äå γ “ κ
1

1´n .

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà qx0ptq ď κ tα

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
1) ßêùî α P r0, p ´ nq, òî íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó

f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
R
p´n´α
p´n

“ 0.

2) ßêùî α “ p ´ n, òî íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
plnRq p´1

p´n
“ 0.

Íàñëiäîê 3.3. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà qx0ptq ď κ
äëÿ ì.â. t P rr0,`8q. Òîäi íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
R

“ 0.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

qx0ptq ď κ tp´npln tqα
äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
1) ßêùî α P r0, p ´ 1q, òî íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó

f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
plnRq p´α´1

p´n
“ 0.

2) ßêùî α “ p ´ 1, òî íå iñíó¹ êiëüöåâîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè p ą n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
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óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
pln lnRq p´1

p´n
“ 0.

4. Ïîâåäiíêà íà íåñêií÷åííîñòi íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ

Ó öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà
íåñêií÷åííîñòi íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ.
Íèæ÷å íàâåäåíî òåîðåìó ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åí-

íîñòi íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ, ÿêà ¹ àíàëîãîì ðåçóëüòàòó Ìàðòiî-
Ðiêìàíà-Âÿéñÿëÿ ïðî �ñèëüíå� çðîñòàííÿ â îêîëi íåñêií÷åííîñòi âiäî-
áðàæåíü ç îáìåæåíèì ñïîòâîðåííÿì (äèâ. [21]).

Òåîðåìà 4.1. ([67]) Íåõàé f : Rn Ñ Rn � íèæíié Q-ãîìåîìîðôiçì ó
òî÷öi x0 P Rn, r0 ą 0 òà Q : Rn Ñ p0,8q � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ
òàêà, ùî }Q}n´1px0, rq ‰ 8 äëÿ ì.â. r ą 0. Òîäi

lim inf
RÑ8 Mpx0, R, fq exp

¨
˝´ω

1
n´1

n´1

Rż

r0

dt

}Q} n´1px0, tq

˛
‚“ M0 ą 0 , (4.1)

äå }Q} n´1px0, tq “
˜

ş
Spx0,tq

Qn´1pxq dA
¸ 1

n´1

.

Íàâåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ öiëèõ çíà÷åíü k ě 0 ïîêëàäåìî

e0 “ 1, e1 “ e, e2 “ ee, . . . , ek`1 “ exp ek

i ln0 t “ t, ln1 t “ ln t, ln2 t “ ln ln t, . . . , lnk`1 t “ ln lnk t .

Íàñëiäîê 4.1. ([67]) Íåõàé f : Rn Ñ Rn � íèæíié Q-ãîìåîìîðôiçì ó
äåÿêié òî÷öi x0 P Rn. ßêùî äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą eN , C0 “ C0px0q ą 0
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

}Q} n´1px0, rq ď C0

Nź

k“0

lnk r

äëÿ ì.â. r P rr0,8q, òî

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
plnN Rqγ “ M0 ą 0 ,

äå γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.
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Íàñëiäîê 4.2. ([67]) ßêùî äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà }Q} n´1px0, rq ď C0 r äëÿ ì.â. r P rr0,8q, òî

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
Rγ

“ M0 ą 0 ,

äå γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Íèæ÷å íàâåäåíî òåîðåìè ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íà íåñêií÷åí-
íîñòi íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ă n.
Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi ïðè 1 ă p ă 2
ó ðîáîòi [68].

Òåîðåìà 4.2. Ïðèïóñòèìî, ùî f : Rn Ñ Rn � íèæíié Q-ãîìåîìîð-
ôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè n ´ 1 ă p ă n, äå x0 � äåÿêà
òî÷êà ïðîñòîðó Rn, òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
β (4.2)

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
1) ßêùî β P rp´ n` 1, 1q, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
R

1´β
n´p

ě 2C
1

p´n
0 λn,p

ˆ
n´ p

1 ´ β

˙ 1
n´p ą 0 . (4.3)

2) ßêùî β “ 1, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
plnRq 1

n´p
ě 2C

1
p´n
0 λn,p pn´ pq 1

n´p ą 0 , (4.4)

äå Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq
n´1 .

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çà òåîðåìîþ 1.2 íèæíié Q-ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî
p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè n´ 1 ă p ă n ¹ êiëüöåâèì Q˚-ãîìåîìîðôiçìîì
âiäíîñíî rp-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ç ïàðàìåòðîì rp “ p

p´n`1 ą n ïðè Q˚pxq “

Q
n´1
p´n`1 pxq. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 2.2 ç ïàðàìåòðàìè κ “ C

n´1
p´n`1
0
ωn´1

òà

α “ pn´1qpβ´p`n´1q
p´n`1 , ïðèõîäèìî äî âèñíîâêiâ òåîðåìè. □

Ïîêëàâøè ó òåîðåìi 4.2 β “ p´ n` 1, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæå-
ííÿ.

Íàñëiäîê 4.3. Ïðèïóñòèìî, ùî f : Rn Ñ Rn � íèæíié Q-ãîìåîìîð-
ôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè n ´ 1 ă p ă n, äå x0 � äåÿêà
òî÷êà ïðîñòîðó Rn, òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
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âèêîíó¹òüñÿ óìîâà }Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
p´n`1 äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.

Òîäi

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
R

ě 2C
1

p´n
0 λn,p ą 0 ,

äå Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq
n´1 .

Òåîðåìà 4.3. Ïðèïóñòèìî, ùî f : Rn Ñ Rn � íèæíié Q-ãîìåîìîð-
ôiçì âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè n ´ 1 ă p ă n, äå x0 � äåÿêà
òî÷êà ïðîñòîðó Rn, òà äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 1, C0 “ C0px0q ą 0
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t pln tqβ (4.5)

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
1) ßêùî β P r0, 1q, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
plnRq 1´β

n´p
ě 2C

1
p´n
0 λn,p

ˆ
n´ p

1 ´ β

˙ 1
n´p ą 0 . (4.6)

2) ßêùî β “ 1, òî

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
pln lnRq 1

n´p
ě 2C

1
p´n
0 λn,p pn´ pq 1

n´p ą 0 , (4.7)

äå Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq
n´1 .

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, çà òåîðåìîþ 1.2 íèæíié Q-ãîìåîìîðôiçì âiäíîñíî
p-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ïðè n´ 1 ă p ă n ¹ êiëüöåâèì Q˚-ãîìåîìîðôiçìîì
âiäíîñíî rp-ìîäóëÿ ó òî÷öi x0 ç ïàðàìåòðîì rp “ p

p´n`1 ą n ïðè Q˚pxq “

Q
n´1
p´n`1 pxq. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 2.3 ç ïàðàìåòðàìè κ “ C

n´1
p´n`1
0
ωn´1

òà

α “ βpn´1q
p´n`1 , ïðèõîäèìî äî âèñíîâêiâ òåîðåìè. □

Çàóâàæåííÿ 4.1. Ó òåîðåìàõ 4.2, 4.3 îöiíêè (4.3), (4.4), (4.6), (4.7) ¹
òî÷íèìè. Ìîæíà ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ âiä-
íîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n´ 1 ă p ă n, íà ÿêèõ âîíè äîñÿãàþòüñÿ.

5. Òåîðåìè íåiñíóâàííÿ íèæíiõ Q-ãîìåîìîðôiçìiâ

Ó öüîìó ïóíêòi íàâåäåíî òåîðåìè ïðî íåiñíóâàííÿ íèæíiõ Q-ãîìåî-
ìîðôiçìiâ âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ď n. Ïðè 1 ă p ă 2 íà
êîìïëåêñíié ïëîùèíi àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî ó ðîáîòi [68].
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Òåîðåìà 5.1. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn, n ě 2, r0 ą 0
òà Q : Rn Ñ p0,8q � âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ òàêà, ùî
}Q}n´1px0, rq ‰ 8 äëÿ ì.â. r ą 0. Òîäi íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîð-
ôiçìó f : Rn Ñ Rn ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8 Mpx0, R, fq exp

¨
˝´ω

1
n´1

n´1

Rż

r0

dt

}Q} n´1px0, tq

˛
‚“ 0 ,

äå }Q} n´1px0, tq “
˜

ş
Spx0,tq

Qn´1pxq dA
¸ 1

n´1

.

Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą eN , C0 “ C0px0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

}Q} n´1px0, rq ď C0

Nź

k“0

lnk r

äëÿ ì.â. t P rr0,8q. Òîäi íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
plnN Rqγ “ 0 ,

äå γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Íàñëiäîê 5.2. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ äå-
ÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
}Q} n´1px0, rq ď C0 r äëÿ ì.â. t P rr0,8q. Òîäi íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-
ãîìåîìîðôiçìó f : Rn Ñ Rn ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq
Rγ

“ 0 ,

äå γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn, n ě 2, òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
β

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.
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1) ßêùî β P rp ´ n ` 1, 1q, òî íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ă n ó òî÷öi x0 ç àñèì-
ïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
R

1´β
n´p

“ 0.

2) ßêùî β “ 1, òî íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó f : Rn Ñ Rn
âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ă n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
plnRq 1

n´p
“ 0.

Íàñëiäîê 5.3. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn pn ě 2q òà äëÿ
äåÿêèõ ÷èñåë r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
p´n`1

äëÿ ì.â. t P rr0,`8q. Òîäi íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ă n ó òî÷öi x0 ç àñèì-
ïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq
R

“ 0.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé x0 � äåÿêà òî÷êà ïðîñòîðó Rn, n ě 2, òà äëÿ äå-
ÿêèõ ÷èñåë r0 ą 1, C0 “ C0px0q ą 0 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
}Q} n´1

p´n`1
px0, tq ď C0 t pln tqβ äëÿ ì.â. t P rr0,`8q.

1) ßêùî β P r0, 1q, òî íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó
f : Rn Ñ Rn âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ă n ó òî÷öi x0 ç àñèì-
ïòîòè÷íîþ óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
plnRq 1´β

n´p
“ 0.

2) ßêùî β “ 1, òî íå iñíó¹ íèæíüîãî Q-ãîìåîìîðôiçìó f : Rn Ñ Rn
âiäíîñíî p-ìîäóëÿ ïðè n ´ 1 ă p ă n ó òî÷öi x0 ç àñèìïòîòè÷íîþ
óìîâîþ

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq
pln lnRq 1

n´p
“ 0.
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