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Про асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi кiльцевих та нижнiх
Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля

Б. А. Клiщук, Р. Р. Салiмов, М. В. Стефанчук

Abstract. In the paper the asymptotic behavior at infinity of ring Q-
homeomorphisms with respect to the p-modulus as p ě n and lower Q-
homeomorphisms with respect to the p-modulus as n ´ 1 ă p ď n in the
space Rn, n ě 2, has been investigated.

Анотацiя. У статтi дослiджується асимптотична поведiнка на нескiн-
ченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ě n та
нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при n´ 1 ă p ď n у про-
сторi Rn, n ě 2.

1. Вступ

Нагадаємо деякi означення, див. [68]. Нехай задано сiм’ю Γ кривих
γ у просторi Rn, n ě 2. Борелеву функцiю ρ : Rn Ñ r0,8s називають
допустимою для Γ (пишуть ρ P adm Γ), якщо

ż

γ

ρpxq ds ě 1

для кожної (локально спрямлюваної) кривої γ P Γ.
Нехай p P p1,8q. Тодi p-модулем сiм’ї Γ називається величина

MppΓq “ inf
ρPadm Γ

ż

Rn

ρppxq dmpxq ,

де dmpxq позначає мiру Лебега в Rn.
Нехай D – область в Rn, n ě 2, x0 P D та d0 “ distpx0, BDq. Для

довiльних множин E, F i G простору Rn позначимо через ∆pE,F,Gq
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сiм’ю всiх неперервних кривих γ : ra, bs Ñ Rn, якi з’єднують E i F у G,
тобто γpaq P E, γpbq P F i γptq P G при a ă t ă b. Покладемо

Apx0, r1, r2q “ tx P Rn : r1 ă |x´ x0| ă r2u ,

Si “ Spx0, riq “ tx P Rn : |x´ x0| “ riu , i “ 1, 2 .

Нехай Q : D Ñ r0,8s – вимiрна функцiя. Нагадаємо, що гомеомор-
фiзм f : D Ñ Rn називається Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля,
якщо нерiвнiсть

MppfΓq ď

ż

D

Qpxq ρppxq dmpxq (1.1)

виконується для довiльної сiм’ї Γ кривих в областi D та довiльної допу-
стимої функцiї ρ для Γ.

Це означення є природним узагальненням геометричного означен-
ня квазiконформного вiдображення: якщо Qpxq ď K ă 8 м.с. (майже
скрiзь), то f є квазiконформним для p “ 2 на комплекснiй площинi C
(див. означення A, с. 21–22 у [19]), для p “ n у просторi Rn, n ě 2,
(див. 13.1 та 34.6 у [68]), має властивiсть локальної лiпшицевостi для
n ´ 1 ă p ă n та f´1 є лiпшицевим для p ą n, причому межi для p є
точними (див. [25]). Зауважимо, що оцiнка типу (1.1) вперше була вста-
новлена у класичнiй квазiконформнiй теорiї (див. [38], с. 221). Далi це
було отримано у [20], лема 2.1, для квазiконформних вiдображень у про-
сторi Rn, n ě 2. Клас Q-гомеоморфiзмiв вiдносно n-модуля вперше було
розглянуто у роботах [40,41], див. також монографiю [42]. Головною ме-
тою теорiїQ-гомеоморфiзмiв є встановлення рiзноманiтних взаємозв’яз-
кiв мiж властивостями мажоранти Qpxq та вiдповiдними властивостями
самих вiдображень. Зокрема, задачi про локальну та межову поведiнку
Q-гомеоморфiзмiв були дослiдженi у просторi Rn спочатку для випад-
ку Q P BMO (обмеженого середнього коливання) у роботах [40, 41], а
потiм для випадку Q P FMO (скiнченного середнього коливання) та
для iнших випадкiв у роботах [6, 7, 51].

Наступне означення узагальнює та локалiзує означення Q-гомеомор-
фiзму. Воно зумовлене кiльцевим означенням квазiконоформних вiдо-
бражень за Герiнгом (див. [24]), спочатку введене В. Рязановим, У. Срє-
бро та Е. Якубовим на площинi (див. [45–50]) та пiзнiше узагальнене
В. Рязановим i Є. Севостьяновим у просторi Rn , n ě 2, (див. [42], роз-
дiли VII, XI).

Нехай Q : D Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя. Гомеомор-
фiзм f : D Ñ Rn називається кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiдносно
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p-модуля в точцi x0 P D, якщо спiввiдношення

Mpp∆pfS1, fS2, fDqq ď

ż

A

Qpxq ηpp|x´ x0|q dmpxq (1.2)

виконується для будь-якого кiльця A “ Apx0, r1, r2q , 0 ă r1 ă r2 ă d0,
d0 “ distpx0, BDq, i для кожної вимiрної функцiї η : pr1, r2q Ñ r0,8s
такої, що

r2
ż

r1

ηprq dr “ 1 .

Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn називають кiльцевим Q-гомеоморфiзмом
вiдносно p-модуля в областi D, якщо умова (1.2) виконується для будь-
якої точки x0 P D . Кiльцевi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля при
p “ n називають кiльцевими Q-гомеоморфiзмами (у точцi x0 P D чи в
областi D).

Теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля у просторi Rn
при p “ n дослiджувалась у роботах [42, 47, 62], при 1 ă p ă n див.
[26,29,31,53,54] та при p ą n див. [10,37,43,55–60,66,67]. Бiльш загальнi
класи вiдображень дослiджувались у [21–23,32–34,36,61,64,65].

Нехай ωn´1 – площа одиничної сфери Sn´1 “ tx P Rn : |x| “ 1u в Rn
та

qx0prq “
1

ωn´1 rn´1

ż

Spx0,rq

Qpxq dA

середнє iнтегральне значення по сферi Spx0, rq “ tx P Rn : |x´x0| “ ru,
тут dA – елемент площi поверхнi.

Нижче наведено критерiй належностi гомеоморфiзмiв класу кiльце-
вихQ-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ą 1 у просторi Rn, n ě 2,
див. теорему 3.1 у [1].

Твердження 1.1 ([1]). Нехай D – область в Rn, x0 P D та
Q : D Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя така, що середнє iн-
тегральне значення qx0prq скiнченне для м.в. (майже всiх) r P p0, d0q,
d0 “ distpx0, BDq. Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn є кiльцевим Q-гомеомор-
фiзмом у точцi x0 тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких r1, r2 таких,
що 0 ă r1 ă r2 ă d0,

Mp p∆pfS1, fS2; fDqq ď
ωn´1

˜

r2
ş

r1

dr

r
n´1
p´1 q

1
p´1
x0

prq

¸p´1 ,

де S1 та S2 – сфери Spx0, r1q i Spx0, r2q.
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Вельми корисним iнструментом при дослiдженнi плоских та просто-
рових вiдображень виявилися також так званi нижнi Q-гомеоморфiзми
вiдносно p-модуля, що були вперше введенi i вивчалися при p “ n у ро-
ботi Д. Ковтонюка i В. Рязанова, див. [8] або розд. 9 у монографiї [42] та
при p ‰ n у роботi [28]. Їх означення також носить геометричний хара-
ктер i мотивовано кiльцевим означенням Герiнга для квазiконформних
вiдображень.

Далi нагадаємо, що pn ´ 1q-вимiрною поверхнею S в Rn називають
довiльне неперервне вiдображення S : ω Ñ Rn, де ω – вiдкрита множина
в Rn´1

:“ Rn´1 Y t8u. Функцiєю кратностi поверхнi S називається
число прообразiв елемента y P Rn:

NpS, yq “ cardS ´1pyq “ card tx P ω : Spxq “ yu .

Для борелевої функцiї ρ : Rn Ñ r0,8s iнтеграл по поверхнi S визнача-
ється рiвнiстю

ż

S

ρ dA :“

ż

Rn

ρpyqNpS, yq dHn´1pyq ,

де через Hn´1 позначено pn ´ 1q-вимiрну мiру Хаусдорфа в Rn, n ě 2.
Надалi покладемо dA :“ dAn´1.

Борелеву функцiю ρ : Rn Ñ r0,8s називають допустимою для сiм’ї
Γ pn´ 1q-вимiрних поверхонь i пишуть ρ P adm Γ, якщо

ż

S

ρn´1 dA ě 1 (1.3)

для кожної поверхнi S P Γ. Тодi p-модулем сiм’ї Γ при p ą 1 називають
величину

MppΓq “ inf
ρPadm Γ

ż

Rn

ρppxq dmpxq .

Кажуть, що деяка властивiсть виконується для p-майже всiх pn´1q-
вимiрних поверхонь сiм’ї Γ, якщо пiдсiм’я поверхонь сiм’ї Γ, для яких
ця властивiсть порушується, має p-модуль нуль.

Вимiрну за Лебегом функцiю ρ : Rn Ñ r0,8s називають узагальнено
p-допустимою для сiм’ї Γ, що складається iз pn´1q-вимiрних поверхонь
в Rn, i пишуть ρ P extp adm Γ, якщо нерiвнiсть (1.3) виконується для p-
майже всiх S P Γ.
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Нехай D – область в Rn, n ě 2, Q : D Ñ p0,8q – вимiрна за Лебе-
гом функцiя. Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn називають нижнiм Q-гомео-
морфiзмом вiдносно p-модуля у точцi x0 P D, якщо

Mp pfΣAq ě inf
ρPextp adm ΣA

ż

A

ρppxq

Qpxq
dmpxq (1.4)

для кожного кiльця A “ Apx0, ε1, ε2q, 0 ă ε1 ď ε2 ă d0, де ΣA – сiм’я
всiх сфер Spx0, rq, r P pε1, ε2q .

Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn називають нижнiм Q-гомеоморфiзмом
вiдносно p-модуля в областi D, якщо умова (1.4) виконується для будь-
якої точки x0 P D . Нижнi Q-гомеоморфiзми вiдносно p-модуля при
p “ n називають нижнiми Q-гомеоморфiзмами (у точцi x0 P D чи в
областi D).

Теорiя нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля у просторi Rn,
n ě 2, при p “ n дослiджувалась у роботах [8, 42], при p ą n ´ 1
див. [28], при p ą n див. [14, 16], а також на комплекснiй площинi при
1 ă p ă 2 див. [18].

Останнiм часом нижнi i кiльцевi Q-гомеоморфiзми знайшли важли-
вi застосування, як в теорiї крайових задач для рiвнянь Бельтрамi на
площинi, так i в теорiї просторових гомеоморфiзмiв класiв Соболєва i
бiльш загальних класiв Орлiча-Соболєва, див. [2–5,9,12,13,15,35,44,52].
Також теорiя нижнiх та кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля
може бути застосована до вiдображень квазiконформних в середньому
(див. [11,27]).

На комплекснiй площинi теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiднос-
но p-модуля використовується при вивченнi асимптотичних властиво-
стей регулярних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь Бельтрамi (див. [30,63]).
Також теорiя кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв може бути застосована до
дослiдження вiдображень зi скiнченним спотворенням, якi належать
класам Орлiча-Соболєва W 1,ϕ

loc за умови типу умови Кальдерона, та,
зокрема, класам Соболєва W 1,p

loc при p ą n´ 1, (див. [31]).
У наступнiй теоремi встановлено критерiй належностi гомеоморфi-

змiв класу нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ą n´ 1.
Вперше цей критерiй було доведено при p “ n у роботi [8, теорема 2.1],
див. також монографiю [42, теорема 9.2], а також у просторi Rn, n ě 2,
при p ą n´ 1 див. [28, теорема 6.1].

Теорема 1.1 ([28]). Нехай D – область в Rn, n ě 2, x0 P D. Припусти-
мо, що Q : D Ñ p0,8q – вимiрна функцiя. Гомеоморфiзм f : D Ñ Rn є
нижнiм Q-гомеоморфiзмом вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n´1
тодi i тiльки тодi, коли
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MppfΣAq ě

ε2
ż

ε1

dr

||Q|| n´1
p´n`1

px0, rq
для всiх 0 ă ε1 ď ε2 ă d0,

де d0 “ distpx0, BDq , ΣA – сiм’я всiх сфер Spx0, rq, r P pε1, ε2q, i

}Q} n´1
p´n`1

px0, rq :“

¨

˚

˝

ż

Spx0,rq

Q
n´1
p´n`1 pxq dA

˛

‹

‚

p´n`1
n´1

.

Iнфiмум в (1.4) досягається для функцiї

ρ0pxq “

˜

Qpxq

}Q} n´1
p´n`1

p|x´ x0|q

¸
1

p´n`1

.

У наступнiй теоремi встановлено зв’язок мiж нижнiми i кiльцевими
Q-гомеоморфiзмами вiдносно p-модуля.

Теорема 1.2 ([17]). Нехай D – область в Rn, n ě 2, x0 P D. При-
пустимо, що Q : D Ñ p0,8q – вимiрна за Лебегом функцiя така,
що }Q} n´1

p´n`1
px0, rq ‰ 8 для м.в. r P p0, d0q, d0 “ dist px0, BDq, i f :

D Ñ Rn – нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при
p ą n´ 1. Тодi f є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом вiдносно rp-модуля у
точцi x0 при rp “ p

p´n`1 та Q˚pxq “ Q
n´1
p´n`1 pxq.

Наслiдок 1.1. ([28]) У просторi Rn, n ě 2, будь-який нижнiй Q-го-
меоморфiзм f : D Ñ Rn вiдносно p-модуля у точцi x0 P D за умов

p ą n ´ 1 та Q P L
n´1
p´n`1

loc pDq є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом вiдносно

rp-модуля в точцi x0 при rp “ p
p´n`1 та Q˚pxq “ Q

n´1
p´n`1 pxq.

2. Поведiнка на нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля, якi є
аналогами теореми Мартiо-Рiкмана-Вайсяля про рiст на нескiнченностi
квазiрегулярних вiдображень (див. [39]). У роботi [62] було дослiджено
випадок при p “ n.

Нижче наведено теорему про асимптотичну поведiнку на нескiнчен-
ностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв, див. [62].
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Нехай R ą 0 i x0 P Rn. Для гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn покладемо

Mpx0, f, Rq “ max
|x´x0|“R

|fpxq ´ fpx0q| .

Теорема 2.1. ([62]) Нехай f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-гомеоморфiзм у
точцi x0 P Rn, r0 ą 0 та Q : Rn Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя
така, що середнє iнтегральне значення qx0prq скiнченне для м.в. r ą 0.
Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´

R
ż

r0

dt

t q
1

n´1
x0 ptq

˛

‚ą 0 .

Наслiдок 2.1. ([62]) Нехай f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-гомеоморфiзм
у точцi x0 P Rn та для деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується
умова qx0ptq ď κ для м.в. t P rr0,8q. Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
ą 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Наслiдок 2.2. ([62]) Нехай f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-гомеоморфiзм
у точцi x0 P Rn та для деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 виконується
умова qx0ptq ď κ pln tqn´1 для м.в. t P rr0,8q. Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnRqγ
ą 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Нижче наведено результати робiт [58], [60] про асимптотичну пове-
дiнку на нескiнченностi кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля
при p ą n.

Надалi для множини E Ă Rn через diamE будемо позначати евклi-
довий дiаметр E.

Теорема 2.2. ([58]) Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-
гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 викону-
ється умова

qx0ptq ď κ tα (2.1)

для м.в. t P rr0,`8q.
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1) Якщо α P r0, p´ nq, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
p´n´α
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

ą 0 . (2.2)

2) Якщо α “ p´ n, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
p´1
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ 1

˙

p´1
p´n

ą 0 , (2.3)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.

При α “ 0 з теореми 2.2 безпосередньо випливає наступне тверджен-
ня.

Наслiдок 2.3. ([58]) Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-
гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 викону-
ється умова qx0ptq ď κ для м.в. t P rr0,`8q. Тодi

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
ě 2κ

1
n´p ą 0 ,

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.

Розглянемо наступний приклад.

Приклад 2.1. Нехай x0 P Rn та f1 : Rn Ñ Rn, де

f1pxq “

$

&

%

κ
1

n´p

´

p´n
p´n´α

¯

p´1
p´n

|x´ x0|
p´n´α
p´n x´x0

|x´x0|
, x ‰ x0,

0, x “ x0.
(2.4)

Зауважимо, що вiдображення f1 вiдображає кулю Bpx0, Rq на кулю
Bp0, rRq, де

rR “ κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

R
p´n´α
p´n .

Легко бачити, що

lim
RÑ8

diam f1 pBpx0, Rqq

R
p´n´α
p´n

“ lim
RÑ8

diamBp0, rRq

R
p´n´α
p´n

“

“ lim
RÑ8

2 rR

R
p´n´α
p´n

“ 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

.

Покажемо, що вiдображення f1 є кiльцевим Q-гомеоморфiзмом вiд-
носно p-модуля з функцiєю Qpxq “ κ |x ´ x0|

α у точцi x0. Зрозумiло,
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що qx0ptq “ κ tα. Розглянемо кiльце Apx0, r1, r2q, 0 ă r1 ă r2 ă 8. За-
уважимо, що гомеоморфiзм f1 вiдображає кiльце Apx0, r1, r2q на кiльце
rAp0, rr1, rr2q, де

rri “ κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ n´ α

˙

p´1
p´n

r
p´n´α
p´n

i , i “ 1, 2.

Позначимо через Γ множину всiх кривих, якi з’єднують сфери Spx0, r1q

та Spx0, r2q у кiльцi Apx0, r1, r2q. Тодi обчислимо p-модуль сiм’ї кривих
f1Γ:

Mppf1Γq “ ωn´1

ˆ

p´ n

p´ 1

˙p´1 ˆ

rr
p´n
p´1

2 ´ rr
p´n
p´1

1

˙1´p

(див., напр., формулу (2) у [25]). Пiдставляючи у вищенаведену нерiв-
нiсть значення rr1 та rr2, означенi вище, отримаємо

Mppf1Γq “ ωn´1 κ

ˆ

p´ n´ α

p´ 1

˙p´1 ˆ

r
p´n´α
p´1

2 ´ r
p´n´α
p´1

1

˙1´p

.

Зауважимо, що останню нерiвнiсть можна переписати у виглядi

Mppf1Γq “
ωn´1

˜

r2
ş

r1

dt

t
n´1
p´1 q

1
p´1
x0

ptq

¸p´1 ,

де qx0ptq “ κ tα.
Отже, за твердженням 1.1 гомеоморфiзм f1 є кiльцевим Q-гомеомор-

фiзмом вiдносно p-модуля при p ą n з функцiєю Qpxq “ κ |x ´ x0|
α у

точцi x0.

Зауваження 2.1. Приклад 2.1 показує, що оцiнка (2.2) у теоремi 2.2 є
точною, тобто досягається на вiдображеннi (2.4).

Теорема 2.3. ([60]) Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – кiльцевий Q-
гомеоморфiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при p ą n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 викону-
ється умова

qx0ptq ď κ tp´n pln tqα (2.5)

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо α P r0, p´ 1q, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
p´α´1
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ α´ 1

˙

p´1
p´n

ą 0 . (2.6)



Поведiнка на нескiнченностi кiльцевих та нижнiх Q-гомеоморфiзмiв 91

2) Якщо α “ p´ 1, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

pln lnRq
p´1
p´n

ě 2κ
1

n´p

ˆ

p´ n

p´ 1

˙

p´1
p´n

ą 0 , (2.7)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru.

Зауваження 2.2. У теоремах 2.2, 2.3 оцiнки (2.3), (2.6), (2.7) є точни-
ми. Аналогiчно до прикладу 2.1 можна побудувати приклади кiльцевих
Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при p ą n, на яких вони досягаю-
ться.

Зауваження 2.3. При виконаннi умов теорем 2.2 або 2.3
diam f pBpx0, Rqq Ñ 8 при RÑ8.

3. Теореми неiснування кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про неiснування кiльцевихQ-гомео-
морфiзмiв вiдносно p-модуля при p ě n.

Теорема 3.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, r0 ą 0
та Q : Rn Ñ r0,8s – вимiрна за Лебегом функцiя така, що середнє
iнтегральне значення qx0prq скiнченне для м.в. r ą 0. Тодi не iснує
кiльцевого Q-гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´

R
ż

r0

dt

t q
1

n´1
x0 ptq

˛

‚“ 0 .

Наслiдок 3.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова qx0ptq ď κ
для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
“ 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Наслiдок 3.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова

qx0ptq ď κ pln tqn´1
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для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnRqγ
“ 0 ,

де γ “ κ
1

1´n .

Теорема 3.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова qx0ptq ď κ tα

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо α P r0, p ´ nq, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму

f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

R
p´n´α
p´n

“ 0.

2) Якщо α “ p ´ n, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
p´1
p´n

“ 0.

Наслiдок 3.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова qx0ptq ď κ
для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
“ 0.

Теорема 3.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 1, κ “ κpx0q ą 0 виконується умова

qx0ptq ď κ tp´npln tqα

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо α P r0, p ´ 1q, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму

f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
p´α´1
p´n

“ 0.

2) Якщо α “ p ´ 1, то не iснує кiльцевого Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при p ą n у точцi x0 з асимптотичною
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умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

pln lnRq
p´1
p´n

“ 0.

4. Поведiнка на нескiнченностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про асимптотичну поведiнку на
нескiнченностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля.

Нижче наведено теорему про асимптотичну поведiнку на нескiнчен-
ностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв, яка є аналогом результату Мартiо-
Рiкмана-Вяйсяля про ”сильне” зростання в околi нескiнченностi вiдо-
бражень з обмеженим спотворенням (див. [39]).

Теорема 4.1. ([17]) Нехай f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеоморфiзм у
точцi x0 P Rn, r0 ą 0 та Q : Rn Ñ p0,8q – вимiрна за Лебегом функцiя
така, що }Q}n´1px0, rq ‰ 8 для м.в. r ą 0. Тодi

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´ω
1

n´1

n´1

R
ż

r0

dt

}Q} n´1px0, tq

˛

‚“M0 ą 0 , (4.1)

де }Q} n´1px0, tq “

˜

ş

Spx0,tq

Qn´1pxq dA

¸
1

n´1

.

Наведемо деякi позначення. Для цiлих значень k ě 0 покладемо

e0 “ 1, e1 “ e, e2 “ ee, . . . , ek`1 “ exp ek

i ln0 t “ t, ln1 t “ ln t, ln2 t “ ln ln t, . . . , lnk`1 t “ ln lnk t .

Наслiдок 4.1. ([17]) Нехай f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеоморфiзм у
деякiй точцi x0 P Rn. Якщо для деяких чисел r0 ą eN , C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова

}Q} n´1px0, rq ď C0

N
ź

k“0

lnk r

для м.в. r P rr0,8q, то

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnN Rq
γ “M0 ą 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.
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Наслiдок 4.2. ([17]) Якщо для деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова }Q} n´1px0, rq ď C0 r для м.в. r P rr0,8q, то

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
“M0 ą 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Нижче наведено теореми про асимптотичну поведiнку на нескiнчен-
ностi нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n.
Аналогiчнi результати отримано на комплекснiй площинi при 1 ă p ă 2
у роботi [18].

Теорема 4.2. Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеомор-
фiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при n ´ 1 ă p ă n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
β (4.2)

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо β P rp´ n` 1, 1q, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
1´β
n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p

ˆ

n´ p

1´ β

˙
1

n´p

ą 0 . (4.3)

2) Якщо β “ 1, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
1

n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p pn´ pq
1

n´p ą 0 , (4.4)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq

n´1 .

Доведення. Дiйсно, за теоремою 1.2 нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi x0 при n´ 1 ă p ă n є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом
вiдносно rp-модуля у точцi x0 з параметром rp “ p

p´n`1 ą n при Q˚pxq “

Q
n´1
p´n`1 pxq. Застосовуючи теорему 2.2 з параметрами κ “

C
n´1
p´n`1
0
ωn´1

та

α “ pn´1qpβ´p`n´1q
p´n`1 , приходимо до висновкiв теореми. �

Поклавши у теоремi 4.2 β “ p´ n` 1, отримаємо наступне твердже-
ння.

Наслiдок 4.3. Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеомор-
фiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при n ´ 1 ă p ă n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0
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виконується умова }Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
p´n`1 для м.в. t P rr0,`8q.

Тодi

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
ě 2C

1
p´n

0 λn,p ą 0 ,

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq

n´1 .

Теорема 4.3. Припустимо, що f : Rn Ñ Rn – нижнiй Q-гомеомор-
фiзм вiдносно p-модуля у точцi x0 при n ´ 1 ă p ă n, де x0 – деяка
точка простору Rn, та для деяких чисел r0 ą 1, C0 “ C0px0q ą 0
виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t pln tq
β (4.5)

для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо β P r0, 1q, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

plnRq
1´β
n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p

ˆ

n´ p

1´ β

˙
1

n´p

ą 0 . (4.6)

2) Якщо β “ 1, то

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

pln lnRq
1

n´p

ě 2C
1

p´n

0 λn,p pn´ pq
1

n´p ą 0 , (4.7)

де Bpx0, Rq “ tx P Rn : |x´ x0| ď Ru, λn,p “ ω
p´n`1

pn´1qpn´pq

n´1 .

Доведення. Дiйсно, за теоремою 1.2 нижнiй Q-гомеоморфiзм вiдносно
p-модуля у точцi x0 при n´ 1 ă p ă n є кiльцевим Q˚-гомеоморфiзмом
вiдносно rp-модуля у точцi x0 з параметром rp “ p

p´n`1 ą n при Q˚pxq “

Q
n´1
p´n`1 pxq. Застосовуючи теорему 2.3 з параметрами κ “

C
n´1
p´n`1
0
ωn´1

та

α “ βpn´1q
p´n`1 , приходимо до висновкiв теореми. �

Зауваження 4.1. У теоремах 4.2, 4.3 оцiнки (4.3), (4.4), (4.6), (4.7) є
точними. Можна побудувати приклади нижнiх Q-гомеоморфiзмiв вiд-
носно p-модуля при n´ 1 ă p ă n, на яких вони досягаються.

5. Теореми неiснування нижнiх Q-гомеоморфiзмiв

У цьому пунктi наведено теореми про неiснування нижнiх Q-гомео-
морфiзмiв вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ď n. При 1 ă p ă 2 на
комплекснiй площинi аналогiчнi результати отримано у роботi [18].
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Теорема 5.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, r0 ą 0
та Q : Rn Ñ p0,8q – вимiрна за Лебегом функцiя така, що
}Q}n´1px0, rq ‰ 8 для м.в. r ą 0. Тодi не iснує нижнього Q-гомеомор-
фiзму f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq exp

¨

˝´ω
1

n´1

n´1

R
ż

r0

dt

}Q} n´1px0, tq

˛

‚“ 0 ,

де }Q} n´1px0, tq “

˜

ş

Spx0,tq

Qn´1pxq dA

¸
1

n´1

.

Наслiдок 5.1. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą eN , C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова

}Q} n´1px0, rq ď C0

N
ź

k“0

lnk r

для м.в. t P rr0,8q. Тодi не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

plnN Rq
γ “ 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Наслiдок 5.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для де-
яких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова
}Q} n´1px0, rq ď C0 r для м.в. t P rr0,8q. Тодi не iснує нижнього Q-
гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn у точцi x0 з асимптотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, R, fq

Rγ
“ 0 ,

де γ “ ω
1

n´1
n´1

C0
.

Теорема 5.2. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, та для
деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
β

для м.в. t P rr0,`8q.
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1) Якщо β P rp ´ n ` 1, 1q, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асим-
птотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

R
1´β
n´p

“ 0.

2) Якщо β “ 1, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn
вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
1

n´p

“ 0.

Наслiдок 5.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn pn ě 2q та для
деяких чисел r0 ą 0, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова

}Q} n´1
p´n`1

px0, tq ď C0 t
p´n`1

для м.в. t P rr0,`8q. Тодi не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму
f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асим-
птотичною умовою

lim inf
RÑ8

diam f pBpx0, Rqq

R
“ 0.

Теорема 5.3. Нехай x0 – деяка точка простору Rn, n ě 2, та для де-
яких чисел r0 ą 1, C0 “ C0px0q ą 0 виконується умова
}Q} n´1

p´n`1
px0, tq ď C0 t pln tq

β для м.в. t P rr0,`8q.
1) Якщо β P r0, 1q, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму

f : Rn Ñ Rn вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асим-
птотичною умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

plnRq
1´β
n´p

“ 0.

2) Якщо β “ 1, то не iснує нижнього Q-гомеоморфiзму f : Rn Ñ Rn
вiдносно p-модуля при n ´ 1 ă p ă n у точцi x0 з асимптотичною
умовою

lim inf
RÑ8

Mpx0, f, Rq

pln lnRq
1

n´p

“ 0.
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