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Екстремальне розбиття комплексної
площини з вiльними полюсами

на одиничному колi

I. В. Денега, Я. В. Заболотний

Abstract. This paper is an attempt to follow the path taken by the open
problem of V.N. Dubinin on extremal decomposition of the complex plane
with free poles on the unit circle. Currently, the problem is not completely
solved. In this work, its partial solution for n ě 40 is obtained for the case
of simply connected domains.

Анотацiя. Ця стаття є спробою прослiдкувати шлях, який пройшла
вiдкрита проблема В.М. Дубiнiна про екстремальне розбиття компле-
ксної площини з вiльними полюсами на одиничному колi. На даний
час ця проблема повнiстю не розв’язана. У данiй роботi одержано її
частковий розв’язок при n ě 40 для випадку однозв’язних областей.

1. Формулювання проблеми та вiдомi результати

Нехай N i R – множини натуральних i дiйсних чисел, вiдповiдно, C –
комплексна площина, C “ C

Ť

t8u – розширена комплексна площина,
U “ tz : |z| ă 1u — вiдкритий одиничний круг.

Нехай функцiя fpzq, мероморфна в крузi U , однолисто вiдображає
даний круг на область B Ă C так, що fp0q “ a, де a P B i a ‰ 8.

Означення 1.1. Величина |f 1p0q| називається конформним радiусом
областi B в точцi a.

Конформний радiус областi B в точцi a будемо позначати RpB, aq.
Для багатозв’язних областей аналогом поняття конформного радiуса

є поняття внутрiшнього радiуса [1–3,18,20].

Означення 1.2. Функцiєю Грiна gBpz, aq областi B з полюсом в скiн-
ченнiй точцi a P B називається дiйсна функцiя, гармонiчна по z в Bza,
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яка прямує до нуля, коли z прямує до межi B, i для якої в деякому око-
лi точки a правильний асимптотичний розклад:

gBpz, aq “ ´ ln |z ´ a| ` γ ` op1q, z Ñ a.

Означення 1.3. Внутрiшнiм радiусом rpB, aq областi B вiдносно скiн-
ченної точки a називається величина eγ.

Вiдзначимо, що для однозв’язних областей внутрiшнiй радiус областi
дорiвнює її конформному радiусу.

Означення 1.4. Нехай B – область розширеної комплексної площини
Cz. Пiд квадратичним диференцiалом в B розумiтимемо символ

Qpzqdz2, (1.1)

де Qpzq – функцiя, мероморфна в B (див. [1, 2, 18,19,21]).

Означення 1.5. Скiнченна точка z0 P B називається нулем або по-
люсом порядку n диференцiала (1.1), якщо вона є нулем або полюсом
функцiї Qpzq.

Означення 1.6. Круговою областю квадратичного диференцiала Qpzqdz2

називається однозв’язна область G Ă Cz, яка мiстить єдиний полюс
другого порядку цього квадратичного диференцiала в точцi w “ a P
G, така, що при конформному однолистому вiдображеннi w “ fpzq
(fpaq “ 0) областi G на одиничний круг площини Cw, дiйсна тото-
жнiсть

Qpzqdz2 ” ´k
dw2

w2
, k P R` “ p0,8q.

В данiй роботi дослiджується наступна проблема.
Проблема 1. [18] При всiх значеннях параметра γ P p0, ns показати,

що максимум функцiонала

Inpγq “ rγ pB0, 0q
n
ź

k“1

r pBk, akq ,

де B0, B1, B2, . . . , Bn, n ě 2, – областi, що взаємно не перетинаються,
в C, a0 “ 0, |ak| “ 1, k “ 1, n, досягається для конфiгурацiї з областей
Bk i точок ak, якi володiють n-кратною симетрiєю.

Ця проблема була сформульована в якостi вiдкритої в 1994 роцi у
роботi [4] (див. також [18]). На даний час вона повнiстю не розв’язана,
її частковi випадки вивчалися в багатьох роботах. У статтi [4] сформу-
льована вище задача була розв’язана для значення параметра γ “ 1 i
всiх значень натурального параметра n ě 2. А саме, було показано, що
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при її умовах справедлива нерiвнiсть

rpB0, 0q
n
ź

k“1

rpBk, akq ď r pD0, 0q
n
ź

k“1

r pDk, dkq ,

де dk, Dk, k “ 0, n, – полюси та круговi областi квадратичного дифе-
ренцiала

Qpwqdw2 “ ´
pn2 ´ 1qwn ` 1

w2pwn ´ 1q2
dw2.

Л.В. Ковальов в 1996 роцi в роботi [5] отримав розв’язок цiєї задачi
при досить жорстких обмеженнях на розташування систем точок на
одиничному колi, а саме, для таких систем точок, для яких виконуються
наступнi умови

0 ă αk ď 2{
?
γ, k “ 1, n, n ě 5,

де αk “ arg ak`1´arg ak, arg an`1 :“ arg a1. Пiзнiше в [9] було показано,
що результат Л.В. Ковальова справедливий i при n “ 4. В 2003 роцi в [6]
одержано розв’язок проблеми 1 для γ P p0, 1s. Далi, в монографiї [1] 2008
року було показано, що аналог результата В.М. Дубiнiна [4] виконується
для довiльного γ P R`, але починаючи з деякого невiдомого номера
n0pγq. Також в [1] був запропонований метод "керуючих" функцiоналiв,
який дозволяє послабити вимоги на геометрiю розташування систем
точок.

Надалi дослiдження проблеми 1 розвивалося в основному в трьох на-
прямках. Першим з даних напрямкiв було дослiдження даної проблеми
для конкретних значень натурального параметра n.

Нехай

I0
npγq “

ˆ

4

n

˙n

´

4γ
n2

¯

γ
n

`

1´ γ
n2

˘n` γ
n

˜

1´
?
γ
n

1`
?
γ
n

¸2
?
γ

. (1.2)

У роботi [10] одержано розв’язок проблеми 1 при n “ 2.

Теорема 1.1 ([10]). Нехай γ P p1, 2s. Тодi для довiльних рiзних точок
a1 i a2 одиничного кола i довiльних областей, що взаємно не перети-
наються, B0, B1, B2, a0 “ 0 P B0 Ă C, a1 P B1 Ă C, a2 P B2 Ă C,
справедлива нерiвнiсть

rγ pB0, 0q r pB1, a1q r pB2, a2q ď I0
2 pγq

ˆ

1

2
|a1 ´ a2|

˙2´γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 й
областi B0, B1, B2, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
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квадратичного диференцiала

Qpwqdw2 “ ´
p4´ γqw2 ` γ

w2pw2 ´ 1q2
dw2. (1.3)

При n “ 2 i γ P p0, 2s розглядалася також дещо загальнiша задача про
максимум функцiонала I2pγq для довiльних фiксованих точок a1, a2 P

Czt0u комплексної площини. Тодi справедливий такий результат.

Теорема 1.2 ([10]). Нехай γ P p0, 2s. Тодi для довiльних рiзних точок
A2 “ ta1, a2u P Czt0u, таких, що

|a1a2| ď 1,

ˆ

1

2
|a1 ´ a2|

˙2´γ

ď 1,

i будь-яких областей, що взаємно не перетинаються, B0, B1, B2, a0 “

0 P B0 Ă C, a1 P B1 Ă C, a2 P B2 Ă C, справедлива нерiвнiсть

rγ pB0, 0q r pB1, a1q r pB2, a2q ď
4γ

γ
2

`

1´ γ
4

˘2` γ
2

˜

1´
?
γ

2

1`
?
γ

2

¸2
?
γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається, коли точки a0, a1, a2 й
областi B0, B1, B2, є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями
квадратичного диференцiала (1.3).

Для значень n “ 3 i n “ 4 найкращi на даний момент результати
були отриманi в роботi [8].

Другим напрямком в дослiдженнi проблеми 1 був пошук її розв’яза-
ння з деякими додатковими обмеженнями на системи областей i точок.

Використовуючи результат теореми 1.1, було отримано таку оцiнку
зверху функцiонала Inpγq.

Теорема 1.3 ([10]). Нехай n P N, n ě 3, γ P p1, ns. Тодi для будь-
якої системи рiзних точок An “ takunk“1 одиничного кола i будь-якого
набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk, a0 “ 0 P B0 Ă

C, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, справедлива нерiвнiсть

rγpB0, 0q
n
ź

k“1

rpBk, akq ď
´

sin
π

n

¯n´γ
ˆ

I0
2

ˆ

2γ

n

˙˙
n
2

.

Наступна теорема дає частковий розв’язок проблеми 1 для n ě 4,
γ P p1, ns, однак при деякому обмеженнi на внутрiшнiй радiус областi,
яка мiстить точку нуль.
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Теорема 1.4 ([10]). Нехай n P N, n ě 4, γ P p1, ns i

Kpn, γq “
“

I0
npγq ¨ µnpγq

‰
1
γ ,

де I0
npγq визначається спiввiдношенням (1.2), а

µnpγq “

«

4n

pn´ 1qn´1
¨

1
?
γ

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1
ff´1

.

Тодi для будь-якої системи рiзних точок An “ takunk“1 одиничного кола
i будь-якого набору областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk,
a0 “ 0 P B0 Ă C, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, таких, що

rpB0, 0q ď Kpn, γq,

справедлива нерiвнiсть

rγpB0, 0q
n
ź

k“1

rpBk, akq ď

ˆ

4

n

˙n

´

4γ
n2

¯

γ
n

`

1´ γ
n2

˘n` γ
n

˜

1´
?
γ
n

1`
?
γ
n

¸2
?
γ

.

Знак рiвностi в цiй нерiвностi досягається тодi, коли ak i Bk, k “ 0, n,
є, вiдповiдно, полюсами i круговими областями квадратичного дифе-
ренцiала

Qpwqdw2 “ ´
pn2 ´ γqwn ` γ

w2pwn ´ 1q2
dw2. (1.4)

Iншим напрямком в дослiдженнi проблеми 1 був пошук зростаючої
мажоранти для всiх значень n, починаючи з деякого номера.

Теорема 1.5 ([10]). Нехай n P N, n ě 3, γ P p1,
?
n s. Тодi для будь-якої

системи рiзних точок An “ takunk“1 одиничного кола i будь-якого набо-
ру областей, що взаємно не перетинаються, B0, Bk, a0 “ 0 P B0 Ă C,
ak P Bk Ă C, k “ 1, n, справедлива нерiвнiсть

rγ pB0, 0q
n
ź

k“1

r pBk, akq ď rγ pD0, 0q
n
ź

k“1

r pDk, dkq ,

де dk, Dk, k “ 0, n, d0 “ 0, є, вiдповiдно, полюсами i круговими облас-
тями квадратичного диференцiала (1.4).

В попереднiй теоремi в ролi мажоранти виступає γ “
?
n. Однак

виявляється, що в ролi даної мажоранти можна також взяти γ “ nα

для довiльного α P
`

1
2 ; 2

3

˘

. Зокрема, правильна наступна теорема.

Теорема 1.6 ([7]). Для довiльного натурального n ě e9 i
0 ă γ ď n

2
3
´ 1?

lnn виконується нерiвнiсть:
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rγpB0, a0q
n
ś

k“1

rpBk, akq ď rγpD0, a
0
0q

n
ś

k“1

rpDk, a
0
kq,

де B0, B1, B2,..., Bn, – попано неперетиннi областi в C, a0 “ 0, |ak| “ 1,
a1 “ 1, k “ 1, n, причому знак рiвностi досягається, наприклад, для
ak “ a0

k, Bk “ Dk, k “ 0, n, де a0
k, Dk, – вiдповiдно полюси i круговi

областi квадратичного диференцiала (1.4).

Суттєвим недолiком попередньої теореми є те, що номер, починаючи
з якого можна брати γ “ nα для α P

`

1
2 ; 2

3

˘

, є дуже великим.
Загалом, найкращi вiдомi на даний момент результати в данiй про-

блемi як для деяких конкретних значень n, так i для загального випадку
вiдображено в наступнiй таблицi.

n 2 3 4 n ě 3 n ě e9

γ p0, 2s p0, 2.1s p0, 2.5s p0,
?
ns

´

0, n
2
3
´ 1?

lnn

ı

2. Основний результат

В наступнiй теоремi наводиться деякий аналог теореми 1.6, однак для
n ě 40, причому суттєво розширено дiапазон γ, для яких твердження
проблеми 1 правильне.

Теорема 2.1. Нехай n P N, n ě 40 i 1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq . Тодi

для довiльного набору функцiй fk, k “ 0, n, регулярних i однолистих в
крузi |z| ă 1, таких, що f0p0q “ 0, |fkp0q| “ 1 для k “ 1, n, причому
fipz1q ‰ fjpz2q для довiльних натуральних 1 ď i, j ď n, i ‰ j, та
довiльних рiзних z1, z2 P U , правильна нерiвнiсть:

ˇ

ˇf 10p0q
ˇ

ˇ

γ
n
ź

k“1

ˇ

ˇf 1kp0q
ˇ

ˇ ď

ˆ

4

n

˙n

´

4γ
n2

¯

γ
n

`

1´ γ
n2

˘n` γ
n

˜

1´
?
γ
n

1`
?
γ
n

¸2
?
γ

. (2.1)

Зауважимо, що результат теореми не змiниться для випадку, якщо
одна з функцiй fk буде мероморфною.

Доведення. Зауважимо, що набiр функцiй fk, k “ 0, n, вiдображає вiд-
критий одиничний круг на деяку систему неперетинних однозв’язних
областей, причому |f 1kp0q| “ R pBk, akq “ r pBk, akq, де ak “ fkp0q. Нехай
для конкретностi

0 “ arg a1 ă arg a2 ă . . . ă arg an ă 2π.

Позначимо
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α1 :“ 1
π parg a2´ arg a1q, α2 :“ 1

π parg a3´ arg a2q, ..., αn :“ 1
π p2π´ arg anq.

Позначимо також α0 “ max
k

αk, k “ 1, n. Тодi правильне наступне твер-
дження:

Лема 2.1 ([8]). Нехай n P N, n ě 2, γ ą 0. Нехай система взаєм-
но неперетинних однозв’язних областей tB0, B1, B2, . . . , Bnu така, що

0 P B0, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, i rγ pB0, 0q
n
ś

k“1

r pBk, akq ą I0
npγq. Тодi

правильна нерiвнiсть

r pB0, 0q ď n
´ n

2pn´γq I0
npγq

´ 1
n´γ ,

де I0
npγq – див. (1.2).

Врахувавши результат роботи [5], а також лему 2.1, нам досить роз-
глянути випадок

ˇ

ˇf 10p0q
ˇ

ˇ ď n
´ n

2pn´γq I0
npγq

´ 1
n´γ i α0 ą

2
?
γ
.

Доведемо, що для даних умов правильна нерiвнiсть:

|f 10p0q|
γ

n
ś

k“1

|f 1kp0q|

`

4
n

˘n

´

4γ

n2

¯

γ
n

´

1´ γ

n2

¯n`
γ
n

ˆ

1´
?
γ

n

1`
?
γ

n

˙2
?
γ
ă 1. (2.2)

Врахувавши лему 1, отримаємо, що
ˇ

ˇf 10p0q
ˇ

ˇ

γ
ď n

´
nγ

2pn´γq I0
npγq

´
γ

n´γ .

Пiдставивши даний вираз в нерiвнiсть (2.2), одержимо, що для доведе-
ння теореми нам достатньо довести таке спiввiдношення

n
´

nγ
2pn´γq I0

npγq
´ n
n´γ

n
ź

k“1

ˇ

ˇf 1kp0q
ˇ

ˇ ă 1. (2.3)

Також, згiдно з теоремою 5.2.3 роботи [1] правильна наступна нерiв-
нiсть:

n
ź

k“1

ˇ

ˇf 1kp0q
ˇ

ˇ ď 2n
n
ź

k“1

αk ď 2nα0

ˆ

2´ α0

n´ 1

˙n´1

ă

ă
4n

pn´ 1qn´1?γ

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

.

(2.4)
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Пiдставивши нерiвнiсть (2.4) в (2.3), отримаємо, що нам потрiбно дове-
сти нерiвнiсть

Pnpγq :“ n
´

nγ
2pn´γq

4n

pn´ 1qn´1?γ

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

I0
npγq

´ n
n´γ ă 1. (2.5)

Використавши рiвнiсть (1.2), отримаємо, що

Pnpγq “ n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

n

n´ 1

˙n´1 ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

´

1´
γ

n2

¯

n2`γ
n´γ

ˆ

1

4
?
γ

˙

n`γ
n´γ

˜

1`
?
γ
n

1´
?
γ
n

¸

2n
?
γ

n´γ

.

(2.6)

Оцiнимо вираз Pnpγq при умовах теореми. Зокрема,
´

n
n´1

¯n´1
ă e. Вiд-

значимо також, що
`

1´ γ
n2

˘

n2`γ
n´γ ă 1. Також правильна наступна оцiнка:

˜

1`
?
γ
n

1´
?
γ
n

¸

2n
?
γ

n´γ ˆ

1

4
?
γ

˙

n`γ
n´γ

ă 0.06 ă
1

e
.

Таким чином,

Pnpγq ă n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

. (2.7)

Оцiнимо тепер вираз n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

´

1´ 1?
γ

¯n´1
при умовах даної теореми.

Правильнi наступнi перетворення:

n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

“ n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

˜

ˆ

1´
1
?
γ

˙

?
γ
¸

n´1
?
γ

ă

ă

¨

˝n

ˆ

1

e

˙

2n2´2n´2nγ`2γ
nγ
?
γ`2n

?
γ`2γ

?
γ

˛

‚

nγ`2n`2γ
2pn´γq

“

“

¨

˚

˝

n

ˆ

1

e

˙
n

γ
3
2

2´ 2
n´

2γ
n `

2γ

n2

1` 2
γ`

2
n

˛

‹

‚

nγ`2n`2γ
2pn´γq

. (2.8)



Екстремальне розбиття комплексної площини з вiльними полюсами 79

Оскiльки в роботi [10] задачу було розв’язано для n ě 3 i 1 ă γ ď
?
n,

то нам достатньо розглянути тiльки γ ą
?
n. Для n ě 40 i

?
n ă γ ă

n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq правильна нерiвнiсть

2´ 2
n ´

2γ
n `

2γ
n2

1` 2
γ `

2
n

ą
6

5
,

тому отримаємо:

n

ˆ

1

e

˙
n

γ
3
2

2´ 2
n´

2γ
n `

2γ

n2

1` 2
γ`

2
n

ă n

ˆ

1

e

˙
6
5
n

γ
3
2 . (2.9)

Врахувавши, що γ ă n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq , отримаємо, що

6

5

n

γ
3
2

ą
6

5

n

n

3
2

˜

2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq

¸ “
6

5
n

lnp 56 lnpnqq
lnpnq .

Таким чином,

n

ˆ

1

e

˙
6
5
n

γ
3
2
ď n

ˆ

1

e

˙
6
5
n

lnp 56 lnpnqq
lnpnq

“ n

ˆ

1

e

˙
6
5
n
lognp 56 lnpnqq

“ 1.

Пiдставивши даний результат в нерiвностi (2.9) i (2.8), маємо

n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

ˆ

1´
1
?
γ

˙n´1

ă 1.

Таким чином, в нерiвностi (2.7) отримаємо, що для заданих n i γ вико-
нується нерiвнiсть

Pnpγq ă 1,

а звiдси, врахувавши нерiвностi (2.2) – (2.5), i випливає нерiвнiсть (2.1).
Теорему 2.1 доведено. �

Зауваження 2.1. Враховуючи поведiнку виразу

Hpn, γq :“
2´ 2

n ´
2γ
n `

2γ
n2

1` 2
γ `

2
n

при збiльшеннi n ми можемо дещо уточнити значення γ, для яких ви-
конується нерiвнiсть (2.1). Так, наприклад, для n ě 47 i γ ą

?
n пра-

вильна нерiвнiсть Hpn, γq ą 5
4 , а тому, провiвши аналогiчнi мiркуван-

ня, можна довести, що для даних n нерiвнiсть (2.1) виконується для
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1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 45 lnpnqq
lnpnq ; для n ě 119 правильна нерiвнiсть Hpn, γq ą 3

2 ,

а тому нерiвнiсть (2.1) виконується для 1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 23 lnpnqq
lnpnq , тобто

можна дещо розширити дiапазон γ в умовi теореми 2.1.

Зауваження 2.2. Доведена вище теорема 2.1 розв’язує проблему 1 для

n ě 40 i 1 ă γ ď n
2
3
´ 2

3

lnp 56 lnpnqq
lnpnq для випадку однозв’язних областей.

З подiбними результатами про оцiнки добуткiв внутрiшнiх радiусiв
областей можна ознайомитися в роботах [11–17,22].
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theory. Birkhäuser/Springer, Basel, 2014.

[19] P. Duren. Univalent functions. Heidelberg and New York: Springer-Verlag, 1983.
[20] G. M. Goluzin. Geometric theory of functions of a complex variable. Amer. Math.

Soc. Providence, R.I., 1969.
[21] K. Strebel. Quadratic differentials. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1984.
[22] A. L. Targonskii. Extreme problem for a mosaic system of points on the open sets

and non-overlapping domains. Proceedings of the International Geometry Center,
16(1):91–104, 2023.

I. В. Денега
Iнститут математики НАН України, м. Київ
Email: iradenega@gmail.com
ORCID: 0000-0001-8122-4257

Я. В. Заболотний
Iнститут математики НАН України, м. Київ
Email: yaroslavzabolotnii@gmail.com
ORCID: 0000-0002-1878-2077

mailto:iradenega@gmail.com
http://orcid.org/0000-0001-8122-4257
mailto:yaroslavzabolotnii@gmail.com
http://orcid.org/0000-0002-1878-2077

	Денега-Заболотний
	1. Формулювання проблеми та відомі результати
	2. Основний результат
	Література

