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Abstract. This paper is an attempt to follow the path taken by the open
problem of V.N. Dubinin on extremal decomposition of the complex plane
with free poles on the unit circle. Currently, the problem is not completely
solved. In this work, its partial solution for n ě 40 is obtained for the case
of simply connected domains.

Àíîòàöiÿ. Öÿ ñòàòòÿ ¹ ñïðîáîþ ïðîñëiäêóâàòè øëÿõ, ÿêèé ïðîéøëà
âiäêðèòà ïðîáëåìà Â.Ì. Äóáiíiíà ïðî åêñòðåìàëüíå ðîçáèòòÿ êîìïëå-
êñíî¨ ïëîùèíè ç âiëüíèìè ïîëþñàìè íà îäèíè÷íîìó êîëi. Íà äàíèé
÷àñ öÿ ïðîáëåìà ïîâíiñòþ íå ðîçâ'ÿçàíà. Ó äàíié ðîáîòi îäåðæàíî ¨¨
÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ïðè n ě 40 äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

1. Ôîðìóëþâàííÿ ïðîáëåìè òà âiäîìi ðåçóëüòàòè

Íåõàé N i R � ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ i äiéñíèõ ÷èñåë, âiäïîâiäíî, C �
êîìïëåêñíà ïëîùèíà, C “ C

Ťt8u � ðîçøèðåíà êîìïëåêñíà ïëîùèíà,
U “ tz : |z| ă 1u � âiäêðèòèé îäèíè÷íèé êðóã.
Íåõàé ôóíêöiÿ fpzq, ìåðîìîðôíà â êðóçi U , îäíîëèñòî âiäîáðàæà¹

äàíèé êðóã íà îáëàñòü B Ă C òàê, ùî fp0q “ a, äå a P B i a ‰ 8.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Âåëè÷èíà |f 1p0q| íàçèâà¹òüñÿ êîíôîðìíèì ðàäióñîì
îáëàñòi B â òî÷öi a.

Êîíôîðìíèé ðàäióñ îáëàñòi B â òî÷öi a áóäåìî ïîçíà÷àòè RpB, aq.
Äëÿ áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé àíàëîãîì ïîíÿòòÿ êîíôîðìíîãî ðàäióñà

¹ ïîíÿòòÿ âíóòðiøíüîãî ðàäióñà [11,13,16,17,22].

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ôóíêöi¹þ Ãðiíà gBpz, aq îáëàñòi B ç ïîëþñîì â ñêií-
÷åííié òî÷öi a P B íàçèâà¹òüñÿ äiéñíà ôóíêöiÿ, ãàðìîíi÷íà ïî z â Bza,
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ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè z ïðÿìó¹ äî ìåæi B, i äëÿ ÿêî¨ â äåÿêîìó îêî-
ëi òî÷êè a ïðàâèëüíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä:

gBpz, aq “ ´ ln |z ´ a| ` γ ` op1q, z Ñ a.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Âíóòðiøíiì ðàäióñîì rpB, aq îáëàñòi B âiäíîñíî ñêií-
÷åííî¨ òî÷êè a íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà eγ.

Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi
äîðiâíþ¹ ¨¨ êîíôîðìíîìó ðàäióñó.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íåõàé B � îáëàñòü ðîçøèðåíî¨ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè
Cz. Ïiä êâàäðàòè÷íèì äèôåðåíöiàëîì â B ðîçóìiòèìåìî ñèìâîë

Qpzqdz2, (1.1)

äå Qpzq � ôóíêöiÿ, ìåðîìîðôíà â B (äèâ. [11, 12,14,16,17]).

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ñêií÷åííà òî÷êà z0 P B íàçèâà¹òüñÿ íóëåì àáî ïî-
ëþñîì ïîðÿäêó n äèôåðåíöiàëà (1.1), ÿêùî âîíà ¹ íóëåì àáî ïîëþñîì
ôóíêöi¨ Qpzq.
Îçíà÷åííÿ 1.6. Êðóãîâîþ îáëàñòþ êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà
Qpzqdz2 íàçèâà¹òüñÿ îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü G Ă Cz, ÿêà ìiñòèòü ¹äè-
íèé ïîëþñ äðóãîãî ïîðÿäêó öüîãî êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà â òî÷öi
w “ a P G, òàêà, ùî ïðè êîíôîðìíîìó îäíîëèñòîìó âiäîáðàæåííi
w “ fpzq (fpaq “ 0) îáëàñòi G íà îäèíè÷íèé êðóã ïëîùèíè Cw, äiéñíà
òîòîæíiñòü

Qpzqdz2 ” ´kdw
2

w2
, k P R` “ p0,8q.

Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ íàñòóïíà ïðîáëåìà.
Ïðîáëåìà 1. [11] Ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà γ P p0, ns ïîêàçàòè,

ùî ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà

Inpγq “ rγ pB0, 0q
nź

k“1

r pBk, akq ,

äå B0, B1, B2, . . . , Bn, n ě 2, � îáëàñòi, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
â C, a0 “ 0, |ak| “ 1, k “ 1, n, äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ êîíôiãóðàöi¨ ç îáëàñòåé
Bk i òî÷îê ak, ÿêi âîëîäiþòü n-êðàòíîþ ñèìåòði¹þ.
Öÿ ïðîáëåìà áóëà ñôîðìóëüîâàíà â ÿêîñòi âiäêðèòî¨ â 1994 ðîöi ó

ðîáîòi [18] (äèâ. òàêîæ [11]). Íà äàíèé ÷àñ âîíà ïîâíiñòþ íå ðîçâ'ÿçàíà,
¨¨ ÷àñòêîâi âèïàäêè âèâ÷àëèñÿ â áàãàòüîõ ðîáîòàõ. Ó ñòàòòi [18] ñôîð-
ìóëüîâàíà âèùå çàäà÷à áóëà ðîçâ'ÿçàíà äëÿ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà γ “ 1
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i âñiõ çíà÷åíü íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n ě 2. À ñàìå, áóëî ïîêàçàíî,
ùî ïðè ¨¨ óìîâàõ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rpB0, 0q
nź

k“1

rpBk, akq ď r pD0, 0q
nź

k“1

r pDk, dkq ,

äå dk, Dk, k “ 0, n, � ïîëþñè òà êðóãîâi îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëà

Qpwqdw2 “ ´pn2 ´ 1qwn ` 1

w2pwn ´ 1q2 dw2.

Ë.Â. Êîâàëüîâ â 1996 ðîöi â ðîáîòi [20] îòðèìàâ ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i
ïðè äîñèòü æîðñòêèõ îáìåæåííÿõ íà ðîçòàøóâàííÿ ñèñòåì òî÷îê íà
îäèíè÷íîìó êîëi, à ñàìå, äëÿ òàêèõ ñèñòåì òî÷îê, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ
íàñòóïíi óìîâè

0 ă αk ď 2{?
γ, k “ 1, n, n ě 5,

äå αk “ arg ak`1 ´ arg ak, arg an`1 :“ arg a1. Ïiçíiøå â [2] áóëî ïîêà-
çàíî, ùî ðåçóëüòàò Ë.Â. Êîâàëüîâà ñïðàâåäëèâèé i ïðè n “ 4. Â 2003
ðîöi â [21] îäåðæàíî ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè 1 äëÿ γ P p0, 1s. Äàëi, â ìîíî-
ãðàôi¨ [16] 2008 ðîêó áóëî ïîêàçàíî, ùî àíàëîã ðåçóëüòàòà Â.Ì. Äóái-
íiíà [18] âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî γ P R`, àëå ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî
íåâiäîìîãî íîìåðà n0pγq. Òàêîæ â [16] áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä "êå-
ðóþ÷èõ" ôóíêöiîíàëiâ, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïîñëàáèòè âèìîãè íà ãåîìåòðiþ
ðîçòàøóâàííÿ ñèñòåì òî÷îê.
Íàäàëi äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè 1 ðîçâèâàëîñÿ â îñíîâíîìó â òðüîõ íà-

ïðÿìêàõ. Ïåðøèì ç äàíèõ íàïðÿìêiâ áóëî äîñëiäæåííÿ äàíî¨ ïðîáëåìè
äëÿ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n.
Íåõàé

I0npγq “
ˆ
4

n

˙n
´
4γ
n2

¯ γ
n

`
1 ´ γ

n2

˘n` γ
n

˜
1 ´

?
γ
n

1 `
?
γ
n

¸2
?
γ

. (1.2)

Ó ðîáîòi [3] îäåðæàíî ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè 1 ïðè n “ 2.

Òåîðåìà 1.1 ([3]). Íåõàé γ P p1, 2s. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê
a1 i a2 îäèíè÷íîãî êîëà i äîâiëüíèõ îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ, B0, B1, B2, a0 “ 0 P B0 Ă C, a1 P B1 Ă C, a2 P B2 Ă C,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ pB0, 0q r pB1, a1q r pB2, a2q ď I02 pγq
ˆ
1

2
|a1 ´ a2|

˙2´γ
.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, êîëè òî÷êè a0, a1, a2 é
îáëàñòi B0, B1, B2, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè
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êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà

Qpwqdw2 “ ´p4 ´ γqw2 ` γ

w2pw2 ´ 1q2 dw2. (1.3)

Ïðè n “ 2 i γ P p0, 2s ðîçãëÿäàëàñÿ òàêîæ äåùî çàãàëüíiøà çàäà÷à ïðî
ìàêñèìóì ôóíêöiîíàëà I2pγq äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê a1, a2 P
Czt0u êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Òîäi ñïðàâåäëèâèé òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.2 ([3]). Íåõàé γ P p0, 2s. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê
A2 “ ta1, a2u P Czt0u, òàêèõ, ùî

|a1a2| ď 1,

ˆ
1

2
|a1 ´ a2|

˙2´γ
ď 1,

i áóäü-ÿêèõ îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, B1, B2, a0 “
0 P B0 Ă C, a1 P B1 Ă C, a2 P B2 Ă C, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ pB0, 0q r pB1, a1q r pB2, a2q ď 4γ
γ
2

`
1 ´ γ

4

˘2` γ
2

˜
1 ´

?
γ
2

1 `
?
γ
2

¸2
?
γ

.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, êîëè òî÷êè a0, a1, a2 é
îáëàñòi B0, B1, B2, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (1.3).

Äëÿ çíà÷åíü n “ 3 i n “ 4 íàéêðàùi íà äàíèé ìîìåíò ðåçóëüòàòè
áóëè îòðèìàíi â ðîáîòi [1].
Äðóãèì íàïðÿìêîì â äîñëiäæåííi ïðîáëåìè 1 áóâ ïîøóê ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ

ç äåÿêèìè äîäàòêîâèìè îáìåæåííÿìè íà ñèñòåìè îáëàñòåé i òî÷îê.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàò òåîðåìè 1.1, áóëî îòðèìàíî òàêó îöiíêó

çâåðõó ôóíêöiîíàëà Inpγq.
Òåîðåìà 1.3 ([3]). Íåõàé n P N, n ě 3, γ P p1, ns. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨
ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An “ takunk“1 îäèíè÷íîãî êîëà i áóäü-ÿêîãî íàáî-
ðó îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, Bk, a0 “ 0 P B0 Ă C,
ak P Bk Ă C, k “ 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγpB0, 0q
nź

k“1

rpBk, akq ď
´
sin

π

n

¯n´γ ˆ
I02

ˆ
2γ

n

˙˙n
2

.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ïðîáëåìè 1 äëÿ n ě 4,
γ P p1, ns, îäíàê ïðè äåÿêîìó îáìåæåííi íà âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi,
ÿêà ìiñòèòü òî÷êó íóëü.
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Òåîðåìà 1.4 ([3]). Íåõàé n P N, n ě 4, γ P p1, ns i
Kpn, γq “ “

I0npγq ¨ µnpγq‰ 1
γ ,

äå I0npγq âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (1.2), à

µnpγq “
«

4n

pn´ 1qn´1
¨ 1?

γ

ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1
ff´1

.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An “ takunk“1 îäèíè÷íîãî êîëà
i áóäü-ÿêîãî íàáîðó îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, Bk,
a0 “ 0 P B0 Ă C, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, òàêèõ, ùî

rpB0, 0q ď Kpn, γq,
ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγpB0, 0q
nź

k“1

rpBk, akq ď
ˆ
4

n

˙n
´
4γ
n2

¯ γ
n

`
1 ´ γ

n2

˘n` γ
n

˜
1 ´

?
γ
n

1 `
?
γ
n

¸2
?
γ

.

Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ òîäi, êîëè ak i Bk, k “ 0, n,
¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñòÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëà

Qpwqdw2 “ ´pn2 ´ γqwn ` γ

w2pwn ´ 1q2 dw2. (1.4)

Iíøèì íàïðÿìêîì â äîñëiäæåííi ïðîáëåìè 1 áóâ ïîøóê çðîñòàþ÷î¨
ìàæîðàíòè äëÿ âñiõ çíà÷åíü n, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðà.

Òåîðåìà 1.5 ([3]). Íåõàé n P N, n ě 3, γ P p1,?n s. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨
ñèñòåìè ðiçíèõ òî÷îê An “ takunk“1 îäèíè÷íîãî êîëà i áóäü-ÿêîãî íàáî-
ðó îáëàñòåé, ùî âçà¹ìíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, B0, Bk, a0 “ 0 P B0 Ă C,
ak P Bk Ă C, k “ 1, n, ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

rγ pB0, 0q
nź

k“1

r pBk, akq ď rγ pD0, 0q
nź

k“1

r pDk, dkq ,

äå dk, Dk, k “ 0, n, d0 “ 0, ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè i êðóãîâèìè îáëàñ-
òÿìè êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (1.4).

Â ïîïåðåäíié òåîðåìi â ðîëi ìàæîðàíòè âèñòóïà¹ γ “ ?
n. Îäíàê

âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â ðîëi äàíî¨ ìàæîðàíòè ìîæíà òàêîæ âçÿòè γ “ nα

äëÿ äîâiëüíîãî α P `
1
2 ;

2
3

˘
. Çîêðåìà, ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6 ([19]). Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ě e9 i

0 ă γ ď n
2
3

´ 1?
lnn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:
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rγpB0, a0q
nś
k“1

rpBk, akq ď rγpD0, a
0
0q

nś
k“1

rpDk, a
0
kq,

äå B0, B1, B2,..., Bn, � ïîïàíî íåïåðåòèííi îáëàñòi â C, a0 “ 0, |ak| “ 1,
a1 “ 1, k “ 1, n, ïðè÷îìó çíàê ðiâíîñòi äîñÿãà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ
ak “ a0k, Bk “ Dk, k “ 0, n, äå a0k, Dk, � âiäïîâiäíî ïîëþñè i êðóãîâi
îáëàñòi êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëà (1.4).

Ñóòò¹âèì íåäîëiêîì ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè ¹ òå, ùî íîìåð, ïî÷èíàþ÷è
ç ÿêîãî ìîæíà áðàòè γ “ nα äëÿ α P `

1
2 ;

2
3

˘
, ¹ äóæå âåëèêèì.

Çàãàëîì, íàéêðàùi âiäîìi íà äàíèé ìîìåíò ðåçóëüòàòè â äàíié ïðî-
áëåìi ÿê äëÿ äåÿêèõ êîíêðåòíèõ çíà÷åíü n, òàê i äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó
âiäîáðàæåíî â íàñòóïíié òàáëèöi.

n 2 3 4 n ě 3 n ě e9

γ p0, 2s p0, 2.1s p0, 2.5s p0,?ns
´
0, n

2
3

´ 1?
lnn

ı

2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Â íàñòóïíié òåîðåìi íàâîäèòüñÿ äåÿêèé àíàëîã òåîðåìè 1.6, îäíàê äëÿ
n ě 40, ïðè÷îìó ñóòò¹âî ðîçøèðåíî äiàïàçîí γ, äëÿ ÿêèõ òâåðäæåííÿ
ïðîáëåìè 1 ïðàâèëüíå.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé n P N, n ě 40 i 1 ă γ ď n
2
3

´ 2
3

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq . Òîäi

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ôóíêöié fk, k “ 0, n, ðåãóëÿðíèõ i îäíîëèñòèõ â
êðóçi |z| ă 1, òàêèõ, ùî f0p0q “ 0, |fkp0q| “ 1 äëÿ k “ 1, n, ïðè÷îìó
fipz1q ‰ fjpz2q äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ 1 ď i, j ď n, i ‰ j, òà
äîâiëüíèõ ðiçíèõ z1, z2 P U , ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

ˇ̌
f 1
0p0qˇ̌γ

nź

k“1

ˇ̌
f 1
kp0qˇ̌ ď

ˆ
4

n

˙n
´
4γ
n2

¯ γ
n

`
1 ´ γ

n2

˘n` γ
n

˜
1 ´

?
γ
n

1 `
?
γ
n

¸2
?
γ

. (2.1)

Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàò òåîðåìè íå çìiíèòüñÿ äëÿ âèïàäêó, ÿêùî
îäíà ç ôóíêöié fk áóäå ìåðîìîðôíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íàáið ôóíêöié fk, k “ 0, n, âiäîáðàæà¹ âiä-
êðèòèé îäèíè÷íèé êðóã íà äåÿêó ñèñòåìó íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ
îáëàñòåé, ïðè÷îìó |f 1

kp0q| “ R pBk, akq “ r pBk, akq, äå ak “ fkp0q. Íåõàé
äëÿ êîíêðåòíîñòi

0 “ arg a1 ă arg a2 ă . . . ă arg an ă 2π.

Ïîçíà÷èìî
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α1 :“ 1
π parg a2 ´ arg a1q, α2 :“ 1

π parg a3 ´ arg a2q, ..., αn :“ 1
π p2π´ arg anq.

Ïîçíà÷èìî òàêîæ α0 “ max
k

αk, k “ 1, n. Òîäi ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ:

Ëåìà 2.1 ([1]). Íåõàé n P N, n ě 2, γ ą 0. Íåõàé ñèñòåìà âçà¹ì-
íî íåïåðåòèííèõ îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé tB0, B1, B2, . . . , Bnu òàêà, ùî

0 P B0, ak P Bk Ă C, k “ 1, n, i rγ pB0, 0q
nś
k“1

r pBk, akq ą I0npγq. Òîäi
ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

r pB0, 0q ď n
´ n

2pn´γq I0npγq´ 1
n´γ ,

äå I0npγq � äèâ. (1.2).

Âðàõóâàâøè ðåçóëüòàò ðîáîòè [20], à òàêîæ ëåìó 2.1, íàì äîñèòü ðîç-
ãëÿíóòè âèïàäîê

ˇ̌
f 1
0p0qˇ̌ ď n

´ n
2pn´γq I0npγq´ 1

n´γ i α0 ą 2?
γ
.

Äîâåäåìî, ùî äëÿ äàíèõ óìîâ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü:

|f 1
0p0q|γ

nś
k“1

|f 1
kp0q|

`
4
n

˘n
´

4γ

n2

¯ γ
n

´
1´ γ

n2

¯n` γ
n

ˆ
1´

?
γ

n

1`
?
γ

n

˙2
?
γ

ă 1. (2.2)

Âðàõóâàâøè ëåìó 1, îòðèìà¹ìî, ùî
ˇ̌
f 1
0p0qˇ̌γ ď n

´ nγ
2pn´γq I0npγq´ γ

n´γ .

Ïiäñòàâèâøè äàíèé âèðàç â íåðiâíiñòü (2.2), îäåðæèìî, ùî äëÿ äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè íàì äîñòàòíüî äîâåñòè òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

n
´ nγ

2pn´γq I0npγq´ n
n´γ

nź

k“1

ˇ̌
f 1
kp0qˇ̌ ă 1. (2.3)

Òàêîæ, çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.2.3 ðîáîòè [16] ïðàâèëüíà íàñòóïíà íåðiâ-
íiñòü:

nź

k“1

ˇ̌
f 1
kp0qˇ̌ ď 2n

nź

k“1

αk ď 2nα0

ˆ
2 ´ α0

n´ 1

˙n´1

ă

ă 4n

pn´ 1qn´1?
γ

ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1

.

(2.4)
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Ïiäñòàâèâøè íåðiâíiñòü (2.4) â (2.3), îòðèìà¹ìî, ùî íàì ïîòðiáíî äîâå-
ñòè íåðiâíiñòü

Pnpγq :“ n
´ nγ

2pn´γq 4n

pn´ 1qn´1?
γ

ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1

I0npγq´ n
n´γ ă 1. (2.5)

Âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (1.2), îòðèìà¹ìî, ùî

Pnpγq “ n
nγ`2n`2γ

2pn´γq
ˆ

n

n´ 1

˙n´1ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1

´
1 ´ γ

n2

¯n2`γ
n´γ

ˆ
1

4
?
γ

˙n`γ
n´γ

˜
1 `

?
γ
n

1 ´
?
γ
n

¸ 2n
?
γ

n´γ
.

(2.6)

Îöiíèìî âèðàç Pnpγq ïðè óìîâàõ òåîðåìè. Çîêðåìà,
´

n
n´1

¯n´1 ă e. Âiä-

çíà÷èìî òàêîæ, ùî
`
1 ´ γ

n2

˘n2`γ
n´γ ă 1. Òàêîæ ïðàâèëüíà íàñòóïíà îöiíêà:

˜
1 `

?
γ
n

1 ´
?
γ
n

¸ 2n
?
γ

n´γ ˆ
1

4
?
γ

˙n`γ
n´γ ă 0.06 ă 1

e
.

Òàêèì ÷èíîì,

Pnpγq ă n
nγ`2n`2γ

2pn´γq
ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1

. (2.7)

Îöiíèìî òåïåð âèðàç n
nγ`2n`2γ

2pn´γq
´
1 ´ 1?

γ

¯n´1
ïðè óìîâàõ äàíî¨ òåîðåìè.

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi ïåðåòâîðåííÿ:

n
nγ`2n`2γ

2pn´γq
ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1

“ n
nγ`2n`2γ

2pn´γq

˜ˆ
1 ´ 1?

γ

˙?
γ
¸n´1?

γ

ă

ă
¨
˝n

ˆ
1

e

˙ 2n2´2n´2nγ`2γ
nγ

?
γ`2n

?
γ`2γ

?
γ

˛
‚
nγ`2n`2γ

2pn´γq

“

“

¨
˚̋
n

ˆ
1

e

˙ n

γ
3
2

2´ 2
n´ 2γ

n ` 2γ

n2

1` 2
γ` 2

n

˛
‹‚

nγ`2n`2γ
2pn´γq

. (2.8)
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Îñêiëüêè â ðîáîòi [3] çàäà÷ó áóëî ðîçâ'ÿçàíî äëÿ n ě 3 i 1 ă γ ď ?
n,

òî íàì äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè òiëüêè γ ą ?
n. Äëÿ n ě 40 i

?
n ă γ ă

n
2
3

´ 2
3

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

2 ´ 2
n ´ 2γ

n ` 2γ
n2

1 ` 2
γ ` 2

n

ą 6

5
,

òîìó îòðèìà¹ìî:

n

ˆ
1

e

˙ n

γ
3
2

2´ 2
n´ 2γ

n ` 2γ

n2

1` 2
γ` 2

n ă n

ˆ
1

e

˙ 6
5
n

γ
3
2 . (2.9)

Âðàõóâàâøè, ùî γ ă n
2
3

´ 2
3

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq , îòðèìà¹ìî, ùî

6

5

n

γ
3
2

ą 6

5

n

n

3
2

˜
2
3

´ 2
3

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq

¸ “ 6

5
n

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq .

Òàêèì ÷èíîì,

n

ˆ
1

e

˙ 6
5
n

γ
3
2 ď n

ˆ
1

e

˙ 6
5
n

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq

“ n

ˆ
1

e

˙ 6
5
n
lognp 5

6 lnpnqq
“ 1.

Ïiäñòàâèâøè äàíèé ðåçóëüòàò â íåðiâíîñòi (2.9) i (2.8), ìà¹ìî

n
nγ`2n`2γ

2pn´γq
ˆ
1 ´ 1?

γ

˙n´1

ă 1.

Òàêèì ÷èíîì, â íåðiâíîñòi (2.7) îòðèìà¹ìî, ùî äëÿ çàäàíèõ n i γ âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Pnpγq ă 1,

à çâiäñè, âðàõóâàâøè íåðiâíîñòi (2.2) � (2.5), i âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü (2.1).
Òåîðåìó 2.1 äîâåäåíî. □
Çàóâàæåííÿ 2.1. Âðàõîâóþ÷è ïîâåäiíêó âèðàçó

Hpn, γq :“ 2 ´ 2
n ´ 2γ

n ` 2γ
n2

1 ` 2
γ ` 2

n

ïðè çáiëüøåííi n ìè ìîæåìî äåùî óòî÷íèòè çíà÷åííÿ γ, äëÿ ÿêèõ âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (2.1). Òàê, íàïðèêëàä, äëÿ n ě 47 i γ ą ?

n ïðà-
âèëüíà íåðiâíiñòü Hpn, γq ą 5

4 , à òîìó, ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ìiðêóâàí-
íÿ, ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ äàíèõ n íåðiâíiñòü (2.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
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1 ă γ ď n
2
3

´ 2
3

lnp 4
5 lnpnqq
lnpnq ; äëÿ n ě 119 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü Hpn, γq ą 3

2 ,

à òîìó íåðiâíiñòü (2.1) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ 1 ă γ ď n
2
3

´ 2
3

lnp 2
3 lnpnqq
lnpnq , òîáòî

ìîæíà äåùî ðîçøèðèòè äiàïàçîí γ â óìîâi òåîðåìè 2.1.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Äîâåäåíà âèùå òåîðåìà 2.1 ðîçâ'ÿçó¹ ïðîáëåìó 1 äëÿ

n ě 40 i 1 ă γ ď n
2
3

´ 2
3

lnp 5
6 lnpnqq
lnpnq äëÿ âèïàäêó îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Ç ïîäiáíèìè ðåçóëüòàòàìè ïðî îöiíêè äîáóòêiâ âíóòðiøíiõ ðàäióñiâ
îáëàñòåé ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ â ðîáîòàõ [4�10,15].
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