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Залежнiсть ефективних властивостей
вiд регулярних збурень

М. Далла Рiва, П. Луццiнi, П. Мусолiно, Р. Пухтаєвич

Abstract. In this review, we present some of our results on the behavior
of the effective properties in the presence of perturbations of the geometric
and physical parameters. We will first show that the average longitudinal
flow of a Newtonian fluid flowing at low Reynolds numbers around a pe-
riodic array of cylinders depends analytically on the perturbations of the
periodicity structure and the cross section of the cylinders. Next, we will
show the analytical dependence of the effective conductivity of a periodic
two-phase composite with ideal and non-ideal contacts at the interface on
the perturbations of the shape of the inclusions, the periodicity structure,
and the conductivity of each material.

Анотацiя. У цьому оглядi ми представляємо деякi нашi результати
щодо поведiнки ефективних властивостей за наявностi збурень геоме-
тричних i фiзичних параметрiв. Ми спочатку покажемо, що середнiй
поздовжнiй потiк ньютонiвської рiдини, що тече з низькими числа-
ми Рейнольдса навколо перiодичного масиву цилiндрiв, аналiтично за-
лежить вiд збурень структури перiодичностi та поперечного перерiзу
цилiндрiв. Далi ми покажемо аналiтичну залежнiсть ефективної про-
вiдностi перiодичного двофазного композиту з iдеальним i неiдеальним
контактами на межi вiд збурень форми включень, структури перiоди-
чностi та провiдностi кожного матерiалу.

1. Вступ

У статтi представленi нещодавнi результати щодо впливу збурень
геометрiї та фiзичних параметрiв на ефективнi властивостi. Спочатку
розглядається випадок ньютонiвської рiдини, що тече при низьких чи-
слах Рейнольдса навколо перiодичного масиву цилiндрiв i показано, що
середнє значення поздовжньої складової швидкостi потоку аналiтично
залежить вiд збурень структури перiодичностi та поперечного перерiзу
цилiндрiв (див. [7, 9]).
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Далi розглядаються тепловi властивостi двофазних композитiв iз пе-
рiодичними включеннями в однорiднiй матрицi. Показано, що ефектив-
на провiднiсть аналiтично залежить вiд збурень форми включень, струк-
тури перiодичностi та провiдностi матерiалiв. Представлено результати
для iдеального [8] та неiдеального контактiв на межi [4].

Середнiй поздовжнiй потiк та ефективна провiднiсть визначаються
як функцiонали розв’язкiв перiодичних крайових задач, якi ми фор-
мулюємо в областях, форма яких залежить вiд певних параметрiв збу-
рення. Для їх дослiдження ми перетворюємо крайовi задачi в системи
iнтегральних рiвнянь на межi цих областей, а потiм через змiну змiнних
переводимо їх на межi фiксованих множин. Далi, за допомогою теореми
про неявну функцiю для аналiтичних вiдображень у банахових просто-
рах виводяться результати про аналiтичну залежнiсть розв’язкiв, що
дає необхiднi характеристики ефективних властивостей. Пiд «аналiти-
чним» завжди мається на увазi "дiйсно аналiтичний".

Також варто зазначити, що на вiдмiну вiд багатьох iснуючих мето-
дiв у лiтературi, якi застосовуються до перiодичних структур зi специ-
фiчними формами (наприклад, дво- чи тривимiрнi перiодичнi масиви
кругiв/сфер або елiпсiв/елiпсоїдiв), наш метод можна застосовувати до
довiльних форм за умови дотримання певних припущень щодо регу-
лярностi. Крiм того, результати щодо аналiтичностi, якi ми отримуємо,
передбачають диференцiйованiсть вiдносно параметрiв, а тому можна
обчислити вiдповiднi похiднi з метою характеристики критичних кон-
фiгурацiй.

Стаття органiзована наступним чином. У Роздiлi 2 ми вводимо геоме-
тричнi позначення розглянутих перiодичних структур. Роздiл 3 мiстить
результат щодо середнього поздовжнього потоку вздовж перiодичного
масиву цилiндрiв. У Роздiлi 4 та Роздiлi 5 ми представляємо резуль-
тат щодо ефективної провiдностi двофазного перiодичного композиту з
умовою iдеального та неiдеального контактiв вiдповiдно.

2. Геомертичнi позначення

Позначимо через n P t2, 3u i te1, . . . , enu розмiрнiсть i канонiчний ба-
зис простору Rn. Якщо q11, . . . , qnn P s0,`8r, то ми будемо використо-
вувати натупне позначення:
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i

Q ”
n
ź

j“1

p0, qjjq Ď Rn. (2.2)

Множина Q є перiодичною комiркою, тодi як q є дiагональною матри-
цею, що включає iнформацiю про перiодичнiсть. Очевидно, що
|Q|n ”

śn
j“1 qjj є мiрою комiрки Q, а qZn ” tqz : z P Znu — це множина

вершин перiодичного подiлу Rn, що вiдповiдає комiрцi Q. Крiм того,
покладемо rQ ” s0, 1rn .

Нехай DnpRq — простiр nˆ n дiагональних матриць з дiйсними еле-
ментами, а D`n pRq — множина елементiв з DnpRq з дiагональними еле-
ментами в s0,`8r. Якщо ΩQ є пiдмножиною Rn, такою що ΩQ Ď Q, ми
визначаємо наступнi двi перiодичнi областi: SqrΩQs ”

Ť

zPZnpqz ` ΩQq,

SqrΩQs
´ ” RnzSqrΩQs. Символ ‘¨’ позначає замикання множини.

Якщо u є дiйснозначною функцiєю, визначеною на SqrΩQs або SqrΩQs
´,

ми говоримо, що u є q-перiодичною, якщо upx ` qzq “ upxq для всiх
z P Zn та для всiх x з областi визначення u. Якщо k P N, покладемо

Ckb pSqrΩQs
´q ”

!

u P CkpSqrΩQs
´q : Dγu обмежена @γ P Nn та |γ| ď k

)

.

На Ckb pSqrΩQs
´q ми розглядаємо звичну норму

}u}
Ckb pSqrΩQs´q

”
ÿ

|γ|ďk

sup
xPSqrΩQs´

|Dγupxq|, @u P Ckb pSqrΩQs
´q ,

де |γ| ”
řn
i“1 γi позначає довжину мультиiндексу γ ” pγ1, . . . , γnq P Nn.

Крiм того, якщо β P s0, 1s, ми покладемо

Ck,βb pSqrΩQs
´q ”

!

u P Ck,βpSqrΩQs
´q : Dγu обмежена @γ P Nn та |γ| ď k

)

,

а на Ck,βb pSqrΩQs
´q ми розглядаємо звичну норму

}u}
Ck,βb pSqrΩQs´q

”
ÿ

|γ|ďk

sup
xPSqrΩQs´

|Dγupxq| `
ÿ

|γ|“k

|Dγu : SqrΩQs
´|β

@u P Ck,βb pSqrΩQs
´q ,

де |Dγu : SqrΩQs
´|β позначає β-Гельдерiвську константу Dγu (див. на-

приклад, Гiлбарг i Трудiнгер [6] для визначення множин i функцiй кла-
суШаудера Ck,β). Тодi, Ckq pSqrΩQs

´q - банаховий пiдпростiр Ckb pSqrΩQs
´q,

визначений як Ckq pSqrΩQs
´q ”

!

u P Ckb pSqrΩQs
´q : u є q-перiодичною

)

,
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а Ck,βq pSqrΩQs
´q - банаховий пiдпростiр Ck,βb pSqrΩQs

´q, визначену як

Ck,βq pSqrΩQs
´q ”

!

u P Ck,βb pSqrΩQs
´q : u є q-перiодичною

)

.

Простори Ckb pSqrΩQsq, C
k,β
b pSqrΩQsq, Ckq pSqrΩQsq i C

k,β
q pSqrΩQsq можуть

бути визначенi аналогiчним чином.
Ми позначаємо через νΩQ одиничну зовнiшню нормаль до BΩQ, а че-

рез dσ — елемент площi на BΩQ. Ми зберiгаємо стандартнi позначення
для простору Лебега L1pBΩQq функцiй, iнтегровних за Лебегом. Позна-
чимо через |BΩQ|n´1 pn´ 1q-вимiрну мiру BΩQ.

Тепер ми вводимо збурення форми. Щоб розглядати областi змiнної
форми, ми фiксуємо множину та розглядаємо клас дифеоморфiзмiв, що
дiють на її межi. Тодi збурення дифеоморфiзму можна розглядати як
збурення областi. З цiєю метою ми фiксуємо наступне

Нехай α P s0, 1r i нехай Ω є обмеженою вiдкритою зв’язною

пiдмножиною Rn класу C1,α такою що RnzΩ є зв’язною.
(2.3)

Ми позначаємо через ABΩ множину функцiй класу C1pBΩ,Rnq, якi
є iн’єктивними та у яких диференцiал є iн’єктивним в усiх точках BΩ.
Тодi нам зручно позначити черезA rQ

BΩ ” tφ P ABΩ : φpBΩq Ď rQu множину
дифеоморфiзмiв з ABΩ, образ яких мiститься у rQ (див. Рисунок 2.1).

Рис. 2.1. Дифеоморфiзм φ P A rQ
BΩ в R2.

Якщо φ P A rQ
BΩ, то R

nzφpBΩq має рiвно двi вiдкритi зв’язнi компоненти,
i ми позначаємо обмежену з них як Irφs. Очевидно, що множина qIrφs “
tqx : x P Irφsu мiститься у перiодичнiй комiрцi Q (див. Рисунок 2.2).
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Рис. 2.2. Перетворення викликане q в R2.

Тодi SqrqIrφss та SqrqIrφss´ є двома необмеженими та перiодични-
ми множинами, якi залежать вiд pq, φq i моделюють перiодичну струк-
туру об’єктiв, розглянутих у цiй статтi (див. Рисунок 2.3). Якщо ми
змiнюємо елементи q, це призведе до змiни перiодичностi наборiв. На-
томiсть, змiна φ викликає змiни у формi перiодичних включень.

Рис. 2.3. Множини SqrqIrφss´, SqrqIrφss, i qφpBΩq в R2.
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3. Середнiй поздовжнiй потiк вздовж перiодичного масиву
цилiндрiв

Цей роздiл присвячено поздовжньому потоку ньютонiвської рiдини,
що тече при низьких числах Рейнольдса вздовж перiодичного маси-
ву цилiндрiв. Ми дослiджуємо вплив збурень структури перiодичностi
(перiодична комiрка є прямокутником який асоцiюється з матрицею q)
та форми поперечного перерiзу цилiндрiв (визначається образом фi-
ксованої областi через дифеоморфiзм φ). Оскiльки поперечний перерiз
цилiндра є двовимiрним, у цьому роздiлi ми покладаємо n “ 2 .

Додатково припустивши, що градiєнт тиску паралельний цилiндрам,
поле швидкостi має лише одну ненульову компоненту. Тодi, iнтегруючи
поздовжню компоненту поля швидкостi по фундаментальнiй комiрцi,
для кожної пари pq, φq ми визначаємо середнє значення поздовжньої
компоненти швидкостi потоку Σrq, φs (див. (3.2)). Зазначимо, що Σrq, φs
є мiрою кiлькостi рiдини, що тече через одну перiодичну комiрку, яку
iнодi називають поздовжньою проникнiстю масиву цилiндрiв (або її
протилежнiстю, див., наприклад, Мiтюшев та Адлер [10,11]).

Тут нас цiкавить залежнiсть (середньої) поздовжньої швидкостi вiд
довжини сторiн прямокутної комiрки та форми поперечного перерiзу
цилiндрiв.

Якщо q P D`2 pRq та φ P A rQ
BΩ, то множина SqrqIrφss ˆ R — нескiнчен-

ний масив паралельних цилiндрiв. Натомiсть, множина SqrqIrφss´ ˆ R
є областю, в якiй ньютонiвська рiдина тече при низьких числах Рей-
нольдса. Ми припускаємо, що градiєнт тиску, який призводить до руху,
є постiйним i паралельним до цилiндрiв. Як наслiдок, використовуючи
стандартний пiдхiд, заснований на специфiчнiй геометрiї задачi, ми мо-
жемо перетворити систему Стокса в рiвняння Пуассона для ненульової
компоненти поля швидкостi. Без втрати загальностi ми можемо вважа-
ти, що в’язкiсть рiдини та ненульова компонента градiєнта тиску рiвнi
одиницi. Вiдповiдно, якщо q P D`2 pRq та φ P A rQ

BΩ, то задача зводиться
до задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

$

’

&

’

%

∆u “ 1, в SqrqIrφss´,
upx` qeiq “ upxq, @x P SqrqIrφss´, @i P t1, 2u,
upxq “ 0, @x P BSqrqIrφss´.

(3.1)

Задача (3.1) має єдиний розв’язок в просторi C1,α
q pSqrqIrφss´q i ми по-

значимо його як urq, φs. З фiзичної точки зору, функцiя urq, φs представ-
ляє ненульовий компонент векторного поля швидкостi (див. Мiтюшев
та Адлер [10, §2]). Тодi ми можемо визначити Σrq, φs як iнтеграл швид-
костi потоку urq, φs по перiодичнiй комiрцi (див. Мiтюшев та Адлер
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[10, §3]), а саме

Σrq, φs ”
1

|Q|2

ż

QzqIrφs
urq, φspxq dx

@pq, φq P D`2 pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,R2q XA rQ
BΩ

¯

.

(3.2)

В роботах [7,9] ми дослiджували властивостi регулярностi Σrq, φs як
функцiї вiд pq, φq. Серед iнших результатiв, ми довели, що вiдображення
pq, φq ÞÑ Σrq, φs є аналiтичним, про що говорить наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай α, Ω визначенi в (2.3). Тодi вiдображення з

D`2 pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,R2q XA rQ
BΩ

¯

в R, що вiдображає пару pq, φq в Σrq, φs, є аналiтичним.

4. Ефективна провiднiсть перiодичного двохфазного
композиту з iдеальними умовами контакту

У цьому роздiлi ми розглядаємо ефективну провiднiсть n-вимiрного
перiодичного двохфазного композиту (n P t2, 3u) з iдеальним контактом
на межi. Композит отримується шляхом введення в однорiдну матри-
цю перiодичного набору включень достатньо гладких форм. Як матри-
ця, так i множина включень, заповненi двома рiзними однорiдними та
iзотропними теплопровiдними матерiалами з провiдностями λ´ та λ`
вiдповiдно, де pλ`, λ´q P r0,`8r2˚ ” r0,`8r2ztp0, 0qu. Граничний випа-
док матерiалу з нульовою провiднiстю вiдповiдає тепловому iзолятору.
Отже, ми припускаємо, що два матерiали не є одночасно iзоляторами.
З iншого боку, якщо провiднiсть наближається до `8, матерiал є iде-
альним провiдником.

Як вiдомо, можна визначити ефективну теплопровiднiсть компози-
цiйного матерiалу, λeff,id, за допомогою розв’язку задачi передачi для
рiвняння Лапласа (див. Означення 4.1, Мiтюшев, Обносов, Песецькая,
Рогозiн [12, §5]). Ефективну теплопровiднiсть можна розглядати як
теплопровiднiсть однорiдного матерiалу, чиї глобальнi характеристики
теплопровiдника є "еквiвалентними"характеристикам композита.

З метою введення визначення ефективної провiдностi спочатку не-
обхiдно ввести сiм’ю крайових задач для рiвняння Лапласа. Якщо
q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq X A rQ

BΩ i pλ`, λ´q P r0,`8r2˚, для кожного
j P t1, . . . , nu ми розглянемо наступну задачу передачi для пари фун-
кцiй pu`j , u

´
j q P C

1,α
loc pSqrqIrφssq ˆ C

1,α
loc pSqrqIrφss´q :
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∆u`j “ 0 в SqrqIrφss,
∆u´j “ 0 в SqrqIrφss´,
u`j px` qehq “ u`j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss, @h P t1, . . . , nu,
u´j px` qehq “ u´j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss´, @h P t1, . . . , nu,
λ` B

BνqIrφs
u`j ´ λ

´ B
BνqIrφs

u´j “ 0 на BqIrφs,

u`j ´ u
´
j “ 0 на BqIrφs,

ş

BqIrφs u
`
j dσ “ 0,

(4.1)

де νqIrφs — зовнiшня одинична нормаль до BqIrφs. Нагадуємо, що для
ph, jq P t1, . . . , nu2 символ δhj позначає символ дельта Кронекера, тому
δhj “ 1 для h “ j i δhj “ 0 в iншому випадку. Задача (4.1) має єдиний
розв’язок pu`j , u

´
j q в C

1,α
loc pSqrqIrφssqˆC

1,α
loc pSqrqIrφss´q, який ми позначи-

мо як pu`j rq, φ, pλ
`, λ´qs, u´j rq, φ, pλ

`, λ´qsq. Цей розв’язок використову-
ється для визначення ефективної провiдностi (див., наприклад, Мiтю-
шев, Обносов, Песецькая та Рогозiн [12, §5]).

Означення 4.1. Нехай q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ, i pλ

`, λ´q P
r0,`8r2˚. Тодi ефективна провiднiсть

λeff,idrq, φ, pλ`, λ´qs ” pλeff,id
ij rq, φ, pλ`, λ´qsqi,j“1,...,n

є матрицею розмiром nˆn з елементом pi, jq, визначеним наступним
чином

λeff,id
ij rq, φ, pλ`, λ´qs ”

1

|Q|n

#

λ`
ż

qIrφs

B

Bxi
u`j rq, φ, pλ

`, λ´qspxq dx

` λ´
ż

QzqIrφs

B

Bxi
u´j rq, φ, pλ

`, λ´qspxq dx

+

@i, j P t1, . . . , nu.

Аналогiчно до вивчення середнього поздовжнього потоку в роздiлi
3, нас цiкавить функцiя pq, φ, pλ`, λ´qq ÞÑ λeff,id

ij rq, φ, pλ`, λ´qs . Наступ-
ний результат [8, Теорема 5.1] описує регулярнiсть матрицi ефектив-
ної провiдностi λeff,idrq, φ, pλ`, λ´qs композиту з iдеальними умовами за
трiйкою "перiодичнiсть-форма-провiднiсть". Бiльш детально, вiн пока-
зує, що елемент pi, jq матрицi λeff,id

ij rq, φ, pλ`, λ´qs може бути виражений
через провiднiсть λ´ матрицi, провiднiсть λ` включень та аналiтичну
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залежнiсть вiд перiодичностi q, форми включень φ i спiввiдношення
λ`´λ´

λ``λ´
, яке iнодi називають параметром контрасту.

Теорема 4.1. Нехай α, Ω визначенi в (2.3). Нехай i, j P t1, . . . , nu.
Тодi iснує вiдкритий окiл U в D`n pRq ˆ

´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ r´1, 1s

простору D`n pRqˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆR та аналiтична функцiя Λij

з U в R, така що λeff,id
ij rq, φ, pλ`, λ´qs ” δijλ

´`pλ``λ´qΛij

”

q, φ, λ
`´λ´

λ``λ´

ı

для всiх pq, φ, pλ`, λ´qq P D`n pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ r0,`8r2˚.

Варто згадати, що в роботi [14] четвертий автор явно обчислив ефе-
ктивну теплопровiднiсть перiодичного розрiдженого композиту з iде-
альним контактом у виглядi ряду по розмiру включень (див. також
[13]).

5. Ефективна провiднiсть перiодичного двохфазного
композиту з неiдеальними умовами контакту

Тепер ми звертаємося до вивчення ефективної теплопровiдностi n-
вимiрного перiодичного двофазного композиту (n P t2, 3u) з недоскона-
лим (або неiдеальним) контактом на межi.

Як матриця, так i множина перiодичних включень заповненi дво-
ма однорiдними та iзотропними теплопровiдними матерiалами з тепло-
провiднiстю λ´ та λ`, вiдповiдно, де pλ`, λ´q P s0,`8r2. Нормальна
компонента теплового потоку вважається неперервною на двофазному
iнтерфейсi, тодi як ми накладаємо умову, що температурне поле має
стрибок, пропорцiйний нормальному тепловому потоку, за допомогою
параметра r P r0,`8r . Для зручностi, ми введемо наступне позначен-
ня P ” s0,`8r2 ˆ r0,`8r. Нехай q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq X A rQ

BΩ,
pλ`, λ´, rq P P. Для визначення ефективної провiдностi в неiдеальному
випадку розглянемо наступну крайову задачу:
$
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%

∆u`j “ 0 в SqrqIrφss,
∆u´j “ 0 в SqrqIrφss´,
u`j px` qehq “ u`j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss, @h P t1, . . . , nu,
u´j px` qehq “ u´j pxq ` δhjqjj @x P SqrqIrφss´, @h P t1, . . . , nu,
λ` B

BνqIrφs
u`j ´ λ

´ B
BνqIrφs

u´j “ 0 на BqIrφs,

λ` B
BνqIrφs

u`j ` r
`

u`j ´ u
´
j

˘

“ 0 на BqIrφs,
ş

BqIrφs u
`
j dσ “ 0,

(5.1)
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де j P t1, . . . , nu. Задача (5.1) має єдиний розв’язок pu`j , u
´
j q у просторi

C1,α
loc pSqrqIrφssq ˆ C

1,α
loc pSqrqIrφss´q, який ми позначаємо як

pu`j rq, φ, λ
`, λ´, rs, u´j rq, φ, λ

`, λ´, rsq .

Тодi, ефективну провiднiсть можна визначити наступним чином.

Означення 5.1. Нехай q P D`n pRq, φ P C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ, i

pλ`, λ´, rq P P. Тодi ефективна провiднiсть

λeff,nonidrq, φ, λ`, λ´, rs ” pλeff
ij rq, φ, λ

`, λ´, rsqi,j“1,...,n

є nˆ n матрицею, де елемент pi, jq визначається наступним чином:

λeff,nonid
ij rq, φ, λ`, λ´, rs ”

1

|Q|n

#

λ`
ż

qIrφs

B

Bxi
u`j rq, φ, λ

`, λ´, rspxq dx

` λ´
ż

QzqIrφs

B

Bxi
u´j rq, φ, λ

`, λ´, rspxq dx

+

,

@i, j P t1, . . . , nu.

Наступний результат (див. [4]) описує регулярнiсть вiдображення

pq, φ, λ`, λ´, rq ÞÑ λeff,nonidrq, φ, λ`, λ´, rs .

Теорема 5.1. Нехай α, Ω визначенi в (2.3). Нехай i, j P t1, . . . , nu. Тодi
iснує вiдкритий окiл V множини D`n pRq ˆ

´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆP у

просторi D`n pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ R3, та аналiтичне вiдобра-
ження Λij з V в R, таке що

λeff,nonid
ij rq, φ, λ`, λ´, rs ” δijλ

´ ` Λij
“

q, φ, λ`, λ´, r
‰

для всiх pq, φ, λ`, λ´, rq P D`n pRq ˆ
´

C1,αpBΩ,Rnq XA rQ
BΩ

¯

ˆ P.

Зазначимо, що композити з умовами контакту, вiдмiнними вiд iдеаль-
них, вивчаються, зокрема, у працях Дриґаса та Мiтюшева [5], Кастро,
Капанадзе та Песетської [1]. Також варто зазначити, що асимптоти-
чну поведiнку ефективної теплопровiдностi перiодичного розрiдженого
композиту з недосконалим контактом було дослiджено в [2, 3].
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