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Групова класифiкацiя диференцiальних
рiвнянь: алгебраїчний пiдхiд

С. Т. Гурака, О. В. Локазюк

Abstract. Using the classical Lie theorem on realizations of Lie algebras
by vector fields on the line, we substantially simplify the proof of the known
results on the group classification of the classes of (1+1)-dimensional non-
linear evolution equations ut “ Hpuxxq and ut ` uux “ Hpuxxq.

Анотацiя. Використовуючи класичну теорему Лi про реалiзацiю ал-
гебр Лi векторними полями на прямiй, суттєво спрощено доведення
вiдомих результатiв про класифiкацiю класiв (1+1)-вимiрних нелiнiй-
них еволюцiйних рiвнянь вигляду ut “ Hpuxxq та ut ` uux “ Hpuxxq.

1. Вступ

Диференцiальнi рiвняння вiдiграють важливу роль у сучаснiй науцi,
адже знаходять своє застосування у багатьох сферах. Один iз важливих
напрямкiв цiєї галузi математики — груповий аналiз диференцiальних
рiвнянь. Фундаментальним поняттям групового аналiзу диференцiаль-
них рiвнянь є поняття симетрiй — перетворень, якi переводять розв’яз-
ки рiвняння (або системи рiвнянь) у розв’язки цього самого рiвняння
(або системи рiвнянь). Розрiзняють рiзнi типи симетрiй: локальнi, непе-
рервнi, дискретнi, контактнi, потенцiальнi, узагальненi тощо. Симетрiї
широко використовуються, оскiльки вони дають можливiсть будувати
точнi розв’язки звичайних диференцiальних рiвнянь та рiвнянь iз ча-
стинними похiдними, iз довiльного тривiального розв’язку отримувати
iнший, складнiший розв’язок, iнтегрувати звичайнi диференцiальнi рiв-
няння, понижувати порядок рiвняння, виконувати редукцiю, описува-
ти закони збереження, будувати iнтеграли руху, будувати параметричнi
схеми в чисельних методах тощо. Перелiченi вище задачi зводяться до
так званої прямої задачi симетрiйного аналiзу, яка полягає в описi си-
метрiй для заданого класу диференцiальних рiвнянь.
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Софус Лi звiв задачу пошуку симетрiй до лiнiйної задачi розв’язан-
ня перевизначених систем диференцiальних рiвнянь, таким чином зна-
чно спростивши початкову задачу. Однак через брак ефективних iн-
струментiв для розв’язку складних перевизначених систем диференцi-
альних рiвнянь навiть iнфiнiтезимальний метод може iнодi приводити
до дуже громiздких обчислень, якщо початкова задача мiстить довiль-
нi параметри або ж її розмiрнiсть дуже велика. Ще бiльше спростити
розв’язок можуть рiзнi алгебраїчнi методи, якi на даний час розробля-
ються в тому числi представниками київської наукової школи симетрiй-
ного аналiзу.

Основним предметом цiєї роботи є еволюцiйнi рiвняння

ut “ Hpt, x, u, u1, u2, . . . , urq, (1.1)

де t, x — незалежнi змiннi (часова та просторова змiннi, вiдповiдно);
u “ upt, xq — залежна змiнна; ut “ Bu

Bt — частинна похiдна за змiнною t;
uk “

Bku
Bxk

— k-та частинна похiдна за змiнною x, k “ 1, . . . , r, r P N,
r ě 2, де r — порядок рiвняння; H — довiльна гладка функцiя змiнних
t, x, u, u1, u2, . . . , ur, Hur ‰ 0.

Симетрiї еволюцiйних рiвнянь та їх властивостi — популярнi теми ба-
гатьох наукових дослiджень та праць. Окрiм того, дуже часто рiвняння
цього класу слугують базовими прикладами в симетрiйному аналiзi ди-
ференцiальних рiвнянь (див., наприклад, [7,12–14,21]). Зазначимо, що,
згiдно з результатами Соколова [24] та Магадєєва [20], контактнi пе-
ретворення зберiгають вигляд рiвнянь iз класу (1.1) тодi й лише тодi,
коли вони мають наступний вигляд:

t̃ “ κptq, x̃ “ φpt, x, u, uxq, ũ “ ψpt, x, u, uxq,

при чому на функцiї φ та ψ накладена умова контактностi [25]

φuxpuxψu ` ψxq “ ψuxpuxφu ` φxq.

У роботi [20] Магадєєв встановив, що у випадку скiнченновимiрної
алгебри контактних симетрiй (Cont) p1` 1q-вимiрних еволюцiйних рiв-
нянь iз класу (1.1) її розмiрнiсть становить щонайбiльше r ` 5. На-
томiсть, у випадку нескiнченновимiрної алгебри контактних симетрiй
рiвняння завжди можна звести до лiнiйного за допомогою деяких кон-
тактних перетворень. У цiй статтi автор також навiв повний перелiк
алгебр скiнченновимiрних контактних симетрiй рiвнянь iз класу (1.1) i
вiдповiднi еволюцiйнi рiвняння, що їх допускають.

Добре вiдома (див., наприклад, [15, Theorem 1] i [3, лема 4.5, с. 266])
наступна лема:
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Лема 1.1. Для довiльного еволюцiйного рiвняння вигляду (1.1) t-ком-
понента будь-якого iнфiнiтезимального оператора, що породжує одно-
параметричну групу локальних перетворень симетрiї цього рiвняння,
не залежить вiд x та u.

Таким чином, векторнi поля, що належать максимальнiй алгебрi лi-
ївської iнварiантностi gH еволюцiйних рiвнянь з класу (1.1), можна шу-
кати у виглядi:

Q “ ξ0ptqBt ` ξ
1pt, x, uqBx ` ηpt, x, uqBu, (1.2)

де ξ0ptq, ξ1pt, x, uq i ηpt, x, uq пробiгають множину гладких функцiй своїх
аргументiв.

Вiдомою є класична теорема Лi про лiївськi алгебри векторних по-
лiв на дiйснiй прямiй [19, Satz 6, S. 455] (також [22, Theorem 2.70], [9,
Theorem 1] i [4, теорема 1.1, с. 26]).

Теорема 1.1. Нееквiвалентнi реалiзацiї скiнченновимiрних лiївських
алгебр векторними полями на t-прямiй вичерпують наступнi алгебри:

t0u, xBty, xBt, tBty, xBt, tBt, t
2Bty.

Позначимо через π проєкцiю з Rt ˆ Rx на Rt i нехай k :“ dimπ˚g
H .

Оскiльки t-компонента векторних полiв вигляду (1.2) залежить лише
вiд змiнної t, то, з огляду на теорему 1.1, k ď 3.

Ранiше теорема Лi вже успiшно застосовувалася для групової класи-
фiкацiї класiв еволюцiйних рiвнянь та рiвнянняШредiнгера [6,17,18,23],
а також класу лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь довiльно-
го фiксованого порядку r ě 2 [11, §3], де iснує аналогiчна проєктов-
нiсть на одновимiрний простiр часової або незалежної змiнної, вiдпо-
вiдно. У роботi [9] теорему 1.1 використано у задачi групової класифi-
кацiї рiвняння Клейна–Гордона, причому одночасно розглядалися про-
єкцiї на обидвi незалежнi змiннi t i x (див. також дисертацiю [4, роз-
дiл 1]). Натомiсть, у роботi [10] проєктовнiсть векторних полiв на не-
залежну змiнну t дає можливiсть ефективно використовувати теоре-
му 1.1 для групової класифiкацiї лiнiйних систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку з довiльною кiлькiстю залежних змiн-
них.

2. Групова класифiкацiя нелiнiйного рiвняння
теплопровiдностi

2.1. Попереднi вiдомостi. Метою цього параграфу є уточнення та
спрощення доведення результатiв Ахатова, Газiзова та Iбрагiмова [5, §4]
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про групову класифiкацiю класу еволюцiйних рiвнянь вигляду

ut “ Hpuxxq, (2.1)

де ut “ Bu
Bt , uxx “

B2u
Bx2

, H — довiльна гладка функцiя аргументу uxx.
Якщо H лiнiйна, то рiвняння (2.1) вiдоме як лiнiйне рiвняння тепло-
провiдностi, i тому вiдповiдний клас (2.1) iнодi називають класом нелi-
нiйних рiвнянь теплопровiдностi.

Далi використовуємо позначення: u0 :“ ut, u1 :“ ux, u11 :“ uxx. Тодi
початкове рiвняння можна переписати як

u0 “ Hpu11q. (2.2)

Нижче вважаємо, що iндекси i, j, . . . “ 0, 1, а за повторюваними iнде-
ксами здiйснюється пiдсумовування, нижнi iндекси — диференцiювання
за вiдповiдними змiнними. Виключаючи з розгляду випадок лiнiйно-
го рiвняння теплопровiдностi u0 “ u11, припустимо, що H — нелiнiйна
функцiя змiнної u11. (Слiд звернути увагу на роботу Коваля та Попови-
ча [16], у якiй виправлено деякi недолiки в груповому аналiзi лiнiйного
рiвняння теплопровiдностi.)

Нижче використано наступнi позначення для векторних полiв алгебр
iнварiантностi рiвнянь iз класу (2.2):

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6a “ 2tBt ´ x
2Bu, Q6b “ xBx ´ 2tBu,

Q6c “ p1´ kqtBt ` uBu, k ­“ 0,˘1
3 , 1, Q6c1 “ 2tBt ` 3uBu,

Q6c2 “ 4tBt ` 3uBu, Q7c1 “ uBx, Q7c2 “ x2Bx ` xuBu,

де Q6c1 та Q6c2 — частиннi випадки векторного поля Q6c для k “ 1
3 та

k “ ´1
3 , вiдповiдно.

Теорема 2.1 (група еквiвалентностi, див. [5, §3.3]). Група еквiвален-
тностi G„ класу (2.2) породжена перетвореннями вигляду

t̃ “ µ0t` µ1, x̃ “ ν0x` ν1,

ũ “ κ0u` κ1x2 ` κ2x` κ3t` κ4, H̃ “
κ0

µ0
H ` κ3,

де µ0, µ1, ν0, ν1, κ0, . . . , κ4 — довiльнi константи, такi, що µ0ν0κ0 ­“ 0.

Векторне поле (1.2) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнварi-
антностi gH рiвняння з класу (2.2) для будь-якого H тодi й лише тодi,
коли воно задовольняє наступне визначальне рiвняння:

pζ0 ´ ζ11H 1q
ˇ

ˇ

u0“Hpu11q
“ 0, (2.3)
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де ζ0 та ζ11 — вiдповiднi коефiцiєнти першого та другого продовжень
векторного поля (1.2), H 1 :“ BHpu11q{Bu11.

Розписуючи рiвняння (2.3), отримуємо

η0 ` ηuH ´Hξ
0
0 ´ u1pξ

1
0 ` ξ

1
uHq

´H 1
“

η11 ` 2η1uu1 ` ηuuu
2
1 ` ηuu11 ´ 2u11pξ

1
1 ` ξ

1
uu1q

´ u1pξ
1
11 ` 2ξ1

1uu1 ` ξ
1
uuu

2
1 ` ξ

1
uu11q

‰

“ 0.

Пiсля розщеплення цього рiвняння за степенями змiнної u1 приходимо
до наступної системи:

ξ1
uu “ 0, ηuu ´ 2ξ1

1u “ 0, (2.4)

ξ1
0 ` ξ

1
uH ` p2η1u ´ ξ

1
11 ´ 3ξ1

uu11qH
1 “ 0, (2.5)

η0 ` pηu ´ ξ
0
0qH ´ pη11 ` pηu ´ 2ξ1

1qu11qH
1 “ 0. (2.6)

Загальний розв’язок системи (2.4) має вигляд

ξ1 “ αpt, xqu` βpt, xq, η “ α1u
2 ` γpt, xqu` δpt, xq,

де αpt, xq, βpt, xq, γpt, xq i δpt, xq пробiгають множину гладких функцiй
своїх аргументiв.

Пiдстановка цих виразiв у рiвняння (2.5) i (2.6) приводить до наступ-
ної системи:

α0u` β0 ` αH ` p3α11u` p2γ1 ´ β11q ´ 3αu11qH
1 “ 0,

α01u
2 ` γ0u` δ0 ` p2α1u` γ ´ ξ

0
0qH ´ rα111u

2 ` γ11u

` δ11 ` p2α1u` γ ´ 2pα1u` β1qqu11qsH
1 “ 0.

Роздiляючи вищенаведену систему за степенями u, приходимо до сис-
теми

α0 ` 3α11H
1 “ 0, (2.7)

β0 ` αH ` p2γ1 ´ β11 ´ 3αu11qH
1 “ 0, (2.8)

α01 ´ α111H
1 “ 0, (2.9)

γ0 ` 2α1H ´ γ11H
1 “ 0, (2.10)

δ0 ` pγ ´ ξ
0
0qH ´ pδ11 ` pγ ´ 2β1qu11qH

1 “ 0. (2.11)

Беручи до уваги, що H2 ‰ 0, з рiвняння (2.7) одержуємо

α0 “ 0, α11 “ 0.

У той же час рiвняння (2.9) стає незначущим. Далi, пiсля диференцiю-
вання рiвняння (2.8) за змiнною u11, отримуємо

´2αH 1 ` p2γ1 ´ β11 ´ 3αu11qH
2 “ 0.
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Пiсля ще одного диференцiювання попереднього рiвняння за змiнною x
маємо

´ 2α1H
1 ` p2γ11 ´ β111 ´ 3α1u11qH

2 “ 0. (2.12)
Диференцiюючи рiвняння (2.10) за змiнною u11, отримуємо

2α1H
1 ´ γ11H

2 “ 0. (2.13)

Додаючи рiвняння (2.12) i (2.13), маємо

pγ11 ´ β111 ´ 3α1u11qH
2 “ 0.

Iз умови H2 ‰ 0 одержуємо

α1 “ 0, γ11 “ 0, β111 “ 0.

З iншого боку, з рiвняння (2.10) слiдує, що γ0 “ 0. Тодi

α “ C1 “ const, β “ β2ptqx2 ` β1ptqx` β0ptq, γ “ C2x` C3,

де функцiї β2ptq, β1ptq та β0ptq пробiгають множину гладких функцiй
змiнної t, i C1, C2, . . . — довiльнi константи. Пiдстановка цих виразiв у
рiвняння (2.8) дає

β2
0x

2 ` β1
0x` β

0
0 ` C

1H ` p2C2 ´ 2β2 ´ 3C1u11qH
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною x, маємо

β2
0 “ 0, β1

0 “ 0, β0
00 “ 0.

Тодi

β2 “ C4, β1 “ C5, β0 “ C6t` C7,

C6 ` C1H ` p2C2 ´ 2C4 ´ 3C1u11qH
1 “ 0. (2.14)

Отже, коефiцiєнти векторного поля Q набувають такої форми:

ξ0 “ ξ0ptq, (2.15)

ξ1 “ C1u` C4x2 ` C5x` C6t` C7, (2.16)

η “ pC2x` C3qu` δpt, xq. (2.17)

Пiсля пiдстановки (2.16) i (2.17) в рiвняння (2.11) приходимо до наступ-
ної класифiкацiйної умови:

δ0 ` pC
2x` C3 ´ ξ0

0qH

´ pδ11 ` pC
2x` C3 ´ 2p2C4x` C5qqu11qH

1 “ 0. (2.18)

Якщо H — довiльна функцiя, то iз (2.14) i (2.18) знаходимо

C6 “ 0, C1 “ 0, C2 “ C4, δ0 “ 0, C2x` C3 ´ ξ0
0 “ 0,

δ11 “ 0, pC2 ´ 4C4qx` C3 ´ 2C5 “ 0.
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Виходить, що

δ “ C8x` C9, ´3C4 “ 0, C3 “ 2C5, C2 “ 0,

i коефiцiєнти векторних полiв (1.2) набувають наступного вигляду:

ξ0 “ C3t` C10 “ 2C5t` C10, ξ1 “ C5x` C7, η “ 2C5u` C8x` C9.

Таким чином, рiвняння (2.2) з довiльною функцiєю H у правiй частинi
допускає 5-вимiрну алгебру Лi g0, породжену векторними полями

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu, Q5 “ xBu.

Приходимо до наступного твердження.

Теорема 2.2. g0 “ xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBuy — ядро лiївських
алгебр iнварiантностi рiвнянь iз класу (2.2).

2.2. Групова класифiкацiя. Нехай dimπ˚g
H “ k. Так як dimπ˚g

0 “

2, то для будь-якого рiвняння з класу (2.2) маємо k “ 2 або k “ 3, а
t-компонента є квадратичною функцiєю змiнною t, тобто,

π˚g
H “ xBt, tBty або π˚g

H “ xBt, tBt, t
2Bty.

Нижче розглянуто кожен iз цих двох випадкiв окремо.
Спочатку, диференцiюючи (2.18) двiчi вiдносно змiнної x, отримуємо

δ011 ´ δ1111H
1 “ 0,

тому δ011 “ 0, δ1111 “ 0, отже,

δ “ C20x3 ` C21x2 ` ρ1ptqx` ρ0ptq, (2.19)

де функцiї ρ1ptq та ρ0ptq пробiгають множину гладких функцiй змiн-
ної t.

k “““ 3. У цьому випадку

ξ0 “ λ2t2 ` λ1t` λ0, (2.20)

де λ2, λ1 i λ0 — довiльнi константи.
Пiсля пiдстановки (2.19) i (2.20) в (2.18) отримуємо

ρ1
0x` ρ

0
0 ` pC

2x` C3 ´ 2λ2t´ λ1qH

´ p6C20x` 2C21 ` pC2x` C3 ´ 4C4x´ 2C5qu11qH
1 “ 0.

Розщеплення цього рiвняння за змiнною x приводить до наступної си-
стеми:

ρ1
0 ` C

2H ´ p6C20 ` pC2 ´ 4C4qu11qH
1 “ 0,

ρ0
0 ` pC

3 ´ 2λ2t´ λ1qH ´ p2C21 ` pC3 ´ 2C5qu11qH
1 “ 0.
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Диференцiюючи друге рiвняння вищезгаданої системи вiдносно змiн-
ної t, одержуємо

ρ0
00 ´ 2λ2H “ 0,

i тому λ2 “ 0, оскiльки H — нелiнiйна функцiя змiнної u11. Маємо,
що функцiя ξ0 може бути щонайбiльше лiнiйною. Це суперечить умовi
k “ 3.

k “““ 2. У цьому випадку функцiя ξ0 лiнiйна, тобто,

ξ0 “ λ1t` λ0, (2.21)

де λ1 i λ0 — довiльнi константи.
Iз пiдстановки (2.19) i (2.21) в (2.18) слiдує

ρ1
0x` ρ

0
0 ` pC

2x` C3 ´ λ1qH

´ p6C20x` 2C21 ` pC2x` C3 ´ 4C4x´ 2C5qu11qH
1 “ 0.

Розщеплення цього рiвняння за змiнною x приводить до наступної сис-
теми:

ρ1
0 ` C

2H ´ p6C20 ` pC2 ´ 4C4qu11qH
1 “ 0, (2.22)

ρ0
0 ` pC

3 ´ λ1qH ´ p2C21 ` pC3 ´ 2C5qu11qH
1 “ 0. (2.23)

Пiсля диференцiювання (2.22) i (2.23) за змiнною t отримуємо, що ρ1
00 “

0 i ρ0
00 “ 0, вiдповiдно. Тому ρ1ptq “ C22t ` C23 i ρ0ptq “ C24t ` C25.

Отже,

δpt, xq “ C20x3 ` C21x2 ` pC22t` C23qx` pC24t` C25q.

Iз рiвнянь (2.15)–(2.17) одержуємо наступнi вирази для компонент век-
торного поля Q:

ξ0 “ λ1t` λ0, ξ1 “ C1u` C4x2 ` C5x` C6t` C7,

η “ pC2x` C3qu` C20x3 ` C21x2 ` pC22t` C23qx` pC24t` C25q,

у той час, як (2.14), (2.22) i (2.23) дають систему визначальних рiвнянь
для функцiї H у виглядi

C6 ` C1H ` p2C2 ´ 2C4 ´ 3C1u11qH
1 “ 0, (2.24)

C22 ` C2H ´ p6C20 ` pC2 ´ 4C4qu11qH
1 “ 0, (2.25)

C24 ` pC3 ´ λ1qH ´ p2C21 ` pC3 ´ 2C5qu11qH
1 “ 0. (2.26)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд

a` bH ` cH 1 ` du11H
1 “ 0 (2.27)
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iз деякими сталими параметрами a, b, c i d. З точнiстю до еквiвалентно-
стi, визначеної в теоремi 2.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв
рiвняння типу (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ eu11 , то маємо

ξ0 “ 2pC5 ´ C21qt` λ0, ξ1 “ C5x` C7

η “ 2C5u` C21x2 ` C23x` C25.

Таким чином, за умови H “ eu11 базис максимальної алгебри лiївської
iнварiантностi має наступний вигляд:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ 2tBt ´ x
2Bu.

Якщо H “ lnpu11q, то

ξ0 “ C3t` λ0, ξ1 “ C5x` C7, η “ C3u` C23x` pC3 ´ 2C5qt` C25.

У випадку H “ lnpu11q одержуємо наступний базис максимальної алге-
бри лiївської iнварiантностi:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ xBx ´ 2tBu.

Якщо H “ up11, то з системи (2.24)–(2.26) отримуємо

C6 ` C1up11 ` 2pC2 ´ C4qpup´1
11 ´ 3C1pup11 “ 0,

C22 ` C2up11 ´ 6C20pup´1
11 ´ pC2 ´ 4C4qpup11 “ 0,

C24 ` pC3 ´ λ1qup11 ´ 2C21pup´1
11 ´ pC3 ´ 2C5qpup11 “ 0.

Розщеплюючи цю систему, одержуємо

C1 “ 3pC1, C2 “ C4, C2 “ ppC2 ´ 4C4q,

λ1 “ p1´ pqC3 ` 2pC5, C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0.

Якщо p ‰ ˘1
3 , то

λ1 “ p1´ pqC3 ` 2pC5,

C1 “ C2 “ C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0,

тобто компоненти векторного поля Q мають вигляд

ξ0 “ pp1´ pqC3 ` 2pC5qt` λ0, ξ1 “ C5x` C7,

η “ C3u` C23x` C25.
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Отже, коли H “ up11, p ‰ ˘
1
3 , то алгебра максимальної лiївської iнварi-

антностi породжена наступними векторними полями:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ p1´ pqtBt ` uBu.

Для p “ 1
3 :

λ1 “
2

3
pC3 ` C5q, C2 “ C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0,

тобто компоненти векторного поля Q мають наступний вигляд:

ξ0 “
2

3
pC3 ` C5qt` λ0, ξ1 “ C1u` C5x` C7,

η “ C3u` C23x` C25.

Таким чином, у випадку H “ u
1{3
11 отримуємо наступний вигляд алгебри

максимальної лiївської iнварiантностi:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ 2tBt ` 3uBu, Q7 “ uBx.

Для p “ ´1
3 :

λ1 “
2

3
p2C3 ´ C5q, C1 “ C6 “ C20 “ C21 “ C22 “ C24 “ 0,

i компоненти векторного поля Q такi:

ξ0 “
2

3
p2C3 ´ C5qt` λ0, ξ1 “ C2x2 ` C5x` C7,

η “ pC2x` C3qu` C23x` C25.

Отже, якщо H “ u
´1{3
11 , то алгебра максимальної лiївської iнварiантно-

стi породжується наступними базисними векторними полями:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ Bu, Q4 “ 2tBt ` xBx ` 2uBu,

Q5 “ xBu, Q6 “ 4tBt ` 3uBu, Q7 “ x2Bx ` xuBu.

Отриманi результати пiдсумовано в наступному твердженнi.

Теорема 2.3 (результат групової класифiкацiї, [5, §4]). Повний список
G„-нееквiвалентних pмаксимальнихq розширень лiївських симетрiй у
класi (2.2) вичерпують такi випадки, якi наведено у таблицi 2.1.

У випадку лiнiйної (несталої) функцiї H (останнiй рядок таблицi,
який включено для повноти розгляду класу (2.2)) алгебра лiївської iнва-
рiантностi нескiнченновимiрна. Тут параметрична функцiя f залежить
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Таблиця 2.1. Результати групової класифiкацiї класу (2.2).

Hpuxxq Лiївська алгебра iнварiантностi

@ xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBuy

expuxx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, 2tBt ´ x
2Buy

lnuxx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, xBx ´ 2tBuy

upxx, p ­“ 0,˘1
3 , 1 xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, p1´ pqtBt ` uBuy

u
1{3
xx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu, 2tBt ` 3uBu, uBxy

u
´1{3
xx xBt, Bx, Bu, 2tBt ` xBx ` 2uBu, xBu,

4tBt ` 3uBu, x
2Bx ` xuBuy

uxx xBt, Bx, uBu, 2tBt ` xBx, tBx ´
1
2xuBu,

t2Bt ` txBx ´
1
4px

2 ` 2tquBu, fpt, xqBuy

вiд змiнних pt, xq i пробiгає множину розв’язкiв лiнiйного рiвняння те-
плопровiдностi ut “ uxx.

3. Групова класифiкацiя нелiнiйного рiвняння Бюргерса

3.1. Попереднi вiдомостi. Метою цього параграфа є спрощення до-
ведення результатiв [1,8] про групову класифiкацiя класу еволюцiйних
рiвнянь вигляду

u0 ` uu1 “ Hpu11q, (3.1)

де u0 :“ ut “
Bu
Bt , u1 :“ ux “

Bu
Bx , u11 :“ uxx “

B2u
Bx2

, H — довiльна гладка
функцiя аргументу uxx. Коли H — лiнiйна функцiя, то рiвняння (3.1) є
добре вiдомим рiвнянням Бюргерса. Згiдно з лемою 1.1, векторнi поля,
що належать максимальнiй алгебрi лiївської iнварiантностi gH еволю-
цiйних рiвнянь iз класу (3.1), можна шукати в виглядi (1.2).

Теорема 3.1 (група еквiвалентностi класу (3.1), див. [2]). Група еквi-
валентностi G„ класу (3.1) породжена операторами Bt, Bx, tBx ` Bu,
tBt ` xBx ´HBH , xBx ` uBu `HBH , t2Bx ` 2tBu ` 2BH , а також дискре-
тним перетворенням еквiвалентностi pt, x, u,Hq Ñ p´t,´x, u,´Hq.
Дiя будь-якого перетворення еквiвалентностi на функцiю H має виг-
ляд

H̃pu11q “ δ1Hpδ2u11q ` δ0,

де δ0, δ1, δ2 P R, δ1δ2 ‰ 0.
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Векторне поле (1.2) належить максимальнiй алгебрi лiївської iнва-
рiантностi gH рiвняння з класу (3.1) для будь-якої функцiї H тодi й
лише тодi, коли воно задовольняє наступне визначальне рiвняння:

pηu1 ` ζ
0 ` ζ1u´ ζ11H 1q

ˇ

ˇ

u0`uu1“Hpu11q
“ 0, (3.2)

де ζ0, ζ1 та ζ11 — вiдповiднi коефiцiєнти першого та другого продовжень
векторного поля (1.2), H 1 :“ BHpu11q{Bu11.

Розписуючи рiвняння (3.2), отримуємо

ηu1 ` η0 `Hηu ` uu1ξ
0
0 ´Hξ

0
0 ´ u1ξ

1
0 ´ u1ξ

1
uH ` uη1 ´ uu1ξ

1
1

´H 1
“

η11 ` 2η1uu1 ` ηuuu
2
1 ` ηuu11 ´ 2u11pξ

1
1 ` ξ

1
uu1q

´ u1pξ
1
11 ` 2ξ1

1uu1 ` ξ
1
uuu

2
1 ` ξ

1
uu11q

‰

“ 0.

Пiсля розщеплення цього рiвняння за степенями змiнної u1 приходи-
мо до наступної системи:

ξ1
uu “ 0, ηuu ´ 2ξ1

1u “ 0, (3.3)

η ´ ξ1
0 ` upξ

0
0 ´ ξ

1
1q ´ ξ

1
uH ´ p2η1u ´ ξ

1
11 ´ 3ξ1

uu11qH
1 “ 0, (3.4)

η0 ` uη1 ` pηu ´ ξ
0
0qH ´ pη11 ` pηu ´ 2ξ1

1qu11qH
1 “ 0. (3.5)

Загальний розв’язок системи (3.3) має вигляд

ξ1 “ apt, xqu` bpt, xq, η “ a1u
2 ` cpt, xqu` dpt, xq,

де apt, xq, bpt, xq, cpt, xq i dpt, xq пробiгають множину гладких функцiй
своїх аргументiв.

Пiдстановка цих виразiв у рiвняння (3.4) i (3.5) приводить до наступ-
ної системи:

pc´ a0 ` ξ
0
0 ´ b1qu` pd´ b0q ´ aH

´ p3a11u` 2c1 ´ b11 ´ 3au11qH
1 “ 0,

a11u
3 ` pa01 ` c1qu

2 ` pc0 ` d1qu` d0 ` p2a1u` c´ ξ
0
0qH

´ pa111u
2 ` c11u` d11 ` pc´ 2b1qu11qH

1 “ 0.

Розщеплюючи вищенаведену систему за степенями u, приходимо до
системи

c´ a0 ` ξ
0
0 ´ b1 ´ 3a11H

1 “ 0, (3.6)

d´ b0 ´ aH ´ p2c1 ´ b11 ´ 3au11qH
1 “ 0, (3.7)

a11 “ 0, (3.8)

a01 ` c1 ´ a111H
1 “ 0, (3.9)

c0 ` d1 ` 2a1H ´ c11H
1 “ 0, (3.10)
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d0 ` pc´ ξ
0
0qH ´ pd11 ` pc´ 2b1qu11qH

1 “ 0. (3.11)

Iз рiвняння (3.8) випливає, що

a “ λ1ptqx` λ2ptq.

Тут i нижче λ1ptq, λ2ptq, . . . пробiгають множину гладких функцiй змiн-
ної t. З урахуванням рiвнянь (3.8) i (3.9) маємо a01 ` c1 “ 0, тобто
λ1

0 ` c1 “ 0, звiдки можна знайти функцiю cpt, xq:

c “ ´λ1
0ptqx` λ

3ptq.

Далi пiдставимо функцiї a i c в рiвняння (3.6):

´λ1
0x` λ

3 ´ λ1
0x´ λ

2
0 ` ξ

0
0 ´ b1 “ 0.

Звiдси знаходимо функцiю bpt, xq:

b “ ´λ1
0x

2 ` pξ0
0 ` λ

3 ´ λ2
0qx` λ

4ptq.

Оскiльки H — нелiнiйна функцiя, то з рiвняння (3.10) випливає, що

c0 ` d1 “ 0, a1 “ 0.

Тодi з рiвняння a1 “ 0 одержуємо, що λ1 “ 0, тобто

a “ λ2ptq, b “ pξ0
0 ` λ

3 ´ λ2
0qx` λ

4ptq, c “ λ3ptq.

Натомiсть, iз рiвняння c0 ` d1 “ 0 маємо, що λ3
0 ` d1 “ 0, а отже,

d “ ´λ3
0x` λ

5ptq.

Пiдстановка щойно уточнених виразiв для функцiй a, b, c i d в рiв-
няння (3.7) приводить до спiввiдношення

pλ5 ´ λ4
0q ´ p2λ

3
0 ` ξ

0
00 ´ λ

2
00qx´ λ

2H ` 3λ2u11H
1 “ 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнт при x до нуля, отримаємо наступне рiвняння:

2λ3
0 ` ξ

0
00 ´ λ

2
00 “ 0,

звiдки слiдує, що
ξ0

0 “ λ2
0 ´ 2λ3 `m1.

Тут i нижче m1,m2, . . . — довiльнi дiйснi сталi.
Отже, приходимо до першої класифiкацiйної умови:

pλ5 ´ λ4
0q ´ λ

2H ` 3λ2u11H
1 “ 0.

Натомiсть, iз пiдстановки наведених вище виразiв для функцiй a, b,
c, d i ξ0

0 в рiвняння (3.11) одержимо

´λ3
00x` λ

5
0 ` p3λ

3 ´ λ2
0 ´m1qH ` pλ

3 ` 2ξ0
0 ´ 2λ2

0qu11H
1 “ 0.

Прирiвнюючи коефiцiєнт при x до нуля, отримаємо наступне рiвняння:

λ3
00 “ 0.
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Звiдси робимо висновок, що λ3 “ m2t`m3 i, отже,

a “ λ2ptq, b “ p´m2t`m1 ´m3qx` λ
4ptq, c “ m2t`m3,

d “ ´m2x` λ
5ptq, ξ0

0 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1.

Друга класифiкацiйна умова набуває вигляду

λ5
0 ` p3λ

3 ´ λ2
0 ´m1qH ` pλ

3 ` 2ξ0
0 ´ 2λ2

0qu11H
1 “ 0.

Таким чином, приходимо до наступної системи:

pλ5 ´ λ4
0q ´ λ

2H ` 3λ2u11H
1 “ 0,

λ5
0 ` p3m2t` 3m3 ´ λ

2
0 ´m1qH ` pm2t`m3 ` 2ξ0

0 ´ 2λ2
0qu11H

1 “ 0,

ξ0
0 “ ´2m2t` λ

2
0 ´ 2m3 `m1. (3.12)

Якщо H — довiльна функцiя, то з (3.12) пiсля розщеплення знаходимо:

λ5 “ λ4
0, λ2 “ 0, λ5

0 “ 0, 3m2t` 3m3 ´ λ
2
0 ´m1 “ 0,

´3m2t` 2m1 ´ 3m3 “ 0.

Звiдси отримаємо, що

λ5 “ m4, λ4 “ m4t`m5, m2 “ 0, 3m3 ´m1 “ 0, 2m1 ´ 3m3 “ 0,

тому m1 “ 0, m3 “ 0 i функцiї a, b, c, d i ξ0
0 набувають наступного

вигляду:

a “ 0, b “ m4t`m5, c “ 0, d “ m4, ξ0
0 “ 0.

Отже, коефiцiєнти векторних полiв (1.2) мають форму:

ξ0 “ m6, ξ1 “ m4t`m5, η “ m4.

Таким чином, рiвняння (3.1) з довiльною функцiєю H у правiй частинi
допускає 3-вимiрну алгебру Лi g0, породжену векторними полями

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu.

Приходимо до наступного твердження.

Теорема 3.2 (див. [2]). g0 “ xBt, Bx, tBx ` Buy — ядро лiївських алгебр
iнварiантностi рiвнянь iз класу (3.1).

3.2. Групова класифiкацiя. Нехай знову dimπ˚g
H “ k. Оскiльки

dimπ˚g
0 “ 1, то для будь-якого рiвняння з класу (3.1) маємо, що k “ 1,

k “ 2 або k “ 3. Додатково припускаємо, що t-компонента є квадрати-
чною функцiєю змiнною t. Отже,

π˚g
H “ xBty, π˚g

H “ xBt, tBty або π˚g
H “ xBt, tBt, t

2Bty.

Нижче розглянуто кожен iз цих трьох випадкiв окремо.
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k “““ 3. У цьому випадку

ξ0 “ µ2t2 ` µ1t` µ0, (3.13)

де µ2, µ1 i µ0 — довiльнi константи. Порiвнюючи з третiм рiвнянням
iз (3.12), маємо

2µ2t` µ1 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1, (3.14)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною t отримаємо λ2
00 “ 2µ2`2m2,

iншими словами,

λ2 “ pµ2 `m2qt
2 `m7t`m8.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (3.14), одержимо

2µ2t` µ1 “ ´2m2t` p2µ
2 ` 2m2qt`m7 ´ 2m3 `m1,

звiдки слiдує, що m7 “ µ1 ` 2m3 ´m1, тобто

λ2 “ pµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8. (3.15)

Пiсля пiдстановки (3.15) в друге рiвняння системи (3.12) отримуємо

λ5
0 ` ppm2 ´ 2µ2qt` pm3 ´ µ

1qqH

` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0. (3.16)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною t одержимо

λ5
000 “ 0,

що свiдчить про те, що функцiя λ5 — квадратична, скажiмо,

λ5 “ m9t
2 `m10t`m11.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (3.16), отримаємо

2m9t`m10 ` ppm2 ´ 2µ2qt` pm3 ´ µ
1qqH

` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, приходимо до системи:

2m9 ` pm2 ´ 2µ2qH ´ 3m2u11H
1 “ 0,

m10 ` pm3 ´ µ
1qH ` p2m1 ´ 3m3qu11H

1 “ 0. (3.17)

Пiдставимо тепер функцiї λ5 i λ2 у перше рiвняння (3.12):

pm9t
2 `m10t`m11 ´ λ

4
0q

´ ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qH

` 3ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qu11H

1 “ 0. (3.18)
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Диференцiювання тричi за змiнною t показує, що λ4
0000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ4 — кубiчна. Отже,

λ4 “ m12t
3 `m13t

2 `m14t`m15.

Пiдставляючи функцiю λ4 назад у рiвняння (3.18), маємо

pm9t
2 `m10t`m11 ´ 3m12t

2 ´ 2m13t´m14q

´ ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qH

` 3ppµ2 `m2qt
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m8qu11H

1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, одержуємо систему:

pm9 ´ 3m12q ´ pµ
2 `m2qH ` 3pµ2 `m2qu11H

1 “ 0,

pm10 ´ 2m13q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qH ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qu11H

1 “ 0,

pm11 ´m14q ´m8H ` 3m8u11H
1 “ 0. (3.19)

Очевидно, що рiвняння у системi (3.19) мають загальний вигляд (2.27)
iз деякими сталими параметрами a, b, c i d. Отже, з точнiстю до еквi-
валентностi, визначеної в теоремi 3.1, iснує тiльки три можливостi для
розв’язкiв рiвняння (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ up11, p ‰ 0, 1, то iз систем (3.17) i (3.19) маємо

2m9 ` pm2 ´ 2µ2qup11 ´ 3m2pu
p
11 “ 0,

m10 ` pm3 ´ µ
1qup11 ` p2m1 ´ 3m3qpu

p
11 “ 0,

pm9 ´ 3m12q ´ pµ
2 `m2qu

p
11 ` 3pµ2 `m2qpu

p
11 “ 0,

pm10 ´ 2m13q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qu

p
11 ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qpu

p
11 “ 0,

pm11 ´m14q ´m8u
p
11 ` 3m8pu

p
11 “ 0. (3.20)

При розщепленнi цiєї системи отримуємо наступнi обмеження на сталi:

m9 “ 0, m10 “ 0, m12 “ 0, m13 “ 0, m11 “ m14.

Далi, якщо p ‰ 1
3 , то маємо ще наступнi обмеження:

m2 “ 0, µ2 “ 0, m8 “ 0

µ1 “ m1 ´ 2m3, p3´ 3pqm3 ` p2p´ 1qm1 “ 0.

За умови p “ 1
3 маємо лише наступнi обмеження:

µ2 “ 0, µ1 “
2

3
m1.

Отже, за будь-якого значення p ‰ 0, 1 (iншими словами, коли функ-
цiя H не є лiнiйною функцiєю свого аргумента) µ2 “ 0, тобто k ‰ 3 i
маємо суперечнiсть.
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k “““ 2. У цьому випадку

ξ0 “ µ1t` µ0, (3.21)

де µ1, µ0 — довiльнi константи. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз (3.12),
маємо

µ1 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1, (3.22)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною t отримаємо

λ2
00 “ 2m2,

iншими словами,
λ2 “ m2t

2 `m15t`m16.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (3.22), одержимо

µ1 “ ´2m2t` 2m2t`m15 ´ 2m3 `m1,

звiдки слiдує, що m15 “ µ1 ` 2m3 ´m1, тобто

λ2 “ m2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16. (3.23)

Пiдстановка (3.23) в друге рiвняння системи (3.12) приводить до рiв-
няння

λ5
0 ` pm2t` pm3 ´ µ

1qqH ` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0. (3.24)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною t отримаємо λ5
000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ5 — квадратична, тобто,

λ5 “ m17t
2 `m18t`m19.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (3.24), одержимо

2m17t`m18 ` pm2t` pm3 ´ µ
1qqH

` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, приходимо до системи:

2m17 `m2H ´ 3m2u11H
1 “ 0,

m18 ` pm3 ´ µ
1qH ` p2m1 ´ 3m3qu11H

1 “ 0. (3.25)

Пiдставимо тепер функцiї λ5 i λ2 в перше рiвняння (3.12):

pm17t
2 `m18t`m19 ´ λ

4
0q ´ pm2t

2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qH

` 3pm2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qu11H

1 “ 0. (3.26)

Диференцiювання тричi за змiнною t показує, що λ4
0000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ4 — кубiчна. Отже,

λ4 “ m20t
3 `m21t

2 `m22t`m23.
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Пiдставляючи функцiю λ4 назад у рiвняння (3.26), маємо

pm17t
2 `m18t`m19 ´ 3m20t

2 ´ 2m21t´m22q

´ pm2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qH

` 3pm2t
2 ` pµ1 ` 2m3 ´m1qt`m16qu11H

1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, одержуємо таку систему:

pm17 ´ 3m20q ´m2H ` 3m2u11H
1 “ 0,

pm18 ´ 2m21q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qH ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qu11H

1 “ 0,

pm19 ´m22q ´m16H ` 3m16u11H
1 “ 0. (3.27)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд (2.27) iз деякими
сталими параметрами a, b, c i d. З точнiстю до еквiвалентностi, визна-
ченої в теоремi 3.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв рiвнян-
ня (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ eu11 , то маємо

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m19t`m23, η “ m19.

Таким чином, у випадку функцiї H “ eu11 отримуємо максимальну
алгебру лiївської iнварiантностi з теореми 3.2.

Якщо H “ lnpu11q, то

ξ0 “ µ1t` µ0, ξ1 “ 2µ1x´ 3
2µ

1t2 `m19t`m23,

η “ µ1u´ 3µ1t`m19.

За умови H “ lnpu11q базис максимальної алгебри лiївської iнварiан-
тностi задається наступними векторними полями:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu,

Q4 “ tBt `
`

2x´ 3
2 t

2
˘

Bx ` pu´ 3tqBu.

Якщо H “ up11, p ‰ 0, 1, то iз систем (3.25) i (3.27) отримуємо

2m17 `m2u
p
11 ´ 3m2pu

p
11 “ 0,

m18 ` pm3 ´ µ
1qup11 ` p2m1 ´ 3m3qpu

p
11 “ 0,

pm17 ´ 3m20q ´m2u
p
11 ` 3m2pu

p
11 “ 0,

pm18 ´ 2m21q ´ pµ
1 ` 2m3 ´m1qu

p
11 ` 3pµ1 ` 2m3 ´m1qpu

p
11 “ 0,

pm19 ´m22q ´m16u
p
11 ` 3m16pu

p
11 “ 0. (3.28)

При розщепленнi цiєї системи за u11 отримуємо такi обмеження на сталi:

m17 “ 0, m18 “ 0, m20 “ 0, m21 “ 0, m19 “ m22.
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Далi, якщо p ‰ 1
3 , то маємо ще наступнi обмеження:

m2 “ 0, m16 “ 0, µ1 “ m1 ´ 2m3, p3´ 3pqm3 ` p2p´ 1qm1 “ 0.

Останнi двi рiвностi можна переписати таким чином:

m1 “
p3p´ 3qm3

2p´ 1
, µ1 “

p` 1

1´ 2p
m3.

У цьому випадку компоненти векторного поля Q мають наступний ви-
гляд:

ξ0 “
p` 1

1´ 2p
m3t` µ

0, ξ1 “
2´ p

1´ 2p
m3x`m19t`m23, η “ m3u`m19.

Нижче наведений базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi
для H “ up11, p ­“ 0, 1

3 , 1:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu,

Q4 “ pp` 1qtBt ` p2´ pqxBx ` p1´ 2pquBu.

Зауваження 3.1. Якщо p “ ´1, то в цьому випадку проєкцiя алгебри
вищенаведених векторних полiв на t-компоненту матиме розмiрнiсть 1,
але цей випадок включено тут для повноти розгляду степеневої нелi-
нiйностi.

За умови p “ 1
3 маємо лише наступне обмеження:

µ1 “
2

3
m1.

Отже, у випадку H “ u
1{3
11 компоненти векторного поля Q такi:

ξ0 “
2

3
m1t` µ

0,

ξ1 “
`

m2t
2 `

`

2m3 ´
1
3m1

˘

t`m16

˘

u

` pp´m2t`m1 ´m3qx`m19t`m23q,

η “ pm2t`m3qu` p´m2x`m19q.

З точнiстю до лiнiйних замiн одержуємо наступний базис максимальної
алгебри лiївської iнварiантностi:

Q1 “ Bt, Q2 “ Bx, Q3 “ tBx ` Bu, Q4 “ 4tBt ` 5xBx ` uBu,

Q5 “ uBx, Q6 “ p2tu´ xqBx ` uBu, Q7 “ ptu´ xqptBx ` Buq.

k “““ 1. У цьому випадку

ξ0 “ µ0, (3.29)
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де µ0 — довiльна константа. Порiвнюючи з третiм рiвнянням iз (3.12),
маємо

0 “ ´2m2t` λ
2
0 ´ 2m3 `m1, (3.30)

звiдки пiсля диференцiювання за змiнною t отримаємо λ2
00 “ 2m2, iн-

шими словами,
λ2 “ m2t

2 `m23t`m24.

Пiдставляючи щойно наведений вираз у (3.30), одержимо

0 “ ´2m2t` 2m2t`m23 ´ 2m3 `m1,

звiдки слiдує, що m23 “ 2m3 ´m1, тобто

λ2 “ m2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24. (3.31)

Пiсля пiдстановки (3.31) у друге рiвняння системи (3.12) маємо

λ5
0 ` pm2t`m3qH ` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H

1 “ 0. (3.32)

Пiсля диференцiювання двiчi за змiнною t отримаємо λ5
000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ5 — квадратична, тобто

λ5 “ m25t
2 `m26t`m27.

Пiдставимо цей вираз назад у рiвняння (3.32), одержимо

2m25t`m26 ` pm2t`m3qH ` p´3m2t` p2m1 ´ 3m3qqu11H
1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, приходимо до системи:

2m25 `m2H ´ 3m2u11H
1 “ 0,

m26 `m3H ` p2m1 ´ 3m3qu11H
1 “ 0. (3.33)

Пiдставимо тепер функцiї λ5 i λ2 у перше рiвняння системи (3.12):

pm25t
2 `m26t`m27 ´ λ

4
0q ´ pm2t

2 ` p2m3 ´m1qt`m24qH

` 3pm2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24qu11H

1 “ 0. (3.34)

Диференцiювання тричi за змiнною t показує, що λ4
0000 “ 0, що свiд-

чить про те, що функцiя λ4 — кубiчна. Отже,

λ4 “ m28t
3 `m29t

2 `m30t`m31.

Пiдставляючи функцiю λ4 назад у рiвняння (3.34), маємо

pm25t
2 `m26t`m27 ´ 3m28t

2 ´ 2m29t´m30q

´ pm2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24qH

` 3pm2t
2 ` p2m3 ´m1qt`m24qu11H

1 “ 0.

Розщеплюючи за змiнною t, одержуємо таку систему:

pm25 ´ 3m28q ´m2H ` 3m2u11H
1 “ 0,
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pm26 ´ 2m29q ´ p2m3 ´m1qH ` 3p2m3 ´m1qu11H
1 “ 0,

pm27 ´m30q ´m24H ` 3m24u11H
1 “ 0. (3.35)

Бачимо, що всi цi рiвняння мають загальний вигляд (2.27) iз деякими
сталими параметрами a, b, c i d. З точнiстю до еквiвалентностi, визна-
ченої в теоремi 3.1, iснує тiльки три можливостi для розв’язкiв рiвнян-
ня (2.27), а саме, eu11 , lnpu11q i u

p
11, де p ‰ 0, 1.

Якщо H “ eu11 , то iз систем (3.33) i (3.35) одержуємо

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m27t`m31, η “ m27.

Отже, у випадку функцiї H “ eu11 отримуємо максимальну алгебру
лiївської iнварiантностi з теореми 3.2.

Якщо H “ lnpu11q, то iз систем (3.33) i (3.35) отримуємо

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m27t`m31, η “ m27.

Таким чином, за умови H “ lnpu11q базис максимальної алгебри лiїв-
ської iнварiантностi визначається випадком k “ 2.

Якщо H “ up11, p ‰ 0, 1, то iз систем (3.33) i (3.35) отримуємо

2m25 `m2u
p
11 ´ 3m2pu

p
11 “ 0,

m26 `m3u
p
11 ` p2m1 ´ 3m3qpu

p
11 “ 0,

pm25 ´ 3m28q ´m2u
p
11 ` 3m2pu

p
11 “ 0,

pm26 ´ 2m29q ´ p2m3 ´m1qu
p
11 ` 3p2m3 ´m1qpu

p
11 “ 0,

pm27 ´m30q ´m24u
p
11 ` 3m24pu

p
11 “ 0. (3.36)

Пiсля розщеплення цiєї системи за u11 отримуємо наступнi обмеження
на сталi: m25 “ 0, m26 “ 0, m28 “ 0, m29 “ 0, m27 “ m30. Далi, якщо
p ‰ 1

3 , то з першого й п’ятого рiвнянь системи (3.36) маємо ще наступнi
обмеження: m2 “ 0, m24 “ 0. Якщо p ‰ ´1, то з другого й четвертого
рiвнянь системи (3.36) маємо ще наступнi обмеження: m1 “ 0, m3 “ 0.

Таким чином, при p ‰ 1
3 ,´1 компоненти векторного поля Q мають

наступний вигляд:

ξ0 “ µ0, ξ1 “ m27t`m31, η “ m27.

Отже, базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi визначає-
ться випадком k “ 2.

Якщо p “ 1
3 , то базис максимальної алгебри лiївської iнварiантностi

також визначається випадком k “ 2.
Якщо p “ ´1, то m1 “ 2m3, й отримуємо частинний випадок для

степеневої нелiнiйностi (див. зауваження 3.1).
Отриманi результати пiдсумовано в наступному твердженнi.
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Теорема 3.3 (результат групової класифiкацiї, [1]). Повний список G„-
нееквiвалентних pмаксимальнихq розширень лiївських симетрiй у кла-
сi (3.1) вичерпують такi випадки, якi наведено в таблицi 3.1.

Таблиця 3.1. Результати групової класифiкацiї класу (3.1).

Hpuxxq Лiївська алгебра iнварiантностi

@ xBt, Bx, tBx ` Buy

lnuxx xBt, Bx, tBx ` Bu, tBt ` p2x´
3
2 t

2qBx ` pu´ 3tqBuy

uxx xBt, Bx, tBx ` Bu, 2tBt ` xBx ´ uBu,

t2Bt ` txBx ` px´ tuqBuy

upxx, p ­“ 0, 1
3 , 1 xBt, Bx, tBx ` Bu, pp` 1qtBt ` p2´ pqxBx ` p1´ 2pquBuy

u
1{3
xx xBt, Bx, tBx ` Bu, 4tBt ` 5xBx ` uBu,

uBx, p2tu´ xqBx ` uBu, ptu´ xqptBx ` Buqy

Третiй випадок таблицi вiдповiдає добре вiдомому рiвнянню Бюр-
герса ut ` uux “ uxx, яке допускає п’ятивимiрну алгебру максимальної
лiївської iнварiантностi.

4. Висновки

Вперше задача групової класифiкацiї цих рiвнянь була розв’язана
у рамках класичного iнфiнiтезимального пiдходу у роботах Ахатова–
Газiзова–Iбрагiмова та Бойко–Фущича вiдповiдно. Цi доведення були
досить громiздкими. Завдяки застосуванню деяких алгебраїчних технiк
вдалося не лише перевiрити та пiдтвердити достовiрнiсть результатiв,
отриманих ранiше в рамках класичного iнфiнiтезимального пiдходу, але
й значно спростити технiчнi викладки. В обох випадках принциповим
кроком було суттєве спрощення доведення iз застосуванням алгебраї-
чного пiдходу, який полягав в аналiзi придатних алгебр лiївської iнварi-
антностi. Спочатку був використаний вiдомий результат, згiдно з яким
для довiльного векторного поля, яке допускається еволюцiйним рiвня-
нням, його t-компонента залежить лише вiд змiнної t. Пiсля цього був
проведений аналiз розмiрностi проєкцiї алгебри на цю t-компоненту з
використанням класичної теореми Лi про реалiзацiї алгебр Лi вектор-
ними полями на прямiй.
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