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Кiнетичнi кластернi розклади твiрних
операторiв розв’язкiв iєрархiй

еволюцiйних рiвнянь
I. В. Гап’як

Abstract. The article provides an overview of the method of kinetic clus-
ter expansions for generating operators of solutions to the hierarchies of
evolutionary equations. The developed method allows for a rigorous justifi-
cation of the derivation of nonlinear kinetic equations from the microscopic
dynamics of a system of many particles.

Анотацiя. В статтi подано огляд методу кiнетичних кластери розкла-
дiв для твiрних операторiв розв’язкiв iєрархiй еволюцiйних рiвнянь.
Розроблений метод дозволяє строго обґрунтовувати вивiд нелiнiйних
кiнетичних рiвнянь з мiкроскопiчної динамiки систем багатьох части-
нок.

1. Переднє слово

Однiєю з фундаментальних задач сучасної математичної фiзики є
обґрунтування кiнетичних рiвнянь, тобто, замкнених рiвнянь вiдносно
одночастинкової функцiї розподiлу. Вiдомi iсторичнi приклади кiнети-
чних рiвнянь – рiвняння Больцмана [6] та рiвняння Енскога [9], якi
описують процеси зiткнення частинок у розрiджених газах. Звичайний
пiдхiд до виведення рiвняння Больцмана полягає в побудовi асимптоти-
чної границi Больцмана–Ґреда для розв’язку задачi Кошi для iєрархiї
рiвнянь ББҐКI (Боголюбов–Борн–Ґрiн–Кiрквуд–Iвон), який представ-
ляється розкладами в ряд теорiї збурення [7,22].

Вiдмiтимо, що еволюцiя як скiнченної, так i нескiнченної кiлькостi
частинок визначається функцiями розподiлу (станами), якi описуються
задачею Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI, яка для скiнченної кiлько-
стi частинок є еквiвалентною до задачi Кошi рiвняння Лiувiлля для
функцiї розподiлу ймовiрностi [7, 22]. У певних ситуацiях [7] колектив-
на поведiнка багаточастинкових систем може бути описана кiнетичними
рiвняннями. Звичайна фiлософiя опису кiнетичної еволюцiї полягає в
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наступному: якщо початковий стан задається одночастинковою реду-
кованою функцiєю розподiлу, тодi еволюцiю стану можна ефективно
описати за допомогою одночастинкової редукованої функцiї розподiлу,
яка визначається нелiнiйним кiнетичним рiвнянням. В данiй роботi на
основi розробленого методу кiнетичних кластерних розкладiв для непе-
ретурбативного розв’язку iєрархiй еволюцiйних рiвнянь ББҐКI пред-
ставлено огляд робiт, якi присвяченi строгому виводу узагальненого кi-
нетичного рiвняння Енскоґа та редукованих функцiоналiв.

Альтернативний пiдхiд до опису еволюцiї станiв ґрунтується на послi-
довностi функцiй, якi визначаються як кумулянти редукованих функ-
цiй розподiлу. Цi функцiї iнтерпретуються як редукованi кореляцiйнi
функцiї, якi пiдпорядковуються вiдповiднiй iєрархiї нелiнiйних еволю-
цiйних рiвнянь [16, 17]. Для початкових станiв редукованих кореляцiй-
них функцiй, якi задовольняють умову хаосу використано метод кiнети-
чних кластерних розкладiв i описано еволюцiю редукованих кореляцiй
за допомогою кiнетичного рiвняння, а саме, кiнетичного рiвняння Ен-
скоґа [13].

Також для функцiй, якi описують кореляцiї в системi скiнченного
числа пружних куль i визначаються задачею Кошi для iєрархiї еволю-
цiйних рiвнянь Лiувiлля [16], використовуючи метод кiнетичних кла-
стерних розкладiв встановлено залежнiсть мiж s частинковою (s ą“ 0)
кореляцiйною функцiєю та одночастинковими кореляцiйними функцiя-
ми в довiльний момент часу.

2. Кумулянти груп операторiв

У цьому роздiлi буде представлено непертурбативний розв’язок зада-
чi Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI для системи пружних куль. Такий
розв’язок визначається через кумулянти груп операторiв рiвняння Лi-
увiлля.

Розглянемо систему нефiксованого, тобто довiльного, але скiнченно-
го числа частинок одиничної маси (формалiзм нерiвноважного вели-
кого канонiчного ансамблю [1, 7]) взаємодiючих як пружнi кулi з дi-
аметром σ ą 0. Кожна частинка характеризується фазовою коорди-
натою pqi, piq ” xi P R3 ˆ R3, i ě 1. Для конфiгурацiй такої системи
справедливi наступнi нерiвностi: |qi ´ qj | ě σ, i ‰ j ě 1, тобто мно-
жина Ws ”

 

pq1, . . . , qsq P R3s
ˇ

ˇ|qi ´ qj | ă σ хоча б для однiєї пари
pi, jq : i ‰ j P p1, . . . , sq

(

є множиною заборонених конфiгурацiй.
Нехай стани системи пружних куль належать простору iнтегрованих

функцiй L1
s ” L1pR3s ˆ pR3szWsqq, s ě 1, якi є симетричнимим вiднос-

но перестановки аргументiв x1, . . . , xs, дорiвнюють нулю на множинi
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заборонених конфiгурацiй Ws з нормою:

}fs}L1pR3sˆR3sq “

ż

dx1 . . . dxs|fspx1, . . . , xsq|.

Позначимо через L1
s,0 Ă L1

s пiдпростiр неперервно диференцiйованих
функцiй з компактним носiєм.

Еволюцiя всiх можливих станiв описується послiдовнiстю маргiналь-
них (s-частинкових) функцiй розподiлу Fspt, x1, . . . , xsq, s ě 1, що задо-
вольняють задачу Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (ланцюжка рiвнянь
Боголюбова) [7]

B

Bt
Fsptq “ LsFsptq `

s
ÿ

i“1

ż

R3ˆR3

dxs`1Lintpi, s` 1qFs`1ptq, (2.1)

Fsptq|t“0 “ F 0
s , s ě 1. (2.2)

Якщо t ą 0, в iєрархiї еволюцiйних рiвнянь (2.1) оператор Лiувiлля Ls
визначається через дужку Пуассона невзаємодiючих частинок з грани-
чною умовою на BWs [7]:

LsFsptq :“ ´
s
ÿ

i“1

xpi,
B

Bqi
y|BWs

Fspt, x1, . . . , xsq, (2.3)

де через x¨, ¨y позначено скалярний добуток. Гранична умова на BWs

визначається за таким правилом: якщо t ě 0, то при | qi ´ qj |“ σ
потрiбно у випадку xpqi ´ qjq, ppi ´ pjqy ď 0 в дужцi Пуассона перейти
вiд значень iмпульсiв частинок ppi, pjq до значень iмпульсiв до зiткнення
pp˚i , p

˚
j q згiдно з спiввiдношеннями

p˚i :“ pi ´ η xη, ppi ´ pjqy ,

p˚j :“ pj ` η xη, ppi ´ pjqy .
(2.4)

При t ă 0 така замiна вiдповiдає випадку xpqi ´ qjq, ppi ´ pjqy ą 0 [7].
Оператор Lintpi, s` 1q визначається спiввiдношенням:

s
ÿ

i“1

ż

R3ˆR3

dxs`1Lintpi, s` 1qFs`1ptq :“

σ2
s
ÿ

i“1

ż

R3ˆS2`
dps`1dη xη, ppi ´ ps`1qypFs`1pt, x1, . . . , qi, p

˚
i , . . .

. . . , xs, qi ´ ση, p
˚
s`1q ´ Fs`1pt, x1, . . . , xs, qi ` ση, ps`1q

˘

,

(2.5)

де S2
` :“ tη P R3

ˇ

ˇ |η| “ 1, xη, ppi ´ ps`1qy ą 0u i iмпульси p˚i , p
˚
s`1 визна-

чаються з формул (2.4).



16 I. В. Гап’як

Якщо t ă 0, генератор їєрархiї рiвнянь ББҐКI визначається спiввiд-
ношенням:

s
ÿ

i“1

ż

R3ˆR3

dxs`1Lintpi, s` 1qFs`1ptq :“

σ2
s
ÿ

i“1

ż

R3ˆS2`
dps`1dη xη, ppi ´ ps`1qy

`

Fs`1pt, x1, . . . , xs,

qi ´ ση, ps`1q ´ Fs`1pt, x1, . . . , qi, p
˚
i , . . . , xs, qi ` ση, p

˚
s`1q

˘

,

(2.6)

Надалi будемо розглядати початковий стан частинок (2.2), який задо-
вольняє умову хаосу [7], а саме, випадок стану статистично незалежних
частинок

Fsptq|t“0 “ F pcqs px1, . . . , xsq ”
s
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3szWs

, s ě 1, (2.7)

де XR3szWs
” Xspq1, . . . , qsq – функцiя Хевiсайда дозволених конфiгу-

рацiй s пружних куль. Зауважимо, що початковий стан (2.7) є хара-
ктерним для кiнетичного опису багаточастинкової системи, оскiльки в
цьому випадку всi можливi стани характеризуються за допомогою одно-
частинкової редукованої функцiї розподiлу.

У просторi L1pR3n ˆ R3nq визначена така група сильно неперервних
операторiв

pSsp´tqfsqpx1, . . . , xsq ” Ssp´t, 1, . . . , sqfspx1, . . . , xsq :“ (2.8)
$

’

&

’

%

fspX1p´t, x1, . . . , xsq, . . . , Xsp´t, x1, . . . , xsqq,

px1, . . . , xsq P pR3s ˆ pR3szWsqq,

0, pq1, . . . , qsq PWs,

де Xip´tq – фазова траєкторiя i´ої частинки, яка побудована нижче.
Зауважимо, що фазовi траєкторiї системи пружних куль визначаються
майже скрiзь на фазовому просторi R3s ˆ pR3szWsq крiм множини M0

s

нульової мiри Лебега [7]. Множина M0
s складається iз точок фазово-

го простору, якi визначають такi початковi данi, що пiд час еволюцiї
породжують багатократнi зiткнення, тобто зiткнення бiльше нiж двох
частинок, бiльше нiж одне двохчастинкове зiткнення в деякий момент
часу i на скiнченному iнтервалi часу вiдбувається нескiнченне число
зiткнень.

Якщо початковий стан (2.7) F 0
1 P L1pR3 ˆ R3q визначається одно-

частинковою функцiєю розподiлу, тодi непертурбативний розв’язок по-
чаткової задачi iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.1), (2.7) зображується по-
слiдовнiстю F ptq “ p1, F1ptq, . . . , Fsptq, . . .q редукованих (s-частинкових)
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функцiй розподiлу [18,20]

Fspt, x1, . . . , xsq “
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nA1`np´t, (2.9)

t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3ps`nqzWs`n

, s ě 1,

де твiрний оператор A1`np´tq є pn` 1q-го порядку кумулянт груп опе-
раторiв (2.8), який визначається таким розкладом:

A1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq “ (2.10)
ÿ

P: pt1,...,su,s`1,...,s`nq“
Ť

iXi

p´1q|P|´1p|P| ´ 1q!
ź

XiĂP

S|θpXiq|p´t, θpXiqq,

i використано наступнi позначення: t1, . . . , su є множина, яка склада-
ється iз одного елемента p1, . . . , sq, тобто |t1, . . . , s` 1u| “ 1,

ř

P – сума
по всiх можливих розбиттях P множини pt1, . . . , su, s ` 1, . . . , s ` nq на
|P| непорожнiх пiдмножин Xi P pt1, . . . , su, s ` 1, . . . , s ` nq, якi взаєм-
но не перетинаються, вiдображення θ є вiдображення декластиризацiї,
яке визначається згiдно формули: θpt1, . . . , suq “ 1, . . . , s. Найпростiшi
приклади кумулянтiв (2.10) визначаються наступним чином:

A1p´t, 1, . . . , sq “ Ssp´t, 1, . . . , sq,

A2p´t, 1, . . . , s, s` 1q “ Ss`1p´t, 1, . . . , s, s` 1q ´

Ssp´t, 1, . . . , sqS1p´t, s` 1q,

A3p´t, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q “ Ss`2p´t, 1, . . . , s` 2q ´

´Ss`1p´t, 1, . . . , s` 1qS1p´t, s` 2q ´ Ss`1p´t, 1, . . . , s, s` 2q ˆ

S1p´t, s` 1q ´ Ssp´t, 1, . . . , sqS2p´t, s` 1, s` 2q `

2!Ssp´t, 1, . . . , sqS1p´t, s` 1qS1p´t, s` 2q.

Для кумулянтiв (2.10) груп операторiв (2.8) справедлива оцiнка
ż

pR3ˆR3qs`n
dx1 . . . dxs`n

ˇ

ˇpA1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqfs`nq

px1, . . . , xs`nq
ˇ

ˇ ď n!en`2}fs`n}L1
s`n

. (2.11)

Дiйсно, дана оцiнка випливає iз нерiвностей
ż

pR3ˆR3qs`n
dx1 . . . dxs`n

ˇ

ˇpA1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq

fs`nqpx1, . . . , xs`nq
ˇ

ˇ ď
ÿ

P: pt1,...,su,s`1,...,s`nq“
Ť

iXi

p|P| ´ 1q!}fs`n}L1
s`n

“
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n`1
ÿ

k“1

spn` 1, kqpk ´ 1q!}fs`n}L1
s`n

,

де spn`1, kq – числа Стiрлiнга другого роду для яких мають мiсце такi
нерiвностi:
n`1
ÿ

k“1

spn` 1, kqpk ´ 1q! “
n`1
ÿ

k“1

1

k

ÿ

r1,...,rkě1
r1`...`rk“n`1

pn` 1q!

r1! . . . rk!
ď

n`1
ÿ

k“1

kn ď n!en`2.

Враховуючи оцiнку (2.11), ряд (2.9) для довiльних t P R збiгається
по нормi простору L1

s за умови що: }F 0
1 }L1pR3ˆR3q ă e´1, яка є умовою

на середнє число частинок.
Зауважимо, що непертубативний розв’язок (2.9) iєрархiї рiвнянь ББГ-

КI (2.1) перетворюється до форми пертубативного (iтерацiйного) ря-
ду [7] як результат застосування аналогiв рiвнянь Дюамеля [4] до ку-
мулянтiв груп операторiв (2.10).

Якщо початковi данi F 0
1 P L1

0pR3 ˆ R3q, то послiдовнiсть функцiй
(2.9) є сильним розв’язком початкової задачi iєрархiї рiвнянь ББГКI
(2.1) i (2.7), i для довiльних початкових даних F 0

1 P L
1pR3 ˆ R3q це є

слабкий розв’язок [7].

3. Метод кiнетичних кластерних розкладiв

В даному роздiлi сформулюємо перетворення для кумулянтiв (2.10)
груп операторiв (2.8), якi дозволяли б розклади редукованих функцiй
розподiлу (2.9) при s ě 2 виразити в термiнах розкладiв по одноча-
стинковiй функцiї розподiлу. Вiдмiтимо, що вперше поняття кластерних
розкладiв було запропоновано в роботi [8].

Для того, щоб переформулювати задачу Кошi (2.1),(2.7) як нову за-
дачу Кошi для одночастинкової функцiї розподiлу та явно визначених
функцiоналiв вiдносно такої функцiї, введемо наступнi кластернi роз-
клади кумулянтiв (2.10) груп операторiв (2.8) [13]

A1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqIs`np1, . . . , s` nq “ (3.1)
n
ÿ

k1“0

n!

pn´ k1q!k1!
V1`n´k1pt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` n´ k1q ˆ

k1
ÿ

k2“0

k1!

k2!pk1 ´ k2q!
. . .

kn´k1`s´1
ÿ

kn´k1`s“0

kn´k1`s´1!

kn´k1`s!pkn´k1`s´1 ´ kn´k1`sq!
ˆ

s`n´k1
ź

i“1

A1`kn´k1`s`1´i´kn´k1`s`2´i
p´t, i, s` n´ k1 ` 1`
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`ks`n´k1`2´i, . . . , s` n´ k1 ` ks`n´k1`1´iq ˆ

I1`kn´k1`s`1´i´kn´k1`s`2´i
pi, s` n´ k1 ` 1` ks`n´k1`2´i, . . .

. . . , s` n´ k1 ` ks`n´k1`1´iq, n ě 0.

В формулi (3.1) введено позначення: ks`1 ” 0, а оператор Is`n визна-
чається через формулу

Is`np1, . . . , s` nqfs`n :“ XR3ps`nqzWs`n
fs`n, (3.2)

де XR3ps`nqzWs`n
– функцiя Хевiсайда дозволених конфiгурацiй s ` n

пружних куль. У випадку початкових станiв (2.7), що включають в
собi кореляцiї такого типу, кластернi розклади (3.1) дозволяють враху-
вати початковi кореляцiї в кiнетичному рiвняннi. Розклади (3.1) будемо
називати кiнетичними кластерними розкладами для кумулянтiв (2.10)
груп операторiв (2.9).

Щоб краще зрозумiти структуру рекурсивних спiввiдношень (3.1) на-
ведемо кiлька прикладiв цих спiввiдношень. Але для цього спочатку
визначимо новi еволюцiйнi оператори, а саме кумулянти розсiєння, якi
визначаються згiдно формули

pA1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq :“ (3.3)

A1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqIs`npXq
s`n
ź

i“1

A1pt, iq.

Тепер наведемо приклади рекурсивних спiввiдношень (3.1) найнижчих
порядкiв в термiнах кумулянтiв розсiєння (3.3). Подiявши лiвою i пра-
вою частинами рiвностi (3.1)на еволюцiйний оператор

śs`n
i“1 A1pt, iq, отри-

маємо

pA1pt, t1, . . . , suq “ V1pt, t1, . . . , suq,

pA2pt, t1, . . . , su, s` 1q “ V2pt, t1, . . . , su, s` 1q `

V1pt, t1, . . . , suq
s
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 1q,

pA3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q “ V3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q `

`2!V2pt, t1, . . . , su, s` 1q
s`1
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 2q `V1pt, t1, . . . , suq ˆ

ˆ
`

s
ÿ

i1“1

pA3pt, i1, s` 1, s` 2q ` 2!
s
ÿ

1“i1ăi2

pA2pt, i1, s` 1qpA2pt, i2, s` 2q
˘

,
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де pA1`nptq — p1 ` nq-го порядку pn “ 0, 1, 2q кумулянт розсiяння (3.3).
Легко перевiрити, що розв’язки цих спiввiдношень задаються наступни-
ми розкладами:

V1pt, t1, . . . , suq “ pA1pt, t1, . . . , suq “ Ssp´t, 1, . . . , sqIspY q
s
ź

i“1

S1pt, iq,

V2pt, t1, . . . , su, s` 1q “ pA2pt, t1, . . . , su, s` 1q ´

pA1pt, t1, . . . , suq
s
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 1q,

V3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q “ pA3pt, t1, . . . , su, s` 1, s` 2q ´

´2!pA2pt, t1, . . . , su, s` 1q
s`1
ÿ

i1“1

pA2pt, i1, s` 2q ´ pA1pt, t1, . . . , suq ˆ

`

s
ÿ

i1“1

pA3pt, i1, s` 1, s` 2q ´ 2!
s
ÿ

i1“1

s`1
ÿ

i2“1

pA2pt, i1, s` 1q ˆ

pA2pt, i2, s` 2q ` 2!
s
ÿ

1“i1ăi2

pA2pt, i1, s` 1qpA2pt, i2, s` 2q
˘

.

У загальному випадку розв’язки рекурсивних спiввiдношень (3.1),
тобто p1`nq-го порядку (n ě 0) оператори V1`nptq, визначаються через
розклади (s ě 2, n ě 0)

V1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq “ n!
n
ÿ

k“0

p´1qk
n
ÿ

m1“1

. . . (3.4)

. . .

n´m1´...´mk´1
ÿ

mk“1

1

pn´m1 ´ . . .´mkq!
pA1`n´m1´...´mkpt, t1, . . . , su,

s` 1, . . . , s` n´m1 ´ . . .´mkq

k
ź

j“1

mj
ÿ

kj2“0

. . .

kjn´m1´...´mj`s´1
ÿ

kjn´m1´...´mj`s
“0

s`n´m1´...´mj
ź

ij“1

1

pkjn´m1´...´mj`s`1´ij
´ kjn´m1´...´mj`s`2´ij

q!
ˆ

ˆpA
1`kjn´m1´...´mj`s`1´ij

´kjn´m1´...´mj`s`2´ij

pt, ij ,

`s` n´m1 ´ . . .´mj ` 1` kjs`n´m1´...´mj`2´ij
, . . .

. . . , s` n´m1 ´ . . .´mj ` k
j
s`n´m1´...´mj`1´ij

q.
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де мається на увазi, що kj1 ” mj , k
j
n´m1´...´mj`s`1 ” 0. Цей факт пе-

ревiряється як результат пiдстановки виразу (3.4) у рекурсивнi спiв-
вiдношення (3.1). Слiд вiдзначити, що кореляцiї, якi породжуються пiд
час динамiки пружних куль та початковi кореляцiї, якi пов’язанi iз за-
бороненими конфiгурацiями повнiстю визначаються через еволюцiйнi
оператори (3.4).

Вiдмiтимо деякi характернi властивостi еволюцiйних операторiв (3.4).
У сенсi слабкої збiжностi в просторi L1pR3sˆR3szWsq iнфiнiтезимальний
генератор першого порядку еволюцiйного оператора (3.4) визначається
через оператор

lim
tÑ0

1

t
pV1pt, t1, . . . , suq ´ Iqfs “

s
ÿ

iăj“1

Lintpi, jqfs,

де оператор L˚intpi, jq визначається формулою (2.5).
У загальному випадку, тобто при n ě 1, у такому ж сенсi, як i для

еволюцiйного оператора першого порядку (3.4) має мiсце рiвнiсть:

lim
tÑ0

1

t
V1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqfs`n “ 0.

У випадку системи невзаємодiючих частинок для кумулянтiв розсiя-
ння (3.3) мають мiсце такi рiвностi:

pA1`npt, t1, . . . , su, s`1, . . . , s`nq “
s
ź

i“1

S1p´t, iqIsp1, . . . , sq
s
ź

j“1

S1pt, jqδn,0,

де n ě 0, δn,0 – символ Кронекера, тодi ми отримаємо

V1`npt, t1, . . . , su, s`1, . . . , s`nq “
s
ź

i“1

S1p´t, iqIsp1, . . . , sq
s
ź

j“1

S1pt, jqδn,0.

Подiбним чином як у початковий час t “ 0 справедлива така рiвнiсть:
V1`np0, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq “ Isp1, . . . , sqδn,0, n ě 0.

4. Редукованi функцiонали стану частинок

Як було зазначено вище еволюцiя системи нефiксованого числа ча-
стинок, якi взаємодiють як пружнi кулi описується послiдовнiстю реду-
кованих функцiй розподiлу F ptq “ p1, F1pt, x1q, . . . , Fspt, , x1, . . . , xsq, . . .q,
де Fsptq визначаються задачею Кошi для iєрархiї рiвнянь ББҐКI (2.1),
(2.2). Для початкових даних (2.7) застосовуючи кластернi розклади
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(3.1) до кумулянтiв (2.10) груп операторiв (2.8) у редукованих фун-
кцiях розподiлу, ми отримаємо, що еволюцiя станiв повнiстю визначає-
ться послiдовнiстю редукованих функцiоналiв стану вiд одночастинко-
вої функцiї розподiлу, а саме: F pt | F1ptqq “

`

1, F1pt, x1q, . . . , Fs
`

t, x1, . . . ,

xs | F1ptq
˘

, . . .
˘

.
Дiйсно, представимо кумулянти (2.10) груп операторiв (2.8) iз роз-

кладу для розв’язку (2.9) у кiнетичнi кластернi розклади (3.1) у випад-
ку s ě 2. Тодi, представивши ряд за iндексом сумування n та суму за
iндексом сумування k1 у виглядi добутку двох рядiв, отримаємо:

Fspt, x1, . . . , xsq “
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nA1`np´t, t1, . . . , su,

s` 1, . . . , s` nqIs`np1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F 0
1 pxiq “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nV1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq ˆ

8
ÿ

k1“0

k1
ÿ

k2“0

. . .

kn`s´1
ÿ

kn`s“0

1

kn`s!pkn`s´1 ´ kn`sq! . . . pk1 ´ k2q!
ˆ

ż

pR3ˆR3qk1

dxn`s`1 . . . dxn`s`k1

n`s
ź

i“1

A1`kn`s`1´i´kn`s`2´i
p´t, i,

n` s` 1` kn`s`2´i, . . . , n` s` kn`s`1´iq

n`s`k1
ź

j“1

F 0
1 pxjq ˆ

X1`kn`s`1´i´kn`s`2´i
pqi, qn`s`1`kn`s`2´i

, . . . , qn`s`kn`s`1´i
q,

де використанi позначення введенi вище. Внаслiдок справедливостi фор-
мули добутку (4.5) у випадку довiльного iндексу s ě 2, в отриманому
розкладi ряд по iндексу сумування k1 може бути виражений в термiнах
одночастинкової функцiї розподiлу (4.2). Тому мають мiсце наступнi
рiвностi
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nA1`np´t, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nqˆ

Is`np1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F 0
1 pxiq “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . dxs`nV1`npt,

t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F1pt, xiq,
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де pn` 1q-го порядку еволюцiйний оператор V1`nptq визначається фор-
мулою (3.4). Тобто, ми встановили, що маргiнальнi функцiонали стану
визначаються таким розкладом:

Fs
`

t, x1, . . . , xs | F1ptq
˘

:“
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dxs`1 . . . (4.1)

. . . dxs`nV1`npt, t1, . . . , su, s` 1, . . . , s` nq
s`n
ź

i“1

F1pt, xiq,

де p1`nq-го порядку еволюцiйнi операториV1`nptq, n ě 0 визначаються
формулою (3.4). Iншими словами, для вказаних початкових станiв всi
можливi стани системи пружних куль в довiльний момент часу можуть
бути описанi в рамках одночастинкової функцiї розподiлу без будь-якої
апроксимацiї.

Типовими властивостями для кiнетичного опису еволюцiї побудова-
них редукованих функцiоналiв стану (4.1) є iндукованi властивостями
еволюцiйних операторiв (3.4).

Виведемо еволюцiйне рiвняння, розв’язком якого є одночастинкова
функцiя розподiлу через яку визначаються редукованi функцiонали
стану (4.1)

F1pt, x1q “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dx2 . . . dxn`1 A1`np´t, 1, . . . , n` 1q ˆ (4.2)

n`1
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3p1`nqzW1`n

,

де еволюцiйний оператор A1`np´tq визначається формулою (2.10).
Враховуючи справедливiсть наступних рiвностей для кумулянтiв

(2.10) груп операторiв (2.8) для f P L1
0 в сенсi збiжностi по нормi [7]

lim
tÑ0

1

t
A1p´t, 1qf1px1q “ L1p1qf1px1q,

lim
tÑ0

1

t

ż

R3ˆR3

dx2A2p´t, 1, 2qf2px1, x2q “

ż

R3ˆR3

dx2Lintp1, 2qf2px1, x2q,

lim
tÑ0

1

t

ż

R3nˆpR3nzWnq

dx2 . . . dxn`1 A1`np´t, 1, . . . , n` 1qfn`1 “ 0, n ě 2,

де оператори L1p1q i Lintp1, 2q визначаються формулами (2.3) та (2.5)
вiдповiдно. У результатi диференцiювання по часовiй змiннiй виразу
(4.2) в сенсi поточкової збiжностi на просторi L1pR3 ˆ R3q отримаємо
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таке рiвняння: [7, 19]

B

Bt
F1pt, x1q “ ´xp1,

B

Bq1
yF1pt, x1q ` (4.3)

ż

R3ˆR3

dx2L˚intp1, 2q
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dx3 . . .

. . . dxn`2 A1`np´t, t1, 2u, 3, . . . , n` 2q
n`2
ź

i“1

F 0
1 pxiqXR3pn`2qzWn`2

.

Для того, щоб виразити другий член в правiй частинi цiєї рiвностi в
термiнах одночастинкої функцiї розподiлу (4.2), розкладемо кумулянти
(2.10) груп операторiв (2.8) в кiнетичний кластерний розклад (3.1) у
випадку, коли s “ 2. Представимо ряд по iндексу сумування n i суму
по iндексу сумування k1 у виглядi добутку двох рядiв. Як результат
отримаємо:

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn
dx3 . . . dxn`2 A1`np´t, t1, 2u, 3, . . . , n` 2q ˆ (4.4)

In`2

n`2
ź

i“1

F 0
1 pxiq “

8
ÿ

n“0

1

n!

8
ÿ

k1“0

ż

pR3ˆR3qn`k1

dx3 . . . dxn`2`k1V1`npt, t1, 2u, 3, . . .

. . . , n` 2q
k1
ÿ

k2“0

. . .

kn`1
ÿ

kn`2“0

1

kn`2!pkn`1 ´ kn`2q! . . . pk1 ´ k2q!
ˆ

n`2
ź

i“1

A1`kn`3´i´kn`4´i
p´t, i, n` 3` kn`4´i, . . . , n` 2` kn`3´iq

X1`kn`3´i´kn`4´i
pqi, qn`3`kn`4´i

, . . . , qn`2`kn`3´i
q

n`2`k1
ź

j“1

F 0
1 pxjq.

Останнiй ряд може бути виражений в термiнах одночастинкової функцiї
розподiлу (4.2) згiдно до наступної формули добутку для рядiв (4.2)

n`2
ź

i“1

F1pt, xiq “
8
ÿ

k1“0

k1
ÿ

k2“0

. . .

kn`1
ÿ

kn`2“0

1

kn`2!pkn`1 ´ kn`2q! . . . pk1 ´ k2q!
(4.5)

ż

pR3ˆR3qk1

dxn`3 . . . dxn`2`k1

n`2
ź

i“1

A1`kn`3´i´kn`4´i
p´t, i,
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n` 3` kn`4´i, . . . , n` 2` kn`3´iqX1`kn`3´i´kn`4´i
pqi,

qn`3`kn`4´i
, . . . , qn`2`kn`3´i

q

n`2`k1
ź

j“1

F 0
1 pxjq.

Згiдно рiвностей (4.4) та (4.5), i беручи до уваги означення (2.5) опе-
ратора Lintp1, 2q для t ą 0, з рiвностi (4.3) отримаємо:

B

Bt
F1pt, x1q “ ´xp1,

B

Bq1
yF1pt, x1q ` (4.6)

σ2
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

R3ˆS2`
dp2dη

ż

pR3ˆR3qn
dx3 . . . dxn`2xη, pp1 ´ p2qy ˆ

`

V1`npt, t1
˚, 2˚´u, 3, . . . , n` 2qF1pt, q1, p

˚
1q ˆ

F1pt, q1 ´ ση, p
˚
2q

n`2
ź

i“3

F1pt, xiq ´

V1`npt, t1, 2`u, 3, . . . , n` 2qF1pt, x1q ˆ

F1pt, q1 ` ση, p2q

n`2
ź

i“3

F1pt, xiq
˘

,

де використано такi позначення як i в рiвняннi (2.1). Трактуватимемо
побудовану тотожнiсть для одночастинкової функцiї розподiлу як кiне-
тичне рiвняння системи пружних куль i називатимемо таке еволюцiйне
рiвняння як узагальнене кiнетичне рiвняння Енскоґа. Ряд, яким пред-
ставляється iнтеграл зiткнень, збiгається за умови [13]:
}F1ptq}L1pR3ˆR3q ă e´8.

Пiдкреслимо, що коефiцiєнти виведеного кiнетичного рiвняння (4.6)
визначаються через початковi кореляцiї, якi пов’язанi iз забороненими
конфiгурацiями частинок.

Зауважимо, що в роботi [13] було доведено теорему про iснування
розв’язку задачi Кошi для узагальненого рiвняння Енскоґа.

Таким чином, якщо початковi данi визначаються через одночастин-
кову функцiю розподiлу на дозволених конфiгурацiях, тодi еволюцiя
станiв визначена через iєрархiю рiвнянь ББҐКI (2.1) може бути пов-
нiстю описана узагальненим кiнетичним рiвнянням Енскоґа (4.6) i по-
слiдовнiстю маргiнальних функцiоналiв стану Fs

`

t, x1, . . . , xs | F1ptq
˘

,
s ě 2, якi визначаються розкладами (4.1).

Вiдмiтимо, що розклади (4.1) маргiнальних функцiоналiв стану є не-
рiвноважним аналогом розкладiв Урселла–Майєра по степенях густини
рiвноважної функцiї розподiлу. Зокрема, якщо одночастинкова функ-
цiя розподiлу є Максвелiвською функцiєю розподiлу, то маргiнальнi
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функцiонали стану (4.1) перетворюються у розклади Урселла–Майєра
[5, 21].

5. Редукованi кореляцiйнi функцiонали

Альтернативним описом еволюцiї нефiксованого числа частинок, якi
взаємодiють як пружнi кулi, є опис через редукованi кореляцiйнi функ-
цiї, якi визначаються через редукованi кореляцiйнi функцiї таким чи-
ном [16,17]:

Fspt, x1, . . . , xsq “
ÿ

P : px1, . . . , xsq “
Ť

iXi

ź

XiĂP

G|Xi|pt,Xiq, s ě 1, (5.1)

де символ
ř

P:px1,...,xsq“
Ť

iXi
є сумою по всiх можливих розбиттях P мно-

жини px1, . . . , xsq на |P| взаємно неперетинних пiдмножин
Xi Ă px1, . . . , xsq. Як наслiдок, розв’язок рекурентних спiввiдношень
(5.1) представляється через редукованi функцiї розподiлу:

Gspt, x1, . . . , xsq “ (5.2)
ÿ

P : px1, . . . , xsq “
Ť

iXi

p´1q|P|´1p|P| ´ 1q!
ź

XiĂP

F|Xi|pt,Xiq, s ě 1.

Функцiї (5.2) описують кореляцiї станiв системи пружних куль. Струк-
тура розкладiв (5.2) є такою, що редукованi кореляцiйнi функцiї є ку-
мулянтами редукованих функцiй розподiлу (2.9). Вiдмiтимо, що реду-
кованi кореляцiйнi функцiї (5.2) задовольняють нелiнiйну iєрархiю ево-
люцiйних рiвнянь [16,17].

Розглянемо початковi данi для яких в початковий момент часу вiд-
сутнi кореляцiї мiж пружними кулями на дозволених конфiгурацiях,
а саме, Gc “ p0, G0

1, 0, . . . , 0, . . .q. У цьому випадку розв’язок нелiнiйної
iєрархiї еволюцiйних рiвнянь для редукованих кореляцiйних функцiй
визначається таким розвиненням [16,17]:

G1pt, x1q “

8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn

dx2 . . . dx1`nA1`npt, 1, . . . , n` 1q ˆ (5.3)

n`1
ź

i“1

G0
1pxiqXR3pn`1qzWn`1

,

де A1`npt, 1, . . . , n ` 1q – кумулянт (2.10) p1` nq-го порядку груп ево-
люцiйних операторiв (2.8).

Аналогiчно як i для редукованих функцiй розподiлу для початко-
вих даних, якi задовольняють умову хаосу, використовуючи кiнетичнi
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кластернi розклади сформулюємо нову задачу Кошi для одночастин-
кової редукованої кореляцiйної функцiї розподiлу та послiдовнiсть ко-
реляцiйних функцiоналiв Gspt|G1ptqq вiд одночастинкової редукованої
кореляцiйної функцiї (5.3) [16,17]:

Gs
`

t, x1, . . . , xs | G1ptq
˘

“ (5.4)
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn

dxs`1 . . . dxs`nVs`n

`

t, 1, . . . , s` n
˘

s`n
ź

i“1

G1pt, xiq,

s ě 2.

Оператор Vs`nptq, n ě 0, ps` nq-го порядку визначається таким пред-
ставленням:

Vs`n

`

t, 1, . . . , s, s` 1, . . . , s` n
˘

“ n!
n
ÿ

k“0

p´1qk
n
ÿ

n1“1

. . . (5.5)

n´n1´...´nk´1
ÿ

nk“1

1

pn´ n1 ´ . . .´ nkq!
Âs`n´n1´...´nkpt,

1, . . . , s` n´ n1 ´ . . .´ nkq
k
ź

j“1

ÿ

Dj : Zj “
Ť

lj
Xlj ,

|Dj | ď s` n´ n1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ nj

1

|Dj |!
ˆ

s`n´n1´...´nj
ÿ

i1‰...‰i|Dj |“1

ź

XljĂDj

1

|Xlj |!
Â1`|Xlj |

pt, ilj , Xlj q,

де
ř

Dj :Zj“
Ť

lj
Xlj

є сума по всiх можливих розбиттях множини

Zj ” ps` n´ n1 ´ . . .´ nj ` 1, . . . , s` n´ n1 ´ . . .´ nj´1q на не бiльше
нiж s ` n ´ n1 ´ . . . ´ nj лiнiйно впорядкованих пiдмножин, ps ` nq-го
порядку кумулянт розсiєння визначається формулою

Âs`npt, 1, . . . , s` nq :“ As`npt, 1, . . . , s` nqXR3ps`nqzWs`n

s`n
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq,

i використано позначення вище.
Наведемо кiлька простих прикладiв операторiв (5.5):

Vspt, 1, . . . , sq “ Aspt, 1, . . . , sqXR3szWs

s
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq,

Vs`1pt, 1, . . . , s, s` 1q “
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As`1pt, 1, . . . , s` 1qXR3ps`1qzWs`1

s`1
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq ´

Aspt, 1, . . . , sqXR3szWs

s
ź

i“1

pA1q
´1pt, iq

s
ÿ

j“1

A2pt, j, s` 1q ˆ

XR6zW2
pA1q

´1pt, jqpA1q
´1pt, s` 1q.

Якщо }G1ptq}L1pR3ˆR3q ă e´p3s`2q, для довiльних t P R ряд (5.4) збiга-
ється по нормi простору L1

s [13].
У цьому випадку метод побудови редукованих кореляцiйних функ-

цiоналiв (5.4) базується на застосуваннi варiацiй кластерних розкладiв,
а саме, кiнетичних кластерних розкладiв [13], до породжуючих опера-
торiв (2.10) рядiв, що представляють редукованi кореляцiйнi функцiї.

Дiйсно, враховуючи спiввiдношення кiнетичних кластерних розкла-
дiв для кумулянтiв розсiєння:

pAs`npt, 1, . . . , s` nq “
n
ÿ

n1“0

n!

pn´ n1q!
Vs`n´n1

`

t, 1, . . . , s` n´ n1

˘

ˆ

ÿ

D : Z “
Ť

lXl,

|D| ď s` n´ n1

1

|D|!

s`n´n1
ÿ

i1‰...‰i|D|“1

ź

XlĂD

1

|Xl|!
pA1`|Xl|pt, il, Xlq,

де
ř

D:Z“
Ť

lXl, |D|ďs`n´n1
є сумою за всiма можливими розбиттями D

лiнiйно впорядкованої множини Z ” ps ` n ´ n1 ` 1, . . . , s ` nq на не
бiльше нiж s`n´n1 лiнiйно впорядкованих пiдмножин, ми отримуємо
розклади для редукованих кореляцiйних функцiоналiв Gspt, x1, . . . , xs |
G1ptqq, s ě 2, (5.4) [16].

Зазначимо, що структура кiнетичних кластерних розкладiв для ку-
мулянтiв розсiєння груп операторiв (2.8) подiбна до структури вiрiаль-
них розкладiв рiвноважних функцiй розподiлу, тобто має вигляд степе-
невого ряду по густинi.

Якщо початковi данi G0
1 P L

1
1, тодi для довiльного t P R одночастин-

кова кореляцiйна функцiя (5.3) є слабким розв’язком задачi Кошi для
немаркiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа [16]:

B

Bt
G1pt, x1q “ (5.6)

Lp1qG1pt, x1q `

ż

R3ˆR3

dx2 Lintp1, 2qG1pt, x1qG1pt, x2q `
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ż

R3ˆR3

dx2 Lintp1, 2qG2

`

t, x1, x2 | G1ptq
˘

,

G1pt, x1q
ˇ

ˇ

t“0
“ G0

1px1q, (5.7)

де перша частина iнтегралу зiткнень у рiвняннi (5.6) має структуру
Больцмана—Енскоґа, а друга частина iнтегралу зiткнень визначається
через двочастинковий кореляцiйний функцiонал, представлений у виг-
лядi ряду (5.4). Цей ряд описує всi можливi кореляцiї, що виникають
внаслiдок динамiки твердих куль, а також поширення початкових ко-
реляцiй, якi пов’язанi iз забороненими конфiгурацiями.

6. Кореляцiйнi функцiонали стану

Альтернативний пiдхiд до опису стану скiнченної кiлькостi твердих
куль полягає у використаннi функцiй, визначених за допомогою кла-
стерних розкладiв функцiй розподiлу ймовiрностей [10, 16]. Iсторично
було запропоновано кiлька пiдходiв до опису кореляцiй у багаточастин-
кових системах. Серед них варто згадати вiдомий пiдхiд до динамiки
кореляцiй, запропонований I. Прiгожиним [23] i Р. Балеску [3], та його
застосування в теорiї плазми.

Введемо послiдовнiсть кореляцiйних функцiй gptq “ p1, g1pt, x1q, . . . ,
gspt, x1, . . . , xsq, . . .q, якi описують еволюцiю кореляцiй системи скiнчен-
ного числа пружних куль. В роботi [16] встановлено, що редукованi ко-
реляцiнi функцiї розподiлу (5.2) визначаються через кореляцiнi функцiї
таким представленням:

Gspt, x1, . . . , xsq :“ (6.1)
8
ÿ

n“0

1

n!

ż

pR3ˆR3qn

dxs`1 . . . dxs`n gs`npt, x1, . . . , xs`nq, s ě 1.

Еволюцiя послiдовностi кореляцiйних функцiй gptq багатьох твердих
куль визначається задачею Кошi для iєрархiї еволюцiйних рiвнянь Лiу-
вiлля, яка визначається в слабкому формулюваннi таким чином [16,17]:

B

Bt
gspt, x1, . . . , xsq “ Lsp1, . . . , sqgspt, x1, . . . , xsq ` (6.2)

ÿ

P: px1,...,xsq“X1
Ť

X2

ÿ

i1P pX1

ÿ

i2P pX2

Lintpi1, i2qg|X1|pt,X1qg|X2|pt,X2q,

gspt, x1, . . . , xsq
ˇ

ˇ

t“0
“ g0

spx1, . . . , xsq, s ě 1, (6.3)
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де
ř

P: px1,...,xsq“X1
Ť

X2
є сумою за всiма можливими розбиттями P мно-

жини px1, . . . , xsq на двi непорожнi попарно неперетиннi пiдмножини X1

i X2, символ pXi позначає множину iндексiв пiдмножини Xi координат
фазового простору, а оператор Ls визначений на пiдпросторi L1

0 Ă L1

формулою (2.3). Слiд зазначити, що iєрархiя Лiувiлля (6.2) є сукупнi-
стю рекурентних еволюцiйних рiвнянь.

Для t ě 0 наведемо кiлька перших прикладiв рекурентних рiвнянь
(6.2) для системи твердих куль:

B

Bt
g1pt, x1q “ ´xp1,

B

Bq1
yg1pt, x1q,

B

Bt
g2pt, x1, x2q “ ´

2
ÿ

j“1

xpj ,
B

Bqj
yg2pt, x1, x2q `

σ2

ż

S2`

dηxη, pp1 ´ p2qy
`

g2pt, q1, p
˚
1 , q2, p

˚
2qδpq1 ´ q2 ` σηq ´

g2pt, x1, x2qδpq1 ´ q2 ´ σηq
˘

`

σ2

ż

S2`

dηxη, pp1 ´ p2qy
`

g1pt, q1, p
˚
1qg1pt, q2, p

˚
2qδpq1 ´ q2 ` σηq ´

g1pt, x1qg1pt, x2qδpq1 ´ q2 ´ σηq
˘

,

де використовувалися позначення, прийнятi вище.
Для початкових даних, якi належать простору iнтегрованих функцiй,

розв’язок задачi Кошi (6.2), (6.3) визначається таким представленням
[16]:

gspt, x1, . . . , xsq “ (6.4)
ÿ

P: px1,...,xsq“
Ť

j Xj

A|P|pt, t pX1u, . . . , t pX|P|uq
ź

XjĂP

g0
|Xj |
pXjq, s ě 1,

де символ
ř

P: px1,...,xsq“
Ť

j Xj
означає суму за всiма можливими розбиття-

ми P множини px1, . . . , xsq на |P| на непорожнi попарно неперетиннi пiд-
множини Xj , символ pX означає множину iндексiв множини X коорди-
нат фазового простору, а множина pt pX1u, . . . , t pX|P|uq складається з еле-
ментiв, якi є пiдмножинами pXj Ă p1, . . . , sq, тобто, |pt pX1u, . . . , t pX|P|uq|
“ |P|. Породжуючий оператор A|P|ptq представлення (6.4) є |P|-го по-
рядку кумулянт груп операторiв (2.8), який визначається такою сумою:

A|P|pt, t pX1u, . . . , t pX|P|uq :“ (6.5)
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ÿ

P1 : pt pX1u,...,t pX|P|uq“
Ť

k Zk

p´1q|P
1
|´1p|P

1

| ´ 1q!
ź

ZkĂP1

S|θpZkq|pt, θpZkqq,

де символ θ є вiдображенням декластеризацiї: θpt pXiuq
.
“ p pXiq. Найпро-

стiшi приклади кореляцiйних функцiй (6.4) визначаються такими рiв-
ностями: g1pt, x1q “ A1pt, 1qg

0
1px1q, g2pt, x1, x2q “ A1pt, t1, 2uqg

0
2px1, x2q `

A2pt, 1, 2qg
0
1px1qg

0
1px2q.

Розглянемо дальше випадок, коли кореляцiї мiж твердими кулями
у початковий момент часу вiдсутнi (початковий стан, що задовольняє
умовi хаосу [7, 24]), послiдовнiсть початкових кореляцiйних функцiй
на допустимих конфiгурацiях має такий вигляд gpcqp0q “ p0, g0

1px1q, 0,
. . . , 0, . . .q. У цьому випадку для px1, . . . , xsq P R3s ˆ pR3szWsq розклади
(6.4) представляються наступним чином

gspt, x1, . . . , xsq “ Aspt, 1, . . . , sq
s
ź

i“1

g0
1pxiqXR3szWs

, s ě 1, (6.6)

де породжуючий оператор Asptq цього розкладу є s-го порядку куму-
лянт груп операторiв (2.8), визначений через розклад

Aspt, 1, . . . , sq “
ÿ

P: p1,...,sq“
Ť

iXi

p´1q|P|´1p|P| ´ 1q!
ź

XiĂP

S|Xi|pt,Xiq, (6.7)

з позначеннями, прийнятими в формулi (6.4). Iз представлення (6.6)
видно, що у разi вiдсутностi кореляцiй на початковий момент часу, ко-
реляцiї, згенерованi динамiкою системи твердих куль, повнiстю визна-
чаються кумулянтами (6.7) груп операторiв (2.8).

Зазначимо, що у випадку початкових даних gpcqp0q розклади (6.6)
можна переписати в iншому поданнi, яке пояснює їх фiзичний змiст.
Дiйсно, для n “ 1 ми маємо g1pt, x1q “ A1pt, 1qg

0
1px1q “ g0

1pp1, q1 ´ p1tq.
Згiдно з формулою (6.6) та визначенням кумулянта першого порядку

A1ptq “ S1p´tq, i його оберненою групою S´1
1 p´tq “ S1ptq, ми вирази-

мо кореляцiйнi функцiї gsptq, s ě 2, через одночастинкову кореляцiйну
функцiю g1ptq. Розкладаючи кумулянт груп операторiв (6.7) у формулi
(6.6) у кiнетичний кластерний розклад (3.1) ми отримаємо для s ě 2
такi кореляцiйнi функцiонали стану:

gspt, x1, . . . , xs | g1ptqq “ pAspt, 1, . . . , sq
s
ź

i“1

g1pt, xiq, s ě 2,

де pAspt, 1, . . . , sq є s-го порядку кумулянт (6.7) операторiв розсiєння

pSnpt, 1, . . . , nq
.
“ Snp´t, 1, . . . , nqXR3nzWn

n
ź

i“1

S1pt, iq, n ě 1.
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На пiдпростор L1
n,0 генератор оператора розсiювання pSnpt, 1, . . . , nq ви-

значаються через оператор: d
dt
pSnpt, 1, . . . , nq |t“0“

řn
j1ăj2“1 Lintpj1, j2q,

де для t ě 0 оператор Lintpj1, j2q визначається формулою (2.5).

7. Висновок

Метою цього огляду було представити застосування розробленого ме-
тоду кiнетичних кластерних розкладiв для виведення кiнетичного рiв-
няння системи багатьох частинок iз зiткненнями та побудови функцiо-
налiв вiд розв’язку такого рiвняння.

У роботi розв’язок iєрархiй еволюцiйних рiвнянь ББҐКI для части-
нок iз зiткненнями визначено непертурбативним представленням, а са-
ме, кумулянтами вiдповiдного порядку для груп операторiв рiвнянь
Лiувiлля. На основi такого непертурбативного представлення розв’язку,
для початкових даних, якi визначаються одночастинковими редукова-
ними функцiями розподiлу було представлено метод кiнетичних кла-
стерних розкладiв для кумулянтiв груп операторiв рiвняння Лiувiлля.
Завдяки цьому методу було отримано без будь-яких апроксимацiй не
маркiвське кiнетичне рiвняння Енскоґа та редукованi функцiонали ста-
ну вiд розв’язку цього кiнетичного рiвняння. Зауважимо, що в роботах
[14,15] представлено пiдхiд виведення кiнетичного рiвняння Енскоґа iз
динамiки спостережуваних для системи багатьох частинок iз зiткнен-
нями.

Також для початкових даних редукованих кореляцiйних функцiй та
кореляцiйних функцiй, якi задовольняють умову хаосу, за допомогою
методу кiнетичних кластерних розкладiв було побудовано редукованi
кореляцiйнi функцiонали вiд одночастинкової редукованої кореляцiйної
функцiї та кореляцiйнi функцiонали вiд одночастинкової кореляцiйної
функцiї вiдповiдно. Було показано, що одночастинкова редукована ко-
реляцiйна функцiя задовольняє кiнетичне рiвняння Енскоґа.

Таким чином, представлений метод кiнетичних кластерних розкладiв
дає математичний механiзм побудови кiнетичних рiвнянь для редуко-
ваної одночастинкової функцiї розподiлу або редукованої кореляцiйної
функцiї, а також, дає можливiсть визначити еволюцiю групи частинок
iз зiткненнями як функцiонал вiд розв’язку цих кiнетичних рiвнянь.
Зауважимо, що для вiдкритих систем частинок iз зiткненнями метод
кiнетичних кластерних розкладiв розроблено в роботах [2, 11], а для
квантових багаточастинкових систем розглянуто в [12].
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