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Крайовi задачi для
iнтегро-диференцiальних рiвнянь

I. А. Бондар

Abstract. This paper presents a detailed survey of research on boundary
value problems for integro-differential and integro-dynamic systems. The
existence of solutions to these problems is examined using the theoretical
apparatus of pseudo-inverse matrices and operators, alongside the Vishik-
Lyusternik’s method for the case of weakly perturbed systems.

Анотацiя. У данiй роботi представлений огляд праць присвячених
крайовим задачам для iнтегро-диференцiальних та iнтегро-динамiчних
систем. Для дослiдження iснування розв’язкiв таких задач використа-
но апарат теорiї псевдообернених матриць та операторiв, метод Вишика–
Люстернiка (у випадку слабкозбурених систем).

1. Вступ

Задачi побудови конструктивних методiв аналiзу лiнiйних та слабконе-
лiнiйних крайових задач для широкого класу систем функцiонально-ди-
ференцiальних рiвнянь, якi традицiйно займають одне iз центральних
та важливих мiсць у якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь, грунтов-
но вивчалися у роботах Б. Ван-дер-Поля, В. Вольтерра, А. Пуанкаре,
М.I. Ронто, А.М. Самойленка, М.О. Перестюка, О.А. Бойчука, В.П.Жу-
равльова [11, 12]. Це зумовлено, перш за все, важливiстю практичного
застосування теорiї крайових задач у рiзних областях знань: теорiї не-
лiнiйних коливань, теорiї стiйкостi руху, теорiї керування; низки радiо-
технiчних, механiчних та бiологiчних задач.

Специфiка розгляду крайових задач для систем iнтегро-диференцi-
альних рiвнянь полягає в тому, що їх лiнiйна частина є оператором,
який не має оберненого. Цей факт суттєво ускладнює дослiдження та-
ких операторних рiвнянь та крайових задач для них та призводить до
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того, що розв’язок крайової задачi для таких систем складається iз умов
розв’язностi як самої операторної системи, так i крайової задачi для неї.

Для дослiдження iснування розв’язкiв таких задач використано апа-
рат теорiї псевдообернених матриць та операторiв, який розвинено у
роботах А.М. Самойленка, О.А. Бойчука, С.А. Кривошеї [1, 4].

Результати отриманi в роботах [6,7,10,13,14,17–20], а також методи-
ка їх отримання, можуть бути використанi при подальшому розвитку
теорiї крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь при моде-
люваннi та дослiдженнi фiзичних, економiчних та бiологiчних процесiв.

Основнi результати, що визначають наукову новизну, такi:
1. Використовуючи метод Вiшика-Люстерника [2] та теорiю псевдообер-
нених за Муром-Пенроузом матриць, знайдено достатнi умови iснуван-
ня розв’язкiв лiнiйних слабкозбурених систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь та крайових задач для них у припущеннi, що породжуючi за-
дачi нерозв’язнi. Побудовано загальний вигляд розв’язкiв таких задач
у виглядi частин рядiв Лорана, якi збiгаються при фiксованому, доста-
тньо малому ε [19].
2. Отримано критерiй розв’язностi лiнiйної неоднорiдної задачi для си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом. Запро-
поновано задачi такого типу розглядати як внутрiшнi крайовi задачi
("interface BVP’s") [6, 20].
3. Для слабконелiнiйної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь та
крайової задачi для неї побудовано рiвняння для породжуючих кон-
стант, якi визначають необхiднi умови iснування розв’язкiв, доведено
достатнi умови та встановлено зв’язок мiж необхiдними та достатнiми
умовами. Побудовано збiжну iтерацiйну процедуру вiдшукання розв’яз-
кiв. Також дослiджено iмпульснi нелiнiйнi крайовi задачi для вiдповiд-
них систем та встановленi умови iснування їх розв’язку у вiдповiдному
класi вектор-функцiй [7, 14, 17].
4. Отримано умови бiфуркацiї з точки ε “ 0 розв’язкiв слабкозбуре-
них систем лiнiйних iнтегро-динамiчних рiвнянь на промiжку ra, bs до-
вiльної часової шкали. Побудовано збiжний iтерацiйний процес пошуку
розв’язкiв у виглядi частини ряду Лорана [18].
5. Розглянуто неоднорiдну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь з
виродженим ядром, яка є розв’язною не при всiх неоднорiдностях. Вво-
дячи керування зведено дану систему до розв’язної. Знайдено вигляд
такого керування та критерiй розв’язностi системи. Розглянуто анало-
гiчну проблему для крайової задачi для системи iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь [7].
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2. Слабконелiнiйнi крайовi задачi для систем
iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом

При математичному моделюваннi еволюцiї реальних процесiв з ко-
роткочасовими збуреннями часто їх тривалiстю можна знехтувати i
вважати, що цi збурення носять "миттєвий" характер. Така iдеалiзацiя
приводить до необхiдностi дослiдження динамiчних систем з розривни-
ми траекторiями або, як їх часно називають, диференцiальнi системи з
iмпульсним впливом.

М.М. Крилов та М.М. Боголюбов показали, що при дослiдженнi си-
стем диференцiальних рiвнянь з iмпульсним впливом можна успiшно
застосовувати асимптотичнi методи нелiнiйної механiки. Систематичне
вивчення математичних проблем теорiї диференцiальних систем з iм-
пульсним впливом почалося у роботах А.Д. Мишкiса, А.М. Самойленка,
М.О. Перестюка, А. Халаная, Д. Векслера. У подальшому, iдеї, закла-
денi у цих роботах, отримали свiй розвиток та узагальнення у багаточи-
сленних публiкацiях [3,9,11]. Стало зрозумiло, що теорiю диференцiаль-
них систем з iмпульсним впливом можна розвивати i для дослiдження
розв’язностi систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь [8].

Такий напрям у теорiї крайових задач для iнтегро-диференцiальних
рiвнянь з iмпульсним впливом розвинений у роботах [14,17], де розгля-
нуто слабконелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь з iмпу-
льсною дiєю у фiксований момент часу

9xptq´Φptq

b
ż

a

rApsqxpsq`Bpsq 9xpsqsds “ fptq`ε

b
ż

a

Kpt, sqZpxps, εq, s, εqds,

(2.1)

∆Eix|t“τi :“ Sixpτi ´ 0q ` γi ` εJ1pxp¨, εq, εq, (2.2)
t ‰ τi, t P ra, bs, τi P pa, bq, i “ 1, 2, . . . , p,

та крайову умову

`xp¨q “ α` εJ2pxp¨, εq, εq, α P Rq (2.3)

Тут Aptq, Bptq, Φptq – pm ˆ nq, pm ˆ nq, pn ˆ mq – вимiрнi матрицi,
компоненти яких належать простору L2ra, bs; вектор-стовпчики матри-
цi Φptq – лiнiйно-незалежнi на ra, bs, fptq – n-вимiрна вектор-функцiя
з L2ra, bs; L2ra, bs –гiльбертовий простiр iнтегрованих зi степенню 2

вектор-функцiй x : ra, bs ÝÑ Rn з нормою }x}L2 “

´ b
ş

a

n
ř

j“1
| xjptq |

2 dt
¯

1
2
,

де
|xjptq|

2 P L2ra, bs, j “ 1, 2, . . . , n, }x} “ 0 ðñ xptq “ 0 майже всю-
ди на ra, bs; Ei, Si – pki ˆ nq-вимiрнi матрицi, γi – ki-вимiрний вектор
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стовпчик констант, rank pEi ` Siq “ ki pi “ 1, 2, . . . , pq, тобто розв’я-
зок системи (2.1), (2.2) визначається однозначним продовженням через
точки розриву

∆Eix|t“τi “ Ei
`

xpτi ` 0q ´ xpτi ´ 0q
˘

, (2.4)

тут iмпульс задаться не по всiх копонентах невiдомої n-вимiрної вектор-
функцiї xptq “ colpx1ptq, x2ptq, . . . , xkiptq, . . . , xnptqq, а лише по ki ї ї ком-
понентах; ` – обмежений лiнiйний векторний функцiонал визначений в
D2ra; bs,
` “ colp`1, `2, `3, . . . , `pq : D2ra; bs Ñ Rp; α “ colpα1, α2, α3, . . . , αpq ε Rp;
Zpxpt, εq, t, εq – нелiнiйна по першiй компонентi n-вимiрна вектор- функ-
цiя, неперервно диференцiйована по x в околi породжуючого розв’язку,
iнтегровна по t i неперервна по ε :

Zp¨, t, εq P C1r}x´ x0} ď µs, Zpxp¨, εq, ¨, εq P L2ra, bs,

Zpxpt, ¨q, t, ¨q P Cr0, ε0s; J1pxp¨, εq, εq, J2pxp¨, εq, εq – нелiнiйнi обмеженi,
вiдповiдно, p, q-вимiрнi вектор-функцiонали, неперервно диференцiйо-
ванi по x у розумiннi Фреше i неперервнi по ε в околi породжуючого
розв’язку.

Шукана функцiя xptq визначається у просторi n-вимiрних функцiй,
якi допускають розриви першого роду у точках τ1, τ2, . . . , τp P pa, bq i якi
абсолютно неперервнi на кожному iз промiжкiв: ra, τ1q, rτ1, τ2q, . . . , rτp, bs.
Такi функцiї xptq P D2pra, bsztτiuIq допускають представлення

xptq “

t
ż

a

9xpsqds` xpaq `

p
ÿ

i“1

χrτi,bsptq∆xpτiq, (2.5)

де ∆xpτiq “ xpτiq ´ xpτi ´ 0q, i “ 1, . . . , p, χrτi,bsptq – характеристи-
чна функцiя промiжка rτi, bs. Норму у просторi D2pra, bsztτiuIq задаємо
наступним чином

}x}D2pra,bsztτiuIq “ } 9x}L2ra,bs ` |xpaq|Rn ` }
p
ř

i“1
χrτi,bsptq∆xpτiq}Rn ,

}x}L2ra,bs “

˜

b
ş

a

n
ř

i“1
| xiptq |

2 dt

¸1{2

, t P ra, bs.

(2.6)

У роботi [17] показано, що дослiджувати задачу з iмпульсним впли-
вом (2.1)–(2.3) можна, розглядаючи її як внутрiшню крайову задачу
("interface BVP’s" [22]). Для того, щоб продемонструвати цей зв’язок,
введено ϕxp¨q – k–вимiрний лiнiйний обмежений векторний функцiонал,
такий, що

ϕ :“ colpϕ1, . . . , ϕpq : D2pra, bsztτiuI q Ñ Rk,
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k :“ k1 ` k2 ` . . .` kp, ϕi : D2ra, bsztτiuIq Ñ Rki , i “ 1, . . . , p наступним
чином

$

’

’

&

’

’

%

ϕ1x :“ E1xpτ1`q ´ pE1 ` S1qxpτ1´q

ϕ2x :“ E2xpτ2`q ´ pE2 ` S2qxpτ2´q

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕpx :“ Epxpτp`q ´ pEp ` Spqxpτp´q

(2.7)

i тепер iмпульсну дiю (2.2) можна записати як крайову умову

ϕxp¨q “ γ ` εJ1pxp¨, εq, εq, (2.8)

де γ “ colpγ1, γ2, . . . , γpq P Rk, γi P Rki .
Об’єднавши таким чином "внутрiшню" крайову умову (2.8) iз зада-

ною (2.3) отримано k ` q умов на невiдому n-вимiрну вектор-функцiю
xptq, а саме

Lxp¨q “ δ ` εJpxp¨, εq, εq P Rk`q, (2.9)
де

L :“
”

ϕ
`

ı

, δ :“
”

γ
α

ı

, δ P Rk`q, Jpxp¨, εq :“

„

J1pxp¨, εq
J2pxp¨, εq



.

Тепер слабконелiнiйну iмпульсну крайову задачу (2.1)–(2.3) можна
розглядати як слабконелiнiйну крайову задачу (2.1), (2.9).

Встановлено необхiдну, достатню умови розв’язностi та зв’язок мiж
ними для слабконелiнiйної крайової задачi для iнтегро-диференцiаль-
них рiвнянь з iмпульсним впливом типу (2.1), (2.9), розв’язок якої ви-
значений у такому класi вектор-функцiй: xp¨, εq P D2ra, bsztτiuIq, 9xp¨, εq P
L2ra, bs, xpt, ¨q P Cr0, ε0s i такий, що при ε “ 0 перетворюється в один iз
розв’язкiв породжуючої крайової задачi

9xptq ´ Φptq

b
ż

a

”

Apsqxpsq `Bpsq 9xpsq
ı

ds “ fptq, (2.10)

Lxp¨q “ δ P Rk`q, (2.11)
яка детально розгянута у роботi [10].

Розв’язок xpt, 0q “ x0pt, crq породжуючої крайової задачi (2.10),(2.11)
називається породжуючим розв’язком слабконелiнiйної iмпульсної кра-
йової задачi (2.1)–(2.3), де cr P Rr – невiдомий вектор констант, який
можна визначити iз побудованої алгебраїчної системи.

Справедливими є наступнi твердження.

Теорема 2.1. (Необхiдна умова). Нехай слабконелiнiйна iмпульсна кра-
йова задача (2.1)–(2.3) має розв’язок x “ xpt, εq, такий, що

xp¨, εq P D2ra, bsztτiuIq, 9xp¨, εq P L2ra, bs, xpt, ¨q P Cp0, ε0s
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i який при ε “ 0 перетворюється у породжуючий розв’язок

x0pt, c
0
rq “ Ψ0ptqPDr1PQrc

0
r `Ψ0ptqPDr1Q

`pδ ´ LF p¨qq ` F ptq, (2.12)

@c0
r P Rr, r “ m` n´ rankD ´ rankQ.

Тодi вектор констант c0
r обов’язково повинен бути дiйсним коренем

системи рiвнянь

PD˚d1

b
ż

a

«

Apsq

s
ż

a

b
ż

a

Kpτ, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qdsdτ`

`Bpsq

b
ż

a

Kps, τqZpx0pτ, c
0
rq, τ, 0qdτ

ff

ds “ 0, (2.13)

PQ˚d2

#

Jpx0p¨, c
0
rq, 0q ´ L

˜

ż̈

a

b
ż

a

Kpτ, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qdsdτ`

`Ψ0p¨qD
`

b
ż

a

«

Aptq

t
ż

a

b
ż

a

Kpτ, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qdsdτ`

`Bptq

b
ż

a

Kpt, sqZpx0ps, c
0
rq, s, 0qds

ff

dt

¸+

“ 0, (2.14)

d1 “ m´ rankD, d2 “ p´ rankQ.

Доведення даного твердження аналогiчне доведенню теореми 5.4 [11]
та теореми 4.5 [21]. У випадку перiодичних задач, константа c0

r має
фiзичний змiст i є амплiтудою породжуючого розв’язку, тому у кла-
сичнiй перiодичнiй задачi вiдповiдне рiвняння для систем звичайних
диференцiальних рiвнянь називають рiвнянням для породжуючих ам-
плiтуд. По аналогiї, називаємо рiвняння (2.13), (2.14) – рiвнянням для
породжуючих констант iмпульсної крайової задачi для систем iнте-
гро-диференцiальних рiвнянь (2.1)–(2.3).

Якщо рiвняння (2.13), (2.14) розв’язне, то вектор cr “ c0
r P Rr визна-

чає той породжуючий розв’язок (2.12), якому може вiдповiдати розв’я-
зок xpt, εq вихiдної iмпульсної крайової задачi (2.1)–(2.3), а це те саме,
що розв’язок внутрiшньої крайової задачi (2.1), (2.9) при ε “ 0. Якщо ж
рiвняння (2.13), (2.14) не має розв’язку, то й iмпульсна крайова задача
(2.1)–(2.3) не буде мати розв’язку. Мова йде про дiйснi коренi рiвняння
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для породжуючих констант (2.13), (2.14). Таким чином, необхiдна умо-
ва розв’язностi iмпульсної крайової задачi (2.1)–(2.3) задовольняється
вимогою, щоб рiвняння (2.13), (2.14) мало хоча один дiйсний розв’язок
cr “ c0

r P Rr.

Теорема 2.2. (Достатня умова). Нехай породжуюча крайова задача
(2.10), (2.11) при виконаннi умов (2.13), (2.14) має r-параметричну
сiм’ю розв’язкiв (2.12), де r “ m`n´ rankD´ rankQ. Тодi для кожно-
го дiйсного значення вектора cr “ c0

r P Rr, що задовольняє систему
рiвнянь (2.13), (2.14) для породжуючих констант та при умовi

rankB0 “ d1 ` d2 (2.15)

слабконелiнiйна крайова задача (2.1)–(2.3) має хоча б один розв’язок

x “ xpt, εq : xp¨, εq P D2pra, bsztτiuIq, 9xp¨, εq P L2ra, bs, xpt, ¨q P Cr0, ε0s,

який при ε “ 0 перетворюється у породжуючий розв’язок (2.12) i ви-
значається за допомогою збiжного iтерацiйного процесу та формулою
xkpt, εq “ x0pt, c

0
rq ` ykpt, εq, pk “ 0, 1, 2, . . .q.

Теорема 2.3. (Зв’язок мiж необхiдною та достатньою умовами). Для
того, щоб слабконелiнiйна крайова задача для системи iнтегро- ди-
ференцiальних рiвнянь (2.1)–(2.3) мала розв’язок x “ xpt, εq : xp¨, εq P
D2ra, bs, 9xp¨, εq P L2ra, bs, xpt, ¨q P Cr0, ε0s, xpt, 0q “ x0pt, c

0
rq, де x0pt, c

0
rq –

породжуючий розв’язок (2.12) з cr “ c0
r P Rr pr “ r1 ´ rankQ, r1 “

m ` n ´ rankD, q, необхiдно, щоб константа c0
r була дiйсним коренем

рiвняння для породжуючих констант (2.13), (2.14) i достатньо, щоб
виконувалася умова

rank tB0 :“
BF̄ pcrq

Bcr
u|cr“c0r “ d1 ` d2.

Бiльше того, якщо p “ r1, остання умова означає, що cr “ c0
r P Rr є

простим коренем рiвняння для породжуючих констант (2.13), (2.14).

Тут матриця B0 є вiдомою [17] i будується по заданих копмонентах
системи (2.1).

3. Незавжди розв’язнi iнтегро-диференцiальнi рiвняння з
виродженим ядром

У роботi [7] представлено ще один метод, який дозволяє нерозв’яз-
ну систему (2.10) звести до розв’язної. Для цього введено у систему
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iнтегро-диференцiальних рiвнянь керування u P Rn наступним чином

9xptq ´ Φptq

b
ż

a

”

Apsqxpsq `Bpsq 9xpsq
ı

ds “ fptq `

b
ż

a

Kpt, sqdsu (3.1)

i справедливим є наступний наслiдок з теореми 1 [5].

Наслiдок 3.1. Не всюди розв’язну систему iнтегро-диференцiальних
рiвнянь (2.10), можна доповнити, додаючи до неї керування у виглядi
b
ş

a
Kpt, sqds u, до розв’язної при @fptq P L2ra, bs тодi i тiльки тодi, коли

PS˚PD˚d1
“ 0. (3.2)

При цьому величуну керування u необхiдно вибрати наступним:

u “ S`PD˚d1
b̃` PSc, c P Rn.

Тут d1 ˆ n-вимiрна матриця

S :“ PD˚d1

b
ż

a

”

Apsq

s
ż

a

b
ż

a

Kpτ, sqdsdτ `Bpsq

b
ż

a

Kps, τqdτ
ı

ds,

S` – псевдообернена (за Муром–Пенроузом) до S – pn ˆ d1q-вимiрна
матриця, PS˚ – pd1 ˆ d1q-вимiрна матриця (ортопроєктор), який проє-
ктує Rd1 на NpS˚q, PS – pnˆnq-вимiрна матриця (ортопроєктор), який
проєктує Rn на NpSq.

Таким чином при умовi (3.2) керування upcq може бути не єдиним, бо
залежить вiд довiльної сталої PSc P Rn. Це дозволяє використовувати
цей пiдхiд для дослiдження задач про оптимальне керування.

Також у [7] дослiджено питання керовностi i крайової задачi для си-
стеми iнтегро-диференцiальних рiвнянь.

4. Слабко збуренi системи лiнiйних iнтегро-динамiчних
рiвнянь на часовiй шкалi

Побудова математичних моделей процесiв реального свiту, призво-
дить до розгляду крайових задач для рiзних операторних рiвнянь. У
роботi [18] розглянуто систему iнтегро-динамiчних рiвнянь зi збурен-
ням на деякiй часовiй шкалi T вигляду

x∆ptq ´ Φptq

b
ż

a

“

Apsqxpsq `Bpsqx∆psq
‰

∆s “ fptq`
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` ε

b
ż

a

“

Kpt, sqxpsq `K1pt, sqx
∆psq

‰

∆s. (4.1)

Припускається, що Aptq, Bptq – pmˆnq-, Φptq – pnˆmq´, fptq – pnˆ 1q-
, Kpt, sq,K1pt, sq – pnˆ nq-вимiрнi матрицi, компоненти яких належать
простору L2ra, bqT ∆-iнтегровних з квадратом на промiжку
ra, bqT :“ ra, bqYT функцiй; стовпчики матрицi Φptq – лiнiйно-незалежнi
на ra, bqT, тобто rankΦptq “ m. А також, що породжуюча система

x∆ptq ´ Φptq

b
ż

a

“

Apsqxpsq `Bpsqx∆psq
‰

∆s “ fptq, (4.2)

яку отримаємо з (4.1) при ε “ 0, нерозв’язна. Виникають питання, чи
можна за допомогою лiнiйного збурення звести систему (4.2) до розв’я-
зної? А якщо можна, то якими повиннi бути складовi збурених мат-
риць Kpt, sq, K1pt, sq в iнтегро-динамiчнiй системi (4.1), щоб вона ста-
ла розв’язною при довiльних неоднорiдностях fptq P L2ra, bqT?

Розв’язок системи (4.1) знайдено у класi вектор-функцiй

x “ xpt, εq : xp¨, εq P D2ra, bqT, x∆p¨, εq P L2ra, bqT, xpt, ¨q P Cp0, ε0s,

i показано, що iснування розв’язку задачi (4.1) iстотно залежить вiд
pd1 ˆ r1q-вимiрної матрицi B0. Доведено наступну теорему.

Теорема 4.1. Нехай rankB0 “ n2 ă d1 i система iнтегро-динамiчних
рiвнянь (4.1) зi збуренням задовольняє вказаним вище умовам так,
що породжуюча pε “ 0q система (4.2) не розв’язна. Тодi, якщо викону-
ється умова

PB˚0 PD
˚
d1
“ 0 (4.3)

система (4.1) має ρ-параметричну (ρ “ n`m´n1´n2) сiм’ю розв’язкiв
у виглядi збiжного ряду при фiксованому ε P p0; ε˚s :

xpt, εq “
8
ÿ

k“´1

εkxkpt, cρq, @ cρ P Rρ, @ t P ra, bqT. (4.4)

Для доведення даного факту застосовано метод Вiшика-Люстерника
[2], який дозволяє знайти ефективнi коефiцiенти умови виникнення ро-
зв’язкiв системи (4.1) для @ t P ra, bqT у виглядi частини ряду Лорана
по степенях малого параметра ε.
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Зауваження 4.1. Умова (4.3) є достатньою умовою iснування розв’яз-
ку системи (4.1). Якщо умова (4.3) не виконується, то розв’язок систе-
ми (4.1) у виглядi ряду (4.4) не iснує, але може iснувати у виглядi части-
ни ряду Лорана типу (4.4) по степенях ´2,´3, . . . малого параметра ε.

Зауваження 4.2. Якщо додатково вимагати виконання умови
PB0 “ 0, то система (4.1) буде мати єдиний розв’язок у виглядi збiжного
ряду

xpt, εq “
8
ÿ

k“´1

εkx̄kpt, c̄kq.

5. Висновки

Дослiдження крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних
рiвнянь як у нелiнiйному випадку, та i у динамiчному, пропонують ши-
рокий спектр можливостей як для теоретичного розвитку, так i для
практичного застосування. Оскiльки технологiї продовжують розвива-
тися, розумiння та контроль над складними динамiчними системами
залишаються важливою сферою дослiдження.

Наприклад, iмпульснi системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь з ке-
руванням [7] можуть бути використанi для моделювання та аналiзу рi-
зних економiчних явищ. Одним iз прикладiв є моделювання iнтервен-
цiй економiчної полiтики в макроекономiчному контекстi. У свою чер-
гу, iнтегро-динамiчнi системи та крайовi задачi для них у вiдповiдних
просторах [18] є потужними iнструментами для моделювання рiзних
процесiв, якi мають складну динамiку та враховують попереднi стани
системи, це фiзичнi, бiологiчнi або економiчнi процеси, де поточний стан
залежить вiд усiх попереднiх станiв. Широкий спектр застосування да-
ної теорiї мотивує до подальшого її розвитку [15,16].
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