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Про розподiли значень функцiй типу
Серпiнського

We construct an infinite-parameter family of continuous nowhere
monotonic and, in general, non-differentiable functions which are
generalizations of classical nowhere differentiable Sierpiński functi-
on. We study topological and metric properties of the distribution of
values of functions belonging to constructed family.
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Будується нескiнченно-параметрична сiм’я неперервних нiде не
монотонних функцiй, якi є узагальненням класичної нiде не
диференцiйовної функцiї Серпiнського. Вивчаються тополого-
метричнi властивостi розподiлу значень функцiї з побудованої
сiм’ї.
Ключовi слова: Qs-зображення дiйсних чисел; неперервна нiде
не диференцiйовна функцiя; нiде не монотонна функцiя; рiвень
функцiї; лебегiвська структура розподiлу; дискретнiсть розподi-
лу; сингулярнiсть розподiлу.
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Вступ

Сьогоднi функцiї зi складною локальною будовою (нiде не мо-
нотоннi, сингулярнi, нiде не диференцiйовнi, звивистi та iн.) ви-
никають в багатьох моделях реальних об’єктiв та процесiв. На-
явнi засоби теорiї фрактального аналiзу та фрактальної геоме-
трiї значно розширили можливостi дослiдження властивостей
таких функцiй, переважна бiльшiсть яких будується з викори-
станням перетворювачiв символiв однiєї системи числення в iн-
шу [1], [2], [6]. До таких функцiй, зокрема, вiдноситься i функцiя
Серпiнського [4], а також її узагальнення — функцiї типу Сер-
пiнського [11], [12].

Функцiя типу Серпiнського будується з використанням полiо-
сновного Qs-зображення дiйсних чисел [7]. Такi зображення ви-
значаються ймовiрнiсним вектором Qs з додатними координата-
ми (q0, q1, . . . , qs−1) i розкладом

[0; 1] 3 x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x) k−1∏
j=1

qαj(x)

 ≡ ∆Qs
α1(x)α2(x)...αk(x)...

,

де αk(x) ∈ As ≡ {0, 1, . . . , s− 1}, β0 = 0, βi =
i−1∑
j=0

qj .

Нехай (c1, c2, . . . , cn) – упорядкований набiр елементiв алфа-
вiту As. Нагадаємо, що цилiндром рангу n iз основою c1c2 . . . cn
називається множина ∆Qs

c1c2...cn усiх чисел x ∈ [0, 1], якi мають
таке Qs-зображення: x = ∆Qs

c1c2...cnαn+1...αn+k..., αn+k ∈ As.
Цилiндри мають властивостi:

1) ∆Qs
c1c2...cn =

s−1⋃
j=0

∆Qs
c1...cnj

;

2) [0, 1] =
s−1⋃
i1=0

s−1⋃
i2=0

. . .
s−1⋃
in=0

∆Qs
i1i2...in

;

3) max∆Qs
c1c2...cni

= min∆Qs
c1c2...cn[i+1];

4) |∆Qs
c1c2...cn | =

n∏
i=1

qci → 0 (n→∞);
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5)
∞⋂
n=1

∆Qs
c1...cn = x ≡ ∆Qs

c1...cn... для довiльної послiдовностi (cn),

де cn ∈ As.
Дана робота присвячена вивченню розподiлу значень випад-

кової величини Y = f(X) при заданному розподiлу аргументу
X, де f – функцiя типу Серпiнського.

1. Об’єкт дослiдження

Нехай A5 = {0, 1, 2, 3, 4}, Q5 i Q3 – заданi два Q-зображення.
Вектор Q3 (для зручностi) позначимо через G3 = {g0, g1, g2}.

Визначимо на A5 дискретну функцiю

γ(α) =


0, якщо α = 0,

1, якщо α ∈ A5 \ {0, 4},
2, якщо α = 4.

(1)

Для кожної послiдовностi (αk) ∈ L ≡ A∞5 = A5 × A5 × . . .
визначимо послiдовнiсть (ck) наступним чином

c1 = 0, ck =

{
ck−1, якщо αk−1 ∈ A5 \ {2},
1− ck−1, якщо αk−1 = 2.

(2)

На вiдрiзку [0, 1] визначимо функцiю, аргумент якої подається
у формi Q5-розкладу

x = ϕα1(x) +

∞∑
i=2

ϕαi(x) · i−1∏
j=1

qαj(x)

 ≡ ∆Q5

α1(x)α2(x)...αk(x)...
, (3)

де αk(x) ∈ A5, Q5 = {q0, q1, q2, q3, q4, q5}, ϕ0 = 0, ϕi =
i−1∑
k=0

qk,

а значення функцiї має наступний G3-розклад:

f(x) = ψβ1 +

∞∑
i=2

ψβi · i−1∏
j=1

gβj

 ≡ ∆G3
β1β2...βk...

, (4)
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де βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, G3 = {g0, g1, g2}, ψ0 = 0, ψi =
i−1∑
k=0

gk,

причому

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck 6= 0.
(5)

Властивостi функцiї f детально вивчалися в роботах [3], [11],
[12]. Наведемо деякi з них.

1. Функцiя f є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0; 1].
2. Функцiя f є нiде не монотонною на [0; 1].
3. Функцiя f задовольняє систему функцiональних рiвнянь:

f(βi + qix) =

{
δγ(i) + gγif(x), якщо i ∈ A5 \ 2,

δγ(i) + gγif(I(x)), якщо i = 2,

де I(x) = I(∆Q5
α1α2...αk...) = ∆Q5

[4−α1][4−α2]...[4−αk]....
4. Для графiка функцiї f має мiсце властивiсть:

f(I(x)) = I(f(x)).
5. Якщо y0 = ∆G3

d1d2...dm(1) (m ∈ Z0), то для множини рiвня y0
має мiсце рiвнiсть:

f−1(y0) = C[Q5, V ] ≡ {x : αi(x) ∈ V = A5 \ {0, 4}, i ∈ N},

отже, вона має властивостi: 1) є континуальною;
2) нiде не щiльною множиною; 3) нульової мiри лебега.

6. Якщо в G3-зображеннi точки y0 = ∆G3
i1i2...ik...

всi G3-цифри
ik ∈ A3 \ {1}, то множина f−1(y0) мiстить єдину точку, зображе-
ння якої має наступний вигляд:

x = ∆Q5

α1(x)α2(x)...αk(x)...
, де αk(x) =

{
0 при ik = 0,

4 при ik = 2.

7. Якщо зображення точки y0 = ∆G3
β1β2...βk...

мiстить n цифр
”1”, то множина f−1(y0) складається з 3n точок.



96 Н.А. Василенко

2. Розподiли значень функцiї Y = f(X)

Нехай X = ∆Q5
η1η2...ηk... – випадкова величина з незалежними сим-

волами ηk свого Q5-зображення, де P{ηk = i} = pi, i ∈ A5,
4∑
i=0

pi = 1. Вивчимо структуру розподiлу випадкової величини

Y = f(X) = ∆G3
τ1τ2...τk...

(де f – узагальнена функцiя Серпiнсько-
го) при заданному розподiлi аргумента X.

Нагадаємо [7], що функцiєю розподiлу випадкової величини ξ
називають функцiю Fξ(x) = P{ξ < x}, а спектром SFξ = Sξ
функцiї Fξ(x) випадкової величини ξ називається множина всiх
точок росту Fξ(x), тобто SFξ = {x : Fξ(x+ ε)−Fξ(x− ε) > 0, ∀ε}.

Точковим спектром розподiлу випадкового елемента ξ ∈ Rn
називається множина Dξ = {u : µξ({u}) > 0, u ∈ Rn} , де µξ –
ймовiрнiсна мiра, що вiдповiдає розподiлу ξ, а спектром розпо-
дiлу ξ називається мiнiмальний замкнений носiй мiри µξ, тобто
множина Sξ = {u : µξ(Oε(u)) > 0 ∀ε > 0}, де Oε(u) – вiдкрита
куля в Rn радiуса ε з центром в точцi u.

Якщо iснує скiнченна або злiченна множина E така, що
µξ(E) = 1, то розподiл ξ називається чисто дискретним, якщо
ж µξ({u}) = 0 для довiльного u ∈ Rn, то – неперервним. Якщо
0 < µξ(Dξ) < 1, то розподiл ξ називається сумiшшю дискретного
i неперервного.

Лема 1. Якщо p2 = 0, то G3-символи τk випадкової величини
Y = f(X) є незалежними i мають мiсце рiвностi:

P{τk = 0} = p0, P{τk = 2} = p4, P{τk = 1} = p1 + p3.

Доведення. Нехай p2 = 0, тодi носiєм розподiлу випадкової ве-
личини X є множина C[Q5, V ], де V = {0, 1, 3, 4}. Згiдно озна-
чення функцiї f , якщо αk ∈ V для всiх k ∈ N, то ck = 0, а
βk(f(x)) = γ(αk(x)). Тому:

P{τk = 0} = P{ηk = 0} = p0, P{τk = 2} = P{ηk = 4} = p4,
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P{τk=1} = P{ηk=1 ∨ ηk=3} = P{ηk=1}+ P{ηk=3} = p1 + p3,

що i треба було довести. �

Наслiдок 2. Якщо p1 = p2 = p3 = 0, то Y є випадковою вели-
чиною з незалежними G3-символами i виконуються наступнi
рiвностi:

P{τk = 0} = P{ηk = 0} = p0, P{τk = 2} = P{ηk = 4} = p4.

Лема 3. Якщо p0 = p4 = 0, то розподiл випадкової величини
Y = f(X) = ∆G3

τ1τ2...τk...
є чисто дискретним i точка y0 = ∆G3

(1)
є атомом розподiлу.

Доведення. Нехай p0 = p4 = 0, тодi носiєм розподiлу випадкової
величини X є множина {1, 2, 3}, тому

P{τk = 1} = P{ηk = 1}+P{ηk = 2}+P{ηk = 3} = p1+p2+p3 = 1,

що i треба було довести. �

Лема 4. Якщо виконується одна з умов:
1) p1 = p2 = 0 i p0 = p4 = g0 = g4;
2) p2 = p3 = 0 i p0 = p4 = g0 = g4;
3) p1 = p2 = p3 = 0 i p0 = p4 = 1

2 ,
то випадковi величини X та Y мають однаковий неперерв-

ний розподiл на [0; 1].

Доведення.
Розглянемо кожен випадок окремо.
1) Нехай p1 = p2 = 0, тодi носiєм розподiлу випадкової вели-

чини X є множина A5 \{1, 2}, тодi згiдно формул (3)-(??) маємо:

P{τk = 0} = P{ηk = 0} = p0, P{τk = 2} = P{ηk = 4} = p4,

P{τk = 1} = P{ηk = 3} = p3;

Враховуючи, що p0 = p4 = g0 = g4, маємо

P{Y ∈ ∆G3
β1β2...βk

} =

k∏
i=1

gi =

k∏
i=1

pi = P{X ∈ ∆Q5
α1α2...αk

}.
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Випадок 2) розглядається аналогiчно до попереднього.
3) Нехай p1 = p2 = p3 = 0, тодi носiєм розподiлу випадкової

величини X є множина A5 \ {1, 2, 3}, тому:

P{τk = 0} = P{ηk = 0} = p0 =
1

2
, P{τk = 2} = P{ηk = 4} = p4 =

1

2
,

P{τk = 1} = P{ηk = 1}+ P{ηk = 2}+ P{ηk = 3} = 0;

Таким чином,

P{Y ∈ ∆G3
β1β2...βk

} =
1

2k
= P{X ∈ ∆Q5

α1α2...αk
}.

�

Лема 5. Якщо p0 = p4 = 0, то розподiл випадкової величини
Y = f(X) є виродженим.

Доведення. Нехай p0 = p4 = 0, тодi носiєм розподiлу випадкової
величини X є множина {1, 2, 3}, тому:

P{τk = 1} = P{ηk = 1}+P{ηk = 2}+P{ηk = 3} = p1+p2+p3 = 1,

що i треба було довести. �
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