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У роботi вивчаються властивостi двох неперервних нiде не моно-
тонних функцiй, аргумент яких представлений у канторiвськiй
системi числення з послiдовнiстю натуральних основ (sk), де
sk = 2k + 1, а значення функцiї визначається ланцюговою за-
лежнiстю цифр Qs-зображення числа вiд цифр зображення аргу-
менту.
Ключовi слова: канторiвська система числення, Qs-зображення
числа, неперервна нiде не монотонна функцiя, цилiндричнi мно-
жини, основне метричне вiдношення.

Вступ

Бiльшiсть у топологiчному сенсi функцiй з метричного простору
C[0;1] є нiде не монотонними i навiть недиференцiйовними [9]. Ра-
зом з цим загальна аналiтична теорiя таких функцiй є мало роз-
винутою. В нiй перевага надається яскравим прикладам з погли-
бленим вивченням їх варiацiйних, структурних i фрактальних
властивостей [3], [4]. З цiєю метою використовують рiзнi систе-
ми зображення чисел, знання геометрiї яких спрощує формальне
задання функцiй i їх аналiтичне вивчення.

У цiй роботi вивчаються двi неперервнi нiде не монотоннi фун-
кцiї з рiзними способами задання. Функцiї залежнi вiд параме-
трiв, якi набувають значень з континуальної множини. Перша
функцiя – аналог Трибiн-функцiї, що вивчалася в роботах [1],
[10], [11], [18], [14], [13], а друга – аналог функцiї Серпiнсько-
го [3], [7], [8], [12]. Для задання функцiй використовуються кан-
торiвськi зображення чисел з послiдовнiстю рiзних основ i Qs-
зображення, яке є узагальненням s-кового зображення. Коротко
зупинимось на ключових поняттях, якi стосуються двох вказан-
них зображень чисел.

Нехай задано послiдовнiсть натуральних чисел sk = 2k + 1,
k ∈ N, яку називатимемо послiдовнiстю основ; послiдовнiсть ал-
фавiтiв Ask = {0, 1, . . . , sk − 1} i простiр L = A1× . . .×Ak × . . . –
послiдовностей елементiв алфавiтiв.
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Вiдомо [2], що для будь-якого числа x ∈ [0; 1] iснує послiдов-
нiсть (an) ∈ L така, що

x =
a1
s1

+
a2
s1s2

+ . . .
ak

s1s2 . . . sk
+ . . . = ∆(sk)

a1a2...ak...
(1)

Розклад числа x в ряд (1) називається його представленням ря-
дом Кантора [2], а скорочений запис ∆

(sk)
a1a2...ak... ряду i його суми

— (sk)–зображенням. Деякi числа мають два (sk)-зображення:

∆
(sk)
a1...am(0) = ∆

(sk)
a1...am−1[am−1][sm+1−1][sm+2−1]... ≡ ∆

(sk)
a1...[am−1](sm+k−1).

Вони називаються (sk)-бiнарними. Решта чисел мають єдине
(sk)-зображення i називаються (sk)-унарними.

Нехай задано ймовiрнiсний вектор Qs з додатними координа-
тами (q0, q1, . . . , qs−1). Розклад числа

[0; 1] 3 x = βα1(x) +
∞∑
k=2

βαk(x)

k−1∏
j=1

qαj(x)

 ≡ ∆Qs

α1(x)α2(x)...αk(x)...
,

де αk(x) ∈ As ≡ {0, 1, . . . , s − 1}, β0 = 0, βi =
i−1∑
j=0

qj називається

Qs-розкладом [6], а його скорочений запис ∆Qs

α1(x)α2(x)...αk(x)...
–

Qs-зображенням числа x.

Означення 1. Нехай (c1, c2, . . . , cm) – упорядкований на-
бiр елементiв алфавiту As. Qs-цилiндром рангу m iз осно-
вою c1c2 . . . cm називається множина ∆Qs

c1c2...cm усiх чи-
сел x ∈ [0, 1], якi мають таке Qs-зображення: x =
∆Qs
c1c2...cmαm+1...αm+k..., αm+k ∈ As.

Qs-цилiндр ∆Qs
c1c2...cm є вiдрiзком [∆Qs

c1c2...cm(0); ∆Qs

c1c2...cm(s−1)];

∆Qs
c1...cm = ∆Qs

c1...cm0 ∪ . . . ∪ ∆Qs

c1...cm[s−1]; ; довжина цилiндра

|∆Qs
c1c2...cm | =

m∏
i=1

qci ; |∆
Qs

c1...cmi
| = qi|∆Qs

c1...cm |.
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Цилiндр ∆
(sk)
c1...cm з основою (c1, . . . , cm), ck ∈ Ask , що вiдповiдає

(sk)-зображенню, є вiдрiзком [∆
(sk)
c1...cm(0); ∆

(sk)
c1...cm([sm+k−1])], який

має довжину |∆(sk)
c1...cm | = 1

s1·s2·...·sm .
Оператор лiвостороннього зсуву цифр Qs-зображення чисел

означується рiвнiстю: ω(∆Qs
α1α2...αk...) = ∆Qs

α2...αk...;

ωn(∆Qs
α1α2...αk...

) = ω(ωn−1(∆Qs
α1α2...αk...

)) = ∆Qs
αn+1...αn+k...

.

1. Аналог Трибiн-функцiї

На вiдрiзку [0; 1] розглянемо функцiю f , означену рiвнiстю:

f(∆(sk)
a1a2...ak...

) = βγ1 +

∞∑
k=2

βγk k−1∏
j=1

qγj

 = ∆Q2
γ1γ2...γk...

, (2)

де β0 = 0, β1 = q0,

γ1 =

{
0, якщо α1(x) = 0,

1, якщо α1(x) 6= 0;
(3)

γk+1 =

 γk, якщо

[
αk+1(x) = αk(x),

(αk(x), αk+1(x)) = (sk − 1, sk+1 − 1);

1− γk, якщо αk+1(x) 6= αk(x).

(4)

Лема 1. Дане означення функцiї f рiвнiстю (2) є коректним в
кожнiй точцi вiдрiзка [0; 1], i в тих, що мають єдине зображе-
ння, i в тих, що мають два зображення.

Доведення. Для доведення твердження досить показати, що рiв-
нiсть (2) вiд двох рiвних зображень (sk)-бiнарних точок дає рiвнi
значення. З цiєю метою розглянемо довiльну (sk)-бiнарну точку
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x1 ≡ ∆
(sk)
c1...[cm−1](sm+k−1) = ∆

(sk)
c1...cm(0) ≡ x2 i модуль рiзницi

|f(x1)− f(x2)| =
∣∣∣f(∆

(sk)
c1...cm−1[cm−1](sm+k−1))− f(∆

(sk)
c1...cm−1cm(0))

∣∣∣ =

= Pm−1

∣∣∣∆Q2

bmbm+1...
−∆Q2

b′mb
′
m+1...

∣∣∣ , де Pm−1 =
m−1∏
j=1

qbj

Можливi випадки
1) cm(x1) = cm−1 6= cm(x2);
2) cm(x1) 6= cm−1 = cm(x2);
3) (cm−1, cm(x2)) = (sm−1 − 1, sm − 1);
4) cm(x1) 6= cm−1 6= cm(x2).
Розглянемо кожен випадок окремо.

1) Нехай cm(x1) = cm−1 6= cm(x2), тодi bm = bm−1, bm+k = 1− bm,
b′m = 1− bm−1, b′m+k = 1− b′m = bm, k ∈ N. Тодi

|f(x1)− f(x2)| = Pm−1

∣∣∣∆Q2

bm(1−bm) −∆Q2

[1−bm](bm)

∣∣∣ =

= Pm−1

∣∣∣∣βbm +
qbmβ[1−bm]

1− q[1−bm]
− β[1−bm] −

q[1−bm]βbm
1− qbm

∣∣∣∣ =

= Pm−1

∣∣∣∣βbm +
qbmβ[1−bm]

qbm
− β[1−bm] −

q[1−bm]βbm
q[1−bm]

∣∣∣∣ = 0;

2) Доведення випадку, коли cm(x1) 6= cm−1 = cm(x2) аналогi-
чне до 1).

3) Нехай (cm−1, cm(x2)) = (sm−1− 1, sm− 1). Тодi, згiдно фор-
мул (4), маємо b′m = bm−1, b′m+k = 1 − bm−1, bm = 1 − bm−1,
bm+k = bm−1. Звiдки отримаємо, що f(x1) = f(x2).

4) Нехай тепер cm(x1) 6= cm−1 6= cm(x2), тодi bm = 1− bm−1,
bm+k = 1 − bm = bm−1, b′m = 1 − bm−1, b′m+k = 1 − b′m = bm−1,
k ∈ N. З останнього слiдує, що f(x1) = f(x2).
Що i треба було довести. �

Лема 2. Функцiя f є неперервною в кожнiй точцi вiдрiзка [0; 1].
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Доведення. Нехай [0; 1] 3 x0 – довiльна точка. Для доведення
твердження досить показати, що lim

x→x0
|f(x)− f(x0)| = 0.

Якщо x0 – (sk)-унарна точка, то для довiльного x ∈ [0; 1] iснує
номер m = m(x) такий, що (αm−1, αm) 6= (sm−1, sm) i виконує-
ться: {

αi(x) = αi(x0), i = 1,m− 1,

αm(x) 6= αm(x0);

зрозумiло, що при m→∞ виконується x→ x0. Таким чином

|f(x)−f(x0)| =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
i=m

βγi(y) i−1∏
j=1

qγj(y)

− ∞∑
i=m

βγi(y0) i−1∏
j=1

qγj(y0)

∣∣∣∣∣∣ =

=

m−1∏
j=1

qγj(y)

∣∣∣∣∣∣
∞∑
i=m

βγi(y) i−1∏
j=m

qγj(y)

− ∞∑
i=m

βγi(y0) i−1∏
j=m

qγj(y0)

∣∣∣∣∣∣ <
<

m−1∏
j=1

qγj(y) ≤ (max{q0, 1− q0})m−1 → 0 при m→∞.

Нехай тепер x0 – (sk)-бiнарна точка вигляду
∆

(sk)
c1...[cm−1](sm+k−1) = x0 = ∆

(sk)
c1...cm(0), то для доведення не-

перервностi функцiї f злiва треба використати (sk)-зображення
x = ∆

(sk)
c1...[cm−1](sm+k−1), а справа – (sk)-зображення x = ∆

(sk)
c1...cm(0)

i повторити аналогiчнi, як i для (sk)-унарної точки, мiркування.
�

Лема 3. Функцiя f є нiде не монотонною на [0; 1].

Доведення. Для доведення твердження покажемо, що функцiя
f не має жодного, як завгодно малого, промiжку монотонностi.
Обчислимо прирiст µf функцiї f на цилiндрi ∆

(sk)
c1c2...cm рангу m

µf (∆(sk)
c1c2...cm) = f(∆

(sk)
c1c2...cm(sm+k−1))− f(∆

(sk)
c1c2...cm(0)) =
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=



(−1)γm+1
m∏
k=1

qγk , якщо cm = sm − 1,

(−1)γm
m∏
k=1

qγk , якщо cm = 0,

0, якщо cm ∈ Am \ {0, sm − 1},

Легко бачити, що для кожного цилiндра ∆
(sk)
c1c2...cm можна вка-

зати цилiндр ∆
(sk)
c1c2...cmj

⊂ ∆
(sk)
c1c2...cm на яких прирости функцiї f

набувають рiзних знакiв. Що i треба було довести. �

2. Аналог функцiї Серпiнського

Визначимо на Ak дискретну функцiю

γ(α) =


0, якщо α = 0,

1, якщо α ∈ Ak \ {0, sk − 1},
2, якщо α = sk − 1.

(5)

Для кожної послiдовностi (αk) ∈ L ≡ A∞k = Ak × Ak × . . .
визначимо послiдовнiсть (ck) наступним чином

c1 = c2 = 0, ck =


ck−1, якщо αk−1 6=

sk−1 − 1

2
,

1− ck−1, якщо αk−1 =
sk−1 − 1

2
.

(6)

На вiдрiзку [0, 1] визначимо функцiю

g(x) = g(∆
(sk)
α1(x)α2(x)...αk(x)...

) = ∆Q3

β1β2...βk...
, (7)

де βk ∈ A3 ≡ {0, 1, 2}, причому

β1 = γ(α1), βk =

{
γ(αk), якщо ck = 0,

2− γ(αk), якщо ck 6= 0.
(8)
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Лема 4. Функцiя g означена коректно в кожнiй точцi вiдрiзка
[0; 1].

Доведення. Очевидно, що функцiя g в (sk)-унарнiй точцi озна-
чена коректно. Покажемо, що вона означена коректно i в (sk)-
бiнарнiй точцi. Для цього розглянемо два рiзних (sk)-зображення
(sk)-бiнарного значення аргумента x:

x1 ≡ ∆
(sk)
α1α2...αk−1αk(0)

= ∆
(sk)
α1α2...αk−1[αk−1](sk+i−1) ≡ x2.

Тодi g(x1)=∆Q3

β1...βk−1βkβk+1...βk+n...
, g(x2)=∆Q3

β1...βk−1β
∗
kβ
∗
k+1...β

∗
k+n...

.

Тому

|g(x1)− g(x2)| =
k−1∏
i=1

qβi |∆
Q3

βk...βk+n...
−∆Q3

β∗k ...β
∗
k+n...

|

Очевидно, що ci(x1) = ci(x2) для i ≤ k. Для i > k розглянемо
можливi випадки

1) якщо ck+1(x1) = ck = ck+1(x2), тодi αk(x) ∈ Ak \ { sk−12 },

β∗k=βk−1 при ck=0,

βk=β∗k−1 при ck=1;
βk+n=

{
0 при ck=0,

2 при ck=1;
β∗k+n=

{
0 при ck=1,

2 при ck=0;

Таким чином врахувавши, що δβk = δβk−1
+ qβk−1 маємо

|g(x1)− g(x2)| =



k−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

βk(0)
−∆Q3

[βk−1](2)

∣∣∣ = 0,

k−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

[β∗k−1](2)
−∆Q3

β∗k(0)

∣∣∣ = 0;

2) якщо ck+1(x) 6= ck = ck+1(x
∗), тодi αk(x) = sk−1

2 або αk(x)−1 =
sk−1
2 . Звiдки, використовуючи формулу (7)-(8), маємо βn = β∗n

для всiх n = k, k + 1, k + 2 . . .. Тому g(x)− g(x∗) = 0.
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Аналогiчнi мiркування можна провести для випадка, коли
ck+1(x) = ck 6= ck+1(x

∗).
Отже, коректнiсть означення функцiї в (sk)-бiнарнiй точцi об-

грунтовано. �

Лема 5. Функцiя g є неперервною на вiдрiзку [0; 1]

Доведення. Для доведення неперервностi функцiї g в довiльнiй
точцi x0 вiдрiзка [0, 1], досить показати, що має мiсце насту-
пне спiввiдношення lim

x→x0
|g(x)− g(x0)| = 0. Доведення проведемо

окремо для (sk)-унарних та (sk)-бiнарних точок.
Нехай x0 – (sk)-унарна точка. Тодi для довiльного x ∈ [0, 1]

iснує m = m(x) таке, що{
αj(x) = αj(x0), j = 1,m− 1,

αm(x) 6= αm(x0),

причому умова x→ x0 рiвносильна умовi m→∞. Тодi,

g(x) = ∆Q3

β1β2...βm−1βm...βm+k...
, g(x0) = ∆Q3

β1β2...βm−1β′m...β
′
m+k...

.

Таким чином,

|g(x)− g(x0)| =
∣∣∣∆Q3

β1β2...βm−1βm...βm+k...
−∆Q3

β1β2...βm−1β′m...β
′
m+k...

∣∣∣ =

=

m−1∏
i=1

qβi

∣∣∣∆Q3

βm...βm+k...
−∆Q3

β′m...β
′
m+k...

∣∣∣ ≤ m−1∏
i=1

qβi → 0 приm→∞.

Отже, функцiя g є неперервною в кожнiй (sk)-унарнiй точцi.
Для доведення неперервностi функцiї g в (sk)-бiнарнiй точцi

∆
(sk)
α1α2...αk(0)

= x0 = ∆
(sk)
α1α2...[αk−1](sk+m−1), досить довести окремо

неперервнiсть її злiва i справа у цiй точцi i повторити попере-
днi мiркування, при цьому для доведення першого твердження
використати (sk)-зображення x0 = ∆

(sk)
α1α2...[αk−1](sk+m−1), а для

доведення другого – x0 = ∆
(sk)
α1α2...αk(0)

. �
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Лема 6. Прирiст функцiї g на цилiндрi ∆
(sk)
d1d2...dm

визначається

за формулою µg(∆
(sk)
d1d2...dm

) = (−1)cm
m∏
i=1

qbi .

Доведення. Зафiксуємо цилiндр ∆
(sk)
d1d2...dm

, тодi

µg(∆
(sk)
d1d2...dm

) = g(∆
(sk)
d1d2...dm(sm+k−1))− g(∆

(sk)
d1d2...dm(0)) =

=


∆Q3

b1b2...bm(2) −∆Q3

b1b2...bm(0) =

m∏
i=1

qbi , якщо cm = 0,

∆Q3

b1b2...bm(0) −∆Q3

b1b2...bm(2) = −
m∏
i=1

qbi , якщо cm = 1,

що i треба було довести. �

Наслiдок. Функцiя g є нiде не монотонною.
Зауваження. Принципова вiдмiннiсть функцiй, розглянутих

у данiй роботi, полягає у рiзницi їх екстремальних властивостей
на цилiндрах, при цьому об’єднує їх той факт, що множини рiв-
нiв цих функцiй є складнiшими вiд їх класичних аналогiв i на
кожному цилiндрi ∆

(sk)
c1...cm залежить вiд Asm .

У данiй роботi ми залишили поза увагою диференцiальнi вла-
стивостi функцiй. Цiкавим об’єктом дослiдження є суперпозицiя
функцiй, розглянутих у попереднiх пуктах.
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