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Properties of functions of type

𝜏𝑓 (𝑥) = [𝑓(𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . , 𝑎𝑘(𝑥)), 𝑎𝑘+1(𝑥), 𝑎𝑘+2(𝑥), . . .],

where [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .] is regular continued fraction expansion of 𝑥 ∈
(0; 1] and 𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) is a natural function of natural arguments
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘 are studied. Their relation with left-shift 𝑇 (𝑥) and right-
shift 𝛿𝑖(𝑥) continued fractions elements operators are examined. It is shown
that this function are correctly defined, piecewise continuous and piecewise
monotonic. Differential and integral properties of these function are also
studied. Continuous transformation of a segment [0; 1] is constructed.

Изучаются свойства функций вида

𝜏𝑓 (𝑥) = [𝑓(𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . , 𝑎𝑘(𝑥)), 𝑎𝑘+1(𝑥), 𝑎𝑘+2(𝑥), . . .],

где [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .] — разложение аргумента 𝑥 ∈ (0; 1] в элементар-
ную цепную дробь, а 𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) — натуральная функция нату-
ральных аргументов 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘. Рассматривается их связь с опера-
торами левостороннего 𝑇 (𝑥) и правостороннего 𝛿𝑖(𝑥) сдвигов элемен-
тов цепной дроби. Показано, что эти функции корректно определены,
кусочно-непрерывны и кусочно-монотонны. Изучаются также диффе-
ренциальные и интегральные свойства этих функций. Строится непре-
рывное преобразование отрезка [0; 1].

c○ Працьовитий М.В., Чуйков А.С., 2016
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1 Вступ

Нагадаємо, що елементарним ланцюговим дробом називають вираз
вигляду

𝑎0 +
1

𝑎1 +
1

𝑎2 +
. . . +

1

𝑎𝑛 +
. . .

≡ [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .], (1)

де 𝑎0 ∈ 𝑍, 𝑎𝑛 ∈ 𝑁,𝑛 = 1, 2, . . . , при цьому число 𝑎𝑛 називається 𝑛-м
його елементом. Ланцюговий дрiб зi скiнченною кiлькiстю елементiв
називається скiнченним. Будь-яке iррацiональне число можна пред-
ставити нескiнченним ланцюговим дробом єдиним чином. Причому,
число можна подати у виглядi нескiнченного перiодичного ланцюго-
вого дробу тодi i лише тодi, коли воно є iррацiональним розв’язком
квадратного рiвняння з цiлими коефiцiєнтами. Кожне рацiональне
число має два ланцюговi зображення, кожне з яких є скiнченним.

Представлення чисел ланцюговими дробами має широке застосу-
вання у рiзних галузях математики, зокрема у теорiї дiофантових
наближень та теорiї чисел. Воно використовується також у моделю-
ваннi математичних об’єктiв з нетривiальними локальними власти-
востями, зокрема, фрактальними (множин, функцiй, мiр, розподiлiв
випадкових величин, динамiчних систем тощо).

Функцiї з всюди щiльною множиною особливостей (максимумiв,
мiнiмумiв, недиференцiйовностi, сингулярностi тощо) не виражаю-
ться формулами зi скiнченною множиною «елементарних» операцiй.
Геометрично-описовий спосiб їх задання має суттєвi змiстовнi недолi-
ки, i його можна вважати сьогоднi архаїчним. Вони задаються також
методом згущення особливостей, системами функцiональних рiвнянь,
перетворювачами символiв одного зображення числа в iнше тощо. Їх
дослiдженню значно сприяють знання геометрiї самого зображення
(геометричного змiсту цифр, властивостей цилiндричних та хвосто-
вих множин, метричних спiввiдношень тощо). Вона може бути вiд-
носно простою, а саме: «самоподiбною», «N-самоподiбною», автомо-
дельною або не володiти жодною з цих властивостей.

Зображення чисел елементарними ланцюговими дробами має не-
самоподiбну геометрiю та породжує складнi метричнi вiдношення. Це
ускладнює вивчення функцiй, якi визначенi у термiнах ланцюгових
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дробiв i мають непросту локальну структуру (континуальну множи-
ну особливостей).

Метричнi, ймовiрнiснi, фрактальнi та iншi властивостi математи-
чних об’єктiв, заданих за допомогою представлення чисел ланцюго-
вими дробами, вивчались багатьма вiтчизняними та закордонними
вченими, зокрема, М.В. Працьовитим [11], [9], О.Л. Лещинським [8],
C. Faivre [2], S. Kalpazidou [4]. Широко вiдомими i загальновизнаними
є монографiї О.Я. Хiнчина [12], В.I. Арнольда [7], C.D. Olds [5].

Елементи ланцюгового дробу (1) визначаються з рiвностi:

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑥) =

[︂
1

𝑇𝑛−1(𝑥)

]︂
, 𝑇𝑛−1(𝑥) ̸= 0,

де 𝑇 : [0; 1) → [0; 1) — перетворення Гаусса, задане формулою:

𝑇 (𝑥) :=
1

𝑥
−
[︂
1

𝑥

]︂
, 0 < 𝑥 < 1, 𝑇 (0) := 0, 𝑎1(𝑥) = [1/𝑥]. (2)

Це перетворення «стирає» перший елемент ланцюгового дробу:

𝑇 ([0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .]) = [0; 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑛+1, . . .],

i ми називаємо його оператором лiвостороннього зсуву елементiв
ланцюгового дробу. Оператор 𝑇 грає важливу роль у теорiї дина-
мiчних систем i фiгурує у працях багатьох дослiдникiв, таких як:
F. Schweiger [6], Арнольд [7] та iн. Зокрема, доведено, що оператор 𝑇
володiє ергодичною iнварiантною мiрою, яка є абсолютно неперерв-
ною вiдносно мiри Лебега:

𝜇 =
1

ln 2
· 𝑑𝑥

1 + 𝑥
.

Застосування до цiєї мiри ергодичної теореми Бiркгофа-Хiнчина
дає iснування сталої Хiнчина, яка означає наступне: середнє геоме-
тричне перших 𝑛 елементiв елементарного ланцюгового дробу майже
скрiзь прямує при 𝑛→ ∞ до абсолютної сталої [12]:

𝑛
√
𝑎1𝑎1 · · · 𝑎𝑛 →

∞∏︁
𝑟=1

(︂
1 +

1

𝑟(𝑟 + 2)

)︂log2 𝑟

≈ 2, 6.

Крiм того, зi сталою Хiнчина тiсно пов’язана теорема Кузьмiна, яка
стверджує, що ймовiрнiсть появи числа 𝑘 на мiсцi 𝑎𝑛 дається насту-
пною формулою [7]:

𝑝𝑘 =
1

ln 2
ln

(︂
1 +

1

𝑘(𝑘 + 2)

)︂
.
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На основi оператора 𝑇 можливою є побудова нових видiв ланцю-
гових дробiв. Так, вiдображення 𝑇𝐸 : [0; 1) → [0; 1), задане формулою

𝑇𝐸(𝑥) =
1

𝑎1(𝑥)
𝑇 (𝑥), 𝑥 ̸= 0, 𝑇𝐸(0) := 0, (3)

породжує ланцюговi дроби вигляду

1

𝑏1 +
𝑏1

𝑏2 +
𝑏2

𝑏3 +
. . .

= [[0; 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛, . . .]], 𝑏𝑛 ∈ 𝑁, 𝑏𝑛 ≤ 𝑏𝑛+1, (4)

якi називаються ланцюговими дробами Енгеля. Вони є узагальнен-
нями рядiв Енгеля. В силу останньої нерiвностi перiодичнi ланцюговi
дроби такого виду мають у своєму перiодi лише одне число. При-
чому iснує нескiнченно багато квадратичних iррацiональностей, якi
розкладаються у неперiодичнi ланцюговi дроби.

Розклад (4) отримується за формулами:

𝑏1 = 𝑏1(𝑥) := [1/𝑥], 𝑏𝑛 = 𝑏𝑛(𝑥) := 𝑏1
(︀
𝑇𝑛−1
𝐸 (𝑥)

)︀
, (5)

де 𝑛 ≥ 2, 𝑇𝑛−1
𝐸 (𝑥) ̸= 0. Наприклад, розкладемо у ланцюговий дрiб

Енгеля число 𝑥 = −
3

14
+

3

7

√
2. Використовуючи формули (3) та (5),

послiдовно отримуємо:

𝑏1(𝑥) =

[︃
1

𝑥

]︃
=

[︃
2

3
+

4

3

√
2

]︃
= 2,

𝑇 1
𝐸(𝑥) =

1

𝑏1
𝑇 (𝑥) =

1

2

(︃
2

3
+

4

3

√
2− 2

)︃
= −

2

3
+

2

3

√
2,

𝑏2(𝑥) = 𝑏1
(︀
𝑇 1
𝐸(𝑥)

)︀
= 3, 𝑇 2

𝐸(𝑥) =
1

3

(︃
3

2
+

3

2

√
2− 3

)︃
=

√
2

2
−

1

2
,

𝑏3(𝑥) = 𝑏1
(︀
𝑇 2
𝐸(𝑥)

)︀
= 4, 𝑇 3

𝐸(𝑥) =
1

4

(︁
2 + 2

√
2− 4

)︁
=

√
2

2
−

1

2
= 𝑇 2

𝐸(𝑥),

i далi процес зациклюється. Отже, −
3

14
+

3

7

√
2 = [[0; 2, 3, 4]]. Причому,

розклад у елементарний ланцюговий дрiб має вигляд: [0; 2, 1, 1, 4, 3].
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Вiдомий аналогiчний розклад Ейлера числа 𝑒: 𝑒 = [2; 1, 2, 3, 4, . . .].
Далi вивчаються оператори, якi «зберiгають хвости» зображення

чисел елементарними ланцюговими дробами.

2 Оператори лiвостороннього та правостороннього
зсуву елементiв ланцюгового дробу

Надалi будемо розглядати лише числа з пiвiнтервалу (0; 1], при цьому
їх розклад у елементарний ланцюговий дрiб позначатимемо

𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] або 𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .]

для рацiональних та iррацiональних чисел вiдповiдно.
Важливим в геометрiї зображення чисел ланцюговими дробами

є поняття цилiндра. Нагадаємо, що цилiндром рангу m з основою
𝑐1𝑐2 · · · 𝑐𝑚 називається множина

Δ𝑐.𝑓.
𝑐1𝑐2···𝑐𝑚 = {𝑥|𝑥 = [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚, 𝑎𝑚+1, . . .], 𝑎𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚}.

Цилiндром є пiвiнтервал

([𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 + 1], [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚]] , якщо m – непарне,

([𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚], [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 + 1]] , якщо m – парне.

Лема 2.1. Оператор зсуву 𝑇 (𝑥) є кусково-неперервною функцiєю,
яка на цилiндрах першого рангу аналiтично задається формулою:

𝑇 (𝑥) =
1

𝑥
− 𝑎1(𝑥). (6)

В кожнiй точцi виду 1
𝑖+1 , 𝑖 ∈ 𝑁 функцiя має розрив першого роду зi

стрибком 1.

Доведення. Дiйсно, оскiльки 𝑥 =
1

𝑎1(𝑥) +
1

𝑎2(𝑥) +
. . .

=
1

𝑎1(𝑥) + 𝑇 (𝑥)
,

то 𝑇 (𝑥) =
1

𝑥
− 𝑎1(𝑥). Стрибок функцiї у точках виду 𝑥 = [𝑖+1], 𝑖 ∈ 𝑁

дорiвнює:

Δ𝑇 ([𝑖+ 1]) =

⃒⃒⃒⃒
⃒ lim
𝑥→ 1

𝑖+1−0
𝑇 (𝑥)− lim

𝑥→ 1
𝑖+1+0

𝑇 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ =
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=

⃒⃒⃒⃒
⃒ lim
𝑥→ 1

𝑖+1−0
𝑎1(𝑥)− lim

𝑥→ 1
𝑖+1+0

𝑎1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = (𝑖+ 1)− 𝑖 = 1.

Застосування оператора зсуву 𝑇 𝑛 разiв породжує оператор 𝑇𝑛:

𝑇𝑛([𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .]) = [𝑎𝑛+1, 𝑎𝑛+2, . . .] =
𝑞𝑛𝑥− 𝑝𝑛

𝑝𝑛−1 − 𝑞𝑛−1𝑥
,

де
𝑝𝑛

𝑞𝑛
= [𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] – пiхiдний дрiб порядку 𝑛. Зокрема,

𝑇 2(𝑥) = −
(𝑎1(𝑥)𝑎2(𝑥) + 1)𝑥− 𝑎2(𝑥)

𝑥𝑎1(𝑥)− 1
. (7)

Нехай 𝑖 – натуральний параметр. Означимо клас функцiй, визна-
чених у рацiональних та iррацiональних точках пiвнiнтервалу (0; 1]
рiвностями:

𝛿𝑖(𝑥) = [𝑖, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛], 𝛿𝑖(𝑥) = [𝑖, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .], 𝑖 = 1, 2, . . . .

вiдповiдно, причому, за неперервнiстю покладемо 𝛿𝑖(0) :=
1

𝑖
. Очеви-

дними є рiвностi: 𝑇 (𝛿𝑖(𝑥)) = 𝑥 i 𝛿𝑎1(𝑥) (𝑇 (𝑥)) = 𝑥.

Лема 2.2. Функцiя 𝛿𝑖(𝑥) має аналiтичний вираз:

𝛿𝑖(𝑥) =
1

𝑖+ 𝑥

i є стискуючим вiдображенням з коефiцiєнтом 1
𝑖2 та нерухомою

точкою 𝑥 = [𝑖].

Доведення. Оскiльки

|𝛿𝑖(𝑥1)− 𝛿𝑖(𝑥2)| =
⃒⃒⃒⃒

1

𝑖+ 𝑥1
− 1

𝑖+ 𝑥2

⃒⃒⃒⃒
=

=

⃒⃒⃒⃒
𝑥2 − 𝑥1

(𝑖+ 𝑥1)(𝑖+ 𝑥2)

⃒⃒⃒⃒
=

1

(𝑖+ 𝑥1)(𝑖+ 𝑥2)
|𝑥1 − 𝑥2| ,

та (𝑖+ 𝑥1)(𝑖+ 𝑥2) ≥ 𝑖2, то
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|𝛿𝑖(𝑥1)− 𝛿𝑖(𝑥2)| ≤
1

𝑖2
|𝑥1 − 𝑥2| i 𝛿𝑖([𝑖]) = [𝑖].

Наслiдок 2.1. Функцiя 𝛿𝑖(𝑥) є неперервною та строго спадною,
причому множиною її значень є промiжок:[︂

1

𝑖+ 1
;
1

𝑖

)︂
.

Лема 2.3. Якщо 𝑖 — фiксоване натуральне число, то рiвняння

𝛿𝑖(𝑥) = 𝑇 (𝑥) (8)

має злiченну множину розв’язкiв:

𝑥(𝑖)𝑛 = [𝑛, 𝑖, 𝑛, 𝑖, . . .] = [𝑛, 𝑖], 𝑛 ∈ 𝑁,

кожен з яких є iррацiональним числом.

Доведення. На множинi iррацiональних чисел рiвняння (8) можна
записати у виглядi

[𝑖, 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . .] = [𝑎2(𝑥), 𝑎3(𝑥), . . .]. (9)

З єдиностi зображення iррацiонального числа елементарним ланцю-
говим дробом, маємо одночасне виконання рiвностей:

𝑖 = 𝑎2, 𝑎1 = 𝑎3, 𝑎2 = 𝑎4 = 𝑖, 𝑎3 = 𝑎5 = 𝑎1, . . . ,

система яких рiвносильна (9). Звiдки бачимо, що при довiльному на-
туральному 𝑎1 = 𝑛 число 𝑥 = [𝑛, 𝑖] є розв’язком рiвняння (8).

Скiнченний ланцюговий дрiб не може бути розв’язком рiвняння
(8), оскiльки неможливою є рiвнiсть

[𝑖, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛] = [𝑎2, . . . , 𝑎𝑛],

права частина якої мiстить на два елементи менше, нiж лiва.

Лема 2.4. Функцiя

𝑓(𝑥) =

{︃
𝛿1(𝑥), якщо 0 < 𝑥 ≤ 𝑥

(1)
1 ;

𝑇 (𝑥), якщо 𝑥
(1)
1 ≤ 𝑥 ≤ 1,

(10)

є неперервною та строго спадною на [0; 1], причому 𝑓(0) = 1 та
𝑓(1) = 0.
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Доведення. Дане твердження випливає з того, що функцiя 𝛿1(𝑥) є не-
перервною та строго спадною на вiдрiзку [0; 1], а 𝑇 (𝑥) є неперервною
i строго спадною на цилiндрах першого рангу, причому 𝛿1(0) = 1,
𝑇 (1) = 0 i 𝑥(1)1 ∈ Δ𝑐.𝑓.

1 .

Означення Кажуть, що функцiя 𝜙(𝑥), яка визначена на вiдрiз-
ку [0; 1] i набуває значень з [0; 1], зберiгає хвости ланцюгового зо-
браження чисел, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ (0; 1] iснують такi цiлi
невiд’ємнi числа 𝑘 = 𝑘(𝑥) та 𝑚 = 𝑚(𝑥), що мають мiсце рiвностi
𝑎𝑘+𝑗(𝑥) = 𝑎𝑚+𝑗(𝜙(𝑥)) для кожного 𝑗 ∈ 𝑁 .

Найпростiшими функцiями, що зберiгають хвости ланцюгового
зображення є функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑇 (𝑥) i 𝛿𝑖(𝑥). Для них числа 𝑘 i 𝑚
є абсолютними константами, причому для першої з них 𝑘 = 0 = 𝑚,
для другої 𝑘 = 1,𝑚 = 0, для третьої 𝑘 = 0,𝑚 = 1.

Нагадаємо, що перетворенням непорожньої множини 𝑋 назива-
ється бiєктивне вiдображення цiєї множини на себе. Кожне перетво-
рення вiдрiзка [0; 1] є функцiєю, але не кожна функцiя є перетворе-
нням. Неперервнi перетворення вiдрiзка [0; 1] вичерпуються строго
монотонними функцiями з множиною значень [0; 1] .

Функцiї 𝑇 (𝑥) та 𝛿𝑖(𝑥) не є перетвореннями вiдрiзка [0; 1], але фун-
кцiя, визначена рiвнiстю (10) є неперервним перетворенням [0; 1].

Теорема 2.1. Якщо 𝑠 – фiксоване натуральне число, (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑠),
(𝑚1,𝑚2, . . . ,𝑚𝑠) – заданi набори натуральних чисел, що задовольня-
ють умови

1 < 𝑛1 < 𝑛2 < . . . < 𝑛𝑠, 𝑚1 > 𝑚2 > . . . > 𝑚𝑠 > 1,

то функцiя

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛿1(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥
(1)
𝑚1 ;

𝑇 (𝑥), 𝑥
(1)
𝑚1 < 𝑥 ≤ 𝑥

(𝑛1)
𝑚1 ;

𝛿𝑛1
(𝑥), 𝑥

(𝑛1)
𝑚1 < 𝑥 ≤ 𝑥

(𝑛1)
𝑚2 ;

𝑇 (𝑥), 𝑥
(𝑛1)
𝑚2 < 𝑥 ≤ 𝑥

(𝑛2)
𝑚2 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝛿𝑛𝑠
(𝑥), 𝑥

(𝑛𝑠)
𝑚𝑠 < 𝑥 ≤ 𝑥

(𝑛𝑠)
1 ;

𝑇 (𝑥), 𝑥
(𝑛𝑠)
1 < 𝑥 ≤ 1.

(11)

є неперервним строго спадним перетворенням [0; 1], що зберiгає хво-
сти зображення чисел елементарними ланцюговими дробами i фра-
ктальну розмiрнiсть Хаусдорфа-Безиковича борелiвських множин.
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Доведення. Дане твердження випливає з того, що функцiя 𝛿𝑖(𝑥) є
неперервною та строго спадною на вiдрiзку [0; 1], а функцiя 𝑇 (𝑥) є
неперервною та строго спадною на цилiндрах першого рангу. Причо-
му, розв’язком рiвняння 𝛿𝑖(𝑥) = 𝑇 (𝑥) на цилiндрi рангу𝑚 є число 𝑥(𝑖)𝑚 .
Функцiї 𝑇 (𝑥) i 𝛿𝑖(𝑥) зберiгають фрактальну розмiрнiсть Хаусдорфа-
Безиковича борелiвських множин, тобто кожна борелiвська пiдмно-
жина [0; 1] i її образ мають однакову розмiрнiсть, що випливає з ана-
лiтичних виразiв цих функцiй i результатiв роботи [10]. Тому такою
є i функцiя 𝑓(𝑥), яка є «скiнченною комбiнацiєю» функцiй 𝑇 (𝑥) i
𝛿𝑖(𝑥).

Наслiдок 2.2. Функцiя 𝐹 (𝑥) = 1 − 𝑓(𝑥) є абсолютно неперервною
функцiєю розподiлу ймовiрностей на вiдрiзку [0; 1].

3 Iншi функцiї, пов’язанi з оператором 𝑇 (𝑥)

Нехай 𝑘 — деяке фiксоване натуральне число, 𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) — на-
туральна функцiя натуральних змiнних 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘. Простими при-
кладами таких функцiй при 𝑘 = 2 є:

𝑓1(𝑛,𝑚) = 𝑛+𝑚, 𝑓2(𝑛,𝑚) = 𝑛 ·𝑚, 𝑓 𝑖3(𝑛,𝑚) = |𝑛−𝑚|+ 𝑖, 𝑖 ∈ 𝑁.

Означимо клас функцiй рiвнiстю:

𝜏𝑓 (𝑥) = 𝜏𝑓 ([𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), 𝑎3(𝑥), . . .]) =

= [𝑓(𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . , 𝑎𝑘(𝑥)), 𝑎𝑘+1(𝑥), 𝑎𝑘+2(𝑥), . . .].

Лема 3.1. Функцiя 𝜏𝑓 (𝑥) задається формулою:

𝜏𝑓 (𝑥) =
1

𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) + 𝑇 𝑘(𝑥)
(12)

i є неперервною та монотонно зростаючою (спадною) на кожному
iз цилiндрiв 𝑘 -го рангу при непарному (парному) значеннi 𝑘, мно-
жиною значень якої є пiвiнтервал(︃

1

𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) + 1
,

1

𝑓(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘)

]︃
.
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Доведення. Рiвнiсть (12) є очевидною. Враховуючи, що функцiя
𝑓(𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . , 𝑎𝑘(𝑥)) на кожному iз цилiндрiв 𝑘-го рангу є сталою,
а функцiя 𝑇 𝑘(𝑥) є зростаючою (спадною) при парному (непарному) 𝑘,
отримуємо, що функцiя 𝜏𝑓 (𝑥) є зростаючою (спадною) при непарному
(парному) 𝑘. Неперервнiсть функцiї 𝜏𝑓 (𝑥) випливає з неперервностi
оператора зсуву 𝑇 𝑘(𝑥). Множина значень випливає з рiвностей:

𝑇 𝑘 ([𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘]) = 0, 𝑇 𝑘 ([𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘 + 1]) = 1.

Лема 3.2. Якщо 𝑓 та 𝑔 — натуральнi функцiї натуральних аргу-
ментiв 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . . , 𝑎𝑘(𝑥), то зв’язок мiж функцiями 𝜏𝑓 (𝑥) та
𝜏𝑔(𝑥) встановлюється рiвнiстю:

𝜏𝑓 (𝑥) =
𝜏𝑔(𝑥)

(𝑓 − 𝑔)𝜏𝑔(𝑥) + 1
.

Доведення. Оскiльки 𝜏𝑔(𝑥) =
1

𝑔 + 𝑇 𝑘(𝑥)
, то 𝑇 𝑘(𝑥) =

1

𝜏𝑔(𝑥)
− 𝑔. Тодi

𝜏𝑓 (𝑥) =
1

𝑓 +
1

𝜏𝑔(𝑥)
− 𝑔

=
𝜏𝑔(𝑥)

(𝑓 − 𝑔)𝜏𝑔(𝑥) + 1
.

Лема 3.3. Аналiтично функцiї 𝜏𝑓1(𝑥), 𝜏𝑓2(𝑥), 𝜏𝑓𝑖
3
(𝑥) задаються фор-

мулами:

𝜏𝑓1(𝑥) =
1− 𝑥 · 𝑎1(𝑥)

𝑎1(𝑥) + 𝑥(1− 𝑎21(𝑥))
,

𝜏𝑓2(𝑥) =
𝑎1𝑥− 1

(𝑎21𝑎2 − 𝑎1𝑎2 − 1)𝑥− 𝑎1𝑎2 + 𝑎2
,

𝜏𝑓𝑖
3
(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

𝑖+ 𝑇 2(𝑥)
, якщо 𝑎1 = 𝑎2;

𝑇 (𝑥)

(𝑎1 − 2𝑎2 + 𝑖)𝑇 (𝑥) + 1
, якщо 𝑎1 > 𝑎2;

𝑇 (𝑥)

(𝑖− 𝑎1)𝑇 (𝑥) + 1
, якщо 𝑎1 < 𝑎2.
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Доведення. Дiйсно, маючи аналiтичний вираз оператора 𝑇 (𝑥), отри-
муємо

𝜏𝑓1(𝑥) =
1

𝑎1(𝑥) + 𝑎2(𝑥) +
1

𝑎3(𝑥) +
. . .

=
1

𝑎1(𝑥) +
1

𝑇 (𝑥)

=

=
1− 𝑥 · 𝑎1(𝑥)

𝑎1(𝑥) + 𝑥(1− 𝑎21(𝑥))
.

Аналогiчно, за допомогою рiвностi (7), отримується вираз функцiї
𝜏𝑓2(𝑥). Вираз для функцiї 𝜏𝑓𝑖

3
(𝑥) отримується в результатi розкриття

модуля.

Теорема 3.1. Функцiя 𝜏𝑓1(𝑥):

1. коректно визначена;

2. неперервна на кожному iз цилiндрiв першого рангу;

3. спадна на кожному iз цилiндрiв першого рангу;

4. опукла вгору на цилiндрах першого рангу при 𝑎1 ̸= 1.

Доведення. 1. Маємо два представлення числа 𝑥 ∈ 𝑄 ∩ [0; 1] у ви-
глядi ланцюгового дробу:

𝑥1 = [𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑛−1, 1] ≡ [𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑛−1 + 1] = 𝑥2.

Значення функцiї в цих точках

𝜏𝑓1(𝑥1) = [𝑎1 + 𝑎2, ..., 𝑎𝑛−2, 1],

𝜏𝑓1(𝑥2) = [𝑎1 + 𝑎2, ..., 𝑎𝑛−2 + 1]

є представленнями одного й того ж числа, що й т. д.

2. Якщо 𝑥 ∈
(︁

1
𝑛+1 ;

1
𝑛

]︁
то 𝑎1 = 𝑛 i 𝜏𝑓1(𝑥) =

1− 𝑥𝑛

𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2)
. Зна-

менник функцiї 𝜎𝜏𝑓1(𝑥) обертається в нуль при 𝑥 = 𝑛
𝑛2−1 , але

оскiльки 𝑥 ∈
(︁

1
𝑛+1 ;

1
𝑛

]︁
i 𝑛
𝑛2−1 >

1
𝑛 ,∀𝑛 ≥ 2, то 𝑥 ̸= 𝑛

𝑛2−1 .
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3. Знайдемо 𝜏 ′𝑓1(𝑥):

𝜏 ′𝑓1(𝑥) =
(1− 𝑥𝑛)′(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))− (1− 𝑥𝑛)(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))′

(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))2
=

−𝑛2 − 𝑛𝑥(1− 𝑛2)− (1− 𝑛2 − 𝑥𝑛+ 𝑥𝑛3)

(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))2
=

−1

(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))2
< 0,

отже, функцiя 𝜏𝑓1(𝑥) – спадна.

Оскiльки функцiя 𝜏𝑓1(𝑥) є неперервною i спадною на кожному
з пiвiнтервалiв

(︁
1

𝑛+1 ;
1
𝑛

]︁
, то

min
𝑥∈( 1

𝑛+1 ;
1
𝑛 ]
𝜏𝑓1(𝑥) = 𝜏𝑓1

(︂
1

𝑛

)︂
=

1− 1
𝑛𝑛

𝑛+ 1
𝑛 (1− 𝑛2)

= 0;

sup
𝑥∈( 1

𝑛+1 ;
1
𝑛 ]
𝜏𝑓1(𝑥) = 𝜏𝑓1

(︂
1

𝑛+ 1

)︂
=

1− 𝑛
𝑛+1

𝑛+ 1
𝑛+1 (1− 𝑛2)

=
1

𝑛+ 1
.

4. Знайдемо другу похiдну функцiї 𝜏𝑓1(𝑥):

𝜏 ′′𝑓1(𝑥) =

(︂
−1

(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))2

)︂′

=
2(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))′

(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))3
=

=
2(1− 𝑛2)

(𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2))3
.

Тут чисельник вiд’ємний, а знаменник - спадна функцiя. ЇЇ мi-
нiмум на пiвiнтервалi

(︁
1

𝑛+1 ;
1
𝑛

]︁
рiвний 1

𝑛 при 𝑥 = 1
𝑛 , тому зна-

менник приймає лише додатнi значення. Отже, функцiя опукла
вгору на кожному з вказаних iнтервалiв.

Лема 3.4. Визначений iнтеграл вiд функцiї 𝜏𝑓1(𝑥) має вигляд:

1∫︁
0

𝜏𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 =
1

8
+

∞∑︁
𝑛=2

𝑛− 1− ln𝑛

(𝑛2 − 1)2
.
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Доведення. Проiнтегруємо функцiю 𝜏𝑓1(𝑥) на пiвiнтервалi (0; 1]. За
аддитивною властивiстю визначеного iнтегралу:

1∫︁
0

𝜏𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

1/𝑛∫︁
1/(𝑛+1)

1− 𝑥𝑛

𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2)
𝑑𝑥.

Пiдiнтегральний вираз при 𝑛 ̸= 1 можна записати наступним чином:
1− 𝑥𝑛

𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2)
=

𝑛

𝑛2 − 1
+

1

1− 𝑛2
· 1

𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2)
.

Тодi, при 𝑛 = 1 маємо:
1∫︁

1/2

𝜏𝑓1(𝑥)𝑑𝑥 =

1∫︁
1/2

(1− 𝑥)𝑑𝑥 =
1

8
,

а при 𝑛 = 2, 3, . . . отримуємо:
1/𝑛∫︁

1/(𝑛+1)

(︂
𝑛

𝑛2 − 1
+

1

1− 𝑛2
· 1

𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2)

)︂
𝑑𝑥 =

=

1/𝑛∫︁
1/(𝑛+1)

𝑛𝑑𝑥

𝑛2 − 1
+

1

1− 𝑛2

1/𝑛∫︁
1/(𝑛+1)

𝑑𝑥

𝑛+ 𝑥(1− 𝑛2)
=

1

(𝑛2 − 1)(𝑛+ 1)
+

+
1

(1− 𝑛2)2

(︂
ln

(︂
𝑛+ (1− 𝑛2)

1

𝑛

)︂
− ln

(︂
𝑛+ (1− 𝑛2)

1

𝑛+ 1

)︂)︂
=

=
1

(𝑛2 − 1)(𝑛+ 1)
+

− ln𝑛

(1− 𝑛2)2
=
𝑛− 1− ln𝑛

(𝑛2 − 1)2
.

Суму цього ряду знайдено наближено:

1

8
+

∞∑︁
𝑛=2

𝑛− 1− ln𝑛

(𝑛2 − 1)2
≈ 0, 1952.

Лема 3.5. Функцiя 𝜏𝑓1(𝑥), з областю визначення 𝐷(𝑓) =

(︃
1

𝑛+ 1
;
1

𝑛

]︃
,

𝑛 ∈ 𝑁 i множиною значень 𝐸(𝑓) =

(︃
0;

1

𝑛+ 1

]︃
, 𝑛 ∈ 𝑁 є оберненою

до самої себе.
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Доведення. Дiйсно, розв’язавши рiвняння 𝜏𝑓1(𝑥) =
1− 𝑥 · 𝑎1(𝑥)

𝑎1(𝑥) + 𝑥(1− 𝑎21(𝑥))
вiдносно 𝑥 i зробивши замiну 𝑥 := 𝜏−1

𝑓1
(𝑥) отримаємо, що 𝜏𝑓1(𝑥) =

𝜏−1
𝑓1

(𝑥).

Лема 3.6. Зв’язок мiж функцiями 𝜏𝑓1(𝑥) i 𝑇 (𝑥) визначається фор-
мулою:

𝜏𝑓1(𝑥) =
𝑇 (𝑥)

𝑎1(𝑥)𝑇 (𝑥) + 1
.

Доведення. Дiйсно,

𝜏𝑓1(𝑥) =
1

𝑎1(𝑥) + 𝑎2(𝑥) +
1

𝑎3(𝑥) +
. . .

=
1

𝑎1(𝑥) +
1

𝑇 (𝑥)

=
𝑇 (𝑥)

𝑎1(𝑥)𝑇 (𝑥) + 1
.

Певним узагальненням оператора 𝜏𝑓1 є оператор 𝜏𝑛𝑓1 :

𝜏𝑛𝑓1(𝑥) =
1

𝑎1(𝑥) + . . .+ 𝑎𝑛(𝑥) +
1

𝑎𝑛+1(𝑥) +
. . .

= [𝑎1(𝑥)+. . .+𝑎𝑛(𝑥), 𝑟𝑛(𝑥)].

Оскiльки 𝑇𝑛(𝑥) = [𝑎𝑛+1(𝑥), 𝑎𝑛+2(𝑥), . . .], то зв’язок мiж 𝜏𝑛𝑓1(𝑥) та 𝑇𝑛(𝑥)
виражається формулою:

𝜏𝑛𝑓1(𝑥) =
1

𝑎1(𝑥) + . . .+ 𝑎𝑛−1(𝑥) +
1

𝑇𝑛−1(𝑥)

=
𝑇𝑛−1(𝑥)

𝑇𝑛−1(𝑥) ·
𝑛−1∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥) + 1

.

Лема 3.7. Рiвняння
𝜏𝑓1(𝑥) = 𝛿𝑖(𝑥) (13)

має злiченну кiлькiсть розв’язкiв, загальний вигляд яких:

𝑥 = [𝑘, 𝑖− 𝑘], 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑖− 1.
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Доведення. На множинi iррацiональних чисел рiвняння (13) перепи-
шеться так:

[𝑎1(𝑥) + 𝑎2(𝑥), 𝑎3(𝑥), 𝑎4(𝑥), . . .] = [𝑖, 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥), . . .]. (14)

Тодi, з єдиностi зображення iррацiонального числа ланцюговим дро-
бом, маємо систему рiвностей:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑖 = 𝑖,
𝑎1 = 𝑎1,
𝑎1 + 𝑎2 = 𝑖⇒ 𝑎2 = 𝑖− 𝑎1,
𝑎3 = 𝑎1,
𝑎4 = 𝑎2 = 𝑖− 𝑎1,
. . . . . . . . . . . . . . . ,

яка еквiвалентна рiвнянню (14). Як i у випадку з рiвнянням (8), скiн-
ченний ланцюговий дрiб не може бути розв’язком рiвняння (13).

Лема 3.8. Функцiя 𝜏𝑓𝑖
3
(𝑥) є монотонно спадною на цилiндрах пер-

шого рангу при 𝑎2 > 𝑎1.

Доведення. Дiйсно, при 𝑎2 > 𝑎1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 функцiя 𝜏𝑓𝑖
3
(𝑥) є неперерв-

ною на цилiндрах Δ𝑐.𝑓.
𝑎1 i 𝜏 ′

𝑓𝑖
3
(𝑥) =

𝑇 ′(𝑥)

((𝑖− 𝑎1)𝑇 (𝑥) + 1)2
< 0.
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