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In the paper, we propose generalizations of the Rademacher and Walsh
functions. They are based on 𝑄2-representation of real numbers general-
izing classic binary representation of numbers 𝑥 ∈ [0; 1]. We study inte-
gral properties of these functions. In particular, we prove that generalized
Rademacher functions form an orthogonal system of functions. For any
generalized Walsh function, its analytic expression is found.

В работе предлагаются обобщения функций Радемахера и Уолша, ко-
торые основываются на 𝑄2–изображениях действительных чисел, что
является обобщением классического двоичного представления чисел
𝑥 ∈ [0; 1]. Исследуются интегральные свойства этих функций, в част-
ности доказано, что обобщенные функции Радемахера образуют орто-
гональную систему функций. Для каждой обобщенной функции Уолша
найдено ее аналитическое выражение.

1 Вступ

Класична теорiя рядiв Фур’є пов’язана з розкладами функцiй
за синусоїдальними гармонiками. Альтернативною теорiєю розкла-
дiв функцiй у ряди за ортонормованою системою функцiй є теорiя
рядiв Уолша. Система функцiй Уолша, що являють собою "прямо-
кутнi"хвилi, була введена у 1923 роцi американським математиком
Дж. Уолшем [10]. Як виявилось, у теорiї передачi сигналiв такi хвилi
мають суттєвi переваги. Iснує не лише глибокий паралелiзм мiж тео-
рiєю рядiв Уолша i класичною теорiєю тригонометричних рядiв, але
й принциповi вiдмiнностi. Система функцiй Уолша, будучи одним з
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найпростiших прикладiв повної ортонормованої системи, цiкава з то-
чки зору теорiї загальних ортогональних рядiв. За останнi пiвстолiття
з’явилось чимало робiт, пов’язанi з застосуваннями функцiй i рядiв
Уолша в обчислювальнiй математицi, у теорiї кодування, у цифровiй
обробцi сигналiв тощо. Сьогоднi функцiям, рядам та перетворенням
Уолша, а також їх застосуванням та узагальненням присвячена ве-
лика кiлькiсть статей та монографiй, однiєю з яких є [5].

У данiй роботi, застосовуючи 𝑄2-зображення [6,7], що є узагальне-
нням класичного двiйкового [8], ми отримуємо узагальнення функцiй
Радемахера [9] i функцiй Уолша з використанням Пеллi, при цьому
зосереджуємо свою увагу на найпростiших властивостях цих об’єктiв.

2 Функцiя Радемахера i ряди Уолша

Ми використовуватимемо двiйкове представлення та зображення
дiйсних чисел:

[0; 1) ∋ 𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛2
−𝑛 ≡ △2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ {0; 1} ≡ 𝐴2, (1)

i йому вiдповiднi двiйковi цилiндри (пiввiдрiзки):

Δ2
𝑐1...𝑐𝑚 ≡

[︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖2
−𝑖;

1

2
+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖2
−𝑖

)︃
= {𝑥 : 𝛼𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛, 𝑛 = 1,𝑚}.

(2)
Остання множина називається двiйковим цилiндром рангу 𝑚 з осно-
вою 𝑐1𝑐2 . . . 𝑐𝑚. При цьому для чисел, що мають два зображення, ви-
користовується лише те, що має перiод (0).

Нагадаємо, що функцiями Радемахера 𝑟𝑘(𝑥) називаються функцiї
з перiодом 1, визначенi на пiввiдрiзку [0; 1) наступним чином

𝑟*0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 при 𝑥 ∈

[︂
0,

1

2

)︂
⇔ 𝑥 ∈ Δ2

0;

−1 при 𝑥 ∈
[︂
1

2
, 1

)︂
⇔ 𝑥 ∈ Δ2

1,

𝑟*𝑘(𝑥) ≡ 𝑟*0
(︀
{2𝑘𝑥}

)︀
= 𝑟*0

(︀
2𝑘𝑥
)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

де {2𝑘𝑥} – дробова частина числа 2𝑘𝑥.
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Зауважимо, що iнколи функцiям Радемахера дають наступне озна-
чення:

𝑟*𝑘(𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛 sin 2𝑘+1𝜋𝑥,

де

𝑠𝑖𝑔𝑛𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 при 𝑡 > 0,

0 при 𝑡 = 0,

−1 при 𝑡 < 0,

яким у данiй роботi ми користуватись не будемо.
Функцiї Уолша є всеможливими добутками функцiї Радемахера.
Нижче ми пропонуємо одне з узагальнень функцiй Радемахера

та Уолша, яке ґрунтується на узагальненнi класичного двiйкового
зображення дiйсних чисел, i будемо їх розглядати визначеними на
[0; 1).

3 Узагальнення функцiй Радемахера

Нехай 𝐴2 = {0; 1} – алфавiт двiйкової системи числення, 𝐿 =
𝐴2 × 𝐴2 × . . . × 𝐴2 × . . . – простiр послiдовностей 0 та 1, елементи
якого позначатимемо �̄� = (𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦𝑛).

Множина 𝐿 вiдносно бiнарної операцiї ⊕, означеної рiвностями

𝑧 = �̄�⊕ 𝑦 = (𝑥𝑛 ⊕ 𝑦𝑛) = (𝑧𝑛),

де 𝑥𝑛 ⊕ 𝑦𝑛 = 𝑧𝑛 =

{︃
0, коли 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 0 або 2,

1, коли 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 1;
утворює комутативну групу.

Множину 𝐿 можна рiзними способами метризувати. У данiй си-
туацiї найприроднiшою є метрика:

𝜌 (�̄�, 𝑦) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛 ⊕ 𝑦𝑛
2𝑛

.

Iншу метрику ми наведемо нижче.
Якщо 𝑞0 – фiксоване число з iнтервалу (0;1), 𝑞1 = 1 − 𝑞0, 𝛽0 =

0, 𝛽1 = 𝑞0, то для будь-якого числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈
𝐿 така, що

𝑥 = 𝛽𝛼1 +

∞∑︁
𝑘=2

⎛⎝𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝛼𝑗

⎞⎠ ≡ Δ
𝑞−1
0
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛.... (3)
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Ряд (3) називається 𝑄2-представленням числа 𝑥, а його символiчний
запис Δ

𝑞−1
0
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... – 𝑄2-зображенням [9].

Зауважимо, що рiвнiсть (3) стає рiвнiстю (1) при 𝑞0 =
1

2
. Тому

𝑄2-зображення є узагальненням класичного двiйкового зображення.
Iснує злiченна множина чисел, якi мають два 𝑄2-зображення. Це

числа виду Δ
𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑚1(0) = Δ
𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑚0(1). Домовившись не використову-
вати останнє зображення, отримуємо єдинiсть 𝑄2-зображення. Тодi
𝑘-та 𝑄2-цифра 𝛼𝑘 = 𝛼𝑘(𝑥) є функцiєю числа, що зображується.

Цилiндром для 𝑄2-зображення рангу 𝑚 з основою 𝑐1 . . . 𝑐𝑚 нази-
вається множина

Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑚 = {𝑥 : 𝛼𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1,𝑚}.

Пiсля зробленої вище домовленостi про єдинiсть 𝑄2-зображення чи-
сла цилiндр є пiввiдрiзком

[︁
Δ
𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑚−1𝑐𝑚(0); Δ
𝑞−1
0

𝑐1...𝑐𝑚−1[𝑐𝑚+1](0)

)︁
, який

має довжину

⃒⃒⃒
Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑚

⃒⃒⃒
=

𝑚∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 = 𝑞𝑁0
0 𝑞𝑁1

1 , де 𝑁𝑖 = ♯{𝑗 : 𝑐𝑗 = 𝑖, 𝑗 = 1,𝑚}, 𝑖 ∈ 𝐴2.

𝑄2-зображення може бути використане для метризацiї простору
𝐿, а саме:

𝜌0 (�̄�, 𝑦) = 𝑧1𝑞1−𝑧1 +

∞∑︁
𝑘=2

⎛⎝𝑧𝑘𝑞1−𝑧𝑘 𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑞𝑧𝑗

⎞⎠ ≡ Δ
𝑞−1
0
𝑧1𝑧2...𝑧𝑛..., де 𝑧 = �̄�⊕𝑦.

Означення 3.1. На пiввiдрiзку [0;1) означимо послiдовнiсть фун-
кцiй

(𝑟𝑛)
∞
𝑛=0 :

𝑟0(𝑥) ≡ (−1)𝛼1(𝑥) · 2𝑞1−𝛼1(𝑥) =

=

{︃
2𝑞1, якщо 𝑥 ∈ [0; 𝑞0) = Δ

𝑞−1
0

0 ⇔ 𝛼1(𝑥) = 0;

−2𝑞0, якщо 𝑥 ∈ [𝑞0; 1) = Δ
𝑞−1
0

1 ⇔ 𝛼1(𝑥) = 1;

𝑟𝑛(𝑥) ≡ 𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
, 𝑛 ∈ 𝑁.
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Функцiї 𝑟𝑛 є узагальненням функцiй Радемахера i спiвпадають з

ними при 𝑞0 =
1

2
.

Зауваження 3.1. Функцiя 𝑟𝑛 набуває лише двох значень 2𝑞1 i −2𝑞0,
причому на кожному цилiндрi рангу 𝑛 вона є сталою, а отже, є

сталою на кожному з цилiндрiв рангу 𝑚 > 𝑛. Наприклад, при 𝑞0 =
1

3
графiки функцiй 𝑟0 i 𝑟1 вiдповiдно мають вигляд:

Рис 1

Теорема 3.1. Для узагальнення 𝑟𝑛 функцiї Радемахера 𝑟*𝑛 має мiсце
рiвнiсть: ∫︁

𝑥∈Δ
𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 (4)

при довiльному наборi (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) з 0 та 1.
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Доведення. Справдi,∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛0

𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
𝑑𝑥+

+

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛1

𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑛+1(𝑥)𝛼𝑛+2(𝑥)...

)︁
𝑑𝑥 =

= 2𝑞1|Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛0

| − 2𝑞0|Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛1

| =

= 2 (𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1)

𝑛∏︁
𝑖=1

𝑞𝑐𝑖 = 0,

що й вимагалось довести.

Наслiдок 3.1. Має мiсце рiвнiсть

1∫︁
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

Справдi, рiвнiсть (4) є наслiдком адитивної властивостi iнтеграла:

1∫︁
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =
∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐𝑛∈𝐴2

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛

𝑟𝑛(𝑥)𝑑𝑥.

Теорема 3.2. Система функцiй Радемахера є ортогональною, а са-
ме:

1∫︁
0

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

{︃
0, якщо 𝑛 ̸= 𝑚,

4𝑞0𝑞1, якщо 𝑛 = 𝑚.

Доведення. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що 𝑛 < 𝑚. То-
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дi

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥) = 𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑛+1(𝑥)
. . .
)︁
𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑚+1(𝑥)
. . .
)︁
=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
4𝑞20 , якщо 𝑥 ∈ Δ

𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛−10𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10

,

−4𝑞0𝑞1, якщо 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛−10𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11

,

−4𝑞1𝑞0, якщо 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛−11𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10

,

4𝑞21 , якщо 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛−11𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11

при довiльному наборi (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1, 𝑐𝑛+1, . . . , 𝑐𝑚−1) нулiв та одиниць.
Тому, враховуючи попереднє зауваження, для

𝐼 =

∫︁
Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−1𝑐𝑚

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥

маємо:

𝐼 =

∫︁
Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥+

+

∫︁
Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 =

= ±
(︁
4𝑞1−𝑖𝑞1|Δ

𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−10

| − 4𝑞1−𝑖𝑞0|Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛−1𝑖𝑐𝑛+1...𝑐𝑚−11

|
)︁
=

= ±4𝑞1−𝑖𝑞𝑖(𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1)

𝑚−1∏︁
𝑛 ̸=𝑗=1

𝑞𝑐𝑗 = 0.

А отже, враховуючи адитивну властивiсть iнтеграла, маємо
1∫︁

0

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

При 𝑛 = 𝑚 маємо

𝑟𝑛(𝑥)𝑟𝑚(𝑥) = 𝑟2𝑛(𝑥) = 𝑟20

(︁
Δ
𝑞−1
0
𝛼𝑛+1𝛼𝑛+2...

)︁
=

=

{︃
4𝑞21 , якщо 𝑥 ∈ Δ

𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛0

,

4𝑞20 , якщо 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛1

,
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для довiльного набору (𝑐1, 2 . . . , 𝑐𝑛) ∈ 𝐴𝑛2 .
Тодi

1∫︁
0

𝑟2𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 4𝑞21
∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐2∈𝐴2

|Δ𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛0

|+

+ 4𝑞20
∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐2∈𝐴2

|Δ𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛1

| =

=
(︀
4𝑞21𝑞0 + 4𝑞20𝑞1

)︀ ∑︁
𝑐1∈𝐴2

. . .
∑︁
𝑐2∈𝐴2

|Δ𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑛 | =

= 4𝑞1𝑞0 · 1 = 4𝑞0𝑞1.

Теорему доведено.

4 Узагальнення функцiй Уолша

Систему (послiдовнiсть) узагальнених функцiй Уолша {𝜔𝑛(𝑥)}∞𝑛=0

ми побудуємо з використанням традицiйної нумерацiї Пеллi. Покла-
демо 𝜔0(𝑥) ≡ 1. Для означення функцiї 𝜔𝑛(𝑥) число 𝑛 представляє-
ться у двiйковiй системi числення:

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12

1 + 𝜀0, 𝜀𝑖 ∈ 𝐴2.

Звiдки можна бачити, що 2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1, де 𝑘 = 𝑘(𝑛). Тепер означуємо
функцiю 𝜔𝑛 рiвнiстю:

𝜔𝑛(𝑥) ≡
𝑘∏︁
𝑖=0

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)

𝑘−1∏︁
𝑖=0

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥).

Наприклад, для 𝑛 = 1 = 1 · 20 маємо 𝜔1(𝑥) = 𝑟0(𝑥);
для 𝑛 = 2 = 1 · 21 + 0 · 20 = (10)2 маємо

𝜔2(𝑥) = 𝑟𝜀00 (𝑥)𝑟𝜀11 (𝑥) = 𝑟1(𝑥);

для 𝑛 = 4 = 1 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20 = (100)2 маємо 𝜀0 = 0 = 𝜀1 i

𝜔4(𝑥) = 𝑟𝜀00 (𝑥)𝑟𝜀11 (𝑥)𝑟𝜀22 (𝑥) = 𝑟2(𝑥).

Бiльше того,

𝜔2𝑘 = 𝑟00(𝑥)𝑟
0
1(𝑥) . . . 𝑟

0
𝑘−1(𝑥)𝑟

1
𝑘(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥) = 𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼𝑘+1(𝑥)𝛼𝑘+2(𝑥)...

)︁
.
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Oскiльки 2𝑘 − 1 = 2𝑘−1 + 2𝑘−2 + . . .+ 21 + 1, то
𝜔2𝑘−1(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑟1(𝑥) . . . 𝑟𝑘−1(𝑥). Для 𝑛 = 5 = 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 =
(101)2 отримуємо

𝜔5(𝑥) = 𝑟10(𝑥)𝑟
0
1(𝑥)𝑟

1
2(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑟2(𝑥) =

= 𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼1(𝑥)𝛼2(𝑥)...

)︁
𝑟0

(︁
Δ
𝑞−1
0

𝛼3(𝑥)𝛼4(𝑥)...

)︁
=

= (−1)𝛼1(𝑥)+𝛼3(𝑥)22𝑞1−𝛼1(𝑥)𝑞1−𝛼3(𝑥).

Зауваживши, що при 2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1 виконується 𝑛− 2𝑘 =
𝑘−1∑︀
𝑖=0

𝜀𝑖2
𝑖

i тому маємо
𝜔𝑛(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)𝜔𝑛−2𝑘(𝑥).

Зокрема,
𝑟𝑘(𝑥) = 𝜔2𝑘(𝑥).

Зауваження 4.1. Узагальнення функцiй Уолша, як i самi функцiї
Уолша, у точках розриву неперервнi справа. Але класичнi функцiї
Уолша набувають лише двох значень 1 i -1, що не збереглося для
щойно введеного їх узагальнення.

Теорема 4.1. Якщо 2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1, тобто

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12 + 𝜀02

0,

то узагальнена функцiя Уолша

𝜔𝑛(𝑥) = 𝑟𝑘(𝑥)𝑟
𝜀𝑘−1

𝑘−1 (𝑥) . . . 𝑟
𝜀0
0 (𝑥)

на кожному цилiндрi (𝑘+1)-го рангу є сталою, причому на цилiндрi

Δ
𝑞−1
0
𝑐1𝑐2...𝑐𝑘𝑐𝑘+1 вона набуває значення

𝜔𝑛(𝑥) = (−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞
𝑠−𝑐
1 , (5)

де 𝑠 = 1+ 𝜀𝑘−1 + . . .+ 𝜀1 + 𝜀0–кiлькiсть цифр "1"у зображеннi числа
𝑛,
𝑐 = 𝜀0𝑐1 + 𝜀1𝑐2 + . . .+ 𝜀𝑘−1𝑐𝑘 + 𝑐𝑘+1 – кiлькiсть 𝑗 таких, що 𝜀𝑗 = 1 =
𝑐𝑗+1 серед 0, 1, . . . , 𝑘.
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Доведення. Оскiльки

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) =

{︃
1, якщо 𝜀𝑖 = 0,

𝑟𝑖(𝑥), якщо 𝜀𝑖 = 1,

то

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, якщо 𝜀𝑖 = 0,

2𝑞1, якщо 𝑐𝑖+1 = 0 ∧ 𝜀𝑖 = 1,

−2𝑞0, якщо 𝑐𝑖+1 = 1 ∧ 𝜀𝑖 = 1.

Тодi при 𝜀𝑖 = 1

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) =

{︃
2𝑞1, якщо 𝑥 ∈ Δ

𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖0

,

−2𝑞1, якщо 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖1

,

а, отже, для 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖𝑐𝑖+1

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥) = (−1)𝜀𝑖𝜀𝑖+1 · 2𝜀𝑖𝑞𝜀𝑖𝑐𝑖+1

0 𝑞
𝜀𝑖−𝜀𝑖𝑐𝑖+1

1 .

Тому для 𝑥 ∈ Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑖...𝑐𝑗 при 𝑖 < 𝑗 маємо

𝑟𝜀𝑖𝑖 (𝑥)𝑟
𝜀𝑗
𝑗 (𝑥) = (−1)𝜀𝑖𝑐𝑖+1+𝜀𝑗𝑐𝑗+12𝜀𝑖+𝜀𝑗 ·

· 𝑞𝜀𝑖𝑐𝑖+1+𝜀𝑗𝑐𝑗+1

0 𝑞
(𝜀𝑖+𝜀𝑗)−(𝜀𝑖𝑐𝑖+1+𝜀𝑗𝑐𝑗+1)
1 .

Звiдки i слiдує рiвнiсть (5).

Теорема 4.2. Для узагальненої функцiї Уолша 𝜔𝑛 при 2𝑘 ≤ 𝑛 <
2𝑘+1, тобто

𝑛 = 2𝑘 + 𝜀𝑘−12
𝑘−1 + . . .+ 𝜀12 + 𝜀02

0

i кожного цилiндра Δ
𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1 має мiсце рiвнiсть

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = 0 =

1∫︁
0

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥. (6)
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Доведення. Оскiльки∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑘0

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑘1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥,

то, враховуючи попередню теорему, маємо∫︁
𝑥∈Δ

𝑞
−1
0

𝑐1...𝑐𝑘𝑐𝑘+1

𝜔𝑛(𝑥)𝑑𝑥 = (−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞
𝑠−𝑐
1 · |Δ𝑞−1

0
𝑐1...𝑐𝑘0

|+

+ (−1)𝑐+12𝑠𝑞𝑐+1
0 𝑞𝑠−𝑐−1

1 · |Δ𝑞−1
0
𝑐1...𝑐𝑘1

| =

=

⎛⎝(−1)𝑐2𝑠𝑞𝑐0𝑞
𝑠−𝑐−1
1

𝑘∏︁
𝑗=1

𝑞𝑐𝑗

⎞⎠ (𝑞1𝑞0 − 𝑞0𝑞1) = 0.

Друга з рiвностi (6) є наслiдком першої та адитивної властивостi
iнтеграла.

Зауваження 4.2. Якщо 𝑛 < 𝑚,
(︀
1𝜀′𝑘−1𝜀

′
𝑘−2 . . . 𝜀

′
1𝜀

′
0

)︀
2

– двiйкове зо-
браження числа 𝑛, а (1𝜀𝑚−1𝜀𝑚−2 . . . 𝜀1𝜀0)2 – двiйкове зображення чи-
сла 𝑚 i при цьому 𝜀𝑗𝜀

′
𝑖 = 0 для всiх 𝑗 ≤ 𝑘 − 1, то очевидно, що

добуток 𝜔𝑛𝜔𝑚 функцiй Уолша є функцiєю Уолша з номером 𝑙 =
(1𝜀𝑚−1 . . . 𝜀𝑘+11𝛿𝑘−1𝛿𝑘−1 . . . 𝛿1𝛿0)2, де 𝛿𝑗 = 𝜀′𝑗 + 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑘 − 1. Для
таких 𝑛 i 𝑚

1∫︁
0

𝜔𝑛(𝑥)𝜔𝑚(𝑥) = 0.
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