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Проведено повну класифiкацiю всiх неспряжених пiдалгебр алгебри Лi
групи Пуанкаре P (1, 4) розмiрностi ≤ 3.

The complete classification of all non-conjugate subalgebras of dimensions
≤ 3 of the Lie algebra of Poincaré group P (1, 4) is performed.

1. Вступ. Добре вiдомо, що неспряженi пiдгрупи груп Лi точкових
перетворень широко використовуються при розв’язуваннi рiзних за-
дач математики, теоретичної та математичної фiзики, механiки, га-
зової динамiки тощо (див., наприклад, [1–6]). Виявилося однак, що
можливостi вищезгаданих застосувань, а також результати отрима-
нi внаслiдок цього, суттєвим чином залежать вiд структурних вла-
стивостей неспряжених пiдгруп груп Лi точкових перетворень. То-
му вивчення структурних властивостей неспряжених пiдгруп груп
Лi точкових перетворень (неспряжених пiдалгебр алгебр Лi груп
Лi точкових перетворень) є важливим з рiзних точок зору. Одним
iз способiв вивчення структурних властивостей неспряжених пiдал-
гебр алгебр Лi є класифiкацiя цих пiдалгебр в класи iзоморфних
пiдалгебр. З розв’язанням цiєї класифiкацiйної задачi тiсно пов’я-
зане розв’язування iнших важливих задач. Так, наприклад, задача
про побудову повної множини нееквiвалентних реалiзацiй [7] дiйсних
низькорозмiрних алгебр Лi i задача про опис всiх iнварiантних опе-
раторiв (узагальнених операторiв Казiмiра) [8] для дiйсних низько-
розмiрних алгебр Лi базуються на класифiкацiї цих алгебр Лi [9,10].
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Всi можливi комплекснi алгебри Лi розмiрностi ≤ 4 були описанi
ще С. Лi [1]. Повна класифiкацiя дiйсних структур алгебр Лi розмiр-
ностi ≤ 5 отримана Г.М. Мубаракзяновим [9, 10]. В [11] неспряженi
пiдалгебри алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 3) прокласифiкованi в
класи iзоморфних. Для кожного такого класу пiдалгебр знайденi всi
iнварiантнi функцiї вiд групових генераторiв. В [8] всi iнварiантнi
функцiї вiд групових генераторiв (узагальненi оператори Казiмiра)
знайденi для всiх дiйсних алгебр Лi розмiрностi ≤ 5 i для всiх дiй-
сних нiльпотентних алгебр Лi розмiрностi 6.

Ця робота присв’ячена класифiкацiї низькорозмiрних неспряже-
них пiдалгебр алгебри Лi групи Пуанкаре P (1, 4) в класи iзоморфних
пiдалгебр. Група P (1, 4) є групою поворотiв i зсувiв п’ятивимiрного
простору Мiнковського M(1, 4). Вона широко використовується при
розглядi рiзних питань теоретичної i математичної фiзики (див., на-
приклад, [4, 12, 13]). Пiдгрупова структура групи P (1, 4) вивчена в
роботах [14–18]. В основу нашої роботи покладено повний список не-
спряжених (з точнiстю до P (1, 4)-спряженостi) пiдалгебр алгебри Лi
групи P (1, 4), який можна знайти в [5]. На даний час, використову-
ючи класифiкацiю отриману Г.М. Мубаракзяновим [9,10], проведено
класифiкацiю всiх неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4)
розмiрностi ≤ 3, а також, бiльшостi неспряжених пiдалгебр алгебри
Лi групи P (1, 4) розмiрностей 4 i 5. Для представлення отриманих
результатiв потрiбно розглянути алгебру Лi групи P (1, 4).

2. Алгебра Лi групи P (1, 4). Алгебра Лi групи P (1, 4) задає-
ться 15 базисними елементами Mµν = −Mνµ (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) i P ′µ
(µ = 0, 1, 2, 3, 4), якi задовольняють комутацiйним спiввiдношенням[

P ′µ, P
′
ν

]
= 0,

[
M ′µν , P

′
σ

]
= gµσP

′
ν − gνσP ′µ,[

M ′µν ,M
′
ρσ

]
= gµρM

′
νσ + gνσM

′
µρ − gνρM ′µσ − gµσM ′νρ,

де gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) – метричний тензор з компонентами g00 =
−g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0, якщо µ 6= ν. Тут i всюди
надалi M ′µν = iMµν .

Надалi перейдемо вiд M ′µν i P ′µ до таких лiнiйних комбiнацiй:

G = M ′40, L1 = M ′32, L2 = −M ′31, L3 = M ′21,

Pa = M ′4a −M ′a0, Ca = M ′4a +M ′a0 (a = 1, 2, 3),

X0 = 1
2 (P ′0 − P ′4) , Xk = P ′k (k = 1, 2, 3), X4 = 1

2 (P ′0 + P ′4) .
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3. Класифiкацiя одновимiрних неспряжених пiдалгебр
алгебри Лi групи P (1, 4). Вiдомо, що є тiльки один тип дiй-
сних алгебр Лi розмiрностi один [9]. Ми позначатимемо його A1 [11].
Оскiльки всi одновимiрнi алгебри Лi є iзоморфними, то вони будуть
типу A1. Нижче приводимо результати класифiкацiї одновимiрних
неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4):

〈G〉; 〈L3 + eG, e > 0〉; 〈P3 + C3 + 2L3〉; 〈P3 + C3 + eL3, e > 2〉;
〈P3 + C3 + 2L3 + α(X0 +X4), α < 0〉; 〈P3 +X0〉; 〈P3 +X1〉;
〈L3 − P3 + α0X0, α0 < 0〉; 〈L3 + d̃(X0 +X4), d̃ < 0〉;
〈G+ cX1, c < 0〉; 〈L3 + eG+ κ3X3, e > 0, κ3 < 0〉;
〈P3〉; 〈L3 − P3〉; 〈L3〉; 〈X0 +X4〉; 〈X0 −X4〉; 〈X4〉;
〈P3 + C3 + eL3 + α(X0 +X4), e > 2, α < 0〉;
〈L3 + αX3, α < 0〉; 〈L3 −X4〉.

4. Класифiкацiя двовимiрних неспряжених пiдалгебр ал-
гебри Лi групи P (1, 4). Iснує два рiзнi типи дiйсних двовимiрних
алгебр Лi: розкладний A1 ⊕ A1 ≡ 2A1 i нерозкладний A2 [9]. Алге-
бри Лi типу 2A1 – абелевi. Базиснi елементи (e1 i e2) алгебр Лi типу
A2 задовольняють комутацiйнi спiввiдношення: [e1, e2] = e2 [8]. Ал-
гебри Лi типу A2 є розв’язними [8, 9]. Нижче приводимо результати
класифiкацiї двовимiрних неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи
P (1, 4).

Алгебри Лi типу 2A1:

〈G,L3〉; 〈G,X1〉; 〈L3 + eG,X3, e > 0〉; 〈P3 + C3, L3〉;
〈P3 + C3 + 2L3, X0 +X4〉; 〈P3 + C3 + eL3, X0 +X4, e > 2〉;
〈P1, P2〉; 〈L3, P3〉; 〈P3, X1〉; 〈P3, X4〉; 〈L3 − P3, X4〉; 〈L3, X4〉;
〈L3, X0 +X4〉; 〈L3, X0 −X4〉; 〈X0 +X4, X0 −X4〉; 〈X1, X4〉;
〈X1, X0 −X4〉; 〈L3 −X4, P3 + hX0, h > 0〉; 〈L3 −X4, P3〉;
〈L3, P3 +X0〉; 〈G+ aX3, L3, a < 0〉; 〈G,L3 + dX3, d < 0〉;
〈P3 +X0, X1〉; 〈P3 +X2, X1〉; 〈P3 +X0, X4〉; 〈P3 +X1, X4〉;
〈L3 + d3X3, X0 +X4, d3 < 0〉; 〈L3 + d3X3, X0 −X4, d3 < 0〉;
〈L3 + d4X4, X0 −X4, d4 < 0〉; 〈L3 + α(X0 +X4), X4, α < 0〉;
〈G+ a2X2, X1, a2 < 0〉; 〈L3 − P3 + α0X0, X4, α0 < 0〉;
〈P1 +X3, P2〉; 〈P1, P2 +X2〉; 〈L3 + a3X3, X4, a3 < 0〉;
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〈L3 + α(X0 +X4), P3 + C3 + β(X0 +X4), α < 0, β < 0〉;
〈P1 +X3, P2 + γX2, γ > 0〉; 〈P1, P2 +X2 + βX3, β > 0〉;
〈P3 + C3, L3 + d(X0 +X4), d < 0〉; 〈L3 −X4, X3〉;
〈P1 +X3, P2 + γX2 + βX3, γ > 0, β > 0〉;
〈G+ αX3, L3 + βX3, α < 0, β < 0〉.

Алгебри Лi типу A2:

〈−G,P3〉; 〈−G− 1
dL3, P3, d > 0〉; 〈−G− 1

eL3, X4, e > 0〉;
〈−G− aX1, P3, a < 0〉; 〈−G− cX1, X4, c < 0〉; 〈−G,X4〉;
〈−
(
G+ 1

eL3 + κ3

e X3

)
, X4, e > 0, κ3 < 0〉.

5. Класифiкацiя тривимiрних неспряжених пiдалгебр ал-
гебри Лi групи P (1, 4). Утворюючи прямi суми одновимiрних ал-
гебр Лi типу A1 з алгебрами Лi розмiрностi два, отримуємо два типи
алгебр Лi розмiрностi три: 3A1, A2⊕A1. Крiм того, iснує 9 типiв дiй-
сних нерозкладних алгебр Лi A3.1, . . . , A3.9 (див. [8, 9]), два з яких
залежать вiд параметрiв (тобто складають континууми алгебр Лi).
Надалi символ Aar.j означатиме j-у алгебру Лi вимiрностi r (a – непе-
рервний параметр вiд якого залежить алгебра). При заданнi конкре-
тної алгебри Лi ми виписуватимемо тiльки вiдмiннi вiд нуля кому-
тацiйнi спiввiдношення. Нижче приводимо результати класифiкацiї
тривимiрних неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4).

Алгебри Лi типу 3A1:

〈G,L3, X3〉; 〈G,X1, X2〉; 〈P3 + C3, L3, X0 +X4〉;
〈P1, P2, P3〉; 〈P1, P2, X3〉; 〈P1, P2, X4〉; 〈L3, P3, X4〉;
〈P3, X1, X2〉; 〈P3, X1, X4〉; 〈L3, X0, X4〉; 〈L3, X3, X4〉;
〈L3, X3, X0 −X4〉; 〈X0 +X4, X1, X0 −X4〉; 〈X4, X1, X2〉;
〈X1, X2, X0 −X4〉; 〈L3, P3 +X0, X4〉; 〈P3 +X0, X1, X2〉;
〈G+ a3X3, X1, X2, a3 < 0〉; 〈L3 + d3X3, X0, X4, d3 < 0〉;
〈L3 + d̃4X4, X3, X0 +X4, d̃4 < 0〉; 〈P1, P2 +X2, X3〉;
〈L3 + α(X0 +X4), X3, X4, α < 0〉; 〈P1, P2 +X2, X4〉;
〈P1 +X3, P2, X4〉; 〈P1, P2 + αX2, P3 + γX3, α > 0〉;
〈P1 + γX3, P2 +X2 + δX3, X4, γ > 0〉;
〈P3 +X0, X1, X4〉; 〈P3 +X2, X1, X4〉;
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〈P1, P2 +X2 + δX3, X4, δ > 0〉.

Алгебри Лi типу A2 ⊕A1:

〈−G− aX3, X4, a < 0〉 ⊕ 〈L3〉; 〈−G,X4〉 ⊕ 〈L3 + dX3, d < 0〉;
〈−G,P3〉 ⊕ 〈L3〉; 〈−G,X4〉 ⊕ 〈L3〉; 〈−G,P3〉 ⊕ 〈X1〉;
〈−G,X4〉 ⊕ 〈X1〉; 〈−G− 1

eL3, X3, e > 0〉 ⊕ 〈X4〉;
〈−G− aX3, X4, a < 0〉 ⊕ 〈L3 + dX3, d < 0〉;
〈−G− a2X2, P3, a2 < 0〉 ⊕ 〈X1〉;
〈−G− ã2X2, X4, ã2 < 0〉 ⊕ 〈X1〉.

Алгебри Лi типу A3.1 ([e2, e3] = e1, нiльпотентна):

〈−4X4, P1 +X2 + γX3, P2 −X1 + µX2 + δX3, µ > 0, γ > 0〉;
〈−2X4, L3 − P3, X3〉; 〈−2dX4, L3 + dX3, P3 +X0, d < 0〉;
〈2X4, P3 +X1, X3〉; 〈−2X4, L3 − P3 + α0X0, X3, α0 < 0〉;
〈−2dX4, L3 + dX3, P3, d < 0〉; 〈2X4, P3 +X0, X3〉;
〈−4X4, P1 +X2, P2 −X1 + µX2 + δX3, δ > 0〉;
〈2X4, P3, X3〉; 〈2bX4, P3, X1 + bX3, b > 0〉;
〈−4X4, P1 +X2, P2 −X1 + µX2, µ > 0〉;
〈−4X4, P1 +X2 + βX3, P2 −X1, β > 0〉;
〈2bX4, P3 +X2, X1 + bX3, b > 0〉;
〈2bX4, P3 +X0, X1 + bX3, b > 0〉; 〈−4X4, P1 +X2, P2 −X1〉.

Алгебри Лi типу A3.2 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e1 + e2, розв’язна):

〈2a3X4, P3, G+ a1X1 + a3X3, a1 < 0, a3 < 0〉;
〈2α3

d X4, P3, G+ 1
dL3 + α3

d X3, d > 0, α3 < 0〉;
〈2a3X4, P3, G+ a3X3, a3 < 0〉.

Алгебри Лi типу A3.3 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = e2, розв’язна):

〈P1, P2, G+ a3X3, a3 < 0〉; 〈P3, X4, G+ a1X1, a1 < 0〉;
〈P1, P2, G〉; 〈P3, X4, G〉; 〈P3, X4, G+ 1

dL3, d > 0〉.

Алгебри Лi типу A3.4 ([e1, e3] = e1, [e2, e3] = −e2, розв’язна):

〈X0, X4,−G− 1
eL3 − κ3

e X3, e > 0, κ3 < 0〉;
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〈X0, X4,−G〉; 〈X0, X4,−G− 1
eL3, e > 0〉;

〈X0, X4,−G− cX1, c < 0〉.

Алгебри Лi типу A3.6 ([e1, e3] = −e2, [e2, e3] = e1, розв’язна):

〈P1, P2, L3 + d3X3, d3 < 0〉; 〈−P1 −X1, P2 +X2, P3 − L3〉;
〈−P1, P2,−L3〉; 〈−P1, P2, P3 − L3〉; 〈−X1, X2, P3 − L3〉;
〈X1, X2, L3 + 1

e (P3 + C3) + α
e (X0 +X4), e > 2, α < 0〉;

〈X1, X2, L3 + 1
2 (P3 + C3) + α

2 (X0 +X4), α < 0〉;
〈X3, X0 −X4,− 1

2 (P3 + C3)− e
2L3, e > 0〉;

〈X1, X2, L3 + eG+ κ3X3, e > 0, κ3 < 0〉;
〈X1, X2, L3 + eG, e > 0〉; 〈X1, X2, L3〉; 〈−P1, P2, X4 − L3〉;
〈X1, X2, L3 −X4〉; 〈X1,−X2,−L3 − 1

e (P3 + C3) , e > 2〉;
〈−X1, X2,−L3 − d̃(X0 +X4), d̃ < 0〉;
〈X1, X2, L3 − P3 + α0X0, α0 < 0〉;
〈−X1, X2,−L3 − αX3, α < 0〉; 〈X1, X2, L3 + 1

2 (P3 + C3)〉.

Алгебри Лi типу Aa3.7 ([e1, e3] = ae1 − e2, [e2, e3] = e1 + ae2, a > 0,
розв’язна):

〈P1, P2, L3 + cG+ bX3, c > 0, b < 0〉; 〈P1, P2, L3 + cG, c > 0〉.

Алгебри Лi типу A3.8 ([e1, e3] = −2e2, [e1, e2] = e1, [e2, e3] = e3,
напiвпроста):

〈−P3, G,C3〉.

Алгебри Лi типу A3.9 ([e1, e2] = e3, [e2, e3] = e1, [e3, e1] = e2,
напiвпроста):

〈 12L1 + 1
4 (P1 + C1), 1

2L2 + 1
4 (P2 + C2), 1

2L3 + 1
4 (P3 + C3)〉;

〈L1, L2, L3〉.
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