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З використанням спецiального анзацу знайдено хвильовi розв’язки не-
лiнiйного рiвняння дифузiї.

Wave solutions for a nonlinear diffusion equation are found by using the
special ansatz.

Вступ. Робота присвячена побудовi точних розв’язкiв нелiнiйного
рiвняння дифузiї

ut = uxx + λu
n−1

2 ux + a0u
n + a1u+

+ a2u
n+1

2 + a3u
3−n

2 + a4u
2−n, (1)

де u = u(t, x), ut = ∂u
∂t , uxx = ∂2u

∂x2 , ux = ∂u
∂x , λ ≥ 0, a0, a1, a2, a3, a4 ∈ R,

n 6= 1. Якщо a0 6= 0, то a0 можна звести до 1 або −1, помноживши
функцiю u на вiдповiдний скаляр. Рiвняння (1) є узагальненням кла-
сичного рiвняння Бюргерса ut = uxx+µuux, а також вiдомих рiвнянь
Фiшера [1] ut = uxx = u(1− u) i Маррi [2] ut = uxx +λuux + εu2 + cu.
Важливим частинним випадком рiвняння (1) є рiвняння типу Кол-
могорова–Петровського–Пiскунова

ut = uxx + a0u
n + a1u+ a2u

n+1
2 + a3u

3−n
2 + a4u

2−n, (2)

яке дослiджувалося в [3]. Вiдзначимо, що систематичне вивчення
умовної симетрiї цього рiвняння для n = 3, a4 = 0 було започатко-
вано в [4].

Для побудови точних розв’язкiв рiвняння (1) ми використовуємо
анзац

u = k
(zx
z

) 2
n−1

, (3)
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де k – стала, z = z(t, x), запропонований в [3] для побудови точних
розв’язкiв рiвняння (2).

В залежностi вiд значення коефiцiєнта a0 видiлимо два випадки.
Випадок a0 6= 0. Пiдставимо (3) в (1):
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n− 1
z

3−n
n−1
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(
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+

+ a0k
n
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) 2n
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+ a1k
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) 2
n−1
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2
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) n+1
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+

+ a3k
3−n

2

(zx
z

) 3−n
n−1

+ a4k
2−n

(zx
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) 4−2n
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. (4)

Будемо вважати, що в рiвняннi (4)

a0k
n−1 − 2λ

n− 1
k
n−1

2 +
2(n+ 1)

(n− 1)2
= 0. (5)

Рiвняння (5) є квадратним вiдносно k
n−1

2 i має коренi

k
n−1

2 =
λ±

√
λ2 − 2(n+ 1)a0

a0(n− 1)
. (6)

Помноживши обидвi частини рiвняння (4) на z
2n−4
n−1
x z

n+1
n−1 , отримаємо

z
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Використовуючи позначення

a1 =
2λ1

n− 1
, a2 =

2λ2

n− 1
k

1−n
2 , a3 =

2λ3

n− 1
k

1−n
2 ,

a4 =
2λ4

n− 1
k1−n, λ̃ = λk

n−1
2 , (7)

попереднє рiвняння можна переписати в такому виглядi:

z

[
zxzxt − zxzxxx − λ3zzx − λ4z

2 +
n− 3

n− 1
z2
xx

]
=

= z2
x

[
zt + λ1z + λ2zx −

n+ 3

n− 1
zxx + λ̃zxx

]
. (8)

Розв’язок рiвняння (8) шукаємо у виглядi

z = φ(ξ), ξ = x+ µt. (9)

Пiдставивши (9) в (8), отримуємо рiвняння

φ

[
µφ′φ′′ − φ′φ′′′ − λ3φφ

′ − λ4φ
2 +

n− 3

n− 1
(φ′′)2

]
=

= (φ′)2

[
µφ′ + λ1φ+ λ2φ

′ − n+ 3

n− 1
φ′′ + λ̃φ′′

]
, (10)

де φ′ = dφ
dξ .

Розв’язки рiвняння (10) шукаємо у виглядi [5]

φ = ν0 + ν1ϕ+ ν2ϕ
2 + · · · , (11)

де ν0, ν1, . . . – сталi, а функцiя ϕ задовольняє рiвняння

ϕ′ = ε
√
C0 + C1ϕ+ C2ϕ2 + · · ·, ε = ±1. (12)

Для того, щоб функцiя (11) була розв’язком рiвняння (10), ми повин-
нi прирiвняти окремо всi доданки, якi мiстять парнi i непарнi степенi
квадратного кореня, визначеного формулою (12). Враховуючи це за-
уваження, отримуємо таку систему рiвнянь:

µφφ′φ′′ − λ3φ
2φ′ = (λ2 + µ)(φ′)3, (13)

φ

(
φ′φ′′′ + λ4φ

2 +
3− n
n− 1

(φ′′)2

)
=
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= (φ′)2

(
n+ 3

n− 1
φ′′ − λ̃φ′′ − λ1φ

)
. (14)

Подiлимо обидвi частини рiвняння (13) на µφ2φ′:

φ′′

φ
− λ3

µ
=

(
λ2

µ
+ 1

)
(φ′)2

φ2
.

Виконаємо замiну

Y =
φ′

φ
,

φ′′

φ
= Y ′ + Y 2,

яка перетворює рiвняння (13) в рiвняння Рiккатi

Y ′ − λ2

µ
Y 2 =

λ3

µ
. (15)

Загальний розв’язок рiвняння (15) утворюють функцiї

Y =

√
−λ3

λ2
tanh

(√
−λ2λ3

µ
ξ + C

)
,

Y =

√
−λ3

λ2

(
tanh

(√
−λ2λ3

µ
ξ + C

))−1

, якщо λ2λ3 < 0, (16)

Y =

√
λ3

λ2
tan

(√
λ2λ3

µ
ξ + C

)
, якщо λ2λ3 > 0, (17)

Y = − µ

λ2(ξ + C)
, якщо λ3 = 0, (18)

де C – стала iнтегрування.
Подiлимо обидвi частини рiвняння (14) на φ3:

φ′′′

φ

φ′

φ
+ λ4 +

3− n
n− 1

(φ′′)2

φ2
=

(φ′)2

φ2

(
n+ 3

n− 1

φ′′

φ
− λ̃φ

′′

φ
− λ1

)
.

Замiна

Y =
φ′

φ
,

φ′′

φ
= Y ′ + Y 2,

φ′′′

φ
= Y ′′ + 3Y Y ′ + Y 3,

перетворює рiвняння (14) в рiвняння

Y Y ′′ − n+ 1

n− 1
Y 4 + λ4 +

3− n
n− 1

(Y ′)2 +
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+ λ̃Y ′Y 2 + λ̃Y 4 + λ1Y
2 = 0. (19)

З’ясуємо, наприклад, при яких значеннях параметрiв λ1, λ2, λ3,
λ4 i µ функцiя (16) буде задовольняти рiвняння (19). Пiдставив-
ши (16) в (19) i прирiвнявши коефiцiєнти при вiдповiдних степенях
ch
(√
−λ2λ3

µ ξ + C
)
, отримаємо систему рiвнянь

2
λ2

3

µ2
− n+ 1

n− 1

(
λ3

λ2

)2

+
3− n
n− 1

λ2
3

µ2
−

− λ̃
(
−λ3

λ2

) 3
2 (−λ2λ3)

1
2

µ
+ λ̃

(
−λ3

λ2

)2

= 0, (20)
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(
−λ3

λ2

) 3
2 (−λ2λ3)

1
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− 2λ̃

(
−λ3

λ2
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λ2
= 0, (21)

−n+ 1

n− 1

(
λ3

λ2

)2

+ λ4 + λ̃

(
−λ3

λ2

)2

− λ1

(
λ3

λ2

)
= 0. (22)

З рiвняння (20) випливає, що

µ = ±λ2, якщо λ̃ = 0, µ = |λ2|, якщо λ̃ 6= 0.

З рiвняння (21) знаходимо, що

λ1 =

(
− 4

n− 1
+ λ̃

)
λ3

λ2
. (23)

Пiдставивши в рiвняння (22), отримуємо

λ4 =
n− 3

n− 1

(
λ3

λ2

)2

. (24)

Отже, рiвняння (1) має розв’язок

u = k

(√
−λ3

λ2

) 2
n−1

[
tanh

(√
−λ3

λ2
(x+ |λ2|t) + C

)] 2
n−1

,

де k визначається формулою (6), а коефiцiєнти a1, a2, a3, a4 рiвня-
ння (1) визначаються спiввiдношеннями (7), (23), (24). Вiдзначимо,
що розв’язки рiвняння (1) для λ = 0 наведенi в [3].
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Аналогiчно показуємо, що розв’язками рiвняння (1) є функцiї

u = k

(√
−λ3

λ2

) 2
n−1

[
tanh

(√
−λ3

λ2
(x+ |λ2|t) + C

)]− 2
n−1

,

якщо λ2λ3 < 0;

u = k

(√
λ3

λ2

) 1
n−1

[
tan

(√
λ3

λ2
(x+ |λ2|t) + C

)] 2
n−1

,

якщо λ2λ3 > 0.
Випадок a0 = 0. Рiвняння (1) набуває вигляду

ut = uxx + λu
n−1

2 ux + a1u+ a2u
n+1

2 + a3u
3−n

2 + a4u
2−n. (25)

Будемо вважати, що в рiвняннi (25) λ 6= 0. З рiвняння (5) знаходимо,
що

k
n−1

2 =
n+ 1

λ(n− 1)
.

Отже, розв’язками рiвняння (25) є функцiї

u =
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√
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) 2
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[
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λ2
(x+ |λ2|t) + C
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,

u =

(
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√
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) 2
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[
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−λ3
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,

u =

(
n+ 1
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) 2
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.
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