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Побудовано нееквiвалентнi реалiзацiї двох п’ятивимiрних алгебр Лi в
класi векторних полiв з довiльною скiнченною кiлькiстю змiнних. Зна-
йдено також вiдповiднi групи автоморфiзмiв та множини мегаiдеалiв.

Inequivalent realizations of two five-dimensional Lie algebras are construc-
ted. The corresponding groups of automorphisms and sets of megaideal are
found.

Однiєю з важливих проблем сучасного групового аналiзу диферен-
цiальних рiвнянь є задача опису реалiзацiй алгебр Лi в певному кла-
сi векторних полiв. Вiдомi реалiзацiї бiльш широких класiв алгебр
Лi дозволяють ефективно розв’язувати задачi групової класифiкацiї
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, опису гравiтацiй-
них полiв загального вигляду, iнварiантних вiдносно групи рухiв та
групи конформних перетворень, iнтегрування звичайних диференцi-
альних рiвнянь, опису систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
що допускають нелiнiйний принцип суперпозицiї тощо (див., напри-
клад [1–8]).

Важливi та елегантнi результати щодо класифiкацiї реалiзацiй
алгебр Лi отримано самим С. Лi. Вiн прокласифiкував невиродже-
нi реалiзацiї алгебр у класi векторних полiв в просторi однiєї дiй-
сної змiнної, однiєї комплексної змiнної та двох комплексних змiн-
них [9,10]. Використовуючи геометричнi пiдходи, Лi також одержав
реалiзацiї у двох дiйсних змiнних [11, Vol. 3] (сучасний виклад цих
результатiв див. в [12]). У цiй же роботi С. Лi вказує метод повної
класифiкацiї всiх алгебр Лi векторних полiв у трьох комплексних
змiнних, проте не наводить вiдповiдних результатiв.

Реалiзацiям рiзних частинних класiв алгебр Лi присвячено бага-
то робiт. Наприклад, нещодавно побудовано повний опис реалiзацiй
всiх алгебр Лi розмiрностi n < 5 в просторах довiльної скiнченної
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кiлькостi змiнних [14]. Запропонований в [14] метод, що спирається
на поняття мегаiдеала, можна застосувати для класифiкацiї реалi-
зацiй алгебр Лi бiльш високих розмiрностей. Нами побудовано нее-
квiвалентнi реалiзацiї для ряду п’ятивимiрних алгебр Лi. Оскiльки
мегаiдеал – це iдеал алгебри Лi, iнварiантний вiдносно довiльних її
автоморфiзмiв, то як додатковий результат знайдено вiдповiднi гру-
пи автоморфiзмiв. Як i в [15], використано канонiчнi комутацiйнi
спiввiдношення алгебр Лi з класифiкацiї Мубаракзянова [13].

У цiй роботi наведено повнi перелiки нееквiвалентних реалiзацiй
для двох п’ятивимiрних алгебр Лi. Для кожної розглянутої алгеб-
ри A подано ненульовi комутацiйнi спiввiдношення, загальний ви-
гляд матриць, що визначають повну групу автоморфiзмiв Aut(A) та
групу внутрiшнiх автоморфiзмiв Int(A), множину M0 власних ме-
гаiдеалiв (окрiм {0} та самої алгебри A) i перелiк нееквiвалентних
реалiзацiй в класi векторних полiв з довiльною скiнченною кiлькiстю
змiнних.

Нижче використано такi позначення: ei – базиснi елементи алгеб-
ри Лi; θi, αij – довiльнi дiйснi параметри; що задовольняють умови,
за яких вiдповiднi матрицi невиродженi; i, j = 1, 2, . . . , 5; ∂k = ∂/∂xk ;
c – довiльна стала.

A5.27 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e3, e5] = e3 + e4, [e4, e5] = e1 + e4;

Int :


eθ5 −θ3 eθ5θ2 θ5e

θ5 θ1

0 1 0 0 0
0 0 eθ5 0 θ3

0 0 θ5e
θ5 eθ5 θ4

0 0 0 0 1

 ;

Aut :


α33 −α35 α13 −α33α25 + α43 α15

0 1 0 0 α25

0 0 α33 0 α35

0 0 α43 α33 α45

0 0 0 0 1

 ;

M0 : 〈e1〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e2, e3, e4〉;

Реалiзацiї:

1) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x4)∂2 + x4∂4 + ∂5;
2) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, (x1 + x2)∂1 + (x2 + x4)∂2 + x4∂4;
3) ∂1, ∂3, x3∂1+x4∂2+x5∂3, ∂2, (x1+x2)∂1+x2∂2+x4∂3 − ∂4 − x5∂5;
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4) ∂1, ∂3, x3∂1+ln(cx4)∂2+x4∂3, ∂2, (x1+x2)∂1+x2∂2+ln(cx4)∂3−x4∂4;
5) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2, (x1 + x2)∂1 + x2∂2 + x4)∂3 − ∂4;
6) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1, (x1 + x2x4)∂1 − ∂2 + x4∂4;
7) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3 − x4∂4;
8) ∂1, ∂3, x3∂1 + cex2∂3, x2∂1, x1∂1 − ∂2 − x2∂3.

A5.29 : [e2, e3] = e1, [e1, e5] = e1, [e2, e5] = e2, [e3, e5] = e4;

Int :


eθ5 −θ3e

θ5 θ2 0 θ1

0 eθ5 0 0 θ2

0 0 1 0 0
0 0 θ5 1 θ3

0 0 0 0 1

 ;

Aut :


α22α33 α12 α33α25 0 α15

0 α22 0 0 α25

0 0 α33 0 0
0 0 α43 α33 α45

0 0 0 0 1

 ;

M0 : 〈e1〉, 〈e4〉, 〈e1, e2〉, 〈e1, e4〉, 〈e1, e2, e3, e4〉;

Реалiзацiї:

1) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, x1∂1 + x4∂2 + x3∂3 + ∂5;
2) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, x1∂1 + x4∂2 + x3∂3 + x5∂4;
3) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, ∂2, x1∂1 + x4∂2 + x3∂3 + c∂4;
4) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2 + x5∂3, ∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4 + x5∂5

5) ∂1, ∂3, x3∂1 + ln(cx4)∂2 + x4∂3, ∂2, x1∂1 + x3∂3 + x4∂4;
6) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂2, ∂2, x1∂1 + x3∂3 − ∂4;
7) ∂1, ∂3, x3∂1 + ∂4, x2∂1, x1∂1 + x2∂2 + x3∂3;
8) ∂1, ∂3, x3∂1 + x4∂3, x2∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3 + x4∂4;
9) ∂1, ∂3, x3∂1 + cx2∂3, x2∂1, x1∂1 + x2∂2 + (x3 − x2)∂3.

Вiдзначимо, що наведенi результати є вiдносно компактними. По-
будова реалiзацiй для iнших п’ятивимiрних алгебр Лi, яких загалом
бiльше 60, хоча i не викликає принципових труднощiв, але пов’язана
iз громiздкими обчисленнями. У зв’язку з цим доцiльно розробити
алгоритм їх знаходження, який можна повнiстю реалiзувати в систе-
мах символьних обчислень.
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