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Лебегiвськi властивостi розподiлу
випадкової величини з незалежними
s-ковими цифрами

In the paper, we consider random variable ψ with independent s-
adic digits. The necessary and sufficient conditions for the probability
distribution function of ψ to satisfy Lipschitz and Hölder conditions
are discussed.

У роботi розглядається випадкова величини ψ з незалежними s-
ковими цифрами. Вивчаються (або: обговорюються) необхiднi й
достатнi умови, коли функцiя розподiлу ψ задовольняє умови Лi-
пшиця i Гьольдера.

Вступ

Нехай ψk – послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi
набувають значень 0,1,...,s−1 з ймовiрностями p0k, p1k, ..., p(s−1)k
вiдповiдно.

Випадкова величина

ψ =
∞∑
k=1

ψks
−k
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називається випадковою величиною з незалежними s-ими ци-
фрами.

За теоремою Джессена-Вiнтнера [11] випадкова величина ψ
має чистий розподiл, тобто або чисто дискретний, або чисто аб-
солютно неперервний, або чисто сингулярний.

За теоремою П.Левi [12] розподiл ψ дискретний тодi i тiльки
тодi, коли

∞∏
k=1

max{pik}
0≤i≤s−1

> 0.

Задача про тип розподiлу випадкової величини ψ повнiстю
розв’язана Чатерджi [10], а пiзнiше ця ж задача розв’язується в
роботi Марсальї [13].

Теорема 1. Випадкова величина ψ має чистий розподiл, при-
чому

1)дискретний тодi i тiльки тодi, коли

∞∏
k=1

max{ p0n; p1n; ...; p(s−1)n} > 0; (1)

2) абсолютно неперервний тодi i тiльки тодi, коли

+∞∑
k=1

((p0k −
1

s
)2 + ...+ (p(s−1)k −

1

s
)2) < +∞; (2)

3)сингулярний тодi i тiльки тодi коли
∞∏
k=1

max{pik}0≤i≤s−1 = 0;

∞∑
k=1

((p0k − 1
s )2 + ...+ (p(s−1)k − 1

s )2) = +∞.
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2.Умови Лiпшиця i Гьольдера для функцiї
розподiлу випадкової величини з незалежни-
ми s-ими цифрами.

Теорема 2. Якщо Fψ(x) задовольняє умову Лiпшиця, тобто
iснує стала L > 0 така, що

|Fψ(x2)− Fψ(x1)| ≤ L|x2 − x1|∀x1, x2 ∈ R,

то
∞∑
k=1

(max{pik}
0≤i≤s−1

−1

s
) < +∞.

Доведення. Нехай (αk) — послiдовнiсть така, що для кожного
натурального k:

αk ∈ {0, ..., s− 1} = As

i
pαkk = max{p0k; ...; p(s−1)k}.

Якщо Fψ(x) задовольняє умову Лiпшиця, то, очевидно, розподiл
ψ неперервний.

Зрозумiло, що

Fψ(∆s
α1α2...αn(s−1))− Fψ(∆s

α1α2...αn(0)
) =

P{ψ ∈ [∆s
α1α2...αn(0)

; ∆s
α1α2...αn(s−1)]} =

= P{ψ1 = α1}P{ψ2 = α2}...P{ψn = αn}P{ψn+1 ∈ As}P{ψn+2 ∈ As}... =

= pα11pα22...pαnn.

Оскiльки

∆s
α1α2...αn(s−1) −∆s

α1α2...αn(0)
=

1

sn
,

то за умовою

Fψ(∆s
α1α2...αn(s−1))− Fψ(∆s

α1α2...αn(0)
) ≤ L

sn
,
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тобто
snpα11pα22...pαnn ≤ L,∀n ∈ N.

Позначимо
bn = snpα11pα22...pαnn,

тодi для кожного натурального n:

bn+1

bn
= spαn+1(n+1) = smax{p0(n+1); ...; p(s−1)(n+1)} ≥ 1.

Отже, для кожного n ∈ N :

bn ≤ bn+1 ≤ L,

тобто послiдовнiсть (bn) збiжна, а тому

∞∏
k=1

(smax{p0k; ...; p(s−1)k}) > 0.

Оскiльки
smax{p0k; ...; p(s−1)k} ≥ 1,

то маємо:
∞∑
k=1

(smax{p0k; ...; p(s−1)k} − 1) < +∞,

тому
∞∑
k=1

(max{p0k; ...; p(s−1)k} −
1

s
) < +∞.

�

Теорема 3. Якщо

∞∑
k=1

(max{p0k; ...; p(s−1)k} −
1

s
) <∞,
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то Fψ(x) задовольняє умову Лiпшиця з сталою

L =

∞∏
k=1

(smax{p0k; ...; p(s−1)k}),

яка є непокращуваною.

Доведення.
Нехай (αk) — послiдовнiсть така, що для кожного натураль-

ного k:
αk ∈ {0, ..., s− 1} = As

i
pαkk = max{p0k; ...; p(s−1)k}.

Якщо
∞∑
k=1

(max{p0k; ...; p(s−1)k} −
1

s
) < +∞,

то
lim
k→∞

max{p0k; ...; p(s−1)k} =
1

s
,

тому
∞∏
k=1

max{pik}
0≤i≤s−1

= 0

i за теоремою П.Левi розподiл ψ неперервний.
Оскiльки

smax{p0k; ...; p(s−1)k} ≥ 1,

то маємо:

L =

∞∏
k=1

(smax{p0k; ...; p(s−1)k}) > 0,

звiдки
snpα11pα22...pαnn ≤ L,∀n ∈ N.
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Зрозумiло, що для заданого n ∈ N i m ∈ {0, 1, ..., sn−1}, iснують
β1, β2, ..., βn ∈ As такi, що

m

sn
= ∆s

β1β2...βn(0)
,

тодi
m+ 1

sn
= ∆s

β1β2...βn(s−1).

Маємо:

Fψ(
m+ 1

sn
)− Fψ(

m

sn
) = P{ψ ∈ [∆s

β1β2...βn(0)
; ∆s

β1β2...βn(s−1)]} =

= pβ11pβ22...pβnn ≤ pα11pα22...pαnn ≤
L

sn

Нехай m, k ∈ {0, 1, ..., sn − 1}. Якщо m > k, то враховуючи
останню нерiвнiсть маємо:

(Fψ(
m

sn
)−Fψ(

k

sn
)) =

m−k−1∑
i=0

(Fψ(
m− i
sn

)− Fψ(
m− i− 1

sn
)) ≤ L(m− k)

sn
.

Якщо m = k, то

Fψ(
m

sn
)− Fψ(

k

sn
) =

m

sn
− k

sn
.

Отже

Fψ(
m

sn
)− Fψ(

k

sn
) ≤ Lm

sn
− Lk

sn
∀m, k ∈ {0, 1, ..., sn − 1},m ≥ k.

Нехай x2, x1 ∈ [0; 1), x2 ≥ x1.
Зрозумiло, що [snx2] ≥ [snx1] i [snt] ≤ snt ∀n ∈ N , тому iснує

n0 ∈ N :
[snx2] ≤ sn − 1 ∀n > n0.

Маємо:

Fψ(
[snx2]

sn
)− Fψ(

[snx1]

sn
) ≤ (

L[snx2]

sn
− L[snx1]

sn
) ∀n > n0 (3)
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Оскiльки Fψ(x) неперервна i

[snxj ]

sn
= xj −

{snxj}
sn

→ xj(n→∞), j ∈ As,

то з нерiвностi (3) при n→∞ отримаємо:

Fψ(x2)− Fψ(x1) ≤ (x2 − x1) ∀x2, x1 ∈ [0; 1), x2 ≥ x1 (4)

Перейшовши до границi n→∞ в нерiвностi:

Fψ(1− 1

n
)− Fψ(x1) ≤ (1− 1

n
− x1), x1 ∈ [0; 1)

отримаємо:

Fψ(x2)− Fψ(x1) ≤ (x2 − x1) ∀x2, x1 ∈ [0; 1), x2 ≥ x1 (5)

Оскiльки функцiя Fψ(x) неспадна, то останню нерiвнiсть можна
переписати, у виглядi:

|Fψ(x2)− Fψ(x1)| ≤ L|x2 − x1| ∀x1, x2 ∈ [0; 1].

звiдки випливає, що Fψ(x) задовольняє умову Лiпшиця.
Оскiльки

Fψ(∆s
α1α2...αn(1)

)− Fψ(∆s
α1α2...αn(0)

)

1
sn

= snpα11pα22...pαnn → L(n→∞)

то стала L є непокращуваною.
� Враховуючи теореми 2 i 3 отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 4. Функцiя Fψ(x) задовольняє умову Лiпшиця тодi i
тiльки тодi, коли

∞∑
k=1

(max{p0k; ...; p(s−1)k} −
1

s
) < +∞. (6)

В подальшому доведемо наступну лему.
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Лема 5. Для довiльного стохастичного вектора (p1, p2, ..., ps)
виконується нерiвнiсть:

(p1 −
1

s
)2 + ...+ (ps −

1

s
)2 ≤ (s3 + s)(max{p1; ...; ps} −

1

s
)2.

Доведення. Зрозумiло, що iснують набори iндексiв j1, ..., jk i
i1, ..., il такi, що

{j1; ...; jk} ∪ {i1; ...; il} = As,

pj1 =
1

s
− xj1 , ..., pjk =

1

s
− xjk ,

pi1 =
1

s
+ yi1 , ..., pil =

1

s
+ yil ,

xj1 , ..., xjk , yi1 , ..., yil ≥ 0.

Оскiльки
p1 + p2 + ...+ ps = 1,

то
xj1 + ...+ xjk = yi1 + ...+ yil .

Не обмежуючи загальностi нехай

xj1 = max{xj1 ; ...;xjk}

i
yi1 = max{yi1 ; ...; yil}.

Маємо:

xj1 ≤ xj1 + ...+ xjk = yi1 + ...+ yil ≤ syi1 ,

звiдки

(p1 −
1

s
)2 + ...+ (ps −

1

s
)2 = x2j1 + ...+ x2jk + y2i1 + ...+ y2il ≤

sx2j1 + sy2i1 ≤ (s3 + s)y2i1 = (s3 + s)(max{p1; ...; ps} −
1

s
)2.
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� З, вище доведеної леми, випливає, що з умови (6) випливає
умова (2), що не випадково, адже з виконання умови Лiпщиця
випливає абсолютна неперервнiсть вiдповiного розподiлу.

Однак, обернене твердження не є правильним, тобто випад-
кова величина ψ може мати абсолютно неперервний розподiл,
але не задовольняти умову Лiпшиця, про що свiдчить наступний
приклад:

p0n =
1

s
− 1

sn
, p(s−1)n =

1

s
+

1

sn
, p1n = ... = p(s−2)n =

1

s
∀n ∈ N.

Безумовно логiчно розглянути питання, при яких умовах
Fψ(x) задовольняє умову Гьольдера.

Потрiбно зазначити, що не кожна функцiя розподiлу її задо-
вольняє.

Розглянемо функцiю

g(x) =


0, якщо x ∈ [−∞; 0];

1
C(n+1)2

(x−1+ 1
2n )

1
n+1 +bn, якщо x∈ [1− 1

2n ; 1− 1
2n+1], n ∈ Z+;

1, якщо x ∈ [1; +∞];

де

C =

∞∑
k=1

1

2(k + 1)2

i (bk) — послiдовнiсть, задана рекурентим спiввiдношенням:

bk+1 = bk +
1

2C(k + 1)2
, b0 = 0.

Оскiльки

g(1− 1

2n
) = bn =

n∑
k=1

1

2C(k + 1)2
→ 1(n→∞),

то очевидно g(x) є функцiює розподiлу.
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Однак, якщо припустити, що g(x) задовольняє умову Гьоль-
дера з показником λ i сталою L, то матимемо:

g(1− 1
2n+1 )− g(1− 1

2n )

(1− 1
2n+1 − (1− 1

2n ))λ
=

2λ(n+1)−1

C(n+ 1)2
→ +∞(n→ +∞),

маємо суперечнiсть.

Теорема 6. Якщо Fψ(x) задовольняє умову Гьольдера, тобто
iснують сталi L > 0 i γ ∈ (0; 1) такi, що

|Fψ(x2)− Fψ(x1)| ≤ L|x2 − x1|γ∀x1, x2 ∈ R,

то

lim
n→∞

n∑
k=1

ln(max{p0k; ...; p(s−1)k})

n
< 0.

Доведення. Нехай iснують сталi L > 0 i γ ∈ (0; 1) такi що

|Fψ(x2)− Fψ(x1)| ≤ L|x2 − x1|γ∀x1, x2 ∈ R,

Припустимо, що

lim
n→∞

n∑
k=1

ln(max{p0k; ...; p(s−1)k})

n
= 0,

тодi

lim
n→∞

n

√√√√ n∏
k=1

max{p0k; ...; p(s−1)k} = 1.

Розглянемо число ε ∈ (0; 1 − 1
sγ ), тодi iснує послiдовнiсть (nj)

натуральних чисел, така що

nj

√√√√ nj∏
k=1

max{p0k; ...; p(s−1)k} >
1

sγ
+ ε, ∀j ∈ N
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тобто
nj∏
k=1

max{p0k; ...; p(s−1)k} > (
1

sγ
+ ε)nj , ∀j ∈ N

Нехай (αk) — послiдовнiсть, така що для кожного натурального
k:

αk ∈ As

i
pαkk = max{p0k; ...; p(s−1)k}.

Маємо:

Fψ(∆s
α1α2...αnj (1)

)− Fψ(∆s
α1α2...αnj (0)

)

1
sγn

= sγnpα11pα22...pαnjnj >

sγnj (
1

sγ
+ ε)nj = (1 + sγε)nj →∞(j →∞)

тобто умова не виконується для чисел x2 = ∆s
α1α2...αnj (1)

i x1 =

∆s
α1α2...αnj (0)

при достатньо великому натуральному j. Прийшли
до суперечностi. �

Лема 7. Якщо виконується умова

lim
k→∞

max{p0k; ...; p(s−1)k} = 1,

то функцiя Fψ(x) не задовольняє умову Гельдера.

Доведення. Позначимо

Sn =
n∑
k=1

ln(max{p0k; ...; p(s−1)k}).

Оскiльки

Sn+1 − Sn
n+ 1− n

= ln(max{p0(n+1); ...; p(s−1)(n+1)})→ 0(n→ +∞),
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то за теоремою Штольця

lim
n→∞

n∑
k=1

ln(max{p0k; ...; p(s−1)k})

n
= 0,

i за теоремою 6 функцiя Fψ(x) не задовольняє умову Гельдера. �
Враховуючи попередню лему i теорему П.Левi маємо наступний
наслiдок

Наслiдок 8. Якщо

lim
k→∞

max{p0k; ...; p(s−1)k} = 1

i
∞∏
k=1

max{pik}
0≤i≤s−1

= 0,

то функцiя Fψ(x), будучи неперевною, не задовольняє умову
Гельдера.

Лема 9. Для довiльного натурального n i дiйсного x виконує-
ться рiвнiсть

Fψ(x)=
∑

α1,...,αn
α1,...,αn∈{0,...,s−1}

pα11·. . .·pαnnFWn(snx−(sn−1α1+s
n−2α2+...+αn)),

де
Wn =

ψn+1

s1
+
ψn+2

s2
+ ....

Доведення. Якщо випадковi величини χ1 i χ2 незалежнi, причому
випадкова величина χ1 набуває значень a1, a2, ... з ймовiрностями
q1, q2, ... вiдповiдно, то для дiйсного k > 0 маємо:

Fχ1+
χ2
k

(x) =
∑
j

P{ χ1 = aj}P{ aj+
χ2

k
< x} =

∑
j

qjFχ2(k(x−aj)).
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Оскiльки
ψ = ηn +

Wn

sn
,

де випадкова величина

ηn =
ψ1

s1
+
ψ2

s2
+ ...

ψn
sn

набуває значень
α1

s1
+
α2

s2
+ ...+

αn
sn

з ймовiрностями
pα11 · pα22 · ...pαnn

по всiм наборами (α1, α2, . . . , αn) таким, що (α1, α2, . . . , αn ∈
{0, ..., s− 1}) вiдповiдно, то маємо потрiбне. �

Лема 10. Якщо для чисел a, b, x, y ∈ [0; 1] виконуються нерiв-
ностi

|x− y| ≥ τ ;

a = max{a; b} ≤ η

для деяких додатних чисел τ i η, то

|ax− by| ≤ (η +
η

τ
)|x− y|.

Доведення. Зрозумiло, що

|ax− by
x− y

| = |a+
ay − by
x− y

| ≤ |a|+ |a− b||y|
|x− y|

≤ a+
a

|x− y|
≤ η +

η

τ
,

звiдки i випливає потрiбне.
�

Лема 11. Якщо 2 < s ∈ N i ρ∗ > 0, λ ∈ (0; 1), то для кожного
z ∈ [1s ; 2

s ]

1 + ρ∗z ≤ Azλ
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де
A = max{ϕ(

1

s
);ϕ(

2

s
)},

причому

ϕ(t) =
1

tλ
+ ρ∗z1−λ.

Доведення. Оскiльки

ϕ′(t) = −λt−λ−1 + ρ∗(1− λ)t−λ =
t−λ(ρ∗(1− λ)t− λ)

t
,

то легко бачити, що

max
z∈[ 1

s
; 2
s
]
ϕ(z) = max{ϕ(

1

s
);ϕ(

2

s
)}

�

Теорема 12. Якщо

lim
n→∞

max{p0k; ...; p(s−1)k}) = γ < 1, (7)

i
lim
n→∞

max{p0k; ...; p(s−1)k}) = ρ > 0, (8)

то Fψ(x) задовольняє умову Гьольдера, а саме: для кожного λ ∈
(0;− logs γ) iснує додатне дiйсне число C(λ) таке, що

|Fψ(x2)− Fψ(x1)| ≤ C(λ)|x2 − x1|λ ∀x1, x2 ∈ R.

Доведення. Нехай γ1 ∈ (γ; 1) тодi iснує натуральне n0 таке, що

max{p0k; ...; p(s−1)k}) < γ1 ∀k > n0.

Покажемо, що

|FWn0
(x2)− FWn0

(x1)| ≤ C1|x2 − x1|− logs γ1 ∀x1, x2 ∈ R.
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Нехай

∆s
0,β1β2...βlδl+1δl+2...

= x1 > x2 = ∆s
0,β1β2...βlρl+1ρl+2...

(δl+1 6= ρl+1).

Зрозумiло, що

[slx1] = sl−1β1 + sl−2β2 + ...+ βl = [slx2]

i за лемою 9 маємо:
|FWn0

(x1)− FWn0
(x2)| =

= pβ1(n0+1+l) · . . . · pβn(n0+1+l)|FWn0+l
(x∗1)− FWn0+l

(x∗2)| ≤

≤ γl1|FWn0+l
(x∗1)− FWn0+l

(x∗2)|,

де
x∗1 = {slx1} = ∆s

0,δl+1δl+2...

i
x∗2 = {slx2} = ∆s

0,ρl+1ρl+2...
.

Розглянемо випадки.
1) δl+1 − ρl+1 > 1.

Оскiльки

x∗1 − x∗2 ≥
2

s
−

+∞∑
n=2

s− 1

sn
=

1

s

i
FWn0+l

(x∗1)− FWn0+l
(x∗2) ≤ 1,

то

FWn0+l
(x∗1)− FWn0+l

(x∗2) ≤ s(x∗1 − x∗2) ≤ s(x∗1 − x∗2)− logs γ1 .

1) δl+1 − ρl+1 = 1. Оскiльки

x∗1 > x∗2,
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то можливi два випадки.
A) Iснує натуральне число m таке, що

δl+1+m − ρl+1+m < s− 1

i для кожного 1 < j < m:{
δl+1+j = 0;
ρl+1+j = s− 1,

тобто
x∗1 = ∆s

0,(ρl+1+1)0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m

δl+1+m...

i
x∗2 = ∆s

0,ρl+1 s− 1, ..., s− 1︸ ︷︷ ︸
m

ρl+1+m...
.

Маємо:
[smx∗1]− [smx∗2] =

(ρl+1+1)sm−1−(ρl+1s
m−1+(s−1)sm−2+(s−1)sm−3...+s−1) = 1

i за лемою 9 маємо:
|FWn0

(x∗1)− FWn0
(x∗2)| =

p(ρl+1+1)(n0+1+l) · p0(n0+2+l) · ...p0(n0+1+m+l)FWn0+l+m
(x∗∗1 )−

−pρl+1(n0+1+l)·p(s−1)(n0+2+l)·...p(s−1)(n0+1+m+l)(FWn0+l+m
(x∗∗2 )−1) ≤

pρl+1(n0+1+l) · p(s−1)(n0+2+l) · ...p(s−1)(n0+1+m+l)+

+|p(ρl+1+1)(n0+1+l) · p0(n0+2+l) · ...p0(n0+1+m+l)FWn0+l+m
(x∗∗1 )−

−pρl+1(n0+1+l) · p(s−1)(n0+2+l) · ...p(s−1)(n0+1+m+l)(FWn0+l+m
(x∗∗2 )|,

де
x∗∗1 = {smx∗1} = ∆s

0,0δl+1+m...
,

x∗∗2 = {smx∗2} = ∆s
0,(s−1)ρl+1+m...

.
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Зрозумiло, що

FWn0+l+m
(x∗∗2 )−FWn0+l+m

(x∗∗1 ) ≥ FWn0+l+m
(∆s

0,s−1)−FWn0+l+m
(∆s

0,1) =

= p(s−2)(n0+1+m+l) + ...+ p1(n0+1+m+l) ≥ ρ,

s− 1

s
≥ x∗∗2 − x∗∗1 ≥

s− 2

s
,

smx∗1−smx∗2 = [smx∗1]−[smx∗2]+{smx∗1}−{smx∗2} ∈ [1−s− 1

s
; 1−s− 2

s
] ≡ [

1

s
;
2

s
]

i за лемою 10 та 11

|FWn0
(x∗1)−FWn0

(x∗2)| ≤ γm1 +(1+
1

ρ
)γm1 |x∗∗2 −x∗∗1 | = γm1 +(1+

1

ρ
)γm1 |{smx∗2}−{smx∗1}| =

γm1 +(1+
1

ρ
)γm1 | smx∗2−smx∗1−[smx∗2]+[smx∗1]| = γm1 +(1+

1

ρ
)γm1 | 1+sm(x∗1−x∗2)| ≤

≤ γm1 +(1+
1

ρ
)γm1 | sm(s2+1)(x∗1−x∗2)| = γm1 (1+(s2+1+

s2 + 1

ρ
))|smx∗1−smx∗2| ≤

≤ Aγm1 |smx∗1 − smx∗2|− logs γ1 = A|x∗1 − x∗2|− logs γ1 ,

де
A = max{g(

1

s
); g(

2

s
)},

g(t) = tlogs γ1 + (s2 + 1 +
s2 + 1

ρ
)t1+logs γ1 .

B)Виконуються рiвностi:

x∗1 = ∆s
0,(ρl+1+1)δl+1...

i
x∗2 = ∆s

0,ρl+1ρl+1...
,

де
δl+1 − ρl+1 < s− 1
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Оскiльки

x∗1 − x∗2 ≥
1

s
−

+∞∑
n=2

s− 1

sn
+

1

s2
=

1

s2
,

то

FWn0+l
(x∗1)− FWn0+l

(x∗2) ≤ 1 ≤ s2(x∗1 − x∗2) ≤ s2(x∗1 − x∗2)− logs γ1 .

Отже,

FWn0+l
(x∗1)− FWn0+l

(x∗2) ≤ B(x∗1 − x∗2)− logs γ1 ,

де

B = max{g(
1

s
); g(

2

s
); s2}.

Маємо: |FWn0
(x1)− FWn0

(x2)| =

= γl1|FWn0+l
(x∗1)− FWn0+l

(x∗2)| ≤ γl1B({slx1} − {slx2})− logs γ1 =

= γl1B(slx1 − slx2)− logs γ1 = B(x1 − x2)− logs γ1 .

Враховуючи лему 9 маємо:

|Fψ(z1)− Fψ(z2)| =
∑

α1,α2,...,αn
α1,α2,...,αn∈{0,...,s−1}

pα11 · pα22 · ...pαnn×

×
∣∣FWn0

(snz1 − (sn−1α1 + sn−2α2 + ...+ αn))−

−FWn0
(snz2 − (sn−1α1 + sn−2α2 + ...+ αn))

∣∣ ≤∑
α1,α2,...,αn

α1,α2,...,αn∈{0,...,s−1}

pα11·pα22·...pαnn×((sn0)− logs γ1
∑
j

B|z1−z2|− logs γ1) =

=
B

γn0
1

|z1 − z2|− logs γ1 .

�
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Теорема 13. Нехай

lim
k→∞

min{p0k; ...; p(s−1)k} > 0,

lim
k→+∞

max{p0k; ...; p(s−1)k} = γ < 1.

Якщо

lim
k→∞

k∑
j=1

(max{p0j ; ...; p(s−1)j} − γ) < +∞,

то Fψ(x) задовольняє умову Гьольдера з показником − logs γ,
який є непокращуваним.

Якщо

lim
k→∞

k∑
j=1

(max{p0j ; ...; p(s−1)j} − γ) = +∞,

то Fψ(x) задовольняє умову Гьольдера з довiльним показником
λ ∈ (0;− logs γ), але не задовольняє умову Гьольдера з показни-
ком − logs γ.

Доведення. Нехай

εj = max{p0j ; ...; p(s−1)j} − γ

i

lim
k→∞

k∑
j=1

(max{p0j ; ...; p(s−1)j} − γ) < +∞,

тодi iснує стала C така, що

k∑
j=1

εj < C, ∀k ∈ N,

Можливi два випадки:
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1) виконується умова:

D =
+∞∑
j=1

εj < +∞.

Нехай δ — достатньо мале додатне число, тодi iснуєM ∈ N таке,
що

k∑
j=1

εj ∈ (D − δ;D + δ) ∀j > M, j ∈ N.

Для довiльних натуральних r > l > M маємо:

∑
l≤j≤r

εj =

r∑
j=1

εj −
l∑

j=1

εj > D − δ − (D + δ) = −2δ;

∑
l≤j≤r

εj =

r∑
j=1

εj −
l∑

j=1

εj < D + δ − (D − δ) = 2δ;

Позначимо
E = max

l≤j≤r≤M
{
∑
l≤j≤r

εj},

тодi ∑
l≤j≤r

εj < max{E; 2δ} = G ∀l, r ∈ N.

Зрозумiло, що
r∏
j=l

max{p0j ; ...; p(s−1)j} =

=

r∏
j=l

(εj + γ) ≤ γl−r
r∏
j=l

(1 +
εj
γ

) ≤ γl−re
∑
l≤j≤r

εj
γ ≤ γl−re

G
γ .

2) виконується умова:

+∞∑
j=1

εj = −∞.
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Iснує K ∈ N таке, що

εj < 0 ∀j > K, j ∈ N.

Позначимо
H = max

l≤j≤r≤K
{
∑
l≤j≤r

εj},

тодi ∑
l≤j≤r

εj < max{K; 0} = T ∀l, r ∈ N.

Зрозумiло, що

r∏
j=l

max{p0j ; ...; p(s−1)j} =
r∏
j=l

(εj + γ) ≤ γl−r
r∏
j=l

(1 +
εj
γ

) ≤ γl−re
T
γ .

Отже, для константи L = max{e
G
γ ; e

T
γ } маємо:

r∏
j=l

max{p0j ; ...; p(s−1)j} ≤ Lγl−r ∀l ≥ r ∈ N

i враховуючи доведення теореми 12 легко бачити, що

|Fψ(x1)− Fψ(x2)| ≤ |z1 − z2|− logs γ ∀x1, x2 ∈ R

Покажемо, що показник − logs γ є непокращуваним. Припустимо
протилежне, тобто Fψ(x) задовольняє умову Гьольдера з пока-
зником − logs γ1, де γ1 < γ.

Нехай (αk) — послiдовнiсть, така що для кожного натураль-
ного k:

αk ∈ As

i
pαkk = max{p0k; ...; p(s−1)k}.



Лебегiвськi властивостi розподiлу випадкової величини 57

Оскiльки для довiльних z1, z2, ..., zn ∈ [−1; 1] виконується нерiв-
нiсть

(1− z1)(1− z2)...(1− zn) ≥ 1− (z1 + z2 + ...+ zn),

то маємо:

Fψ(∆s
α1α2...αn(s−1))− Fψ(∆s

α1α2...αn(0)
)

(1s )− logs γ1
=

n∏
i=1

(
γ

γ1
+
εi
γ1

) ≥

≥
n∑
i=1

(
γ

γ1
+
εi
γ1

)→ +∞(n→∞).

Нехай

lim
k→∞

k∑
j=1

(max{p0j ; ...; p(s−1)j} − γ) = +∞.

Враховуючи теорему 12 легко бачити, що Fψ(x) задовольняє
умову Гьольдера з довiльним показником λ ∈ (0;− logs γ).

Покажемо, що Fψ(x) не задовольняє умову Гьольдера з пока-
зником − logs γ. Припустимо протилежне.

Зрозумiло, що iснує послiдовнiсть натуральних чисел (nk) та-
ка, що

lim
k→+∞

εnk = +∞.

Маємо:

Fψ(∆s
α1α2...αnj (s−1)

)− Fψ(∆s
α1α2...αnj (0)

)

(1s )− logs γ
=

nj∏
i=1

(1 +
εi
γ

) ≥

≥
nj∑
i=1

(1 +
εi
γ

)→ +∞(j →∞).

�
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Потрiбно вiдмiтити, що умови (7) та (8) не є необхiдними для
того, щоб Fψ(x) задовольнала умову Гьольдера. Наведемо вiдпо-
вiдний приклад.

Нехай δ — достатньо мале додатне число i

(p0k; ...; p(s−1)k) =

{
(1s ; 1

s ; ...; 1
s ; 1

s − δ;
1
s + δ), якщо k — парне;

(1− 1
2n ; 0; ...; 0; 1

2n), якщо k — непарне

Маємо:
ψ = η1 + η2,

де

η1 =

+∞∑
j=1

ψ2j

(s2)j
,

η2 =
+∞∑
j=1

ψ2j−1
s2j−1

,

Враховуючи теорему 12 легко бачити, що Fη1(x) задовольняє
умову Гьольдера показником λ ∈ (0;− logs γ).
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