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Двоїстi системи кодування дiйсних
чисел з нескiнченним алфавiтом i
зв’язки мiж ними

We study relations between two self-similar systems for representati-
on of real numbers with infinite alphabet and zero redundancy based
on expansions of numbers in positive and alternating binary series.
Expression for conversion of digits of first representation of number
to digits of its second representation is found.
Key words: binary representation of numbers, ∆]-representation of
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representation, relation between digits of different representations.

Робота присвячена вивченню взаємозв’язкiв мiж двома самоподi-
бними системами зображення дiйсних чисел iз нескiнченним ал-
фавiтом i нульовою надлишковiстю, що ґрунтуються на розкла-
дах чисел у додатнi й знакозмiннi двiйковi ряди. Знайдено вираз
цифр числа одного зображення через цифри iншого його зобра-
ження.
Ключовi слова: двiйкове зображення чисел, ∆]-зображення чи-
сел, ∆2∞ -зображення чисел, двiйковий ряд, проектор одного зо-
браження числа в iнше, зв’язок мiж цифрами рiзних зображень.
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Вступ

Для вивчення математичних об’єктiв зi складною локальною
тополого-метричною структурою i фрактальними властивостя-
ми, зокрема, функцiй, ймовiрнiсних мiр, динамiчних систем то-
що, все ширше використовують рiзнi системи кодування (зобра-
ження) дiйсних чисел [1, 16, 18], в тому числi i системи з нескiн-
ченним алфавiтом [4, 9, 14, 15]. Однi з них мають самоподiбнi
властивостi [7, 17, 21, 23], а iншi — нi [1, 4, 9, 10]. Геометрiя пер-
ших значно простiша i це спрощує їхнє використання.

Ця робота стосується двох систем iз N -самоподiбними власти-
востями, мiж якими iснує тiсний зв’язок i якi в певному сенсi є
двоїстими.

Деякi системи кодування дiйсних чисел iз нескiнченним ал-
фавiтом можна отримати шляхом перекодування двосимвольних
зображень чисел. Так, шляхом перекодування класичного двiй-
кового зображення числа:

(0; 1] 3 x =
α1

2
+
α2

22
+ ...+

αn
2n

+ ... ≡ ∆2
α1α2...αn...,

де αn ∈ A2 ≡ {0, 1}, можна отримати ∆2∞-зображення:

(0; 1] 3 x =
1

2c1
+

1

2c1+c2
+ . . .+

1

2c1+c2+...+cn
+ . . . ≡ ∆2∞

c1c2...cn...,

де cn ∈ A = N = {1, 2, ..., n, ...}, а саме:

∆2
α1α2...αn... = ∆2

0...0︸︷︷︸
c1−1

1 0...0︸︷︷︸
c2−1

1... 0...0︸︷︷︸
ck−1

1... = ∆2∞
c1c2...cn...,

яке вивчалось i узагальнювалось у роботах [3, 7].
Кожне число x ∈ (0; 1) має єдине 2∞-зображення. Тому коре-

ктно на (0; 1] означенi функцiї: y = ck(x), k = 1, 2, ..., якi набува-
ють натуральних значень.

Множина всiх чисел x ∈ (0; 1], якi мають 2∞-зображення, такi,
що ci(x) = si ∈ N , i = 1,m називається цилiндром рангу m iз
основою s1s2...sm i позначається ∆2∞

s1s2...sm .
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Цилiндр є пiвiнтервалом (a; b] з кiнцями

a =
1

2s1
+

1

2s1+s2
+ · · ·+ 1

2s1+s2+...sm
≡ ∆2∞

s1s2...sm−1[sm+1](1),

b = a+
1

2s1+s2+···+sm
≡ ∆2∞

s1s2...sm−1sm(1).

Дещо «схожим» до 2∞-зображення чисел є ∆]-зображення:

(0; 1] 3 x =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+...+

(−1)n−1

2a1+a2+...+an−1
+... ≡ ∆]

a1a2...an...,

де an ∈ N = {1, 2, ...n, ...}, тополого-метрична теорiя якого побу-
дована в роботах [11, 12].

Зауважимо, що ∆]-представлення числа є виразом значення
строго зростаючої сингулярно неперервної функцiї Мiнковсько-
го, який знайшов Салем [22]. Ця функцiя, яку 1911 р. запропо-
нував до розгляду Г. Мiнковський [20], означувалась в оригiна-
лi через дроби Фарея. Вона встановлює вiдповiднiсть мiж еле-
ментарним ланцюговим дробом iз елементами (an) i вiдповiдним
знакозмiнним рядом, рацiональними i квадратично iррацiональ-
ними числами.

Для кожної з указаних систем зображення чисел алфавiтом є
множина натуральних чисел. Природним є iнтерес до двох задач:

1. Який зв’язок мiж зображеннями (∆] i ∆2∞) одного i того
самого числа?

2. Якi властивостi має функцiя, аргумент i значення якої ма-
ють однаковi зображення у вказаних системах кодування, тобто

f(∆]
a1a2...an...) = ∆2∞

a1a2...an...,

ϕ(∆2∞
a1a2...an...) = ∆]

a1a2...an...?

Враховуючи, що кожне число x ∈ (0; 1] має єдине 2∞-
зображення, функцiя ϕ(x) є коректно означеною. Тодi як про
коректнiсть означення функцiї f в точках, що мають два фор-
мально рiзнi зображення, треба подбати?

Ця робота повнiстю присвячена першiй задачi.
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1. Зв’язок мiж ∆]-зображенням числа i йо-
го класичним двiйковим зображенням

Лема 1. При довiльних натуральному n i набору натуральних
чисел (a1, a2, . . . , an−1, an) число

x =
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+. . .+

(−1)n−1

2a1+...+an−1+an−1 ≡ ∆]
a1...an−1an(∅) (1)

є рацiональним числом iз пiвiнтервалу (0; 21−a1 ], причому якщо
an = 1, то

x =
n−2∑
k=1

(−1)k−1

2a1+...+ak−1
+

(−1)n−2

2a1+...+an−2+a′n−1−1
≡ ∆]

a1...an−2[an−1+1](∅),

(2)
де a′n−1 = an−1 + 1.

Рацiональнiсть числа x очевидна. Доведемо першу частину
твердження. Для цього використаємо метод математичної iнду-
кцiї. При n = 1 твердження правильне, оскiльки x = 21−a1 . При-
пускаємо iстиннiсть твердження для n = k, тобто що

1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
+ . . .+

(−1)k−1

2a1+a2+...+ak−1
= x ∈ (0; 21−a1 ].

Розглянемо n = k + 1. Очевидно, що

x =
1

2a1−1
− 1

2a1
· x1,

де x1 =
1

2a2−1
− 1

2a2+a3−1
+ . . .+

(−1)k

2a2+a3+...+ak+1−1
.

За припущенням x1 ∈ (0; 21−a2 ]. Тому

0 <
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1
≤ x =

1

2a1−1
− 1

2a1
· x1 <

1

2a1−1
,

що й треба було довести.
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Тепер доведемо другу частину твердження. Розглянувши рi-
зницю виразiв (1) i (2) при an = 1, дiстанемо:

(−1)n−2
((

1

2a1+a2+...+an−1−1 −
1

2a1+a2+...+an−1+1−1

)
−

− 1

2a1+a2+...+an−2+(an−1+1)−1

)
=

= (−1)n−2
(

1

2a1+a2+...+an−1
− 1

2a1+a2+...+an−1

)
= 0.

Отже, при an = 1 для числа x має мiсце розклад (2). Лему 1
доведено.

Лема 2. Число x, що є значенням виразiв (1) або (2), є двiйково-
рацiональним, тобто має класичне двiйкове зображення з перiо-
дом (0).

Враховуючи лему 1, ми можемо вважати, що n є числом пар-
ним, тобто n=2m. Тодi

x=

(
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1

)
+. . .+

(
1

2a1+...+a2m−1−1 −
1

2a1+...+a2m−1

)
=

=
2a2 − 1

2a1+a2−1
+

2a4 − 1

2a1+a2+a3+a4−1
+ . . .+

a2m − 1

2a1+a2+...+a2m−1
.

Оскiльки 2ai − 1 = 2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20, то

2ai − 1

2a1+a2+...+ai−1
=

2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20

2a1+a2+...+ai−1
=

=
1

2a1+a2+...+ai−1
+

1

2a1+a2+...+ai−1+1
+ . . .+

1

2a1+a2+...+ai−1
.

Тому

x =

(
1

2a1
+

1

2a1+1
+

1

2a1+2
+ . . .+

1

2a1+a2−1

)
+



130 I.М. Лисенко, Т.М. Iсаєва

+

(
1

2a1+a2+a3
+

1

2a1+a2+a3+1
+ . . .+

1

2a1+a2+a3+a4−1

)
+ . . .+

+

(
1

2a1+...+a2m−1
+

1

2a1+...+a2m−1+1
+ . . .+

1

2a1+...+a2m−1+a2m−1

)
=

= ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a3

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a4

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a5

...1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2m

(0)
.

Лему 2 доведено.

Теорема 3. Мають мiсце рiвностi:

1) ∆]
a1a2...a2k(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

(0)
;

2) ∆]
a1a2...a2ka2k+1(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k+1

1(0)
;

3) ∆]
a1a2...an... = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

...
.

1. Справедливiсть твердження 1) випливає з леми 2.
2. Оскiльки можливi випадки a2k+1 = 1 або a2k+1 > 1, то з

урахуванням рiвностей (1), (2) й леми 2 отримаємо:

∆]
a1a2...a2ka2k+1(∅) = ∆2

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k+1

1(0)
.

3. Оскiльки

x=

(
1

2a1−1
− 1

2a1+a2−1

)
+. . .+

(
1

2a1+...+a2k−1−1
− 1

2a1+...+a2k−1

)
+. . .=

=
2a2 − 1

2a1+a2−1
+

2a4 − 1

2a1+a2+a3+a4−1
+ . . .+

22k − 1

2a1+a2+...+a2k−1
+ . . .
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i 2ai − 1 = 2ai−1 + 2ai−2 + . . .+ 21 + 20, то мiркуючи аналогiчно,
отримаємо

x =

(
1

2a1
+

1

2a1+1
+

1

2a1+2
+ . . .+

1

2a1+a2−1

)
+

+

(
1

2a1+a2+a3
+

1

2a1+a2+a3+1
+ . . .+

1

2a1+a2+a3+a4−1

)
+ . . .+

+

(
1

2a1+...+a2k−1
+

1

2a1+...+a2k−1+1
+ . . .+

1

2a1+...+a2k−1+a2k−1

)
+ . . . =

= ∆2
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a1−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2

...0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
a2k−1

1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
a2k

...
.

Теорему 3 доведено.

2. Зв’язок мiж цифрами зображень одного
i того самого числа

Залежностi мiж цифрами зображень того самого числа x у рi-
зних системах кодування можна отримати через вище описаний
їхнiй зв’язок з класичним двiйковим зображенням:
x = ∆]

a1a2...an... ≡ ∆2
0...0︸︷︷︸
a1−1

1...1︸︷︷︸
a2

0...0︸︷︷︸
a3

1...1︸︷︷︸
a4

0...0︸︷︷︸
a5

...
,

x = ∆2∞
c1c2...cn... ≡ ∆2

0...0︸︷︷︸
c1−1

10...0︸︷︷︸
c2−1

10...0︸︷︷︸
c3−1

10...0︸︷︷︸
c4−1

1...
.

Розглянемо два крайнi випадки.

Лема 4. Якщо x = ∆]
a1a2...an... = ∆2∞

c1c2...cn... i при цьому a2k = 1
для будь-якого k ∈ N , то

c1 = a1, ck = a2k−1 + 1, k = 2, 3, .... (3)

Доведення. Оскiльки в цьому випадку

x = ∆]
a1a2...an... = ∆2

0...0︸︷︷︸
a1−1

10...0︸︷︷︸
a3

10...0︸︷︷︸
a5

1...
= ∆2

0...0︸︷︷︸
c1−1

10...0︸︷︷︸
c2−1

10...0︸︷︷︸
c3−1

1...
,
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то, визначаючи номер мiсця останнього нуля в серiї, матимемо
c1 − 1 = a1 − 1,
c1 − 1 + c2 − 1 + 1 = a1 − 1 + a3 + 1,
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
c1−1+c2−1+...+ck−1+(k−1) = a1−1+a3+...+a2k−1+(k−1).
Звiдки за iндукцiєю отримуємо рiвностi (3). �

Лема 5. Якщо x = ∆]
a1a2...an... = ∆2∞

c1c2...cn... i при цьому a2k > 1
для будь-якого k ∈ N , то
c1 = a1,
c1+i = 1 при i = 1, a2 − 1,
ca2+1 = a3 + 1,
ca2+1+i = 1, i = 1, a4 − 1,
ca2+a4+1 = a5 + 1,
ca2+a4+1+i = 1, i = 1, a6 − 1,
.................................................
ca2+a4+...+a2k = 1,
ca2+a4+...+a2k+1 = a2k+1 + 1,
ca2+a4+...+a2k+1+i = 1, i = 1, a2k+2 − 1, 1 < k ∈ N.
Доведення. З рiвностi

∆2
0...0︸︷︷︸
a1−1

1...1︸︷︷︸
a2

0...0︸︷︷︸
a3

1...1︸︷︷︸
a4

0...0︸︷︷︸
a5

...
= ∆2

0...0︸︷︷︸
c1−1

10...0︸︷︷︸
c2−1

10...0︸︷︷︸
c3−1

10...0︸︷︷︸
c4−1

1...

маємо: c1 = a1; якщо a2 = n > 1, то це рiвносильно системi
c2 = c3 = ... = cm = 1, тобто c1+i = 1 при i = 1, a2 − 1. Тодi
ca2+1 = a3 + 1. Аналогiчно, якщо a4 > 1, то ca2+1+i = 1 при
i = 1, a4 − 1, ca2+a4+1 = a5 + 1 i так далi. Лему доведено.

Тепер розглянемо загальний випадок.

Теорема 6. Якщо x = ∆]
a1a2...an... = ∆2∞

c1c2...cn..., то c1 = a1;

c2 =

{
a3 + 1, якщо a2 = 1,

1, якщо a2 > 1;

cm =

{
a2k+1 + 1 при m− 1 = a2 + a4 + · · ·+ a2k,

1 при a2 + a4 + · · · a2k < m− 1 < a2 + · · ·+ a2k + a2k+2.
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Доведення. Рiвнiсть c1 = a1 є очевидною. При m = 2, з ура-
хуванням попереднiх лем очевидно, що

c2 =

{
a3 + 1, якщо a2 = 1,

1, якщо a2 > 1.

Розглянемо c3. Можливi випадки

3 = a2 + 1 або 3 > a2 + 1.

У першому випадку маємо a2 = 2 i c3 = a3 + 1.
У другому випадку a2 = 1 i 3 = a2 +a4 + 1 або 3 < a2 +a4 + 1.
Якщо 3 = a2 + a4 + 1, то c3 = a5 + 1.
Якщо 3 < a2 + a4 + 1, то c3 = 1.
Переходячи до загального випадку, маємо зазначити, що чи-

сло (m − 1) виражає кiлькiсть цифр 1 серед перших n =
m∑
i=1

ci

цифр двiйкового зображення числа x.
Тому для будь-якого m ∈ N iснує k, таке, що

m− 1 = a2 + a4 + · · ·+ a2k або

a2 + a4 + · · ·+ a2k < m− 1 < a2 + a4 + · · ·+ a2k + a2k+2.

У першому випадку очевидно, що a2k+1 = cm − 1, а у другому –
cm = 1. Теорему доведено.

Зауваження. Вiдносно легко встановити зв’язок мiж указа-
ними зображеннями iррацiональних чисел допомогли вiдомi їхнi
зв’язки з класичним двiйковим зображенням. Iз отриманих ви-
разiв цифр ∆2∞-зображення числа легко вивести вирази цифр
∆]-зображення.

Теорема 7. Якщо x = ∆]
a1a2...a2k(∅) = ∆2∞

c1c2...cn..., то c1 = a1, при
n = a1 + a2 + ...+ a2k + 1 маємо cn+1 = 2, cn+1+i = 1, i = 1, 2, ...,
а для j < n

cj =

{
a2m+1 + 1 при j − 1 = a2 + a2 + ...+ a2m,

1 при a2 + a4 + · · · a2m < j − 1 < a2 + · · ·+ a2m + a2m+2.
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Доведення. Оскiльки

∆]
a1a2...a2k(∅) = ∆2

0...0︸︷︷︸
a1−1

1...1︸︷︷︸
a2

0...0︸︷︷︸
a3

... 1...1︸︷︷︸
a2k

(0) =

= ∆2
0...0︸︷︷︸
a1−1

1...1︸︷︷︸
a2

0...0︸︷︷︸
a3

... 1...1︸︷︷︸
a2k−1

10(1) =

= ∆2
0...0︸︷︷︸
c1−1

1 0...0︸︷︷︸
c2−1

1... 0...0︸︷︷︸
cn−1

10(1) = ∆2∞

c1c2...cn2(1)
,

то очевидно, що c1 = a1, при n = a1 + a2 + ... + a2k + 1 маємо
cn+1 = 2, cn+1+i = 1, i = 1, 2, ... . При j < m для обґрунтува-
ння твердження достатньо повторити мiркування наведенi при
доведеннi попередньої теореми. Теорему доведено.

Зауважимо, що аналогiчнi задачi для iнших двоїстих зо-
бражень, навiть самоподiбних, є суттєво складнiшими (напри-
клад, для рядiв Люрота: додатних [23] i знакозмiнних [17]). Для
несамоподiбних зображень (наприклад, рядiв Остроградського-
Серпiнського-Пiрса [1] i рядiв Енгеля [2], рядiв Сiльвестера [4, 10]
i рядiв Остроградського [9]) вони є екстраскладними.
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