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Робота присвячена зображенням чисел у канторiвськiй i нега–
канторiвськiй системах числення, що є узагальненням класичної
s–кової системи, геометрiї й метричним вiдношенням для таких
зображень. Обґрунтовується факт: представлення чисел знако-
почережними рядами Кантора не породжує нової геометрiї, а є
лише тривiальним перекодуванням вiдомого представлення до-
датним рядом Кантора.
Ключовi слова: система числення; кодування дiйсних чисел; ал-
фавiт системи зображення числа; s–кове зображення числа; нега–
s–кове зображення; ряд Кантора; канторiвське зображення числа;
нега–канторiвське зображення числа; метричнi вiдношення, поро-
дженi зображенням чисел.

Вступ

Сьогоднi людство оперує рiзними числовими системами (систе-
мами чисел, якi утворюють певнi алгебраїчнi структури i мають
деяку ступiнь автономностi). Це системи натуральних, цiлих, ра-
цiональних, дiйсних, комплексних, гiперкомплексних чисел то-
що. Представник тiєї чи iншої числової системи має свої змiст i
форму iснування, якi йому надає система числення. Системою
числення називається сукупнiсть засобiв для

1) представлення=подання (математичного вираження);

2) зображення (кодування, скороченого запису);

3) найменування дiйсних чисел;

4) їхньої iдентифiкацiї й порiвняння;

5) а також побудови арифметики.

До цiєї сукупностi належать:

1. Модель числа у формi математичного виразу (ряду, нескiн-
ченного добутку, ланцюгового дробу тощо).
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2. Алфавiт — набiр цифр (символiв, знакiв) для формального
(скороченого) запису представлення числа математичним
виразом, якi вiдiграють роль чисел або iндексiв. Вiн може
бути скiнченним та нескiнченним, мiнiмальним та надли-
шковим, сталим та змiнним.

3. Базис (базисну послiдовнiсть), якщо моделлю числа є ряд.

Iснуючi сьогоднi системи числення часто мають принциповi
вiдмiнностi. Класичною у цьому сенсi є s-кова система числення,
де 1 < s ∈ N , зокрема десяткова i двiйкова.

Числовi системи i системи числення обслуговують потреби об-
числювальної математики й обчислювальної технiки, сучасних
iнформацiйно-комунiкацiйних технологiй, рiзнi напрями прикла-
дної математики й iнформатики.

1. Нега – s–кове зображення як тривiальне
перекодування s–кового зображення дiй-
сних чисел

Нехай 1 < s – фiксоване натуральне число, As ≡ {0, 1, . . . , s− 1}
– алфавiт s –кової системи числення, Ls ≡ As×As× . . .×As× . . .
— простiр послiдовностей елементiв алфавiту As.

Нагадаємо, що змiст s–кового зображення ∆s
α1α2...αn... числа

x ∈ [0; 1], де (αn) ∈ Ls, розкриває рiвнiсть

x =
α1

s
+
α2

s2
+ · · ·+ αn

sn
+ · · · ≡ ∆s

α1α2...αn.... (1)

Тут представленням числа x є ряд (1), при цьому послiдовнiсть
an = s̄n є базисною, а цифри αn вiдiграють роль чисел у поданнi
числа i символiв у його зображеннi.
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Теорема 1. Для будь–якого числа x ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть
(τn) ∈ Ls, така, що

x =
s

s+ 1
+
∞∑
n=1

τn
(−s)n

≡ ∆
s
τ1τ2...τn... = (2)

= 1− γ1
s

+
γ2
s2
− γ3
s3

+ . . . = 1 +

∞∑
n=1

γn
(−s)n

, (3)

де γn ∈ {1, 2, . . . , s}.
Доведення. Добре вiдомо, що для числа x iснує послiдовнiсть
(αn) ∈ Ls, така, що

x =
α1

s
+
α2

s2
+ . . .+

αn
sn

+ . . . .

Тодi

x = 1− 1 +
α1

s
+
α2 + 1

s2
− 1

s2
+
α3

s3
+
α4 + 1

s4
− 1

s4
+
α5

s5
+ . . . =

= 1− s− α1

s
+
α2 + 1

s2
− s− α3

s3
+
α4 + 1

s4
− s− α5

s5
+ . . . =

= 1− γ1
s

+
γ2
s2
− γ3
s3

+
γ4
s4
− γ5
s5

+ . . . =

= 1 +
γ1

(−s)1
+

γ2
(−s)2

+
γ3

(−s)3
+

γ4
(−s)4

+
γ5

(−s)5
+ . . . ,

де γn =

{
s− αn, якщо n– непарне,
αn + 1, якщо n– парне,

γn ∈ {1, 2, . . . , s}.

Якщо покласти τn ≡ γn − 1, то τn ∈ {0, 1, 2, . . . , s− 1} i маємо

x = 1 +
τ1

(−s)1
− 1

s
+

τ2
(−s)2

+
1

s2
+

τ3
(−s)3

− 1

s3
+

τ4
(−s)4

+
1

s4
+ . . . .

Оскiльки 1− 1

s
+

1

s2
− 1

s3
+ . . . =

s

s+ 1
, то

x =
s

s+ 1
+

∞∑
n=1

τn
(−s)n

, де τn ∈ As,
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що й треба було довести. �

Означення 1. Розклад числа x у ряд (3) називається його нега–
s–ковим представленням, а його формальний запис ∆

s
τ1τ2...τn... —

нега–s–ковим зображенням. При цьому τn називається n–ою
цифрою даного зображення.

Зауваження 1. Хiд доведення теореми 1 указує на зв’язок s–
кового й нега–s–кового зображень одного i того самого числа, а
саме: цифри τn нега–s–кового зображення ∆

s
τ1τ2...τn... числа x =

∆s
α1α2...αn... обчислюються за формулою

τn =

{
s− 1− αn, якщо n– непарне,
αn, якщо n– парне.

Якщо ж вiдоме нега–s–кове зображення числа x = ∆
s
τ1τ2...τn...,

то цифри його s–кового зображення можна отримати за фор-
мулами:

αn =

{
s− 1− τn, якщо n– непарне,
τn, якщо n– парне.

Отже,

∆s
a1a2...an... = ∆

s
[s−1−a1]a2[s−1−a3]a4[s−1−a5]a6.... (4)

Рiвнiсть (4) дає пiдставу стверджувати, що нега–s–кове зобра-
ження фактично є лише перекодуванням s–кового зображення
числа x. Для повнiшого обґрунтування такого висновку прове-
демо аналiз його тополого–метричних властивостей.

2. Геометрiя нега–s–кового зображення

Суть геометрiї зображення чисел значною мiрою розкривають
властивостi цилiндричних множин. Нагадаємо, що цилiндром
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рангу m iз основою c1c2 . . . cm для s–кового й нега–s–кового зо-
бражень вiдповiдно називаються множини:

∆s
c1c2...cm ≡ {x : αi(x) = ci, i = 1,m},

∆
s
c1c2...cm ≡ {x : τi(x) = ci, i = 1,m}.

1. Цилiндр для кожного з зображень є вiдрiзком, причому

1.1. ∆s
c1...cm = [a; b], де a =

m∑
i=1

ci
si
, b = a+

1

sm
;

1.2. ∆
s
c1...cm = [A−B;A+ C], A =

s

s+ 1
+

m∑
i=1

ci
(−s)i

;

B =


1

sm(s+ 1)
, якщо m– непарне,

1

sm−1(s+ 1)
, якщо m– парне,

C =


1

sm−1(s+ 1)
, якщо m– непарне,

1

sm(s+ 1)
, якщо m– парне;

2. |∆s
c1c2...cm | =

1

sm
= |∆s

c1c2...cm |;

3.
|∆s

c1c2...cmi
|

|∆s
c1c2...cm |

=
1

s
=
|∆s

c1c2...cmi|
|∆s

c1c2...cm |
;

4. x = ∆s
a1a2...am... =

∞⋂
m=1

∆s
a1a2...am ;

x = ∆
s
a1a2...am... =

∞⋂
m=1

∆
s
a1a2...am .

Властивiсть 3 цилiндрiв s–кового й нега–s–кового зображень на-
зивається основним метричним вiдношенням. Його вираз є свiд-
ченням близкостi (i навiть збiгу) вiдповiдних метричних теорiй.
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Бiльше того, добре вiдомо [1, 14], що у випадку s–кового зобра-
ження для майже всiх (у розумiннi мiри Лебега) чисел x ∈ [0; 1]
iснує границя

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

φ(1− t+ xn) = v,

де xn – дробова частина числа sn−1x, тобто xn = {sn−1x},
0 < v ≤ 1,

φ(t) =

{
1, якщо 0 ≤ t ≤ 1,

0, якщо t < 0 або t > 1.

Iнакше кажучи, числа послiдовностi (xn) майже для всiх x рiв-
номiрно розподiленi на вiдрiзку [0; 1].

Зауваження 2. Враховуючи зазначене, доходимо висновку, що
розв’язки задач для нега–s–кового зображення, аналогiчних до
задач для s–кового зображення, можна отримати з вiдомих ре-
зультатiв для останнього переформулюванням у новiй системi
кодування з урахуванням указаних зв’язкiв.

3. Представлення чисел додатними та зна-
козмiнними рядами Кантора

Нехай (sn) – фiксована послiдовнiсть натуральних чисел, бiль-
ших або рiвних 2; Asn ≡ {0, 1, . . . , sn − 1} – послiдовнiсть алфа-
вiтiв; L ≡ As1 ×As2 × . . .×Asn × . . ..

Теорема 2. [15] Для будь-якого числа x ∈ [0; 1] iснує послiдов-
нiсть (an) ∈ L, така, що

x =
a1
s1

+
a2
s1s2

+ . . .+
an

s1s2 . . . sn
+ . . . ≡ ∆(sn)

a1a2...an.... (5)

Ряд (5) називаються рядом Кантора. Розклад (1) є узагальне-
нням класичного s–кового розкладу числа i збiгається з ним при
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sn = s для будь-якого n ∈ N . Зображення ∆
(sn)
a1a2...an... числа x на-

зивається ∆(sn) – зображенням. Воно ґрунтується на розвиненнi
числа в додатний ряд Кантора (5).

Теорема 3. Якщо виконується рiвнiсть (5), то

x = 1− γ1
s1

+
γ2
s1s2

− γ3
s1s2s3

+
γ4

s1s2s3s4
− γ5
s1s2s3s4s5

+ . . .

= b− τ1
s1

+
τ2
s1s2

− τ3
s1s2s3

+
τ4

s1s2s3s4
− . . .+ τ5

s1s2s3s4s5
+ . . . ≡

≡ ∆
(sn)
τ1τ2...τn...,

(6)

де b = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

s1s2 . . . sn
= s1−1

s1
+ s3−1

s1s2s3
+ s5−1

s1s2s3s4s5
+ ...,

γn =

{
sn − an, якщо n– непарне,
an + 1, якщо n– парне.

γn − 1 ≡ τn ∈ Asn = {0, 1, . . . sn − 1},

Доведення. З рiвностi (5) маємо

x = 1− 1 +
a1
s1

+
a2 + 1

s1s2
− 1

s1s2
+

a3
s1s2s3

+
a4 + 1

s1s2s3s4
− 1

s1s2s3s4
+

a5
s1s2s3s4s5

+ . . . =

= 1− s1 − a1
s1

+
a2 + 1

s1s2
− s3 − a3
s1s2s3

+
a4 + 1

s1s2s3s4
− s5 − a5
s1s2s3s4s5

+ . . . =

= 1− γ1
s1

+
γ2
s1s2

− γ3
s1s2s3

+
γ4

s1s2s3s4
− γ5
s1s2s3s4s5

+ . . . ,

де γn =

{
sn − an, якщо n– непарне,
an + 1, якщо n– парне.

Отже, γn ∈ {1, 2, . . . , sn}.
Якщо покласти τn ≡ γn− 1, то τn ∈ {0, 1, 2, . . . , sn− 1} i мати-



Нега–канторiвськi зображення дiйсних чисел 175

мемо

x = 1− τ1
s1
− 1

s1
+

τ2
s1s2

+
1

s1s2
+

τ3
s1s2s3

− 1

s1s2s3
+

τ4
s1s2s3s4

+

+
1

s1s2s3s4
+ . . . =

= b− τ1
s1

+
τ2
s1s2

− τ3
s1s2s3

+
τ4

s1s2s3s4
− . . .

де b = 1− 1

s1
+

1

s1s2
− 1

s1s2s3
+ . . . = s1−1

s1
+ s3−1

s1s2s3
+ s5−1

s1s2s3s4s5
+ ...,

що й треба було довести. �

Зауваження 3. Має мiсце рiвнiсть

∆(sn)
γ1γ2...γn... = ∆

(sn)
[s1−1−a1]a2[s2−1−a3]a4...,

яка засвiдчує факт перекодування ∆(sn)-зображення в ∆
(sn)-

зображення (нега-зображення). Деталiзує цей висновок аналiз
метричних спiввiдношень, якi породжують властивостi цилiн-
дрiв.

Означення 2. Представлення числа x рядом (6) називається
його розкладом в знакопочережний ряд Кантора, а ∆

sn
τ1τ2...τn... –

∆
sn-зображенням числа x.

Зауваження 4. Теорема 3 встановлює зв’язок мiж представ-
леннями того самого числа додатним рядом Кантора i знако-
почережним рядом Кантора.

Незважаючи на те, що нега–s–кове та нега–канторiвське зо-
браження чисел є перекодуваннями вiдомих s–кових i канторiв-
ських зображень, вони дають змогу розширити коло зручних
аналiтичних завдань неперервних функцiй з нерегулярною ло-
кальною поведiнкою (сингулярних, нiде не монотонних, недифе-
ренцiйовних, звивистих), ортогональних мiри Лебега розподiлiв
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ймовiрностей, динамiчних систем з фрактальними атрактарами
та iн. Наприклад, функцiя, означена рiвнiстю

f
(
∆̄2
a1a2...an...

)
= ∆L2

b1b2...bn...
=

1

b1 +
1

b2 +
1

b3 +
. . .

,

де bn =

{
0, 5, якщо an = 0,

1, якщо an = 1,
є неперервною строго зростаю-

чою функцiєю, похiдна якої дорiвнює 0 майже скрiзь у розумiннi
мiри Лебега.
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