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Узагальнення та аналоги функцiй
Радемахера, пов’язанi з симетричним
Q3-зображенням дiйсних чисел

Q3-representation is a ternary self-similar encoding of numbers wi-
th zero redundancy. In the paper, we propose a ternary analogue
of Rademacher functions and its generalization based on Q3-
representation of real numbers belonging to [0; 1]. Some relations for
this function are proved.
Keywords: classic binary representation of real numbers,Q2-
representation of fractional part of real number, cyli-
nders,Rademacher functions, Walsh functions.

У роботi запропоновано трiйковий аналог функцiй Радемахера i
його узагальнення на основi Q3-зображення дiйсних чисел вiд-
рiзка [0; 1], що є трисимвольним самоподiбним кодуванням чисел
з нульовою надлишковiстю. Доведено кiлька спiввiдношень, якi
стосуються нового поняття.
Ключовi слова: класичне двiйкове зображення дiйсних чисел,
Q2-зображення дробової частини дiйсного числа, цилiндри, фун-
кцiї Радемахера, функцiї Уолша.
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Вступ

Функцiї Радемахера вiдiграють важливу роль у математицi й у
її застосуваннях, зокрема у теорiї рядiв Уолша, теорiї розкладiв
функцiй в ряди за ортонормованою системою, що є аналогом роз-
кладiв функцiй за синусоїдальними гармонiками, теорiї кодува-
ння й передачi сигналiв тощо. Вони тiсно пов’язанi з класичним
двiйковим зображенням дробової частини дiйсного числа.

Нагадаємо: для числа x ∈ [0; 1) iснує така послiдовнiсть (αk),
αk = αk(x) ∈ A2 = {0; 1}, що

x =
α1

2
+
α2

22
+ . . .+

αk
2k

+ . . . ≡ ∆2
α1α2...αk...

.

Останнiй символiчний запис ∆2
α1α2...αk...

називається класичним
двiйковим зображенням числа x, а число αk – k-тою його ци-
фрою. Кожне iррацiональне число має єдине двiйкове зобра-
ження, але деякi рацiональнi мають їх два (це числа виду
∆2
c1...ck−11(0) = ∆2

c1...ck−10(1)). Домовившись використовувати ли-
ше те з двох зображень рацiонального числа, яке мiстить перiод
(0), ми маємо єдинiсть двiйкового зображення числа. При цьому
числа αk = αk(x) є функцiями вiд x.

Нагадаємо також, що функцiями Радемахера rk(x) називаю-
ться функцiї з перiодом 1, визначенi на пiввiдрiзку [0; 1) таким
чином

r∗0(x) =


1 при x ∈

[
0,

1

2

)
≡ ∆2

0 ⇔ α1(x) = 0;

−1 при x ∈
[

1

2
, 1

)
≡ ∆2

1 ⇔ α1(x) = 1,

r∗k(x) ≡ r∗0
(
{2kx}

)
= r∗0

(
2kx
)
, k = 1, 2, . . . ,

де {2kx} – дробова частина числа 2kx.
Використовуючи узагальнення класичного двiйкового зобра-

ження чисел, а саме Q2-зображення, у статтi [6] ми ввели уза-
гальнення функцiї Радемахера зi збереженням бiльшостi ва-
жливих властивостей. У данiй роботi ми пропонуємо трiйковий
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аналог функцiї Радемахера i його узагальнення на основi Q3-
зображення чисел. Пояснимо далi його суть.

Нехай 1 < s — задане натуральне число, As = {0, 1, . . . , s− 1}
— алфавiт s–символьної системи кодування (зображення) дiй-
сних чисел, а Ls ≡ As × As × . . . — простiр послiдовностей
елементiв алфавiту, Qs = (q0, q1, . . . , qs−1) — фiксований упо-
рядкований набiр додатних чисел, сума яких рiвна 1; β0 = 0,
βj = q0 + q1 + . . .+ qj−1, j = 1, s.

Теорема 1. [3] Для будь-якого числа x ∈ [0; 1) iснує послiдов-
нiсть (αk) ∈ L, така, що

x = βα1 +

∞∑
k=2

βαk k−1∏
j=1

qαj

 ≡ ∆Qs
α1α2...αn.... (1)

Останнi символiчний запис ∆Qs
α1α2...αn... називається Qs–

зображенням ряду (1) i його суми x. Iснує злiчена множина
числел, якi мають два рiзнi Qs–зображення: ∆Qs

α1...αn−1αn(0) =

∆Q3

α1...αn−1[αn−1](s−1). (Круглi дужки символiзують перiод). Такi
числа називаються Q3–рацiональними. Решта чисел мають єдине
Q3–зображення i називаються Q3–iррацiональними. Зауважимо,

що при qi =
1

s
Qs–зображення є звичайним s–ковим зображен-

ням числа.
Множина точок вiдрiзка [0; 1], першi k цифр Q3–зображення

яких збiгаються з c1, c2, ..., ck вiдповiдно, називається цилiндром
рангу k з основою c1c2 . . . ck. Вона позначається через ∆Q3

c1c2...ck .
Цилiндр ∆Q3

c1c2...ck є вiдрiзком з кiнцями

a = βc1 +
k∑
i=2

βci i−1∏
j=1

qcj

 , b = a+
k∏
j=1

qcj .

Тому

|∆Qs
c1...ck

| =
k∏
j=1

qcj i |∆Qs
c1...cki

| = qi|∆Qs
c1...ck

|.
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Властивостi цилiндрiв вiдiграють важливу роль у метричних
задачах, пов’язаних з Qs–зображеннями чисел.

1. Трiйковий аналог функцiї Радемахера

Лема 2. Для довiльного дiйсного x має мiсце рiвнiсть

sinx

x
=

∞∏
k=1

1 + 2 cos 2x
3k

3
. (2)

Доведення. Враховуючи, що sin 3α = (1 + 2 cos 2α) sinα, маємо

sinx =

(
1 + 2 cos

2x

3

)
sin

x

3
=

(
1 + 2 cos

2x

3

)(
1 + 2 cos

2x

32

)
sin

x

32
=

= . . . =

(
1 + 2 cos

2x

3

)(
1 + 2 cos

2x

32

)
. . .

(
1 + 2 cos

2x

3k

)
sin

x

3k
,

тобто

sinx = sin
x

3k

n∏
k=1

(
1 + 2 cos

2x

3k

)
=

x

3k
·

sin x
3k

x
3k

n∏
k=1

(
1 + 2 cos

2x

3k

)
=

= x ·
sin x

3k
x
3k

n∏
k=1

1 + 2 cos 2x
3k

3
.

Враховуючи вiдому границю

1 = lim
k→∞

sin x
3k

x
3k

,

отримуємо

sinx = x

∞∏
k=1

1 + 2 cos 2x
3k

3
,

що рiвносильна до рiвностi (2). �
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Лема 3. Для будь–якого дiйсного числа x можна записати рiв-
нiсть

1∫
0

eix(
1
2
−t)dt =

sinx2
x
2

.

Доведення. Перетворюючи, обчислюємо

1∫
0

eix(
1
2
−t)dt = e

ix
2

1∫
0

e−ixtdt =

= e
ix
2

1

−ix
e−ixt

∣∣∣∣1
0

= e
ix
2

1

−ix
(
e−ix − e0

)
=

=
e
ix
2

ix

(
1− e−ix

)
=

1

ix

(
e
ix
2 − e−

ix
2

)
=

=
1

ix

(
cos

x

2
+ i sin

x

2
− cos

−x
2
− i sin

−x
2

)
=

=
2

x
sin

x

2
=
sinx2
x
2

.

�

Лема 4. Якщо αk(t) – k–та трiйкова цифра числа t ∈ [0; 1),
тобто

t =
α1(t)

3
+
α2(t)

32
+ · · ·+ αk(t)

3k
+ · · · , де αk ∈ {0; 1; 2}, а

vk(t) ≡ 1− αk(t) =


1, якщо αk(t) = 0,

0, якщо αk(t) = 1,

−1, якщо αk(t) = 2,

(3)

то
1∫

0

exp

(
ix
vk(t)

3k

)
dt =

1 + 2 cos x
3k

3
.
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Доведення. Вiдомо [4], що

[0; 1] =
2⋃

c1=0

2⋃
c2=0

...
2⋃

ck−1=0

[∆3
c1...ck−10 ∪∆3

c1...ck−11 ∪∆3
c1...ck−12],

причому

∇3
a1...ak−1ak

∩∇3
b1...bk1bk

=

{
∇3
a1...ak−1ak

, якщо aj = bj , j = 1, k;

∅, якщо iснує aj 6= bj ,

|∆3
c1...ck−1ck

| = 1

3
|∆3

c1...ck−1ck
| = 1

3k
.

Тому згiдно з адитивною властивiстю iнтеграла

I =

1∫
0

exp

(
ix
vk(t)

3k

)
dt =

=

2∑
c1=0

...

2∑
ck−1=0

(

∫
∆3
c1...ck−10

e
ix·1
3k

dx
+

∫
∆3
c1...ck−11

e
ix·0
3k

dx
+

+

∫
∆3
c1...ck−12

e
ix·(−1)

3k
dx

) =

=
2∑

c1=0

. . .
2∑

ck−1=0

(
e
ix

3k |∆3
c1...ck−10|+ |∆3

c1...ck−11|+ e
−ix
3k |∆3

c1...ck−12|
)

=

=
2∑

c1=0

. . .

2∑
ck−1=0

|∆3
c1...ck−10|

(
e
ix

3k + 1 + e
−ix
3k

)
=

=
(
e
ix

3k + 1 + e
−ix
3k

) 1

3

2∑
c1=0

. . .

2∑
ck−1

|∆3
c1...ck−1

| =
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=
1

3

(
cos

x

3k
+ i sin

x

3k
+ 1 + cos

−x
3k

+ i sin
−x
3k

)
· 1 =

=
1

3

(
1 + 2 cos

x

3k

)
.

Що й треба було довести. �

Означення 1. Функцiї vk(x), k = 0, 1, 2, . . . , визначенi рiвнiстю
(3), називаються R3–функцiями, вони є трiйковими аналогами
функцiй Радемахера.

Теорема 5. Якщо αk(t) – k–та трiйкова цифра числа t ∈ [0; 1),
а

vk(t) = 1− αk(t) =


1, якщо αk(t) = 0,

0, якщо αk(t) = 1,

−1, якщо αk(t) = 2,

то
1∫

0

∞∏
k=1

exp

(
ix
vk(t)

3k

)
dt =

∞∏
k=1

1∫
0

exp

(
ix
vk(t)

3k

)
dt. (4)

Доведення. Враховуючи, що

∞∑
k=1

vk(t)

3k
=
∞∑
k=1

1− αk(t)
3k

=
∞∑
k=1

1

3k
−
∞∑
k=1

αk(t)

3k
=

1

2
− t,

згiдно з лемою 3 маємо

1∫
0

∞∏
k=1

exp

(
ix
vk(t)

3k

)
dt =

1∫
0

exp

(
ix
∞∑
k=1

vk(t)

3k

)
dt =

=

1∫
0

eix(
1
2
−t)dt =

sin x
2

x
2

.
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А за лемами 2 та 7

sin
x

2
x
2

=

∞∏
k=1

1 + 2 cos 2x
3k

3k
=

∞∏
k=1

1∫
0

exp

(
ix
vk(t)

3k

)
dt.

Звiдси й отримуємо рiвнiсть (4). �

Теорема 6. R3–функцiї мають властивостi

∫
x∈∆3

c1...cm

vk(x)dx =

0, якщо k > m,
1− ck

3m
, якщо k ≤ m.

(5)

1∫
0

vk(x)dx = 0 (6)

1∫
0

vk(x)vmdx =

{
0, якщо k 6= m,
2
3 , якщо k = m.

(7)

Доведення. Доведемо рiвнiсть 5. Справдi, якщо k = m, то∫
x∈∆3

c1...cm

vk(x)dx =

∫
x∈∆3

c1...ck

(1− ck)dx = (1− ck)|∆3
c1...ck

| = 1− ck
3k

.

Якщо k < m, то x ∈ ∆3c1...cm ⊂ ∆3
c1...ck

i vk(x) = 1− ck.
Отже,∫

x∈∆3
c1...cm

vk(x)dx =

∫
x∈∆3

c1...cm

(1−ck)dx = (1−ck)|∆3
c1...cm | =

1− ck
3m

.

Нехай тепер k > m. Оскiльки∫
x∈∆3

c1...cmαm+1...αk−1

vk(x)dx =

2∑
i=0

∫
x∈∆3

c1...cmαm+1...αk−1i

(1− i)dx =
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= |∆3
c1...cmαm+1...αk−10|+ 0− |∆3

c1...cmαm+1...αk−12| = 0,

то ∫
x∈∆3

c1...cm

vk(x)dx =
2∑

αm+1=0

...
2∑

αk=0

∫
x∈∆3

c1...cmαm+1...αk

vk(x)dx = 0.

Рiвнiсть (6) для k = 1 є очевидною. Для k > 1, враховуючи
рiвнiсть (5), матимемо

1∫
0

vk(x)dx =

2∑
i=0

∫
x∈∆3

i

vk(x)dx = 0.

При доведеннi рiвностi (7) розглянемо випадок k = m, маємо

1∫
0

v2
k(x)dx =

2∑
α1=0

...

2∑
αk=0

∫
∆α1...αk

v2
k(x)dx =

2∑
α1 6=1

...
2∑

αk 6=1

∫
∆α1...αk

dx =

= 2 · 3k−1 · 1

3k
=

2

3
.

Нехай тепер k < m. Враховуючи (5), дiстаємо∫
∆3
a1...ak−1

vk(x)vm(x)dx =

∫
∆a1...ak−10

vm(x)dx+0−
∫

∆a1...ak−12

vmdx = 0.

Тодi

1∫
0

vk(x)vm(x)dx =

2∑
a1=0

...

2∑
ak−1=0

∫
∆a1...ak−1

vk(x)vm(x)dx = 0.

�
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2. Узагальнення на основi Q3-зображення
чисел

Нехай Q3 = (q0, q1, q2) — заданий упорядкований набiр додатних
чисел, сума яких дорiвнює 1, β0 = 0, β1 = q0, β2 = q0 + q1,
β3 = q0 + q1 + q2 = 1.

Якщо q0 = q2, то Q3 – зображення називається симетричним.
Очевидно, що класичне трiйкове зображення є симетричним Q3-
зображенням.

Лема 7. Якщо αk(t) — k-та цифра симетричного Q3-
зображення числа t ∈ [0; 1), тобто

t = βα1(t) +

∞∑
k=2

βαk(t)

k−1∏
j=1

qαj(t)

 = βα1(t)+

+
∞∑
k=1

βαk(t)q
N0(t,k)
0 q

N1(t,k)
1 q

N2(t,k)
2 ≡

≡ ∆Q3
α1α2...αk...

,

uk(t) = 1− αk(t) =


1, якщо αk(t) = 0,

0, якщо αk(t) = 1,

−1, якщо αk(t) = 2,

(8)

то для будь-якого дiйсного числа x можлива рiвнiсть

1∫
0

exp (ixAuk(t)) dt = q1 + 2q0 cosAx.

Доведення. Вiдомо, що

[0; 1] =

2⋃
c1=0

2⋃
c2=0

...

2⋃
ck−1=0

[∆Q3
c1...ck−10 ∪∆Q3

c1...ck−11 ∪∆Q3
c1...ck−12],
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причому

∇3
a1...ak−1ak

∩∇3
b1...bk−1bk

=

{
∇Q3
a1...ak−1ak , якщо aj = bj , j = 1, k;

∅, якщо iснує aj 6= bj ,

|∆Q3
c1...ck−1j

| = qj |∆Q3
c1...ck−1ck

|, j ∈ A3,

а отже,
2∑

c1=0

. . .
2∑

ck−1=0

|∆Q3
c1...ck−1

| = 1.

Тому згiдно з адитивною властивiстю iнтеграла

I =

1∫
0

exp (ixAuk(t)) dt =

=

2∑
c1=0

. . .

2∑
ck−1=0

(

∫
t∈∆

Q3
c1...ck−10

eixA·1dx+

+

∫
t∈∆

Q3
c1...ck−11

eixA·0dx+

∫
t∈∆

Q3
c1...ck−12

eixA·(−1)dx) =

=

2∑
c1=0

. . .

2∑
ck−1=0

(
eixA|∆Q3

c1...ck−10|+ |∆
Q3
c1...ck−11|+

+e−ixA|∆Q3
c1...ck−12|

)
=

=

2∑
c1=0

. . .

2∑
ck−1=0

(
eixAq0|∆Q3

c1...ck−1
|+ q1|∆Q3

c1...ck−1
|+

+e−ixAq2|∆Q3
c1...ck−1

|
)

=

=

2∑
c1=0

. . .
2∑

ck−1=0

|∆Q3
c1...ck−1

|
(
q0e

ixA + q1 + q2e
−ixA) =
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=

2∑
c1=0

. . .

2∑
ck−1=0

|∆Q3
c1...ck−1

|
[
q0

(
eixA + e−ixA

)
+ q1

]
=

= [2q0 cosAx+ q1] · 1 = q1 + 2q0 cosAx.

�

Зауваження 1. Функцiї uk(x), k = 1, 2, . . . , визначенi рiвнi-
стю (8), називаються R∗3-функцiями, вони є узагальненням R3-
функцiй на основi симетричного Q3-зображення чисел.

Теорема 8. Для R∗3-функцiй мають мiсце рiвностi:∫
x∈∆

Q3
c1...ck−1

uk(x)dx = 0, (9)

∫
x∈∆

Q3
c1...cm

uk(x)dx =


0 при k > m,

(1− ck)
m∏
j=1

qcj при k ≤ m, (10)

1∫
0

uk(x)dx = 0, (11)

1∫
0

uk(x)um(x)dx =

{
0, якщо k 6= m,

2q0, якщо k = m.
(12)

Доведення. Для першої рiвностi маємо:∫
x∈∆

Q3
c1...ck−1

uk(x)dx =

∫
x∈∆

Q3
c1...ck−10

uk(x)dx+

+

∫
x∈∆

Q3
c1...ck−11

uk(x)dx+

∫
x∈∆

Q3
c1...ck−12

uk(x)dx =

= |∆Q3
c1...ck−10|+ 0− |∆Q3

c1...ck−12| = 0.
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Доведемо рiвнiсть (11). Якщо k = m, то∫
∆
Q3
c1...cm

vk(x)dx =

∫
∆
Q3
c1...ck

(1−ck)dx = (1−ck)|∆Q3
c1...ck

| = (1−ck)
k∏
j=1

qcj .

Якщо k < m, то x ∈ ∆Q3
c1...cm ⊂ ∆Q3

c1...ck i vk(x) = 1− ck. Отже,∫
∆
Q3
c1...cm

vk(x)dx =

∫
x∈∆

Q3
c1...cm

(1−ck)dx = (1−ck)|∆Q3
c1...cm | = (1−ck)

m∏
j=1

qcj .

Нехай тепер k > m. Оскiльки∫
∆
Q3
c1...cmαm+1...αk−1

vk(x)dx =
2∑
i=0

∫
∆
Q3
c1...cmαm+1...αk−1i

(1− i)dx =

= |∆Q3
c1...cmαm+1...αk−10|+ 0− |∆Q3

c1...cmαm+1...αk−12| = 0,

то ∫
∆
Q3
c1...cm

vk(x)dx =
2∑

αm+1=0

...
2∑

αk=0

∫
∆
Q3
c1...cmαm+1...αk

vk(x)dx = 0.

Для третьої рiвностi —

1∫
0

uk(x)dx =
2∑

c1=0

...
2∑

ck−1=0

∫
∆c1...ck−1

uk(x)dx.

Тодi згiдно з рiвнiстю (9) маємо
1∫
0

uk(x)dx = 0.

Якщо k = m, то

uk(x)um(x) = u2
k(x) =

{
1, якщо αk(x) ∈ {0, 2},
0, якщо αk(x) = 1,
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i

1∫
0

uk(x)um(x)dx =
2∑

c1=0

...
2∑

ck=0

∫
x∈∆c1...ck−1

u2
k(x)dx =

=
∑
c1 6=1

...
∑
ck 6=1

 ∫
x∈∆c1...ck−10

dx+

∫
x∈∆c1...ck−12

dx

 =

= 1− q1 = 2q0.

Якщо ж k 6= m, причому k > m, то

uk(x)um(x) =


1, якщо αk = 0 = αm або αk = 2 = αm,

0, якщо αk = 1 або αm = 1,

−1, якщо αk = 0 i αm = 2 або αk = 2 i αm = 0,

i

1∫
0

uk(x)um(x)dx =

=

2∑
c1=0

. . .

2∑
cn−1=0

∑
cm 6=1

2∑
cm+1=0

. . .
2∑

ck−1=0

1∫
x∈∆c1...ck−10

uk(x)um(x)dx,

1∫
x∈∆c1...ck−1

uk(x)um(x)dx =

=

1∫
x∈∆c1...ck−10

uk(x)um(x)dx+

1∫
x∈∆c1...ck−12

uk(x)um(x)dx = 0.

Рiвнiсть (12) доведено. �
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