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За допомогою композицiйного варiацiйного принципа знайдено локаль-
нi та нелокальнi закони збереження (1+1)-вимiрних рiвнянь конвекцiї-
дифузiї iз сталими коефiцiєнтами.

Local and nonlocal conservation laws of (1+1)-dimensional constant coeffi-
cient diffusion-convection equations are found with application of composi-
te variational principle.

1. Вступ. У представленiй роботi вивчається клас рiвнянь конвек-
цiї-дифузiї вигляду

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux, (1)

де a = a(u) та b = b(u) – довiльнi гладкi функцiї змiнної u, b(u) 6=0.
Рiвняння (1), що називається також рiвнянням Рiчардса, природ-

но виникає у фiзичних застосуваннях. Наприклад, супердифузивнос-
тi такого типу були запропонованi для моделювання Ван-дер-Вааль-
совської взаємодiї у тонких плiвках палива на поверхнi рiдини [7]. Це
рiвняння також застосовується при вивченнi клiтинних автоматiв та
взаємодiї систем частинок iз самоорганiзацiєю (див. [4] та посилання
в цiй роботi). Воно описує модель потоку рiдини у ненасиченому
грунтi [22].

Симетрiї Лi рiвнянь вигляду (1) дослiджувалися у багатьох робо-
тах (див., наприклад, [6, 18, 24]). Проте, повну та вичерпну групову
класифiкацiю класу (1) отримано лише нещодавно у роботi [19]. Лi-
ївськi симетрiї вiдповiдної системи (2) рiвнянь Ейлера–Лагранжа з
нефiксованим значенням функцiї a, b = 0 та для a = 1, b ∈ {0, u}
розглянуто у [10]. Симетрiї багатовимiрних рiвнянь дифузiї та вiд-
повiдних рiвнянь Ейлера–Лагранжа дослiджуються в [12].
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Вперше закони збереження лiнiйного рiвняння теплопровiдностi
та рiвняння Бюргерса побудовано за допомогою композицiйного ва-
рiацiйного принципу [1]. Цi результати перевiдкрито та доповнено за-
конами збереження нелiнiйного рiвняння дифузiї (b = 0, a – довiльна,
нефiксована функцiя) в роботi [10]. Закони збереження n-вимiрних
(n ≥ 1) рiвнянь дифузiї ut = (a(u)ui)i прокласифiковано у [12] за до-
помогою прямого методу та композицiйного варiацiйного принципу.
У [5] (див. також [9, роздiл 10]) повнiстю вивчено локальнi закони
збереження рiвнянь реакцiї-дифузiї ut = (A(u))xx + C(u), що мають
непорожнiй перетин з класом (1). В [11, 21] представлено вичерпну
класифiкацiю локальних та потенцiальних законiв збереження рiв-
нянь (1). Локальнi закони збереження рiвнянь конвекцiї-дифузiї iз
змiнними коефiцiєнтами знайдено в [13,15].

2. Симетрiї рiвнянь конвекцiї-дифузiї. Один з можливих
шляхiв знаходження законiв збереження рiвнянь (1) полягає у роз-
повсюдженнi лагранжевого пiдходу на нелагранжевi рiвняння за до-
помогою введення допомiжних рiвнянь таким чином, щоб отрима-
на система була системою рiвнянь Ейлера–Лагранжа для деякого
варiацiйного функцiоналу. У якостi таких допомiжних рiвнянь ви-
явилося надзвичайно зручним брати рiвняння для приєднаної симе-
трiї [1, 17, 23]. Тодi закони збереження отриманої системи (якi, зви-
чайно, є законами збереження вихiдного рiвняння) можна легко по-
будувати за допомогою теореми Ньотер [17]. Цей метод називається
композицiйним варiацiйним принципом. Проiлюструємо його засто-
сування на прикладi рiвнянь конвекцiї-дифузiї.

Розглянемо систему рiвнянь Ейлера–Лагранжа

ut = (a(u)ux)x + b(u)ux, vt = −a(u)vxx + b(u)vx (2)

для варiацiйного функцiоналу

L =

∫ (
1
2 (utv − uvt) + auxvx − 1

2buxv + 1
2vx
∫
b
)
dx,

що вiдповiдає рiвнянню (1). (Тут i надалi
∫
b =

∫
bdu,

∫
a =

∫
adu.)

Система (2) складається з вихiдного рiвняння (1) та рiвняння
vt = −a(u)vxx + b(u)vx на приєднану до (1) симетрiю.
Теорема 1. Будь-яке перетворення з групи еквiвалентностi G∼
класу (2) має вигляд

t̃ = ε4t+ ε1, x̃ = ε5x+ ε7t+ ε2, ũ = ε6u+ ε3,



150 Н.М. Iванова

ṽ = ε8v − ε7t+ ε9, ã = ε−1
4 ε2

5a, b̃ = ε−1
4 ε5b− ε7,

де ε1, . . . , ε9 – довiльнi сталi, ε4ε5ε6ε8 6= 0. Група еквiвалентностi
класу рiвнянь (1) спiвпадає з проекцiєю групи еквiвалентностi G∼
класу систем (2) на простiр змiнних t, x, u.

Зауважимо, що група G∼ є природним продовженням перетво-
рень еквiвалентностi класу рiвнянь (1) на змiнну v.
Теорема 2. Алгеброю Лi ядра основних груп систем (2) є A∩ =
〈∂t, ∂x, ∂v, v∂v〉.
Теорема 3. Повна множина G∼-нееквiвалентних систем (2), що
допускають розширення A∩, вичерпуються випадками, наведеними
у таблицi 1.

Таблиця 1. Результати групової класифiкацiї класу систем (2)
(рiвнянь (1)).

N a(u) b(u) Базис ALie

0 ∀ ∀ ∂t, ∂x, ∂v , v∂v

1 ∀ a(u) ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , ex∂v

2 ∀ 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v

3 eµu eu ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , (µ− 2)t∂t + (µ− 1)x∂x + ∂u

4 eu eu ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , t∂t − ∂u, ex∂v
5 eu u ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , t∂t + (x− t)∂x + ∂u

6 eu 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v , t∂t − ∂u
7 uµ uν ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , (µ− 2ν)t∂t + (µ− ν)x∂x + u∂u

8 uµ uµ ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , µt∂t − u∂u, ex∂v
9 uµ lnu ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , µt∂t + (µx− t)∂x + u∂u

10a uµ 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v , µt∂t − u∂u
10b u−2 u−2 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + u∂u, e−x(∂x + u∂u), ex∂v

11 u−4/3 0 ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , 2t∂t + x∂x, x∂v , 4t∂t + 3u∂u,

x2∂x − 3xu∂u + xv∂v

12 1 u ∂t, ∂x, ∂v , v∂v , t∂x − ∂u, 2t∂t + x∂x − u∂u,
t2∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u

13 1 0 ∂t, ∂x, v∂v , 2t∂t + x∂x, 2t∂x − xu∂u + xv∂v ,

u∂u, α∂u, β∂v ,

4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u + (x2 − 2t)v∂v

Зауваження 1. У табл. 1–4 µ, ν = const. (µ, ν) 6= (−2,−2), (0, 1) та
ν 6= 0, µ у випадку 7. µ 6= −4/3, 0 для випадку 10a. Функцiї α = α(t, x)
i β = β(t, x) – довiльнi розв’язки рiвнянь теплопровiдностi αt = αxx
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та βt + βxx = 0 вiдповiдно. Випадок 10b зводиться до 10a (µ = −2)
додатковим перетворенням еквiвалентностi

t̃ = t, x̃ = ex, ũ = e−xu, ṽ = v.

Зауваження 2. Надалi для зручностi використовується подвiйна
нумерацiя T.N випадкiв класифiкацiї, де T – номер таблицi i N –
номер вiдповiдного випадку у таблицi T. Позначення “рiвняння 1.N”
(“система 1.N”, тощо) використовується для рiвнянь з класу (1) (си-
стем вигляду (2), тощо), у яких параметр-функцiї набувають значе-
ння з вiдповiдних випадкiв.
Зауваження 3. Експоненцiальнi випадки 1.3–1.6 можна отримати
як границi степеневих випадкiв 1.7–1.10a [14,20]. Бiльш точно,

ũ = 1 + ν−1u, µ = µ′ν : 1.7µ,ν → 1.3µ′ , ν → +∞,
ũ = 1 + µ−1u, t̃ = µ2t, x̃ = µx : 1.9µ → 1.5, µ→ +∞,
ũ = 1 + µ−1u : 1.10aµ → 1.6, µ→ +∞.

Наведенi граничнi переходи зберiгають структуру алгебри Лi iнва-
рiантностi i можуть бути використанi для побудови точних розв’яз-
кiв для експоненцiальних класiв з розв’язкiв рiвнянь iз степеневими
нелiнiйностями. Деякi частковi випадки наведених граничних пере-
ходiв для рiвнянь дифузiї (b = 0) отримано у [2, 3].

Легко бачити, що випадок 1.1 розширення симетрiй виникає ли-
ше для класу систем (2) i не мiстить додаткових локальних симетрiй
рiвнянь (1). Дiйсно, проекцiя вiдповiдної алгебри Лi симетрiй на про-
стiр змiнних t, x та u спiвпадає з алгеброю Лi 〈∂t, ∂x〉 ядра основних
груп класу рiвнянь (1). Проте, як показано нижче, ця симетрiя є ва-
рiацiйною i, бiльш того, iндукує локальнi закони збереження рiвнянь
вигляду (1).

Застосування iнфiнiтезiмального критерiю варiацiйної iнварiант-
ностi до симетрiй Лi, представлених у таблицi 1 приводить до на-
ступного твердження.
Теорема 4. Повна множина G∼-нееквiвалентних систем (2), що
мають нетривiальнi варiацiйнi симетрiї нульового порядку, вичер-
пується випадками, наведеними у таблицi 2.

Випадки 2.4 та 2.8 є перетинами 2.1∩ 2.3 та 2.1∩ 2.7 вiдповiдно.
Вiдповiднi алгебри варiацiйних симетрiй є об’єднаннями алгебр си-
метрiй випадкiв 2.1 та 2.3 (2.1 та 2.7).
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Таблиця 2. Класифiкацiя варiацiйних симетрiй класу систем (2).

N a(u) b(u) Базис Avar

0 ∀ ∀ ∂t, ∂x, ∂v

1 ∀ a(u) ∂t, ∂x, ∂v , ex∂v

2 ∀ 0 ∂t, ∂x, ∂v , x∂v , 2t∂t + x∂x − v∂v
3 eµu eu ∂t, ∂x, ∂v , (µ− 2)t∂t + (µ− 1)x∂x + ∂u − (µ− 1)v∂v

4 eu eu ∂t, ∂x, ∂v , ex∂v , t∂t − ∂u
5 eu u ∂t, ∂x, ∂v , t∂t + (x− t)∂x + ∂u − v∂v
6 eu 0 ∂t, ∂x, ∂v , x∂v , 2t∂t + x∂x − v∂v , t∂t − ∂u
7 uµ uν ∂t, ∂x, ∂v , (µ− 2ν)t∂t + (µ− ν)x∂x+

+u∂u + (ν − µ− 1)v∂v

8 uµ uµ ∂t, ∂x, ∂v , µt∂t − u∂u + v∂v , ex∂v

9 uµ lnu ∂t, ∂x, ∂v , µt∂t + (µx− t)∂x + u∂u − (µ+ 1)v∂v

10a uµ 0 ∂t, ∂x, ∂v , 2t∂t + x∂x − v∂v , x∂v , µt∂t − u∂u + v∂v

10b u−2 u−2 ∂t, ∂x, ∂v , 2t∂t + u∂u − v∂v , e−x(∂x + u∂u), ex∂v

11 u−4/3 0 ∂t, ∂x, ∂v , 2t∂t + x∂x − v∂v , x∂v , 4t∂t + 3u∂u − v∂v ,
x2∂x − 3xu∂u + xv∂v

12 1 u ∂t, ∂x, ∂v , t∂x − ∂u, 2t∂t + x∂x − u∂u,
t2∂t + tx∂x − (tu+ x)∂u

13 1 0 ∂t, ∂x, 2t∂t + x∂x − u∂u, 2t∂x − xu∂u + xv∂v ,

u∂u − v∂v , α∂u, β∂v ,
4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u + (x2 − 2t)v∂v

3. Закони збереження. У цьому роздiлi знайденi варiацiйнi си-
метрiї використовуються для знаходження законiв збереження рiв-
нянь з класу (1). Законом збереження системи з класу (2) називає-
ться дивергентний вираз

DtT (t, x, u(r), v(r)) +DxX(t, x, u(r), v(r)) = 0, (3)

який тотожно дорiвнює нулевi на многовидi вихiдної системи. Ди-
ференцiальнi функцiї T та X називаються густиною та потоком
закону збереження вiдповiдно.

Закон збереження називається тривiальним, якщо компоненти
вектора густини задовольняють умову

T = T̂ + Ť , X = X̂ + X̌,

де T̂ , Ť , X̂, X̌ є функцiями t, x та похiдних u i v, T̂ , X̂ – тотожнi
нулi на многовидi системи (2), DtT +DxX ≡ 0.
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Два закони збереження з векторами густини (T, X) та (T ′, X ′)
називаються еквiвалентними, якщо вектор-функцiя (T ′−T,X ′−X)
є вектором густини тривiального закону збереження.

Застосовуючи теорему Ньотер [8,17] до варiацiйних симетрiй, зна-
йдених у попередньому роздiлi, отримаємо множини нееквiвалент-
них законiв збереження систем (2) (рiвнянь (1)), наведенi у таблицi 3.

Таблиця 3. Класифiкацiя законiв збереження систем (2) (рiвнянь (1)).

N a(u) b(u) Закони збереження

0 ∀ ∀ CL1, CL2, CL3

1 ∀ a(u) CL1, CL2, CL3, CL4

2 ∀ 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6

3 eµu eu CL1, CL2, CL3, CL7

4 eu eu CL1, CL2, CL3, CL4, CL7(µ = 1)

5 eu u CL1, CL2, CL3, CL8

6 eu 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6, CL9

7 uµ uν CL1, CL2, CL3, CL10

8 uµ uµ CL1, CL2, CL3, CL4, CL10(µ = ν)

9 uµ lnu CL1, CL2, CL3, CL11

10a uµ 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6, CL12

10b u−2 u−2 CL1, CL2, CL3, CL4, CL10(µ = ν = −2), CL13

11 u−4/3 0 CL1, CL2, CL3, CL5, CL6, CL12(µ = −4/3), CL14

12 1 u CL1, CL2, CL3, CL10(µ = 0, ν = 1), CL15, CL16

13 1 0 CL1, CL2, CL6, CL12(µ = 0), CL17, CL18, CL19, CL20

Густини T та потоки X наведених законiв збереження мають на-
ступний вигляд:

CL1: auxvx − 1
2buxv + 1

2v
∫
b, −a(utvx + uxvt)− 1

2utvb−
1
2vt
∫
b;

CL2: 1
2 (uvx − uxv), 1

2 (utv − uvt)− auxvx;
CL3: u, −au−

∫
b;

CL4: exu, −exaux;
CL5: xu,

∫
a− xaux;

CL6: tauxvx + xvux, −xvut + a(xuxvx − uxv − t(utvx + uxvt));

CL7:
(µ− 2)teµuuxvx − 1

2 (µ− 2)teu(uxv − vx) + v

+ 1
2 (µ− 1)(x(uvx − uxv) + uv),

−eµu((µ− 2)t(utvx + uxvt) + (µ− 1)(xuxvx − uxv)− vx)

+eu( 1
2 (µ− 2)t(utv − vt)− 1

2µv) + 1
2 (µ− 1)(utv − uvt);
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CL8: 1
4 tu

2vx − 1
2 tuuxv + (x− t)(uvx − uxv) + 1

2uv + v,
eu(vx − uxv − xuxvx − t(utvx + uxvt)) + 1

2 (x− t)(utv − uvt)
− 1

2uv + t
4 (2uutv − u2vt);

CL9: teuuxvx − v, −eu(vx + tutvx + tvtux);

CL10:
1
2 (µ− 2ν)t(2auxvx − buxv − vx

∫
b) + 1

2 (2− ν + µ)uv

+(µ− ν)x(uvx − uxv),
1
2 (µ− ν)x(utv − uvt) + a(uvx + (ν − µ− 1)uxv)

+ 1
2 (µ− 2ν)t(utbv − vt

∫
b) + 1

2 (ν − µ− 1)v
∫
b

−(µ− ν)xauxvx − (µ− 2ν)ta(utvx + uxvt);

CL11: µtuµuxvx+ 1
2 (µt lnu+µx−t)(uvx−uxv)+ 1

2µuv+uv− 1
2µtuvx,

1
2 (µt lnu+ µx− t)(utv − uvt)− (µx− t)uxvx
−µtuµ(utvx + uxvt) + uµ+1vx

−(µ+ 1)uµuxv − uv lnu+ 1
2µuvt + 1

2 (µ+ 1)uv;

CL12: µtuµuxvx − uv, −uµ+1vx + uµuxv − µtuµ(utvx + uxvt);
CL13: e−x(uv − uxv + uvx), e−x(utv − uvt + 2u−2uxvx − 2u−1vx;

CL14: −2xuv +
1

2
x2(uvx − uxv),

1

2
x2(uvt − utv) + x2u−4/3uxvx − 3u−1/3v

+x(3u−1/3vx − u−4/3uxv);

CL15: tuxv + v, tuxvx + vx − tutv − uv;
CL16: t2(uxvx − uuxv) + txuvx − xv,

t2(uutv−utvx−uxvt)− tx(uvt+uxvx) + t(u2v−uvx)−xvx+ v;
CL17: αu, αxu− αux;
CL18: βv, βvx − βxv;
CL19: t(uvx − uxv)− xuv, t(utv − uvt − 2uxvx) + x(uxv − uvx);
CL20: t2uxvx + 1

2 tx(uvx − uxv)− 1
4x

2uv,
1
4x

2(uxv − uvx)− t2(uxvt + utvx) + 1
2 tx(utv − uvt − 2uxvx)

− 1
2 t(uxv + uvx).

Зауваження 4. Вектори густини законiв збереження CL3, CL4, CL5

та CL17 не мiстять у явному виглядi розв’язкiв приєднаного рiвня-
ння i визначають локальнi закони збереження рiвнянь конвекцiї-ди-
фузiї (1). Це є у точностi всi лiнiйно незалежнi закони збереження
рiвнянь (1), отриманi ранiше у [21] за допомогою прямого методу.
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Решта векторiв густини визначають нелокальнi закони збереження
рiвнянь конвекцiї-дифузiї, де нелокальна змiнна v задається приєд-
наним рiвнянням vt = −a(u)vxx + b(u)vx.

Простори законiв збереження перетинiв 3.4 = 3.1 ∩ 3.3 та 3.8 =
3.1∩3.7 є об’єднаннями вiдповiдних просторiв випадкiв 3.1 та 3.3 (3.1
та 3.7) за додаткової умови µ = 1 (ν = µ). Закони збереження CL3

та CL5 для лiнiйного рiвняння теплопровiдностi (що виникають як
пiдвипадки випадку a = uµ, b = 0) є частковими випадками множини
законiв збереження CL18.

Розглянемо зараз бiльш детально лiнiйний випадок

ut − uxx = 0, vt + vxx = 0 (4)

Пiдкреслимо, що вектори густини законiв збереження, наведенi у
таблицi 3 є нееквiвалентними вiдносно звичайного означення еквiва-
лентностi, i вiдповiднi закони збереження є лiнiйно незалежними. У
той же час, дiючи перетвореннями з групи Лi Gmax симетрiй систе-
ми (4), можна встановити Gmax-вiдношення еквiвалентностi на прос-
торi законiв збереження. Так, наприклад, CL18 еквiвалентний CL17

вiдносно дискретного перетворення симетрiї t̃ = −t, x̃ = x, ũ = −v,
ṽ = −u.

Розглянемо тепер множину законiв збереження, породжених CL17

та CL12(µ = 0). Очевидно, що вони утворюють лiнiйний пiдпростiр
простору законiв збереження системи (4), визначений системою твiр-
них {(αu, αxu − αux), (uv, uvx − uxv)}. Замiнимо систему твiрних
на {((v + αu), (vx + αx)u − (v + α)ux), (uv, uvx − uxv)}. Пiд дiєю
точкового перетворення v → v − α (iншi змiннi не перетворюються)
з групи симетрiй Gmax вектор густини ((v + αu), (vx + αx)u − (v +
α)ux) переходить у (uv, uvx−uxv). Таким чином, з точнiстю до групи
симетрiй системи (4) розглянутий пiдпростiр генерується законом
збереження з вектором густини (uv, uvx − uxv).

У [8, 16] показано, що для систем рiвнянь Ейлера–Лагранжа ге-
неруюча множина нееквiвалентних законiв збереження визначається
векторами густини, що вiдповiдають операторам симетрiї, якi утво-
рюють алгебри Лi, нееквiвалентнi вiдносно дiї приєднаного зобра-
ження. Ця властивiсть дозволяє завершити дослiдження еквiвалент-
ностей мiж законами збереження системи (4).
Теорема 5. Генеруюча множина законiв збереження системи (4)
складається з CL19 та CL20, що вiдповiдають операторам варiа-
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цiйної симетрiї 2t∂t + x∂x − u∂u та 4t2∂t + 4tx∂x − (x2 + 2t)u∂u +
(x2 − 2t)v∂v.

Детальне та строге доведення теореми 5 наведено у [12]. Аналогiч-
но можна знайти генеруючi множини законiв збереження нелiнiйних
систем (2), якi наведенi у таблицi 4.

Таблиця 4. Генеруючi множини законiв збереження систем (2)
(рiвнянь (1)).

N a(u) b(u) Закони збереження
0 ∀ ∀ CL1, CL2, CL3

1 ∀ a(u) CL1, CL2, CL3

2 ∀ 0 CL6

3 eµu eu CL7 if µ 6= −2 and CL1, CL7 if µ = −2

4 eu eu CL2, CL3, CL7(µ = 1)

5 eu u CL8

6 eu 0 CL6, CL9

7 uµ uν CL10 if µ 6= −2ν and CL1, CL10 if µ = −2ν

8 uµ uµ CL2, CL10(µ = ν)

9 uµ lnu CL11 if µ 6= 0,−1;
CL1, CL11 if µ = 0 and CL3, CL11 if µ = −1

10a uµ 0 CL6, CL12

10b u−2 u−2 CL10(µ = ν = −2)

11 u−4/3 0 CL6

12 1 u CL3, CL16

13 1 0 CL19, CL20

4. Висновки. Загальновiдомо, що еволюцiйне рiвняння другого
порядку не допускає лагранжевого формулювання. У той же час,
система, що складається з диференцiального рiвняння та рiвняння
на приєднану симетрiю завжди є системою рiвнянь Ейлера–Лагран-
жа для деякого функцiоналу [1, 23]. Тому, для знаходження її за-
конiв збереження, якi, очевидно, є законами збереження вихiдного
рiвняння, доцiльно використовувати теорему Ньотер. Цей метод дi-
став назви композицiйного варiацiйного принципу.

Закони збереження системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа, що не
залежать явно вiд розв’язкiв приєднаного рiвняння, є локальними
для вихiдного рiвняння. Якщо ж вектори густини мiстять у явному
виглядi розв’язки приєднаного рiвняння, вiдповiднi локальнi зако-
ни збереження системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа є нелокальними
законами збереження вихiдного рiвняння. Отримана нелокальнiсть
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має iстотно iнший характер, нiж найбiльш дослiдженнi потенцiальнi
та псевдопотенцiальнi закони збереження.

У представленiй роботi розглядається застосування композицiй-
ного варiацiйного принципа до знаходження законiв збереження (1+
1)-вимiрних рiвнянь конвекцiї-дифузiї. Знайдено локальнi та нело-
кальнi закони збереження рiвнянь вигляду (1), що вiдповiдають ва-
рiацiйним симетрiям нульового порядку системи рiвнянь Ейлера–
Лагранжа. Порiвнюючи отриманi закони збереження з результатами
роботи [21] показано, що таким чином побудовано всi можливi ло-
кальнi закони збереження рiвнянь (1). Питання про повноту прос-
торiв нелокальних законiв збереження iз вказаним характером не-
локальностi залишається вiдкритим: необхiдно додатково дослiдити
питання про (не)iснування узагальнених варiацiйних симетрiй вищо-
го порядку та/або про (не)iснування локальних законiв збереження
вищих порядкiв для отриманої системи рiвнянь Ейлера–Лагранжа.

Дослiдження пiдтримано грантом Президента України для пiд-
тримки наукових дослiджень молодих вчених GP/F11/0061.
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