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We study a model of discrete conflict dynamical system with attractive in-
teraction, which describes the redistribution of the conflict space between
two opponents. Existence of the equilibrium state of the dynamical sys-
tems is proved and explicit formulas for the limit distributions in terms of
stochastic vectors are derived. The evolution of the redistribution of the
conflict space is illustrated for a case.

Дослiджується модель дискретної динамiчної системи конфлiкту з
притягальною взаємодiєю, що описує перерозподiл конфлiктного про-
стору мiж двома опонентами. Доведено iснування рiвноважного стану
системи та отримано явнi формули для граничних розподiлiв динамi-
чної системи у термiнах стохастичних векторiв. На конкретному при-
кладi продемонстровано еволюцiю перерозподiлу конфлiктного про-
стору.

Исследуется модель дискретной динамической системы конфликта с
притягательним взаимодействием, которая описывает перераспреде-
ление конфликтного пространства между двумя оппонентами. Дока-
зано существование равновесного состояния системы и получены яв-
ные формулы для предельных распределений динамической системы в
терминах стохастических векторов. На конкретном примере продемон-
стрировано эволюцию перераспределения конфликтного пространства.

Вступ

У цiй роботi дослiджується динамiчна система, що описує модель
поведiнки двох опонентiв. Ми спираємось, зокрема, на роботи [2,6–8],
присвяченi теорiї динамiчних систем конфлiкту з притягальною та
вiдштовхувальною взаємодiєю.

Розглянемо фiзичну систему, яка складається з двох протидiючих
сторiн. Цi сторони називаємо опонентами та позначимо через A та
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B. Вважаємо, що опоненти A, B у початковий (доконфлiктний) мо-
мент часу заданi стохастичними розподiлами їхньої присутностi на
спiльному просторi iснування Ω. У загальному випадку опонентам A,
B вiдповiдають ймовiрнiснi мiри µ, ν, визначенi на деякiй σ−алгебрi
пiдмножин з простору Ω. Символом > позначаємо конфлiктну взає-
модiю мiж опонентами.

Задача полягає у побудовi та дослiдженнi моделi складної динамi-
чної системи, яка описує поведiнку в часi фiзичної системи {A,B,>}
iз конфлiктною взаємодiєю мiж A та B. Таку модель можна зобра-
зити як динамiчну систему

{
A
B

}
>,t−→

{
At

Bt

}
, t > 0. (1)

Математично еволюцiя фiзичної системи {A,B,>} задається трає-
кторiями динамiчної системи у термiнах мiр:

{
µ
ν

}
>,t−→

{
µt

νt

}
, t > 0, (2)

де >, t позначає конфлiктне перетворення на момент часу t. Динамi-
чна система такого типу називається динамiчною системою конфлi-
кту [5].

У загальному випадку простiр iснування Ω, на якому спiвiснують
опоненти A та B, природним чином розкладається на обмежену кiль-
кiсть регiонiв:

Ω =

n⋃

i=1

Ωi, 2 6 n <∞.

Кожен окремий регiон Ωi (Ωi = ωi) називається позицiєю конфлiкту.
Боротьба мiж опонентами вiдбувається за кожну спiрну позицiю.

У роботах [1–3, 5, 7, 9] побудовано динамiчнi системи конфлiкту,
що описують поведiнку складних систем з внутрiшньою конфлiктною
взаємодiєю. Зокрема у роботах [1, 3] дослiджується динамiчна систе-
ма конфлiкту в дискретному часi, задана у просторi стохастичних
векторiв. Ця система описана наступним чином.

Кожному опоненту вiдповiдає стохастичний вектор з евклiдового
простору Rn, тобто розглядається пара векторiв p, r ∈ Rn, n > 1,
p = (p1, p2, ...pn), r = (r1, r2, ...rn) ‖p‖1 = ‖r‖1 = 1 (тут ‖ · ‖1 позначає
l1-норму на Rn, тобто ‖p‖1 =

∑n
i=1 |pi|). Конфлiктна взаємодiя мiж
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опонентами задана рiзницевими рiвняннями виду

pN+1
i =

1

zN
pNi (1 − αrNi ), rN+1

i =
1

zN
rNi (1 − αpNi ), (3)

де N = 0, 1, ..., p0i = pi, r0i = ri — координати стартових векторiв,
−1 ≥ α ≥ 1 (α 6= 0) позначає константу зв’язку. А нормувальний ко-
ефiцiєнт zN вибирається таким чином, щоб нова пара векторiв за-
лишалась стохастичною (‖pN+1‖1 = ‖rN+1‖1 = 1). Легко визначити,
що zN = 1− α

∑n
i=1 p

N
i r

N
i , при чому вважаємо, що α 6= 1∑

n
i=1 p

N
i r

N
i

.

Зауважимо, що, залежно вiд знаку константи зв’язку α, рiвняння
(3) описують систему з вiдштовхувальною (α > 0) або притягаль-
ною (α < 0) взаємодiєю. Зокрема, дослiдження динамiчних систем з
притягальною взаємодiєю описано у роботах [2, 7].

У роботах [6, 8] запропоновано побудову динамiчної системи кон-
флiкту з вiдштовхувальною взаємодiєю в просторi мiр, яка у випадку
стохастичних векторiв має такий вигляд:

pN+1
i = 1

zN (pNi (1 + θN )− τNi ),

rN+1
i = 1

zN (rNi (1 + θN )− τNi ), N = 0, 1, 2...
(4)

θN — показник глобальної еволюцiї (0 < θN ≤ 1), τNi — показник
конфлiкту (τN ∈ R

n, τNi ≥ 0). Доведено iснування нерухомих грани-
чних точок (рiвноважних станiв) та дано їх опис у термiнах розкладу
Гана-Жордана.

У цiй роботi дослiджується динамiчна система конфлiкту з взає-
модiєю притягання, тобто з коефiцiєнтом α = +1 перед показником
захоплення τNi .

1 Iснування граничних координат

Нехай Ω — деяка скiнченна множина, Ω = {ω1, ω2, ...ωn}, n > 1.
Зафiксуємо пару ймовiрнiсних дискретних мiр µ, ν на Ω. Розподiли
цих мiр визначають пару векторiв p, r:

µ(ωi) = pi ≥ 0, ν(ωi) = ri ≥ 0, i = 1, 2, . . . n.

Зрозумiло, що вектори p = (p1, p2, ...pn) та r = (r1, r2, ...rn) належать
Rn+ i є стохастичними векторами, тобто

pi ≥ 0, ‖p‖1 =
n∑

i=1

pi =
n∑

i=1

µ(ωi) = µ(Ω) = 1,
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ri ≥ 0, ‖r‖1 =

n∑

i=1

ri =

n∑

i=1

ν(ωi) = ν(Ω) = 1.

Задамо нелiнiйне, некомутативне перетворення конфлiкту > мiж
двома стохастичними векторами p, r:

p1 = p> r, r1 = r> p,

де нова пара векторiв p1, r1 визначається за правилом:

p1i =
pi(θ + 1) + τi

z
, r1i =

ri(θ + 1) + τi
z

,

де θ =
∑n

i=1

√
piri, τi = min{pi, ri}, коефiцiєнт z = 1 + θ + W , де

W =
∑n
i=1 τi.

Нормуючий коефiцiєнт z забезпечує стохастичнiсть векторiв p1 та
r1, якi очевидно належать Rn+.

Таким чином, для заданої пари векторiв p, r ∈ Rn+ перетворення
> породжує траєкторiю динамiчної системи конфлiкту

{pN , rN} >−→ {pN+1, rN+1}, N = 0, 1, . . . , (5)

де p0 = p, r0 = r та

pN+1
i =

pNi (θN + 1) + τNi
zN

, rN+1
i =

rNi (θN + 1) + τNi
zN

, (6)

θN =

2∑

i=1

√
pNi r

N
i ,

τNi = min {pNi , rNi }, (7)

zN = θN + 1 +WN , WN =

n∑

i=1

τNi .

Теорема 1.1. Кожна траєкторiя динамiчної системи конфлiкту
(5) з довiльною початковою парою стохастичних векторiв p, r ∈ Rn+

(n > 1), збiгається до граничного стану {p∞, r∞}. Тобто для послi-
довностей векторiв pN , rN , координати яких заданi формулами (6),
iснують границi:

p∞ = lim
N→∞

pN , r∞ = lim
N→∞

rN .
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Доведення. Зафiксуємо довiльний iндекс i ∈ {1, 2, . . . , n}. Роз-
глянемо послiдовнiсть (τNi )

∞

N=0. Оскiльки τNi = min {pNi , rNi }, причо-
му 0 ≤ pNi , r

N
i ≤ 1, то

0 ≤ τNi ≤ 1, (8)

тобто (τNi )
∞

N=0 є обмеженою при N → ∞.

Покажемо, що (τNi )
∞

N=0 – монотонна. З рiвностi (6) та (7) випли-
ває, що

τN+1
i =

τNi (θN + 1) + τNi
zN

=
τNi (θN + 2)

zN
,

τN+1
i = τNi · θN + 2

θN + 1 +WN .
(9)

Позначимо sN = θN+2
θN+1+WN , тодi

τN+1
i = τNi · sN .

Очевидно, що 0 ≤ θN ≤ 1. Оцiнимо WN =
n∑
i=1

τNi . З (7) та умови

нормованостi векторiв випливає, що WN ≤ 1. Звiдси sN ≥ 1, i тому

τN+1
i ≥ τNi . (10)

Отже, (τNi )
∞

N=0 – монотонна.
Оскiльки (τNi )

∞

N=0 – монотонна обмежена послiдовнiсть, то для
довiльного i = 1, n iснує

lim
N−→∞

τNi = τ∞i .

У випадку рiвних початкових векторiв p, r, враховуючи умову (7),
отримуємо pN = rN = τN , тобто pNi = rNi = τNi ∀ i = 1, n. З вищедо-
веденого випливає iснування граничних векторiв p∞ та r∞, причому
p∞ = r∞ = τ∞.

Розглянемо випадок рiзних початкових векторiв, тобто p 6= r. Не-
хай для деякого i мiж координатами pi, ri виконується нерiвнiсть
pi > ri. Виконавши тотожнi перетворення даної нерiвностi, а саме:
домноживши нерiвнiсть на (θ + 1), додавши до обох її частин τi та
подiливши на z, отримаємо

pi(θ + 1) + τi
z

>
ri(θ + 1) + τi

z
,
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тобто p1i > r1i . Аналогiчними мiркуваннями отримуємо нерiвнiсть для
усiх N :

pNi > rNi , N = 0, 1, . . .

Оскiльки τNi = min {pNi , rNi }, то rNi = τNi . Вже доведено, що
(τNi )

∞

N=0 – монотонна обмежена послiдовнiсть, тому (rNi )
∞

N=0 також
монотонна обмежена послiдовнiсть, тобто iснує границя:

lim
N−→∞

rNi = r∞i = τ∞i .

Безпосередньо встановлюємо, що для всiх координат τj , j = 1, n
вектора τ виконуються спiввiдношення:

τN+1
j

τN+1
i

=
τNj · θN+2

θN+1+WN

τNi · θN+2
θN+1+WN

=
τNj
τNi

τNj
τNi

=
τN−1
j · θN−1+2

θN−1+1+WN−1

τN−1
i · θN−1+2

θN−1+1+WN−1

=
τN−1
j

τN−1
i

· · ·
τ1j
τ1i

=
τ0j · θ0+2

θ0+1+W 0

τ0i · θ0+2
θ0+1+W 0

=
τ0j
τ0i
.

Отже, вiдношення
τNj
τNi

=
τ0j
τ0i

(11)

є незалежним вiд N .
Розглянемо спiввiдношення

τNi
WN

=
τNi

τN1 + · · ·+ τNi + · · ·+ τNn
=

1
τN
1

τN
i

+ · · ·+ 1 + · · ·+ τN
n

τN
i

.

З рiвняння (11) випливає, що

τNi
WN

=
1

τN
1

τN
i

+ · · ·+ 1 + · · ·+ τN
n

τN
i

=
1

τ0
1

τ0
i

+ · · ·+ 1 + · · ·+ τ0
n

τ0
i

=
τ0i
W 0

.

Тобто
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τ0i
W 0

=
τNi
WN

(12)

для будь-якого N = 1, 2, ...
Припустимо, що для деякого фiксованого i виконується нерiвнiсть

pi <
τi
W . Домноживши цю нерiвнiсть на (θ + 1), додавши до обох її

частин τi та подiливши на z, отримаємо

pi(θ + 1) + τi
z

<
τi
W

· θ + 1 +W

z
,

тобто p1i < τi
W · 1. Враховуючи вищедоведену рiвнiсть (12), можна

стверджувати, що p1i <
τ1
i

W 1 . Отже, згiдно з принципом математичної
iндукцiї, нерiвнiсть

pNi <
τNi
WN

(13)

справедлива для довiльного N .
Розглянемо рiзницю деякої фiксованої i−тої координати вектора

p на N−му та (N + 1)−му кроках

pN+1
i − pNi =

pNi (θ
N + 1) + τNi
zN

− pNi =

=
τNi − pNi ·WN

zN
=
WN

zN

(
τNi
WN

− pNi

)
.

Очевидно, WN

zN > 0. Тому, якщо для деякого фiксованого i вико-
нується (13), то для довiльного N = 0, 1, . . . виконується нерiвнiсть

pNi <
τN
i

WN , тобто послiдовнiсть (pNi )
∞

N=0 зростає. Аналогiчно послiдов-
нiсть (pNi )

∞

N=0 спадає при умовi pNi > τi
W .

З попереднiх мiркувань випливає, що (pNi )
∞

N=0 — монотонна по N .
За теоремою про монотонну обмежену послiдовнiсть отримуємо, що
iснує

lim
N→∞

pNi = p∞i .

Отже, iснують граничнi вектори p∞, r∞ з координатами

p∞i = lim
N→∞

pNi , r∞i = lim
N→∞

rNi .

Теорему доведено.
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2 Нерухомi точки динамiчної системи конфлiкту
з притягальною взаємодiєю

Наведемо теорему, яка описує iнварiантнi граничнi мiри µ∞, ν∞ у
термiнах граничних значень координат p∞i , r

∞
i стохастичних векторiв

p∞, r∞.

Теорема 2.1. Нехай траєкторiя динамiчної системи конфлiкту
(5), породжена парою стохастичних векторiв p, r ∈ Rn+, збiгається
до граничного стану {p∞, r∞}. Тодi граничний стан {p∞, r∞} є не-
рухомою точкою, тобто

p∞ = p∞ ∗ r∞, r∞ = r∞ ∗ p∞.

Причому, якщо p = r, то p∞ = p, r∞ = r. Якщо p 6= r, то p∞ = r∞

i
p∞i = r∞i =

τi
W
,

де τi = min {pi, ri},W =
n∑

i=1

τi.

Для доведення теореми 2.1 використаємо наступне твердження.

Твердження 2.1. Для довiльного i = 1, n при N → ∞ виконується

pNi − rNi → 0.

Доведення. Розглянемо рiзницю i-тих координат векторiв pN+1

та rN+1. Позначимо dN+1
i = pN+1

i − rN+1
i ,

dN+1
i =

pN (θN + 1) + τNi
zN

− rN (θN + 1) + τNi
zN

= (pNi − rNi )
θN + 1

zN
.

Тодi
dN+1
i = dNi · kN , (14)

де

kN =
θN + 1

θN + 1 +WN
.

Припустимо супротивне. Нехай для довiльного i = 1, n при N → ∞

dNi 9 0.
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Розглянемо рiвнiсть (14) при N → ∞. За теоремою 1.1, iснують гра-
ницi limN→∞p

N
i = p∞i та limN→∞r

N
i = r∞i . Отже, iснують границi

limN→∞d
N
i = d∞i , limN→∞θ

N = θ∞ ≥ 0, limN→∞W
N = W∞ > 0.

Таким чином отримаємо рiвнiсть d∞i = θ∞+1
θ∞+1+W∞ · d∞i . Ця рiвнiсть

можлива лише у випадку d∞i = 0. Отримали суперечнiсть. Отже,
припущення невiрне, тобто для довiльного i = 1, n

d∞i → 0.

Доведення теореми 2.1. З твердження 2.1 випливає рiвнiсть
граничних векторiв. Враховуючи (7), отримуємо рiвнiсть p∞ = r∞ =
= τ∞.

Якщо початковi вектори рiвнi, то ∀ i pi = ri = τi i W = 1. Вико-
ристовуючи формулу (6), отримуємо p1i = pi = ri = r1i . Аналогiчно
pNi = pi = ri = rNi . Тому при N → ∞

p∞ = p = r = r∞.

Доведемо теорему для випадку рiзних початкових векторiв. Зна-
йдемо значення τ∞i . Використавши формули (9) для деякої i-тої ко-
ординати вектора τ та враховуючи рiвнiсть (12), отримаємо

τN+1
i = τNi · θN + 2

θN + 1 +WN
=

τNi
WN

· θN + 2
θN+1
WN + 1

=
τi
W

· θN + 2
θN+1
WN + 1

.

Оскiльки p∞ = r∞ = τ∞, то

n∑

i=1

p∞i =

n∑

i=1

r∞i =

n∑

i=1

τ∞i = 1,

тобто limN→∞WN = 1. Тодi

τ∞i = lim
N→∞

τN+1
i = lim

N→∞
(
τi
W

· θN + 2
θN+1
WN + 1

) =
τi
W

lim
N→∞

(
θN + 2
θN+1
WN + 1

) =
τi
W
.

Отже, при N → ∞
p∞i = r∞i =

τi
W
.

Теорему доведено.

Твердження 2.2. Граничнi вектори p∞, r∞ є нестабiльними.
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Доведення. Довiльне ε-збурення граничних точок

p∞ → p∞ + ε = {p∞i + εi},

r∞ → r∞ + ε‘ = {r∞i + ε‘i},
де
∑
i

εi = 0,
∑
i

ε‘i = 0 змiнює τi та W . Тому iснують новi значен-

ня границь, вiдмiннi вiд p∞ = limN→∞ pN , r∞ = limN→∞ rN . А це
означає, що вектори p∞, r∞ є нестабiльними.

Розглянемо приклад. Нехай маємо вектори p, r ∈ R3
+ з координа-

тами:
p = (0.58; 0.06; 0.36),

r = (0.43; 0.3; 0.27).

На рис. 1 зображено траєкторiю динамiчної системи конфлiкту (5) з
векторами pN , rN , координати яких визначаються за формулами (6).

Рис. 1

Це типовий варiант динамiки з трьома спiрними позицiями.
У цьому випадку граничному стану системи, згiдно з теоремою 2.1,
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вiдповiдають вектори

p∞ = r∞ = (0.5733; 0.08; 0.3476).

За побудовою граничний стан такої системи є нерухомою точкою.
Цей приклад демонструє твердження теореми 2.1 для конкретної

моделi динамiчної системи конфлiкту, еволюцiя у часi векторiв pN

та rN якої задається формулами (6).
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