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Let f be a non-monotonic singular function of the Cantor type defined in
terms of quinary representation of the numbers and let X be a random
variable whose digits of its quinary representation are independent of the
random variables. We study a Lebesgue structure of distribution of the
random variable Y = f(X), topological, metric and fractal properties of
its spectrum.

Для немонотонної сингулярної функцiї канторiвського типу f , означе-
ної в термiнах п’ятiркового зображення чисел, i випадкової величини
X, цифри п’ятiркового зображення якої є незалежними випадковими
величинами, вивчається лебегiвська структура розподiлу випадкової
величини Y = f(X), тополого-метричнi i фрактальнi властивостi його
спектра.

Для немонотонной сингулярной функции канторовского типа f , опре-
деленной в терминах пятеричного изображения чисел, и случайной ве-
личины X, цифры пятеричного изображения которой являются неза-
висимыми случайными величинами, изучается лебеговская структура
распределения случайной величины Y = f(X), тополого-метрические
и фрактальные свойства её спектра.

1 Вступ

Розподiли випадкових величин, цифри зображення яких у тiй чи iн-
шiй системi кодування (зображення) є незалежними випадковими ве-
личинами, iнтенсивно вивчаються протягом кiлькох останнiх десяти-
лiть [1], [2], [7] [6], а саме: дослiджується їх лебегiвська структура,
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тополого-метричнi i фрактальнi властивостi спектрiв та носiїв тощо.
Серед цих розподiлiв переважають сингулярнi (тобто такi, що зосере-
дженi на множинах нульової мiри Лебега), їх значну частину склада-
ють канторiвськi розподiли (тi, що зосередженi на досконалих нiде не
щiльних множинах нульової мiри Лебега). У кожного з них функцiя
розподiлу є неперервною, неспадною, а сумарна довжина вiдрiзкiв
сталостi функцiї є множиною повної мiри.

Нагадаємо, що неперервна функцiя, вiдмiнна вiд константи, нази-
вається сингулярною, якщо її похiдна дорiвнює нулю майже скрiзь
у розумiннi мiри Лебега. Неперервна функцiя називається сингуляр-
ною функцiєю канторiвського типу, якщо її множина несталостi є
нiде не щiльною множиною нульової мiри Лебега. Сингулярнi розпо-
дiли випадкових величин мають сингулярнi функцiї розподiлу, якi є
монотонними. Разом з цим серед сингулярних функцiй канторiвсько-
го типу значний пiдклас утворюють немонотоннi сингулярнi функцiї,
розподiли значень яких є самостiйним об’єктом дослiдження. Саме
такому об’єкту присвячена дана робота. У нiй дослiджується розпо-
дiл випадкової величини Y = f(X), де f — немонотонна сингулярна
функцiя канторiвського типу, властивостi якої частково вивчалися
в [4], [5], а X — випадкова величина, розподiл якої iндукується роз-
подiлами цифр її п’ятiркового зображення, що є незалежними випад-
ковими величинами. Нас цiкавить структура i властивостi розподiлу
випадкової величини Y .

2 Основний об’єкт

Нехай A5 ≡ {0, 1, 2, 3, 4} — алфавiт 5-ової системи числення, L ≡
A5 × . . .×A5 × . . .;

x =

∞∑

k=1

αk(x)

5k
≡ ∆5

α1α2...αk...

— 5-ове зображення числа x ∈ [0, 1], (αk) ∈ L.

Нехай (εn) — послiдовнiсть додатних дiйсних чисел, причому 0 ≤
εn ≤ 1; (gn) — послiдовнiсть векторiв, де gn = (g0n, g1n, g2n, g3n, g4n),

таких, що: g0n = g4n =
2 + εn

4
, g1n = g3n =

−εn
4

, g2n = 0.
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Розглядається функцiя

f(x) = δα1(x)1 +

∞∑

k=2


δαk(x)k

k−1∏

j=1

gαj(x)j


 ≡ ∆G

α1α2...αk..., (1)

де δ0n = 0, δ1n =
2 + εn

4
, δ2n =

2

4
= δ3n, δ4n =

2− εn
4

, тобто δ[i+1]n =

δin + gin =
i∑

j=0

gjn, n ∈ N.

Властивостi функцiї f вивчались у роботi [5]. Нагадаємо деякi з
них.

Теорема 2.1. Функцiя f(x) є:
1) коректно означеною та неперервною на [0; 1];
2) сталою на кожному цилiндрi виду ∆5

c1c2...cm2 i крiм цього на
цилiндрах ∆5

c1c2...cn−11 i ∆5
c1c2...cn−13, якщо εn = 0;

3) монотонною (а точнiше: неспадною) — тодi i тiльки тодi,
коли εn = 0, n ∈ N ;

4) сингулярною функцiєю канторiвського типу, множиною не-
сталостi якої є множина канторiвського типу C[5; {0, 1, 3, 4}] =
{x : x ∈ [0, 1], αn(x) ∈ {0, 1, 3, 4}} з фрактальною розмiрнiстю Гаус-
дорфа-Безиковича log5 4.

Вона набуває всiх значень з вiдрiзка [0, 1], не має промiжкiв мо-
нотонностi, крiм промiжкiв сталостi, якщо нерiвнiсть εn 6= 0 ви-
конується для нескiнченної множини значень n, i має графiк, симе-
тричнй вiдносно точки C

(
1
2 ,

1
2

)
.

Теорема 2.2. Варiацiя функцiї f обчислюється за формулою

V 1
0 (f) =

∞∏

i=1

(1 + εi).

Функцiя f має обмежену варiацiю тодi i тiльки тодi, коли

∞∑

i=1

εi <∞. (2)

Наслiдок 2.1. Якщо 0 < ε0 ≤ εn або 0 < εn = const, то функцiя f
є функцiєю необмеженої варiацiї.
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3 Розподiл значень функцiї f(x) при заданому роз-
подiлi випадкового аргументу

Нехай (τk) — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випад-
кових величин, якi набувають значення 0, 1, 2, 3, 4 з ймовiрностями
p0n, p1n, p2n, p3n, p4n, n ∈ N вiдповiдно, тобто

P{τn = i} = pin, i = 0, 4,

p0n + p1n + p2n + p3n + p4n = 1, ∀n ∈ N.

X = ∆5
τ1τ2τ3... — неперервна випадкова величина з незалежними

5-овими цифрами.
Розподiл випадкової величини X добре вивчений [3]. Його лебе-

гiвську структуру висвiтлює наступне твердження.

Теорема 3.1. [3] Випадкова величина X має розподiл чистого ле-
бегiвського типу, причому:

1) чисто дискретний тодi i тiльки тодi, коли

M ≡
∞∏

k=1

max
i

{pik} > 0;

2) чисто абсолютно неперервний тодi i тiльки тодi, коли

L ≡
∞∑

k=1

4∑

i=0

(1 − 5pik)
2 <∞;

3) чисто сингулярно неперервний тодi i тiльки, коли M = 0 i
L = ∞.

Теорема 3.2. Множина всiх рiвнiв функцiї f , якi мiстять вiдрiзки
сталостi, є злiченою множиною, причому:

1) рiвень y0 = f
(
∆5

(2)

)
= 1

2 мiстить лише один вiдрiзок стало-

стi;
2) кожен з рiвнiв виду

y0 = f
(
∆5
c1c2...cm0(2)

)
= f

(
∆5
c1c2...cm3(2)

)
,

y0 = f
(
∆5
c1c2...cm1(2)

)
= f

(
∆5
c1c2...cm4(2)

)

мiстить два вiдрiзки сталостi;
3) рiвень функцiї бiльше двох вiдрiзкiв мiстити не може.
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Доведення. Очевидно, що промiжки сталостi функцiї вичерпуються
цилiндрами: ∆2, ∆02, ∆12, ∆32, ∆42 i т. д., загальний вигляд яких
∆c1c2...cm(2), де ci 6= 2, i = 1,m, m ∈ N , тобто рiвнi, якi мiстять про-

мiжки, мають вигляд f−1
(
f
(
∆5
c1c2...cm(2)

))
. Оскiльки f(∆5

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

(2)
) 6=

f(∆5
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

k

(2)
) при m 6= k, то таких рiвнiв злiченна кiлькiсть.

1. Доведемо, що рiвень y0 = 1
2 = f

(
∆5

(2)

)
мiстить лише один вiд-

рiзок сталостi. Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого

виконується рiвнiсть f
(
∆5
c1c2...cm(2)

)
= 1

2 . Тодi

δc1 + δc2gc1 + . . .+ δcm

m−1∏

j=1

gcj +
1

2

m∏

j=1

gcj =
1

2
.

Значення функцiї у внутрiшнiх точках цилiндра ∆5
1 бiльшi за 1

2 ,
а на ∆5

3 — меншi за 1
2 . Тому далi досить провести аналiз лише на

цилiндрах ∆5
0 i ∆5

4. Оскiльки графiк функцiї f симетричний вiдносно
точки C

(
1
2 ,

1
2

)
, то зосередимось на дослiдженнi цилiндра ∆5

0. Отже,

3

4


δc2 + δc3gc2 + . . .+ δcm

m−2∏

j=2

gcj +
1

2

m−1∏

j=2

gcj


 =

1

2
,

3


δc2 + δc3gc2 + . . .+ δcm

m−2∏

j=2

gcj +
1

2

m−1∏

j=2

gcj


 = 2.

Оскiльки добуток
m−1∏
j=2

gcj є правильним звичайним дробом зi зна-

менником 4m−2, а δci — зi знаменником 4, то, домноживши останню
рiвнiсть на 4m, отримаємо

3 ·


4mδc2 + 4mδc3gc2 + . . .+ 4mδcm

m−2∏

j=2

gcj + 4m
1

2

m−1∏

j=2

gcj


 = 2 · 4m.

Звiдси бачимо, що лiва частина рiвностi дiлиться на 3, а права —
нi. Отримане протирiччя доводить, що рiвень 1

2 мiстить лише один
вiдрiзок сталостi.
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2. Доведемо, що всi iншi рiвнi мiстять два вiдрiзки сталостi. Нехай

A ≡ δc1 +
m∑
k=2

(
δck

k−1∏
j=1

gcj

)
. Розглянемо рiзницю значень функцiї:

f(∆5
c1c2...cm0(2))− f(∆5

c1c2...cm3(2)) =

= A+ g0

m∏

j=1

gcj
1

2
−A− δ3

m∏

j=1

gcj
1

2
− g3

m∏

j=1

gcj
1

2
=

=
3

8

m∏

j=1

gcj −
1

2

m∏

j=1

gcj +
1

8

m∏

j=1

gcj = 0,

f(∆5
c1c2...cm1(2))− f(∆5

c1c2...cm4(2)) =

= A+ δ1

m∏

j=1

gcj + g1

m∏

j=1

gcj
1

2
−A− δ4

m∏

j=1

gcj − g4

m∏

j=1

gcj
1

2
=

=
3

4

m∏

j=1

gcj −
1

8

m∏

j=1

gcj −
1

4

m∏

j=1

gcj −
3

8

m∏

j=1

gcj = 0.

Вiдповiднi значення збiгаються. Отже, данi рiвнi мiстять два вiд-
рiзки.

3. Тепер доведемо, що такi рiвнi мiстять не бiльше двох вiдрiзкiв.
Розглянемо випадки.

1) Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого викону-
ється рiвнiсть

f(∆5
c1c2...cm0(2)) = f(∆5

c1c2...cm...cm+k(2)
)

або

f(∆5
c1c2...cm−k...cm0(2)) = f(∆5

c1c2...cm−k(2)
), k ∈ N, k < m.

1.1.
f(∆5

c1c2...cm0(2)) = f(∆5
c1c2...cmcm+1...cm+k(2)

).

3

8

m∏

j=1

gcj =

m∏

j=1

gcj


δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj


 ,
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3

8
= δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj ,

3 = 8


δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj


 .

Оскiльки добуток
m+k∏
j=m+1

gcj є правильним звичайним дробом iз

знаменником 4k−1, а δci — зi знаменником 4, то, домноживши останню
рiвнiсть на 4k, отримаємо

3 · 4k = 8


4kδcm+1 + . . .+ 4kδcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj + 4k
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj


 .

Звiдси бачимо, що лiва частина рiвностi дiлиться на 3, а права —
нi. Прийшли до суперечностi.

1.2.
f(∆5

c1c2...cm−kcm−k+1...cm0(2)) = f(∆5
c1c2...cm−k(2)

).

m−k∏

j=1

gcj


δcm−k+1

+ . . .+ δ0

m∏

j=m−k+1

gcj +
3

8

m+1∏

j=m−k+1

gcj


 =

1

2

m−k∏

j=1

gcj ,

δcm−k+1
+ δcm−k+2

gcm−k+1
. . .+

3

8

m+1∏

j=m−k+1

gcj =
1

2
,

2δcm−k+1
+ 2δcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 3

m+1∏

j=m−k+1

gcj = 1.

Оскiльки добуток
m+1∏

j=m−k+1

gcj є звичайним правильним дробом iз

знаменником 4k, а δci — зi знаменником 4, то, домноживши останню
рiвнiсть на 4k, отримаємо

2 · 4kδcm−k+1
+ 2 · 4kδcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 3 · 4k

m+1∏

j=m−k+1

gcj = 4k.
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Звiдси бачимо, що права частина рiвностi дiлиться на 2, а лiва —
нi, оскiльки останнiй доданок виразу не дiлиться на 2. Прийшли до
суперечностi.

2) Припустимо, що знайдеться такий цилiндр, для якого викону-
ється рiвнiсть

f(∆5
c1c2...cm4(2)) = f(∆5

c1c2...cm...cm+k(2)
)

або
f(∆5

c1c2...cm4(2)) = f(∆5
c1c2...cm−k(2)

).

2.1.
f(∆5

c1c2...cm4(2)) = f(∆5
c1c2...cmcm+1...cm+k(2)

).

5

8

m∏

j=1

gcj =

m∏

j=1

gcj


δcm+1 + . . .+ δcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj +
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj


 .

Проводимо аналогiчнi мiркування i отримуємо

5 · 4k = 8


4kδcm+1 + . . .+ 4kδcm+k

m+k−1∏

j=m+1

gcj + 4k
1

2

m+k∏

j=m+1

gcj


 .

Лiва частина рiвностi дiлиться на 5, а права — нi. Прийшли до
суперечностi.

2.2.
f(∆5

c1c2...cm−kcm−k+1...cm4(2)) = f(∆5
c1c2...cm−k(2)

).

m−k∏

j=1

gcj


δcm−k+1

+ . . .+ δ0

m∏

j=m−k+1

gcj +
5

8

m+1∏

j=m−k+1

gcj


 =

1

2

m−k∏

j=1

gcj ,

Проводимо аналогiчнi мiркування i отримуємо

2 · 4kδcm−k+1
+ 2 · 4kδcm−k+2

gcm−k+1
. . .+ 5 · 4k

m+1∏

j=m−k+1

gcj = 4k.

Права частина рiвностi дiлиться на 2, а лiва — нi, оскiльки остан-
нiй доданок виразу не дiлиться на 2. Прийшли до суперечностi.

Отже, рiвень функцiї f бiльше двох вiдрiзкiв мiстити не може.
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Лема 3.1. Образом п’ятiркового цилiндра при вiдображеннi f є G
— цилiндр або точка, причому точкою є тодi тiльки тодi, коли в
основi цилiндра є принаймнi одна 2.

Доведення. Якщо в основi цилiндра ∆5
c1...cm є принаймнi одна двiйка,

тобто ci = 2 (1 ≤ i ≤ m), то очевидно, що f(∆5
c1c2...cm) = ∆G

c1c2...ci−12(0)
,

де ∆G
c1c2...ci−12(0)

є точкою.

Тепер доведемо, що образом цилiндра ∆5
c1c2...cm , ci 6= 2 , 1 ≤ i ≤ m

є цилiндр.
Нехай x ∈ ∆5

c1c2...cm , тобто x = ∆5
c1c2...cmαm+1...αm+k...

, i

f(∆5
c1c2...cm(0)) = ∆G

c1c2...cm(0) = a,

f(∆5
c1c2...cm(4)) = ∆G

c1c2...cm(4) = b.

Тодi за властивiстю цилiндрiв, а саме, що функцiя на ∆G
c1c2...cm на-

буває найбiльшого i найменшого значення на його кiнцях, випливає,
що

f(∆5
c1c2...cm) ⊂ [A,B],

де A = min{a, b}, B = max{a, b}.
Оскiльки f(x) — неперервна на вiдрiзку ∆5

c1c2...cm функцiя, то вона
набуває всiх промiжних значень мiж A i B, тобто

f(∆5
c1c2...cm) = [A,B].

Теорема 3.3. Якщо X = ∆5
τ1τ2...τn... — неперервна випадкова вели-

чина, цифри τn п’ятiркового зображення якої є незалежними ви-
падковими величинами, що мають розподiли

P{τn = i} = pin, i ∈ A5, n ∈ N,

то розподiл випадкової величини Y = f(X) є чисто дискретним,
якщо

∞∑

n=1

[
p2n

n−1∏

k=1

(1− p2k)

]
= 1,

i є нетривiальною сумiшшю дискретного i неперервного розподiлiв,
коли

∞∑

n=1

[
p2n

n−1∏

k=1

(1− p2k)

]
< 1.
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Доведення. Як вiдомо з теореми 3.2, множина рiвнiв функцiї f , якi
мiстять вiдрiзки, є злiченною. Бiльше того, рiвень не може мiстити
бiльше двох вiдрiзкiв. Тому подiя

P{Y = f(∆5
c1...cm2) = ∆G

c1...cm2(0)}

рiвносильна подiї
X ∈ ∆5

c1...cm2,

якщо рiвень y0 = ∆G
c1...cm2(0) мiстить один вiдрiзок, або ж

X ∈ ∆5
c1...cm2

⋃
∆5
c′1...c

′
m2,

де f(∆5
c1...cm2(0)) = f(∆5

c′1...c
′
m2(0)), якщо рiвень мiстить два вiдрiзки.

У першому випадку, в силу незалежностi цифр випадкової вели-
чини X , маємо

P{Y = f(∆5
c1...cm2(0))} = P{X ∈ ∆5

c1...cm2} ≡
(

m∏

i=1

pcii

)
p2,m+1.

У другому випадку вважатимемо, що число y = f(∆5
c1...cm2(0)) має

двi ”складовi” y i y∗, якi є формально рiзними числами.
Тому y = f(∆5

c1...cm2(0)) є атомом розподiлу тодi i тiльки тодi, коли

pcii 6= 0 ∀i ∈ {1, 2, . . . ,m} i p2,m+1 6= 0.

Сумарна маса атомiв розподiлу Y обчислюється за формулою

S =

∞∑

n=1

[
p2n

n−1∏

k=1

(p0k + p1k + p3k + p4k)

]
=

∞∑

n=1

[
p2n

n−1∏

k=1

(1− p2k)

]
.

Очевидно, що остання сума є скiнченним числом, причому вона
мiстить скiнченну кiлькiсть доданкiв, якщо iснує p2k = 1, i нескiн-
ченну — в протилежному випадку.

Якщо p0n = p1n = p2n = p3n = p4n для всiх n ∈ N , то S = 1 i
розподiл є чисто атомарний (дискретний). Якщо ж всi pin рiзнi i S <
1, то, враховуючи теорему Лебега про структуру ймовiрнiсної мiри,
робимо висновок, що розподiл Y , маючи атоми, має i нетривiальну
неперервну компоненту.

Зауважимо, що S 6= 0, що є наслiдком неперервного розподiлу
X .
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Наслiдок 3.1. Якщо X — випадкова величина, рiвномiрно розподi-
лена на [0, 1], то випадкова величина Y має чисто дискретний роз-
подiл.

Теорема 3.4. Якщо X = ∆5
τ1τ2...τn... — неперервна випадкова величи-

на, цифри τn п’ятiркового зображення якої є незалежними випадко-
вими величинами i є однаково розподiленими, то випадкова величина
Y = f(X) має:

1) чисто дискретний розподiл, якщо p2 6= 0;
2) сингулярний розподiл канторiвського типу, якщо p2 = 0.

Доведення. 1. Очевидно, що для ci 6= 2 (i = 1,m)

P{Y = f
(
∆5
c1...cm−12(0)

)
} ≥ P{X ∈ ∆5

c1...cm−12} = p2

m−1∏

j=1

pcj .

Але

∞∑

m=1

∑

(c1,...,cm−1)
26=ci∈A5


p2

m−1∏

j=1

pcj


 = p2 + p2(p0 + p1 + p3 + p4) + . . .+

+p2(p0 + p1 + p3 + p4)
n + . . . =

p2
1− (p0 + p1 + p3 + p4)

= 1.

Тому для злiченної множини

A = {y : y = f(∆5
c1...cm−12(0)

)}, ci ∈ A5 \ {2}, m ∈ N

маємо P{Y ∈ A} = 1, тобто Y має чисто дискретний розподiл.

2. Якщо p2 = 0, то P{X ∈ ∆5
c1...cm−12} = 0. Разом з цим P{X =

x} = 0 для будь - якого x ∈ [0, 1] у силу неперервностi розподiлу
випадкової величини X .

Враховуючи, що функцiя y = f(x) континуальних рiвнiв не має
(крiм тих, що мiстять вiдрiзки), робимо висновок про неперервнiсть
розподiлу випадкової величини Y . Разом з цим вiн зосереджений на
множинi нульової мiри Лебега:

C = C[5, V ], де V = {v : pvn 6= 0}.
Тому розподiл випадкової величини Y є сингулярним розподiлом

канторiвського типу.
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