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Оцiнка вiдхилення функцiй вiд їх
сум Фур’є

We investigate problems of estimating the deviation of functions from
their Fourier sums in terms of the best approximation.

Отримано оцiнку вiдхилення функцiй вiд їх сум Фур’є у термiнах
найкращих наближень.

1. Визначення

Нехай Rd − d-мiрний евклiдовий простiр з дiйсними елемен-
тами x = (x1, . . . , xd); (x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn; T d = [0, 2π)d, а
Lp(T

d), 1 ≤ p ≤ ∞ — простiр вимiрних 2π-перiодичних по ко-
жнiй змiннiй функцiй f(x), x ∈ T d, зi скiнченною нормою

‖f‖Lp(T d) = ‖f‖p =

 1

(2π)d

∫
T d

|f(x)|pdx

1/p

,

1 ≤ p <∞ ,

‖f‖∞ = ‖f‖C(T d) = ‖f‖C = max
x∈T d

|f(x)|.
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Позначимо через 2n i �n множини векторiв:

2n = {k = (k1, . . . , kd) : |kj | ≤ n, kj ∈ Z,

j = 1, d},

�n = {k = (k1, . . . , kd) :

|k| = |k1|+ · · ·+ |kd| ≤ n, kj ∈ Z, j = 1, d},

а через Γ2
n i Γ�n позначимо множини тригонометричних полiномiв

з гармонiками з 2n i �n, тобто

Γ2
n = {t2n (x) : t2n (x) =

∑
k∈2n

ake
i(k,x), ak ∈ C},

Γ�n = {t�n(x) : t�n(x) =
∑
k∈�n

ake
i(k,x), ak ∈ C}.

Найкращим наближенням функцiй f ∈ Lp(T d) в метрицi
Lp(T

d) полiномами з Γ2
n або Γ�n називають величини

E2
n (f)p = inf

t2n∈Γ2
n

‖f(x)− t2n (x)‖p,

E�n(f)p = inf
t�n∈Γ�

n

‖f(x)− t�n(x)‖p.

Для d = 1

En(f)p = inf
tn∈Γn

‖f(x)− tn(x)‖p,

де Γn = {tn(x) : tn(x) =
n∑

k=−n
ake

ikx, k ∈ Z, ak ∈ C}.

Означимо для f ∈ Lp(T
d) частиннi суми ряду Фур’є насту-

пним чином:

S2
n (f ;x) =

∑
k∈2n

cke
i(k,x), (1)
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S�n(f ;x) =
∑
k∈�n

cke
i(k,x), (2)

де ck = 1
(2π)d

∫
T d
f(t)e−i(k,t)dt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Через ρ2n (f)p i ρ�n(f)p будемо позначати вiдповiдно величини

ρ2n (f)p = ‖f(x)− S2
n (f ;x)‖p ,

ρ�n(f)p = ‖f(x)− S�n(f ;x)‖p .

При d = 1

ρn(f)p = ‖f(x)− Sn(f ;x)‖p ,

Sn(f ;x) =
n∑

k=−n
cke

ikx.

А. Лебег [1] встановив нерiвнiсть

ρn(f)p ≤ BEn(f)p lnn , p = 1,∞ .

К. I. Осколков [2] встановив оцiнку, яка бiльш точно враховує
властивостi послiдовностi {En(f)p} , p = 1,∞ , а саме:

ρn(f)p ≤ B
n∑
k=0

En+k(f)p
k + 1

, p = 1,∞ .

С. П. Байбородов [3] для функцiй f(·) ∈ Lp(T d), 1 ≤ p ≤ ∞,
показав, що

ρ2n (f)p ≤ B(d)

s∑
k=0

E2
n+k(f)p

lnd−1(k + 2)

k + 1
,

де

S = min(n, [eθ]) , θ =

{
1/(p− 1), 1 ≤ p ≤ 2,
p− 1, 2 ≤ p ≤ ∞.
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2. Основний результат

Теорема 1. Нехай f ∈ C(T d) i її частинна сума визначається
формулою (2).Тодi

ρ�n(f)p ≤ B
n∑
k=0

E�n+k(f)p
lnd−1(k + 2)

k + 1
,

p = 1,∞ . (3)

Доведення. При доведеннi цiєї теореми використаємо методику
з роботи [2]. Нехай µ = max{k : k ≤ 2n− 1, E�k(f)C > 0} i ви-
значимо натуральнi числа n0, n1, . . . , np наступним чином:

n0 = n; nν+1 = min{k : E�k(f)∞ ≤
1

2
E�nν (f)∞},

ν = 0, 1, . . . , p− 1 ,

де p = max{k : E�nk(f)∞ > E�µ(f)∞}, np+1 = µ+ 1.
Вiдмiтимо наступнi властивостi послiдовностi {nν}, ν =

0, p+ 1 (див. [2]), якi випливають з її означення:

n0 = n < n1 < · · · < np < np+1 = µ+ 1 ≤ 2n; (4)

E�nν+1
(f)∞ ≤

1

2
E�nν (f)∞, ν = 0, 1, . . . , p− 1; (5)

E�k(f)∞ ≥
1

2
E�nν (f)∞ , (6)

якщо k + 1 ≤ nν+1, ν = 0, 1, . . . , p.

Для сум
δk =

∑
ν: nν+1≥k+1

E�nν (f)∞ (7)

справедлива оцiнка

δk ≤ B(d)E�k(f)∞ , k = n, n+ 1, . . . , µ , (8)
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яка випливає iз властивостей (4)-(6).
Позначимо через t̂�nν ∈ Γ�nν полiном найкращого наближення

функцiї f ∈ C(T d), а

V �n (f ;x) =
1

n+ 1

2n∑
k=n

S�k(f ;x)

— суми Валле–Пуссена [4]. В роботi [5] встановлено, що

‖f(x)− V �n (f ;x)‖C ≤ B(d)E�n(f)∞ . (9)

Для випадку d = 1 така нерiвнiсть була встановлена Валле–
Пуссеном [4].

Тепер, вiдповiдно до (9), будемо мати

δ�n(f)∞ ≤ ‖f(x)− V �n (f ;x)‖C+

+‖V �n (f ;x)− S�n(f ;x)‖C ≤

≤ B(d)E�n(f)∞ + ‖V �n (f ;x)− S�n(f ;x)‖C . (10)

Оскiльки

V �n (f ;x)− S�n(f ;x) =

=
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1

∑
|l|=k

cle
i(l,x) =

1

(2π)d
×

×
∫
T d

f(x− u)
2n∑

k=n+1

2n− k + 1

n+ 1

∑
|l|=k

ei(l,u)du =

=

p∑
ν=0

1

(2π)d
×
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×
∫
T d

f(x− u)

nν+1∑
k=nν+1

2n− k + 1

n+ 1

∑
|l|=k

ei(l,u)du ,

то, позначивши через t�∗nν (u) полiном найкращого наближення з
гармонiками з �nν для функцiї f(x) та врахувавши ортогональ-
нiсть системи {ei(l,u)}, знайдемо

V �n (f ;x)− S�n(f ;x) =

=

p∑
ν=0

1

(2π)d

∫
T d

[
f(x− u)− t�∗nν (x− u)

]
×

×
nν+1∑

k=nν+1

2n− k + 1

n+ 1

∑
|l|=k

ei(l,u)du .

Далi, використовуючи узагальнену нерiвнiсть Мiнковського,
будемо мати

‖V �n (f ;x)− S�n(f ;x)‖C ≤
p∑

ν=0

E�nν (f)∞
1

(2π)d
Iν , (11)

де

Iν =
1

(2π)d
×

×
∫
T d

∣∣∣∣∣∣
nν+1−nν∑
s=1

2n− nν − s+ 1

n+ 1

∑
|l|=nν+s

ei(l,u)

∣∣∣∣∣∣ du .
Тепер оцiнимо iнтеграл Iν . Для спрощення викладення оцiнку

проведемо для випадку d = 2. При d > 2 мiркування аналогiчнi.
Таким чином

Iν ≤ I(0,0)
ν + I(1,0)

ν + I(0,1)
ν + I(1,1)

ν ,
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де

I(α1,α2)
ν =

1

(2π)2

∫
T 2

|
nν+1−nν∑
s=1

2n− nν − s+ 1

n+ 1
×

×
∑

(−1)α1 l1+(−1)α2 l2=nν+s

ei(l,u)|du ,

αi = 0, 1 , i = 1, 2 .

Оцiнимо I(1,0)
ν :

I(1,0)
ν =

1

(2π)2

∫
T 2

|
nν+1−nν∑
s=1

2n− nν − s+ 1

n+ 1
×

×
∑

−l1+l2=nν+s
l1<0, l2>0

ei(l,u)ei
nν
2
u1ei

nν
2
u2 |du =

=
1

(2π)2

∫
T 2

|
nν+1−nν∑
s=1

2n− nν − s+ 1

n+ 1
×

×
∑

−j1+j2=s
j1≤

nν
2 , j2≥−nν

2

ei(j,u)|du .

Застосувавши перетворення Абеля, знайдемо

nν+1−nν∑
s=1

2n− nν − s+ 1

n+ 1
(Ds(u)−Ds−1(u)) =

=

nν+1−nν∑
s=1

2n− nν − s+ 1

n+ 1
Ds(u)−

−
nν+1−nν−1∑

s=0

2n− nν − s
n+ 1

Ds(u) =
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=
2n− nν+1 + 1

n+ 1
Dnν+1−nν (u)− 2n− nν

n+ 1
D0(u)+

+
1

n+ 1

nν+1−nν∑
s=1

Ds(u) ,

де

Ds(u) =
∑

−j1+j2=s
j1≤

nν
2 , j2≥−nν

2

ei(j,u) .

Таким чином

I(1,0)
ν ≤ B(2)(

∫
T 2

|Dnν+1−nν (u)|du+

+
1

n+ 1

∫
T 2

|
nν+1−nν∑
s=1

Ds(u)|du).

Далi, використовуючи результати робiт [6] або [7], матимемо

I(1,0)
ν ≤ B(2) ln2(nν+1 − nν) ≤ B(2) ln2(nν+1 − n).

Аналогiчно оцiнюються i решта iнтегралiв I(α1,α2)
ν . Тому в d-

мiрному випадку будемо мати

Iν ≤ B(d) lnd(nν+1 − n+ 1) =

= B(d)

nν+1∑
k=n+1

(lnd(k − n+ 1)− lnd(k − n)) ≤

≤ B(d)

nν+1∑
k=n+1

lnd−1(k − n+ 1)

k − n
. (12)
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Пiдставляючи оцiнку (12) в (11), отримуємо

‖V �n (f ;x)− S�n(f ;x)‖C ≤

≤ B(d)

p∑
ν=0

E�nν (f)∞

nν+1∑
k=n+1

lnd−1(k − n+ 1)

k − n
. (13)

Змiнюючи в правiй частинi спiввiдношення (13) порядок су-
мування i використовуючи (8), знайдемо

‖V �n (f ;x)− S�n(f ;x)‖C ≤

≤ B(d)

n1∑
k=n+1

lnd−1(k − n+ 1)

k − n
×

×(E�n0
(f)∞ + · · ·+ E�np(f)∞)+

+B(d)

n2∑
k=n1+1

lnd−1(k − n+ 1)

k − n
×

×(E�n1
(f)∞ + · · ·+ E�np(f)∞) + · · ·+

+B(d)

np+1∑
k=np+1

lnd−1(k − n+ 1)

k − n
E�np(f)∞ ≤

≤ B(d)

µ+1∑
k=n+1

E�k(f)∞
lnd−1(k − n+ 1)

k − n
.

З останньої нерiвностi та спiввiдношення (10) випливає твер-
дження теореми.
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