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Апроксимацiї типу Паде для деяких
спецiальних рядiв двох змiнних
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Two–dimensional Padé type approximants are constructed and studied for
some special power series using method of generalized moment representa-
tions.

С помощью метода обобщенных моментных изображений построены
и изучены двумерные аппроксимант типа Паде для некоторых специ-
альных степенных рядов

У статтях [3], [4], [5], [6], [10] на основi поширення методу уза-
гальнених моментних зображень В.К. Дзядика [2], [7] на випадок
двовимiрних числових послiдовностей побудовано апроксиманти ти-
пу Паде для низки спецiальних рядiв двох змiнних. В основi вказаних
дослiджень лежить наступний результат.

Теорема 1. ( [3]) Нехай для коефiцiєнтiв формального степеневого
ряду двох змiнних вигляду

𝑓(𝑧, 𝑤) =

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑠𝑘,𝑚𝑧
𝑘𝑤𝑚 (1)

має мiсце узагальнене моментне зображення на добутку лiнiйних
просторiв 𝒳 × 𝒴 за бiлiнiйною формою ⟨., .⟩

𝑠𝑘+𝑗,𝑚+𝑛 = ⟨𝑥𝑘,𝑚, 𝑦𝑗,𝑛⟩, 𝑘, 𝑗,𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+. (2)
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Тодi, якщо при деяких 𝑁1, 𝑁2 ∈ ℕ iснує узагальнений полiном

𝑋𝑁1,𝑁2
=

𝑁1∑︁
𝑘=0

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,𝑚 𝑥𝑘,𝑚 (3)

з вiдмiнним вiд нуля старшим коефiцiєнтом 𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑁2

, для якого ви-
конуються умови бiортогональностi

⟨𝑋𝑁1,𝑁2
, 𝑦𝑗,𝑛⟩ = 0 (4)

при (𝑗 +𝑁1, 𝑛+𝑁2) ∈ ℤ+ ∩𝐷Φ, де 𝐷Φ = {(𝑢, 𝑡) ∈ ℝ2
+ : Φ(𝑢, 𝑡) ≤ 0}, а

функцiя Φ : ℝ2
+ → ℝ має такi властивостi:

1. 𝐷Φ — обмежена множина в ℝ2
+;

2. потужнiсть множини 𝐷Φ ∩ {(𝑢, 𝑡) ∈ ℤ2
+ : 𝑢 ≥ 𝑁1, 𝑡 ≥ 𝑁2}

дорiвнює (𝑁1 + 1)(𝑁2 + 1)− 1;

3. рiвняння Φ(𝑢, 𝑡) = 0 можна однозначно розв’язати вiдносно 𝑡
при 𝑢 ≤ 𝑁1 та вiдносно 𝑢 при 𝑡 ≤ 𝑁2. При цьому для вiдповiд-
них розв’язкiв 𝑡 = 𝜙(𝑢) та 𝑢 = 𝜓(𝑡) мають мiсце нерiвностi
𝜙(𝑢) ≥ 𝑁2 ∀𝑢 ≤ 𝑁1 та 𝜓(𝑡) ≥ 𝑁1 ∀ 𝑡 ≤ 𝑁2,

то рацiональна функцiя

[𝒩/𝒟]𝑓 (𝑧, 𝑤) =
𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤)

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤)
, (5)

де

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤) =

𝑁1∑︁
𝑘=0

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−𝑘,𝑁2−𝑚𝑧

𝑘𝑤𝑚, (6)

а

𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤) =

𝑁1−1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑛=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−𝑗,𝑁2−𝑛𝑠𝑘−𝑗,𝑚−𝑛+

+𝑧𝑁1

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

[𝜓(𝑚)]−𝑁1∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑁1∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑛=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑗,𝑁2−𝑛 𝑠𝑘+𝑗,𝑚−𝑛+

+ 𝑤𝑁2

𝑁1−1∑︁
𝑘=0

[𝜙(𝑘)]−𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑁2∑︁
𝑛=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−𝑗,𝑛 𝑠𝑘−𝑗,𝑚+𝑛 (7)
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де [𝜌]— цiла частина вiд числа 𝜌, матиме розвинення у степеневий
ряд, коефiцiєнти якого спiвпадатимуть з коефiцiєнтами ряду (1)
для ∀(𝑘,𝑚) ∈ ℤ2

+ ∩𝐷Φ.

Нагадаємо, що для двовимiрної числової послiдовностi {𝑠𝑘,𝑚}∞𝑘,𝑚=0

має мiсце узагальнене моментне зображення на добутку деяких лiнiй-
них просторiв 𝒳 × 𝒴 за бiлiнiйною формою ⟨., .⟩, якщо у просторi 𝒳
вказано двовимiрну послiдовнiсть елементiв {𝑥𝑘,𝑚}∞𝑘,𝑚=0 , а у просто-
рi 𝒴 — двовимiрну послiдовнiсть елементiв {𝑦𝑗,𝑛}∞𝑗,𝑛=0 такi, що

𝑠𝑘+𝑗,𝑚+𝑛 = ⟨𝑥𝑘,𝑚, 𝑦𝑗,𝑛⟩, 𝑘, 𝑗,𝑚, 𝑛 ∈ ℤ+. (8)

Як вiдомо (див. [3]), двовимiрнi узагальненi моментнi зображення
можуть бути записанi у операторному виглядi. А саме, у випадку
коли простори 𝒳 та 𝒴 — нормованi i у просторi 𝒳 iснують обмеженi
лiнiйнi оператори 𝐴1, 𝐴2 : 𝒳 → 𝒳 , якi комутують мiж собою, i такi,
що:

𝐴1𝑥𝑘,𝑚 = 𝑥𝑘+1,𝑚,

𝐴2𝑥𝑘,𝑚 = 𝑥𝑘,𝑚+1,

для всiх 𝑘,𝑚 ∈ ℤ+, а у просторi 𝒴 iснують лiнiйнi обмеженi оператори
𝐴*

1, 𝐴
*
2 : 𝒴 → 𝒴 такi, що

⟨𝐴1𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*
1𝑦⟩,

⟨𝐴2𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,𝐴*
2𝑦⟩,

для ∀𝑥 ∈ 𝒳 ,∀𝑦 ∈ 𝒴, то зображення (8) можна подати в операторному
виглядi:

𝑠𝑘,𝑚 = ⟨𝐴𝑘1𝐴𝑚2 𝑥0,0, 𝑦0,0⟩, 𝑘,𝑚 ∈ ℤ+. (9)

Поставимо у вiдповiднiсть двовимiрнiй числовiй послiдовностi
{𝑠𝑘,𝑚}∞𝑘,𝑚=0 формальний степеневий ряд вiд двох змiнних:

𝑓(𝑧, 𝑤) =

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑠𝑘,𝑚𝑧
𝑘𝑤𝑚. (10)

Зображення коефiцiєнтiв 𝑠𝑘,𝑚 у виглядi (9) дає змогу модифiку-
вати подання функцiї (10):

𝑓(𝑧, 𝑤) = ⟨ℛ𝑧(𝐴1)ℛ𝑤(𝐴2)𝑥0,0, 𝑦0,0⟩, (11)
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де резольвентна функцiя ℛ𝑤 оператора 𝐴 визначається рiвнiстю
ℛ𝑤(𝐴) = (𝐼 − 𝑤𝐴)

−1.
Нехай 𝒳 ,𝒴 — нормованi простори. I нехай простори 𝒳 ,𝒴, бiлi-

нiйна форма < ., . > на 𝒳 × 𝒴, оператор 𝐴 : 𝒳 → 𝒳 , елементи̃︀𝑥0 ∈ 𝒳 та ̃︀𝑦0 ∈ 𝒴 є такими, що системи елементiв {̃︀𝑥𝑘 = 𝐴𝑘̃︀𝑥0}∞𝑘=0

та {̃︀𝑦𝑗 = 𝐴*𝑗̃︀𝑥0}∞𝑗=0 є лiнiйно незалежними в просторах 𝒳 та 𝒴 вiдпо-
вiдно i допускають невироджену бiортогоналiзацiю вiдносно форми
< ., . >, так що iснують системи елементiв { ̃︀𝑋𝑁}∞𝑁=0 та {̃︀𝑌𝑀}∞𝑀=0,
для яких виконуються наступнi умови

̃︀𝑋𝑁 =

𝑁∑︁
𝑘=0

̃︀𝑐(𝑁)
𝑘 ̃︀𝑥𝑘, ̃︀𝑐(𝑁)

𝑘 ̸= 0, 𝑁 = 0,∞,

̃︀𝑌𝑀 =

𝑀∑︁
𝑗=0

̃︀𝑐(𝑀)
𝑗 ̃︀𝑦𝑗 , ̃︀𝑐(𝑁)

𝑗 ̸= 0,𝑀 = 0,∞,

⟨ ̃︀𝑋𝑁 , ̃︀𝑌𝑀 ⟩ = 𝛿𝑁,𝑀 , 𝑁,𝑀 = 0,∞,

Розглянемо в просторi 𝒳 лiнiйнi оператори

𝐴1 = 𝐴, 𝐴2 = 𝐴2 + 𝛼𝐴, (12)

де 𝛼 – деяке дiйсне число, а 𝐴 – обмежений оператор.
I нехай двовимiрна числова послiдовнiсть {𝑠𝑘,𝑚}∞𝑘,𝑚=0 має узагаль-

нене моментне зображення

𝑠𝑘+𝑗,𝑚+𝑛 = ⟨𝑥𝑘,𝑚, 𝑦𝑗,𝑛⟩, 𝑘,𝑚, 𝑗, 𝑛 ∈ ℤ+,

де
𝑥𝑘,𝑚 = 𝐴𝑘1𝐴

𝑚
2 ̃︀𝑥0, 𝑘,𝑚 ∈ ℤ+,

𝑦𝑗,𝑛 = 𝐴*𝑗
1 𝐴

*𝑛
2 ̃︀𝑦0, 𝑗, 𝑛 ∈ ℤ+.

Для того, щоб отримати для вище означених операторiв представ-
лення функцiй у вигляду (11), використаємо наступнi леми.

Лема 1. Нехай 𝒳 – лiнiйний нормований простiр, 𝐴 : 𝒳 → 𝒳 —
обмежений лiнiйний оператор. Тодi в усiх точках регулярностi ре-
зольвентних функцiй ℛ𝑧(𝐴) та ℛ𝑤(𝐴

2 + 𝛼𝐴) справджується рiв-
нiсть

ℛ𝑧(𝐴)ℛ𝑤(𝐴
2 + 𝛼𝐴) =

=
1

𝛼𝑧𝑤 − 𝑧2 + 𝑤

(︀
−𝑧2ℛ𝑧(𝐴) + 𝑤(𝛼𝑧 + 𝑧𝐴+ 1)ℛ𝑤(𝐴

2 + 𝛼𝐴)
)︀
. (13)
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Доведення. Якщо до обох частин (13) застосувати оператор(︀
𝛼𝑧𝑤 − 𝑧2 + 𝑤

)︀
(𝐼 − 𝑧𝐴)

(︀
𝐼 − 𝑤(𝐴2 + 𝛼𝐴)

)︀
,

то отримаємо

𝛼𝑧𝑤 − 𝑧2 + 𝑤 = −𝑧2
(︀
𝐼 − 𝑤(𝐴2 + 𝛼𝐴)

)︀
+ 𝑤(𝛼𝑧 + 𝑧𝐴+ 1)(𝐼 − 𝑧𝐴) =

= 𝛼𝑧𝑤 − 𝑧2 + 𝑤.

Оскiльки отримана рiвнiсть є очевидною, а 𝑧 та 𝑤 є регулярними
точками вiдповiдних резольвентних функцiй, то i початкова рiвнiсть
має мiсце.

Лема 2. Нехай виконуються умови леми 1. Тодi у всiх точках ре-
гулярностi резольвентної функцiї ℛ𝑤(𝐴

2 + 𝛼𝐴) справджується рiв-
нiсть

ℛ𝑤(𝐴
2 + 𝛼𝐴) =

= − 2

𝑤
√︀
𝛼2 + 4/𝑤

(︃
ℛ𝛼1

(𝐴)

−𝛼+
√︀
𝛼2 + 4/𝑤

+
ℛ𝛼2

(𝐴)

𝛼+
√︀
𝛼2 + 4/𝑤

)︃
, (14)

де 𝛼1,2 = 2

−𝛼±
√
𝛼2+4/𝑤

.

Використовуючи леми 1 та 2 i спiввiдношення (11),

𝑓(𝑧, 𝑤) =
1

𝛼𝑧𝑤 − 𝑧2 + 𝑤

(︀
−𝑧2⟨ℛ𝑧(𝐴)𝑥0,0, 𝑦0,0⟩+

+
2(𝛼𝑧 + 1)√︀
𝛼2 + 4/𝑤

(︃
⟨ℛ𝛼1

(𝐴)𝑥0,0, 𝑦0,0⟩
−𝛼+

√︀
𝛼2 + 4/𝑤

+
⟨ℛ𝛼2

(𝐴)𝑥0,0, 𝑦0,0⟩
𝛼+

√︀
𝛼2 + 4/𝑤

)︃
+ (15)

+
2𝑧√︀

𝛼2 + 4/𝑤

(︃
⟨𝐴 · ℛ𝛼1(𝐴)𝑥0,0, 𝑦0,0⟩
−𝛼+

√︀
𝛼2 + 4/𝑤

+
⟨𝐴 · ℛ𝛼2(𝐴)𝑥0,0, 𝑦0,0⟩
𝛼+

√︀
𝛼2 + 4/𝑤

)︃)︃
.

Визначимо спiввiдношення для елементiв 𝑥𝑘,𝑚 при вказаному ви-
борi операторiв 𝐴1 та 𝐴2.

𝑥𝑘,𝑚 = 𝐴1
𝑘𝐴2

𝑚𝑥0,0 = 𝐴𝑘(𝐴2 + 𝛼𝐴)
𝑚
𝑥0,0 =

= 𝐴𝑘
𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
(𝐴2)𝑚−𝑙(𝛼𝐴)𝑙𝑥0,0 =

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙𝐴2𝑚+𝑘−𝑙𝑥0,0. (16)
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Аналогiчне представлення буде справедливе для елементiв 𝑦𝑗,𝑛.
Згiдно з теоремою 1 для побудови апроксимант типу Паде функцiї

𝑓 , зображуваної рядом

𝑓(𝑧, 𝑤) =

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑠𝑘,𝑚𝑧
𝑘𝑤𝑚,

потрiбно побудувати бiортогональнi полiноми

𝑋𝑁1,𝑁2
=

𝑁1∑︁
𝑘=0

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐𝑁1,𝑁2

𝑘,𝑚 𝑥𝑘,𝑚,

такi що
⟨𝑋𝑁1,𝑁2

, 𝑦𝑗,𝑛⟩ = 0

для (𝑗, 𝑛) ∈ ([0, 𝑁1]× [0, 𝑁2]) ∖{(𝑁1, 𝑁2)}.
Легко бачити, що з точнiстю до постiйного множника

𝑋𝑁1,𝑁2 = ̃︀𝑋𝑁1+2𝑁2 .

З цiєї рiвностi коефiцiєнти полiнома 𝑋𝑁1,𝑁2
можуть бути знайденi

неоднозначно.
Для визначеностi будемо, наприклад, покладати

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,𝑚 = 0, при (𝑘,𝑚) ∈ [0, 𝑁1 − 2]× [1, 𝑁2].

Тодi отримаємо

𝑁1−2∑︁
𝑘=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,0 𝐴𝑘 +𝐴𝑁1−1

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚(𝐴2 + 𝛼𝐴)𝑚+

+𝐴𝑁1

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑚

(𝐴2 + 𝛼𝐴)𝑚 =

𝑁1+2𝑁2∑︁
𝑟=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟 𝐴𝑟.

Звiдси,

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,0 = ̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)

𝑟 при 𝑘 = 0, 𝑁1 − 1.

I далi маємо
𝑁2∑︁
𝑚=1

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚(𝐴2 + 𝛼𝐴)𝑚+
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Рис 1. Область 𝒟.

+𝐴

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑚

(𝐴2 + 𝛼𝐴)𝑚 =

𝑁1+2𝑁2∑︁
𝑟=𝑁1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟 𝐴𝑟−𝑁1+1.

Отримуємо

𝐴(𝐴+ 𝛼)

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚+1𝐴

𝑚(𝐴+ 𝛼)𝑚+

+𝐴

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑚

𝐴𝑚(𝐴+ 𝛼)𝑚 = 𝐴

2𝑁2∑︁
𝑟=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

𝐴𝑟

Звiдси,

(𝐴+ 𝛼)

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚+1𝐴

𝑚(𝐴+ 𝛼)𝑚+

+

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑚

𝐴𝑚(𝐴+ 𝛼)𝑚 =

2𝑁2∑︁
𝑟=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

𝐴𝑟.

Отриману рiвнiсть можна розглядати як формальне спiввiдноше-
ння, що виконується за умови спiвпадання вiдповiдних коефiцiєнтiв
при степенях оператора 𝐴 в лiвiй та правiй частинi рiвностi.

Введемо позначення 𝐴2 + 𝛼𝐴 = 𝐵.
Тодi

𝐴 = −𝛼
2
± 1

2

√︀
𝛼2 + 4𝐵.
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Тому, якщо у отриману рiвнiсть замiсть 𝐴 поставити
−𝛼

2 + 1
2

√
𝛼2 + 4𝐵, то вона повинна бути також справедливою в розу-

мiннi спiвпадання коефiцiєнтiв при степенях 𝐵.

(𝐴+ 𝛼)

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚+1𝐵

𝑚+

+

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑚

𝐵𝑚 =

2𝑁2∑︁
𝑟=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

𝐴𝑟.

Позначимо

𝐸𝑁2−1(𝐵) =

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚+1𝐵

𝑚, 𝐷𝑁2(𝐵) =

𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚𝐵

𝑚.

Будемо мати

(︂
𝛼

2
+

1

2

√︀
𝛼2 + 4𝐵

)︂
𝐸𝑁2−1(𝐵) +𝐷𝑁2(𝐵) =

=

2𝑁2∑︁
𝑟=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

𝑟∑︁
𝑙=0

(︂
𝑟

𝑙

)︂
1

2𝑟
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙/2(−𝛼)𝑟−𝑙 =

=

2𝑁2∑︁
𝑙=0

(︂
− 1

𝛼

)︂𝑙
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙/2

2𝑁2∑︁
𝑟=𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
=

=

𝑁2∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
−

−
√︀
𝛼2 + 4𝐵

𝑁2−1∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙+1
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
.
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Отже,

𝛼

2
𝐸𝑁2−1(𝐵) +𝐷𝑁2

(𝐵) =

=

𝑁2∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
,

𝛼

2
𝐸𝑁2−1(𝐵) = −

𝑁2−1∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙+1
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

×

×
(︂

𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
.

Друга з цих рiвностей дає можливiсть визначити коефiцiєнти полi-
нома 𝐸𝑁2−1(𝐵).

𝐸𝑁2−1(𝐵) =

= −2

𝑁2−1∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙+1
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
=

= −2

𝑁2−1∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙+1

𝑙∑︁
𝑝=0

(︂
𝑙

𝑝

)︂
(4𝐵)𝑝𝛼2(𝑙−𝑝)×

×
2𝑁2∑︁

𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
=

= −2

𝑁2−1∑︁
𝑝=0

(4𝐵)𝑝
1

𝛼2𝑝+1

𝑁2−1∑︁
𝑙=𝑝

(︂
𝑙

𝑝

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
.
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З першої рiвностi отримуємо вигляд полiнома 𝐷𝑁2
(𝐵).

𝐷𝑁2(𝐵) = −𝛼
2
𝐸𝑁2−1(𝐵)+

+

𝑁2∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙
(𝛼2 + 4𝐵)𝑙

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
=

= 𝛼

𝑁2−1∑︁
𝑝=0

(4𝐵)𝑝
1

𝛼2𝑝+1

𝑁2−1∑︁
𝑙=𝑝

(︂
𝑙

𝑝

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
+

+

𝑁2∑︁
𝑙=0

1

𝛼2𝑙

𝑙∑︁
𝑝=0

(︂
𝑙

𝑝

)︂
(4𝐵)𝑝𝛼2(𝑙−𝑝)

2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
=

=

𝑁2−1∑︁
𝑝=0

(︂
2

𝛼

)︂2𝑝

𝐵𝑝
𝑁2−1∑︁
𝑙=𝑝

(︂
𝑙

𝑝

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
+

𝑁2∑︁
𝑝=0

(︂
2

𝛼

)︂2𝑝

𝐵𝑝
𝑁2∑︁
𝑙=𝑝

(︂
𝑙

𝑝

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
.

Отже,

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1−1,𝑚 = −

(︂
2

𝛼

)︂2𝑚−1 𝑁2−1∑︁
𝑙=𝑚−1

(︂
𝑙

𝑚− 1

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

×,

×
(︂

𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
, 𝑚 = 1, 𝑁2,

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑁1,𝑚

=

(︂
2

𝛼

)︂2𝑚
(︃
𝑁2−1∑︁
𝑙=𝑚

(︂
𝑙

𝑚

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙+1

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙 + 1

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟
+

+

𝑁2∑︁
𝑙=𝑚

(︂
𝑙

𝑚

)︂ 2𝑁2∑︁
𝑟=2𝑙

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︂
𝑟

2𝑙

)︂(︁
−𝛼
2

)︁𝑟)︃
. (17)

Загалом, ми отримаємо наступнi спiввiдношення для коефiцiєн-
тiв 𝑐(𝑁1,𝑁2)

𝑘,𝑚 :
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𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при (𝑘,𝑚) ∈ [0, 𝑁1 − 2]× [1, 𝑁2];

̃︀𝑐𝑁1+2𝑁2

𝑘 , при 𝑘 = 0, 𝑁1 − 1,𝑚 = 0;

−
(︀
2
𝛼

)︀2𝑚−1∑︀𝑁2−1
𝑙=𝑚−1

(︀
𝑙

𝑚−1

)︀∑︀2𝑁2

𝑟=2𝑙+1 ̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

×,
×
(︀

𝑟
2𝑙+1

)︀ (︀
−𝛼

2

)︀𝑟
, при 𝑘 = 𝑁1 − 1, 𝑚 = 1, 𝑁2;(︀

2
𝛼

)︀2𝑚 (︁∑︀𝑁2−1
𝑙=𝑚

(︀
𝑙
𝑚

)︀∑︀2𝑁2

𝑟=2𝑙+1 ̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︀
𝑟

2𝑙+1

)︀ (︀
−𝛼

2

)︀𝑟
+

+
∑︀𝑁2

𝑙=𝑚

(︀
𝑙
𝑚

)︀∑︀2𝑁2

𝑟=2𝑙 ̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑟+𝑁1

(︀
𝑟
2𝑙

)︀ (︀
−𝛼

2

)︀𝑟)︁
,

при 𝑘 = 𝑁1, 𝑚 = 1, 𝑁2.
(18)

Тодi застосування теореми 1 з Φ(𝑢, 𝑡) = 𝑢+ 2𝑡− 2𝑁1 − 4𝑁2 + 1 до
функцiї вигляду (15) дасть наступний результат.

Теорема 2. Нехай 𝒳 та 𝒴 — банаховi простори, ⟨., .⟩ — роздiль-
но неперервна бiлiнiйна форма, визначена на декартовому добутку
𝒳 × 𝒴, 𝐴 : 𝒳 → 𝒳 — обмежений лiнiйний оператор.

Тодi для функцiї аналiтичної функцiї 𝑓 вигляду (15) при 𝑁1 ≥ 1,
𝑁2 ≥ 0 рацiональна функцiя

[𝒩/𝒟]𝑓 (𝑧, 𝑤) =
𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤)

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤)
, (19)

де

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤) = 𝑤𝑁2

𝑁1∑︁
𝑘=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑁1−𝑘 𝑧𝑘 +

1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑘+2𝑚∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙𝛼𝑙×

×
(︂
𝑁2 − (𝑘 +𝑚) + 𝑙

𝑙

)︂̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑁1+2𝑁2−(𝑘+2𝑚)+𝑙𝑧

𝑘𝑤𝑚, (20)

𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤) =

1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑛=0

𝑗+2𝑛∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙𝛼𝑙
(︂
𝑁2 − (𝑗 + 𝑛) + 𝑙

𝑙

)︂
×

×̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑁1+2𝑁2−(𝑗+2𝑛)+𝑙𝑠𝑘−𝑗,𝑚−𝑛+𝑧

𝑁1

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑁1+4𝑁2−2𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑁1∑︁

𝑗=𝑁1−1

𝑚∑︁
𝑛=0

×

×
𝑁1−𝑗+2𝑛∑︁

𝑙=0

(−1)𝑙𝛼𝑙
(︂
𝑗 +𝑁2 + 𝑙 − (𝑁1 + 𝑛)

𝑙

)︂̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑗+2(𝑁2−𝑛)+𝑙𝑠𝑘+𝑗,𝑚−𝑛+
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+𝑤𝑁2

1∑︁
𝑘=0

𝑁2+[(2𝑁1−𝑗−1)/2∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑁2∑︁
𝑛=1

2𝑁2+𝑗−2𝑛∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙𝛼𝑙
(︂
2𝑛− 𝑗 + 𝑙

𝑙

)︂
×

× ̃︀𝑐𝑁1+2𝑁2

𝑁1−𝑗+2𝑛+𝑙𝑠𝑘−𝑗,𝑚+𝑛 + 𝑤𝑁2

𝑁1−1∑︁
𝑘=0

𝑁2+[(2𝑁1−𝑗−1)/2]∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚×

×
𝑘∑︁
𝑗=0

̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)
𝑁1−𝑗 𝑠𝑘−𝑗,𝑚, (21)

де коефiцiєнти 𝑐(𝑁1,𝑁2)
𝑘,𝑚 визначаються рiвнiстю (18), матиме розви-

нення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого спiвпадатимуть iз кое-
фiцiєнтами розвинення функцiї (15) для всiх (𝑘,𝑚) ∈ {(𝑘,𝑚) ∈ ℤ2

+ :
𝑘 + 2𝑚 ≤ 2𝑁1 + 4𝑁2 − 1}.

Нехай тепер 𝒳 = 𝒴 = 𝐿2([0, 1], 𝑑𝜇) — простiр функцiй, сумовних з
квадратом за мiрою 𝑑𝜇, де 𝜇 — неспадна функцiя, що має нескiнчен-
ну кiлькiсть точок зростання на [0,1]. Розглянемо в цьому просторi
оператор множення на незалежну змiнну

(𝐴𝜙)(𝑡) = 𝑡𝜙(𝑡), 𝜙 ∈ 𝒳 .

Бiлiнiйну форму на добутку просторiв 𝒳×𝒴 визначимо наступним
чином

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
1∫︁

0

𝑥(𝑡)𝑦(𝑡)𝑑𝜇.

Також будемо вважати, що

𝑥0,0(𝑡) = 𝑦0,0(𝑡) ≡ 1.

Тодi

(ℛ𝑧(𝐴)𝜙) (𝑡) =
𝜙(𝑡)

1− 𝑧𝑡
,

а

𝑥𝑘,𝑚(𝑡) = 𝑦𝑘,𝑚(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙𝑡2𝑚+𝑘−𝑙, 𝑘,𝑚 ∈ ℤ+,

та

𝑠𝑘,𝑚 =

∫︁ 1

0

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙𝑡2𝑚+𝑘−𝑙𝑑𝜇(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙
∫︁ 1

0

𝑡2𝑚+𝑘−𝑙𝑑𝜇(𝑡).
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Функцiя 𝑓 в даному випадку буде представлена таким чином

𝑓(𝑧, 𝑤) =
1

𝛼𝑧𝑤 − 𝑧2 + 𝑤

(︂
−𝑧2

∫︁ 1

0

𝑑𝜇(𝑡)

1− 𝑧𝑡
+

+𝑤

∫︁ 1

0

𝛼𝑧 + 𝑧𝑡+ 1

1− 𝑤(𝑡2 + 𝛼𝑡)
𝑑𝜇(𝑡)

)︂
. (22)

Узагальнений полiном (3) буде алгебраїчним многочленом степе-
ня 𝑁1 + 2𝑁2 i спiвпадатиме з точнiстю до постiйного множника з
многочленом, ортонормованим на [0,1] за вагою 𝑑𝜇.

Таким чином, для функцiї вигляду (22) згiдно з теоремою 2 мо-
жуть бути побудованi апроксиманти типу Паде вигляду (19)–(21), в
яких коефiцiєнти ̃︀𝑐(𝑁1+2𝑁2)

𝑘 є коефiцiєнтами вiдповiдного ортонормо-
ваного многочлена.

Зокрема, при

𝑑𝜇(𝑡) = 𝑡𝜈(1− 𝑡)𝜎𝑑𝑡, 𝜈, 𝜎 > −1

будемо мати

𝑠𝑘,𝑚 =

∫︁ 1

0

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙𝑡2𝑚+𝑘−𝑙+𝜈(1− 𝑡)𝜎𝑑𝑡 =

=

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙

Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 1)Γ(𝜎 + 1)

Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 𝜎 + 2)
.

Тодi функцiя 𝑓 матиме вигляд

𝑓(𝑧, 𝑤) =

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑠𝑘,𝑚𝑧
𝑘𝑤𝑚 =

=

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

(︃
𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙

Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 1)Γ(𝜎 + 1)

Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 𝜎 + 2)

)︃
𝑧𝑘𝑤𝑚. (23)

Слiд зауважити, що при 𝛼 = 0

𝑠𝑘,𝑚 = 𝐶
(𝜈 + 1)𝑘+2𝑚

(𝜈 + 𝜎)𝑘+2𝑚
.
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Згiдно з означенням Горна 𝑓(𝑧, 𝑤) =
∑︀∞
𝑘,𝑚=0 𝑠𝑘,𝑚𝑧

𝑘𝑤𝑚 буде гiпер-
геометричним рядом двох змiнних [8], оскiльки

𝑠𝑘+1,𝑚

𝑠𝑘,𝑚
= 𝑕(𝑘,𝑚) =

𝜈 + 𝑘 + 2𝑚+ 1

𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2
,

𝑠𝑘,𝑚+1

𝑠𝑘,𝑚
= 𝑔(𝑘,𝑚) =

(𝜈 + 𝑘 + 2𝑚+ 1)(𝜈 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)

(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 3)

є рацiональними функцiями вiд 𝑘 та 𝑚 (див. [1, с. 218]).
Оскiльки 𝑕 можна зобразити у виглядi

𝑕(𝑘,𝑚) =
(𝑘 + 1)(𝜈 + 𝑘 + 2𝑚+ 1)

(𝑘 + 1)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)
,

a 𝑔 у виглядi

𝑔(𝑘,𝑚) =
(𝑚+ 1)(𝜈 + 𝑘 + 2𝑚+ 1)(𝜈 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)

(𝑚+ 1)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 3)
,

то це буде гiпергеометричний ряд третього порядку.
При 𝛼 = −1

𝑠𝑘,𝑚 = 𝐶(−1)𝑚
(𝜈 + 1)𝑘+𝑚(𝜎 + 1)𝑚
(𝜈 + 𝜎 + 2)𝑘+2𝑚

,

де символ Похгаммера визначається спiввiдношенням

(𝑎)𝑘 =

{︂
1, 𝑘 = 0
𝑎(𝑎+ 1) . . . (𝑎+ 𝑘 − 1), 𝑘 = 1, 2, . . .

Тому будемо мати

𝑕(𝑘,𝑚) =
𝑠𝑘+1,𝑚

𝑠𝑘,𝑚
=

𝜈 + 𝑘 +𝑚+ 1

𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2
=

=
(𝑘 + 1)(𝜈 + 𝑘 +𝑚+ 1)

(𝑘 + 1)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)
,

𝑔(𝑘,𝑚) =
𝑠𝑘,𝑚+1

𝑠𝑘,𝑚
= − (𝜈 + 𝑘 +𝑚+ 1)(𝜎 +𝑚+ 1)

(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 3)
=

=
(𝑚+ 1)(𝜈 + 𝑘 +𝑚+ 1)(𝜎 +𝑚+ 1)

(𝑚+ 1)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 2)(𝜈 + 𝜎 + 𝑘 + 2𝑚+ 3)
,
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i отже, вiдповiдна функцiя 𝑓 також буде гiпергеометричним рядом
третього порядку.

При цьому полiноми ̃︀𝑋𝑁 будуть зсунутими ортогональними на [0,1]
многочленами Якобi, коефiцiєнти яких (див. [9, с. 581]) дорiвнюють

̃︀𝑐(𝑁)
𝑘 = (−1)𝑁−𝑘

(︂
𝑁

𝑘

)︂
Γ(𝑁 + 𝑘 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑘 + 𝜈 + 1)
, 𝑘 = 1, 𝑁. (24)

Звiдси та з формули (18) маємо

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при (𝑘,𝑚) ∈ [0, 𝑁1 − 2]× [1, 𝑁2];

(−1)𝑁1+2𝑁2−𝑘
(︀
𝑁1+2𝑁2

𝑘

)︀Γ(𝑁1+2𝑁2+𝑘+𝜎+𝜈+1)
Γ(𝑘+𝜈+1) ,

при 𝑘 = 0, 𝑁1 − 1,𝑚 = 0;∑︀𝑁1+2𝑁2−(𝑘+2𝑚)
𝑙=0 (−1)𝑁1+2𝑁2−(𝑘+2𝑚)𝛼𝑙

(︀
𝑘+𝑚+𝑙−𝑁1

𝑙

)︀
×

×
(︀
𝑁1+2𝑁2

𝑘+2𝑚+𝑙

)︀Γ(𝑁1+2𝑁2+𝑘+2𝑚+𝑙+𝜎+𝜈+1)
Γ(𝑘+2𝑚+𝑙+𝜈+1) ,

при (𝑘,𝑚) ∈ ([𝑁1 − 1, 𝑁1]× [0, 𝑁2]) ∖{(𝑁1 − 1, 0)}.
(25)

Теорема 3. Для функцiй вигляду (23) при при 𝑁1 ≥ 1, 𝑁2 ≥ 0 ра-
цiональна функцiя вигляду

[𝒩/𝒟]𝑓 (𝑧, 𝑤) =
𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤)

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤)
, (26)

де

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤) =

= 𝑤𝑁2

𝑁1∑︁
𝑘=0

(−1)2𝑁2+𝑘

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 − 𝑘

)︂
Γ(2(𝑁1 +𝑁2)− 𝑘 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 − 𝑘 + 𝜈 + 1)
𝑧𝑘+

+

1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘+2𝑚
𝑘+2𝑚∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙
(︂
𝑁2 − (𝑘 +𝑚) + 𝑙

𝑙

)︂
×

×
(︂

𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 + 2𝑁2 − (𝑘 +𝑚) + 𝑙

)︂
×

× Γ(2(𝑁1 + 2𝑁2)− (𝑘 + 2𝑚) + 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 +𝑁2 − (𝑘 +𝑚) + 𝑙 + 𝜈 + 1)
𝑧𝑘𝑤𝑚, (27)
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а

𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤) =

1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑗+2𝑛

𝑗+2𝑛∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙×

×
(︂
𝑁2 − (𝑗 + 𝑛) + 𝑙

𝑙

)︂(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 + 2𝑁2 − (𝑗 + 𝑛) + 𝑙

)︂
×

× Γ(2(𝑁1 + 2𝑁2)− (𝑘 + 2𝑚) + 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 +𝑁2 − (𝑘 +𝑚) + 𝑙 + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘−𝑗,𝑚−𝑛+

+ 𝑧𝑁1

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑁1+4𝑁2−2𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑁1∑︁

𝑗=𝑁1−1

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑁1−𝑗+2𝑛

𝑁1−𝑗+2𝑛∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙×

×
(︂
𝑁2 −𝑁1 + 𝑗 − 𝑛+ 𝑙

𝑙

)︂(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑗 + 2(𝑁2 − 𝑛) + 𝑙

)︂
×

× Γ(𝑁1 + 4𝑁2 + 𝑗 − 2𝑛+ 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑗 + 2(𝑁2 − 𝑛) + 𝑙 + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘+𝑗,𝑚−𝑛+

+ 𝑤𝑁2

1∑︁
𝑘=0

𝑁2+[(2𝑁1−𝑘−1)/2∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑁2∑︁
𝑛=1

(−1)2(𝑁2−𝑛)+𝑗
2(𝑁2−𝑛)+𝑗∑︁

𝑙=0

𝛼𝑙×

×
(︂
𝑛− 𝑗 + 𝑙

𝑙

)︂(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 − 𝑗 + 2𝑛+ 𝑙

)︂
×

× Γ(2(𝑁1 +𝑁2)− 𝑗 + 2𝑛+ 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 − 𝑗 + 2𝑛+ 𝑙 + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘−𝑗,𝑚+𝑛+

+ 𝑤𝑁2

𝑁1−1∑︁
𝑘=0

𝑁2+[(2𝑁1−𝑘−1)/2∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚×

×
𝑘∑︁
𝑗=0

(−1)2𝑁2+𝑗

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 − 𝑗

)︂
Γ(2(𝑁1 +𝑁2)− 𝑗 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 − 𝑗 + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘−𝑗,𝑚,

(28)

матиме розклад у степеневий ряд коефiцiєнти якого спiвпадати-
муть з коефiцiєнтами ряду (23) для всiх (𝑘,𝑚) ∈ {(𝑘,𝑚) ∈ ℤ2

+ :
𝑘 + 2𝑚 ≤ 2𝑁1 + 4𝑁2 − 1}.
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Тепер для деяких 𝛼, 𝛽 ∈ [0, 1) розглянемо лiнiйнi нормованi про-
стори 𝒳𝛼 та 𝒴𝛽

𝒳𝛼 =
{︁
𝑥(𝑡) : sup

𝑡∈[0,1]

|𝑥(𝑡) 𝑡𝛼| <∞
}︁
,

𝒴𝛽 =
{︁
𝑦(𝑡) : sup

𝑡∈[0,1]

|𝑦(𝑡)(1− 𝑡)𝛽 | <∞
}︁
,

норми в яких визначаються спiввiдношенням

‖𝑥‖𝒳𝛼
= sup
𝑡∈[0,1]

|𝑥(𝑡) 𝑡𝛼|,

||𝑦||𝒴𝛽
= sup
𝑡∈[0,1]

|𝑦(𝑡)(1− 𝑡)𝛽 |.

Розглянемо в просторi 𝒳𝛼 лiнiйний обмежений оператор iнтегру-
вання

(𝐴𝜙) (𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏)𝑑𝜏,

a у просторi 𝒴𝛽 оператор 𝐴* : 𝒴𝛽 → 𝒴𝛽 ,

(𝐴*𝜓) (𝑡) =

∫︁ 1

𝑡

𝜓(𝜏)𝑑𝜏,

який буде спряженим до оператора 𝐴 вiдносно бiлiнiйної форми

⟨𝜙,𝜓⟩ =
∫︁ 1

0

𝜙(𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡. (29)

Неважко пiдрахувати резольвентну функцiю оператора 𝐴 (див.
напр., [2, с. 35–36])

(ℛ𝑧(𝐴)𝜙) (𝑡) = 𝜙(𝑡) + 𝑧

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝜏)𝑒𝑧(𝑡−𝜏)𝑑𝜏.

Покладемо також

̃︀𝑥0(𝑡) = 𝑥0,0(𝑡) = 𝑡𝜈 , 𝜈 > −𝛼,

̃︀𝑦0(𝑡) = 𝑦0,0(𝑡) = (1− 𝑡)𝜎, 𝜎 > −𝛽.
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Тодi згiдно з (16)

𝑥𝑘,𝑚(𝑡) =

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙

𝑡2𝑚+𝑘−𝑙+𝜈

(𝜈 + 1)2𝑚+𝑘−𝑙
, 𝑘,𝑚 ∈ ℤ+,

𝑦𝑗,𝑛(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑙=0

(︂
𝑛

𝑙

)︂
𝛼𝑙

(1− 𝑡)2𝑛+𝑗−𝑙+𝜎

(𝜎 + 1)2𝑛+𝑗−𝑙
, 𝑗, 𝑛 ∈ ℤ+.

При цьому

𝑠𝑘,𝑚 =

𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙

(𝜈 + 1)2𝑚+𝑘−𝑙
· Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 1)Γ(𝜎 + 1)

Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 𝜎 + 2)
,

a функцiя 𝑓 матиме вигляд

𝑓(𝑤, 𝑧) =

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

𝑠𝑘,𝑚𝑧
𝑘𝑤𝑚 =

=

∞∑︁
𝑘,𝑚=0

(︃
𝑚∑︁
𝑙=0

(︂
𝑚

𝑙

)︂
𝛼𝑙

(𝜈 + 1)2𝑚+𝑘−𝑙
· Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 1)Γ(𝜎 + 1)

Γ(2𝑚+ 𝑘 − 𝑙 + 𝜈 + 𝜎 + 2)

)︃
×

× 𝑧𝑘𝑤𝑚. (30)

Аналогiчно попередньому випадку, коефiцiєнти 𝑐𝑁1,𝑁2

𝑘,𝑚 можна визна-
чити наступним чином

𝑐
(𝑁1,𝑁2)
𝑘,𝑚 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, при (𝑘,𝑚) ∈ [0, 𝑁1 − 2]× [1, 𝑁2];

̃︀𝑐𝑟(𝜈 + 1)𝑟, при 𝑘 = 0, 𝑁1 − 1,𝑚 = 0;∑︀𝑁1+2𝑁2−(𝑘+2𝑚)
𝑙=0 (−1)𝑙𝛼𝑙

(︀
𝑘+𝑚+𝑙−𝑁1

𝑙

)︀ ̃︀𝑐𝑘+2𝑚+𝑙

(𝜈+1)𝑘+2𝑚+𝑙
,

при (𝑘,𝑚) ∈ [𝑁1 − 1, 𝑁1]× [0, 𝑁2]∖{(0, 𝑁1 − 1)}
(31)

Звiдси отримуємо:

Теорема 4. Для функцiй вигляду (30) при 𝑁1 ≥ 1, 𝑁2 ≥ 0 рацiо-
нальна функцiя вигляду

[𝒩/𝒟]𝑓 (𝑧, 𝑤) =
𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤)

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤)
, (32)
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де

𝑄𝒟(𝑧, 𝑤) = 𝑤𝑁2

𝑁1∑︁
𝑘=0

(−1)2𝑁2+𝑘(𝜈 + 1)𝑁1−𝑘+𝑙

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 − 𝑘 + 𝑙

)︂
×

× Γ(2(𝑁1 +𝑁2)− 𝑘 + 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 − 𝑘 + 𝜈 + 1)
𝑧𝑘 +

1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

(−1)𝑘+2𝑚×

×
𝑘+2𝑚∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙

(𝜈 + 1)𝑁1+2𝑁2−(𝑘+2𝑚)+𝑙

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 + 2𝑁2 − (𝑘 + 2𝑚) + 𝑙

)︂
𝑧𝑘𝑤𝑚,

(33)

а

𝑃𝒩 (𝑧, 𝑤) =

1∑︁
𝑘=0

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑗+2𝑛×

×
𝑗+2𝑛∑︁
𝑙=0

𝛼𝑙

(𝜈 + 1)𝑁1+2𝑁2−(𝑗+2𝑛)+𝑙

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 + 2𝑁2 − (𝑗 + 2𝑛) + 𝑙

)︂
×

× Γ(2(𝑁1 + 2𝑁2)− (𝑗 + 2𝑛) + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 + 2𝑁2 − (𝑗 + 2𝑛) + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘−𝑗,𝑚−𝑛+

+ 𝑧𝑁1

𝑁2−1∑︁
𝑚=0

𝑁1+4𝑁2−2𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑁1∑︁

𝑗=𝑁1−1

𝑚∑︁
𝑛=0

(−1)𝑁1−𝑗+2𝑛×

×
𝑁1−𝑗+2𝑛∑︁

𝑙=0

𝛼𝑙

(𝜈 + 1) 𝑗+2(𝑁2−𝑚)+𝑙

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑗 + 2(𝑁2 −𝑚) + 𝑙

)︂
×

× Γ(𝑁1 + 4𝑁2 + 𝑗 − 2𝑛+ 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑗 + 2(𝑁2 −𝑚) + 𝑙 + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘+𝑗,𝑚−𝑛+

+ 𝑤𝑁2

1∑︁
𝑘=0

𝑁2+[(2𝑁1−𝑘−1)/2]∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑁2∑︁
𝑛=1

(−1)2(𝑁2−𝑛)+𝑗×

×
2(𝑁2−𝑛)+𝑗∑︁

𝑙=0

𝛼𝑙

(𝜈 + 1)𝑁1−𝑗+2𝑛+𝑙

(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 − 𝑗 + 2𝑛+ 𝑙

)︂
×

× Γ(2(𝑁1 +𝑁2) + 𝑗 − 2𝑛+ 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 − 𝑗 + 2𝑛) + 𝑙 + 𝜈 + 1)
𝑠𝑘−𝑗,𝑚+𝑛+
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+ 𝑤𝑁2

𝑁1−1∑︁
𝑘=0

𝑁2+[(2𝑁2−𝑘−1)/2∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚
𝑘∑︁
𝑗=0

(−1)2𝑁2+𝑗(𝜈 + 1)𝑁1−𝑗+𝑙×

×
(︂
𝑁1 + 2𝑁2

𝑁1 − 𝑗 + 𝑙

)︂
Γ(2(𝑁1 +𝑁2)− 𝑗 + 𝑙 + 𝜎 + 𝜈 + 1)

Γ(𝑁1 − 𝑗 + 𝜈 − 1)
𝑠𝑘−𝑗,𝑚, (34)

матиме розклад у степеневий ряд коефiцiєнти якого спiвпадати-
муть з коефiцiєнтами ряду (30) для всiх (𝑘,𝑚) ∈ {(𝑘,𝑚) ∈ ℤ2

+ :
𝑘 + 2𝑚 ≤ 2𝑁1 + 4𝑁2 + 1}.

Щоб проiлюструвати отриманi результати, розглянемо частинний
випадок теореми 5 при 𝛼 = 𝜈 = 𝜎 = 0. Тодi функцiя 𝑓 матиме вигляд

𝑓(𝑧, 𝑤) = − 1

𝑧2 − 𝑤

[︁ (︀
cosh

√
𝑤 − exp 𝑧

)︀
𝑧 +

√
𝑤 sinh

√
𝑤
]︁
. (35)

Рис 2. Графiк функцiї (35), апроксиманти (36) та частинної суми (37).
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Покладемо 𝑁1 = 2, 𝑁2 = 1. Отримаємо рацiональну апроксимацiю

[𝒩/𝒟]𝑓 (𝑧, 𝑤) =
(︀
70− 4.320583 · 103𝑤 − 525𝑧 − 1.589583 · 103𝑧𝑤−

− 268.333333𝑧2 − 90.416667𝑧3 − 22.75𝑧4 − 4.569444𝑧5 − 0.763889𝑧6−
− 0.109375𝑧7 + 457.25𝑧2𝑤 + 95.430556𝑧3𝑤 + 15.236111𝑧4𝑤

1.890625𝑧5𝑤 + 720.583333𝑤2 + 36.013889𝑤3 + 95.430556𝑤2𝑧+

+1.890625𝑤3𝑧
)︀
·
(︀
70− 560𝑧 + 4.32 · 103𝑤 − 480𝑧𝑤 + 24𝑧2𝑤

)︀−1
. (36)

Порiвняємо значення наближуваної функцiї (35), частинної суми
степеневого ряду

2∑︁
𝑘=0

1∑︁
𝑚=0

𝑧𝑘𝑤𝑚

(𝑘 + 2𝑚+ 1)!
(37)

та побудованої нами апроксиманти (36) у точках квадрата [0; 0.8] ×
[0; 0.8].

Вiдповiдно, отримаємо значення функцiй в Таблицi 1 та графi-
ки функцiй на Рис. 2, якi показують, що в бiльшостi точок квадра-
та [0; 0.8]× [0; 0.8], апроксиманта, побудована методому двовимiрних
узагальнених моментних зображень, наближає функцiю краще нiж
частинна сума її степеневого ряду.
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𝑤/𝑧 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
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