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Про наближення класiв W 1
∞ сумами

Пуассона

We found asymptotic equalities for the least upper bounds of the
approximation by Poisson sums of order (n− 1) on the class W 1

∞ in
the uniform metric.

Знайдено асимптотичнi рiвностi для точних верхнiх меж набли-
жень сумами Пуассона порядку (n−1) на класiW 1

∞ у рiвномiрнiй
метрицi.

1. Постановка задачi

Нехай C — простiр 2π-перiодичних неперервних функцiй, у яко-
му норма задається за допомогою рiвностi ‖f‖C = max

t
|f(t)|;

L∞ — простiр 2π-перiодичних вимiрних суттєво обмежених фун-
кцiй з нормою ‖f‖∞ = ess sup

t
|f(t)|; L — простiр 2π-перiодичних

сумовних на перiодi функцiй, в якому норма задається рiвнiстю

‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫
−π
|f(t)|dt.
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Через W r
∞, r ∈ N, позначимо множину 2π-перiодичних фун-

кцiй, якi мають абсолютно неперервнi похiднi до (r − 1)-го по-
рядку включно i ‖f (r) (t) ‖∞ ≤ 1.

Нехай функцiя f ∈ L i S[f ] = a0
2 +

∑∞
k=1(ak cos kx+ bk sin kx)

— її ряд Фур’є.
Позначимо через Λ = {λδ(k)} множину функцiй натурального

аргументу, залежну вiд параметра δ ∈ EΛ ⊆ R, що має принаймнi
одну граничну точку i, крiм того, λδ(0) = 1 ∀δ ∈ EΛ. За допо-
могою множини Λ кожнiй функцiї f поставимо у вiдповiднiсть
ряд

a0

2
+
∞∑
k=1

λδ(k)(ak cos kx+ bk sin kx), δ ∈ EΛ.

Якщо цей ряд при кожному δ ∈ EΛ є рядом Фур’є деякої не-
перервної функцiї, то будемо її позначати через Uδ(f ;x; Λ). Та-
ким чином, будь-яка множина Λ задає метод побудови операто-
рiв Uδ(f ;x; Λ). Зокрема, у випадку λδ(k) = e−

k
δ , δ > 0, оператор

Uδ(f ;x; Λ) позначють Pδ(f ;x) i називають iнтегралом Пуассона
функцiї f

Pδ(f ;x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

e−
k
δ (ak cos kx+ bk sin kx).

Апроксимативнi властивостi iнтегралiв Пуассона на рiзних фун-
кцiональних класах досить добре вивченi в роботах [1]– [10].

Вiдмiтимо, що у випадку, коли в множинi Λ покласти δ = n,
n ∈ N, то числа λδ(k) =: λn,k будуть елементами числової прямо-
кутної матрицi

(
n, k = 0, 1, ...;λn,0 = 1, n ∈ N∪ {0}

)
, а коли, крiм

того λn,k ≡ 0, k > n, — елементами числової трикутної матрицi.
Розглянемо аналог iнтегралiв Пуассона для трикутних ма-

триць. Поклавши λn,k = e−
k
n , k = 1, 2, . . . n − 1, отримаємо три-

гонометричнi полiноми виду

Pn−1(f ;x) =
a0

2
+

n−1∑
k=1

e−
k
n (ak cos kx+ bk sin kx), (1)
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якi називають сумами Пуассона функцiї f порядку (n− 1).
Робота присвячена вивченню асимптотичної поведiнки при

n→∞ величини

E
(
W 1
∞;Pn−1

)
C

= sup
f∈W 1

∞

∥∥f(·)− Pn−1(f ; ·)
∥∥
C
. (2)

Якщо для величини (2) в явному виглядi знайдено функцiю
ϕ(n) натурального аргументу таку, що при n → ∞ має мiсце
асимптотична рiвнiсть

E(W 1
∞;Pn−1)C = ϕ(n) + o (ϕ(n)) ,

то, згiдно з О.I. Степанцем [?, с. 198], будемо говорити, що розв’я-
зано задачу Колмогорова–Нiкольського для класу W 1

∞ i методу
Pn−1 в рiвномiрнiй метрицi.

Вiдмiтимо, що незважаючи на численнi дослiдження операто-
рiв, що породжуються трикутними числовими матрицями, апро-
ксимативнi властивостi сум Пуассона на даний час дослiджено
не було.

2. Наближення сумами Пуассона функцiй
класу W 1

∞

Справедливе наступне твердження.

Теорема 1. При n→∞ має мiсце асимптотична рiвнiсть

E
(
W 1
∞;Pn−1

)
C

=
2

π

lnn

n
+O

(
1

n

)
. (3)

Доведення. Для оператора Pn−1 при n ≥ 2 покладемо

τn(u) =


(1− e−u)n, 0 ≤ u ≤ 1

n ,
1−e−u
u , 1

n ≤ u ≤ 1− 1
n ,

1−ne−(1− 1
n )(1−u)

u , 1− 1
n ≤ u ≤ 1,

1
u , u ≥ 1.

(4)
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Очевидно, що функцiя τn(u) виду (4) абсолютно неперервна
на [0,∞). Згiдно з теоремою 5 роботи [12, с. 81], за умови збi-
жностi iнтегралiв

1∫
0

|τ(u)|
u

du, (5)

1∫
0

u(1− u)|dτ ′(u)|du, (6)

при n→∞ справедлива асимптотична рiвнiсть

E(W 1
∞;Pn−1)C =

2

πn

1∫
0

|τ(u)|
u

du+O

(
1

n

2
πn∫

0

|τ(u)|
u

du+

+
|τ(0)|
n

+
1

n

1∫
0

u(1− u)|dτ ′(u)|+ 1

n

)
. (7)

Використовуючи представлення функцiї τn(u) виду (4) одержи-
мо

1∫
0

|τ(u)|
u

du = n

1
n∫

0

1− e−u

u
du+

1− 1
n∫

1
n

1− e−u

u2
du+

+

1∫
1− 1

n

1− ne−(1− 1
n

)(1− u)

u2
du = I1 + I2 + I3. (8)

Скориставшись формулами розкладу функцiй e−x та ln(1 + x) в
степеневий ряд отримаємо

I1 = n

1
n∫

0

1− e−u

u
du = n

1
n∫

0

1− 1 + u− u2

2! + u3

3! − ...
u

du =
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= n

1
n∫

0

∞∑
k=0

(−1)k
uk

(k + 1)!
du = 1 +O

( 1

n

)
. (9)

I2 =

1− 1
n∫

1
n

1− e−u

u2
du =

1− 1
n∫

1
n

1− 1 + u− u2

2! + u3

3! − ...
u2

du =

=

1− 1
n∫

1
n

∞∑
k=0

(−1)k
uk−1

(k + 1)!
du =

1− 1
n∫

1
n

du

u
+

1− 1
n∫

1
n

∞∑
k=1

(−1)k
uk−1

(k + 1)!
du =

= ln
(

1− 1

n

)
− ln

1

n
+
∞∑
k=1

(−1)k
1

k(k + 1)!

((
1− 1

n

)k
−
( 1

n

)k)
=

= lnn−
∞∑
k=1

1

knk
+
∞∑
k=1

(−1)k
1

k(k + 1)!

((
1− 1

n

)k
−
( 1

n

)k)
=

= lnn+O(1). (10)

Враховуючи, що при u ∈ [1− 1
n , 1] має мiсце нерiвнiсть

1− ne−(1− 1
n

)(1− u)

u2
< 2,

одержимо оцiнку

I3 =

1∫
1− 1

n

1− ne−(1− 1
n

)(1− u)

u2
du = O

( 1

n

)
. (11)

Пiдставляючи оцiнки (9)–(11) в (8), отримаємо

1∫
0

|τ(u)|
u

du = lnn+O(1), n→∞. (12)
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Знайдемо оцiнку iнтеграла виду (6). З формули (4) маємо:

τ ′′(u) = −e−u, u ∈
[
0,

1

n

]
; (13)

якщо u ∈
[

1
n , 1−

1
n

]
, то

τ ′(u) =
e−u

u
− (1− e−u)

u2
, τ ′′(u) = −e

−u

u
− 2e−u

u2
+

2(1− e−u)

u3
≥ 0;

(14)
якщо u ∈

[
1− 1

n , 1
]
, то

τ ′(u) = −(1− ne−(1− 1
n

))
1

u2
, τ ′′(u) =

2ne−(1− 1
n )

u3
< 0. (15)

На пiдставi (13) та нерiвностi (u − u2)e−u ≤ 1
4 , u ≥ 0, одер-

жуємо оцiнку

1
n∫

0

u(1− u)|dτ ′(u)| =

1
n∫

0

u(1− u)e−udu ≤ 1

4

1
n∫

0

du =
1

4n
. (16)

Iз (14), враховуючи опуклiсть вниз функцiї τ(u) на
[

1
n , 1 −

1
n

]
, i

нерiвностi

u− u2 ≤ 1

4
, u ∈ R, (17)

e−u ≤ 1, e−u ≤ 1− u, u ≥ 0, (18)

матимемо

1− 1
n∫

1
n

u(1− u)|dτ ′(u)| ≤ 1

4

(
τ ′
(

1− 1

n

)
− τ ′

( 1

n

))
=

=
1

4

((
1− 1

n

)
e−(1− 1

n
) − 1 + e−(1− 1

n
)(

1− 1
n

)2 +
1− e−

1
n − 1

ne
− 1
n(

1
n

)2
)
≤
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≤ 1

4

(
1

1− 1
n

+
1−

(
1− 1

n

)(
1 + 1

n

)(
1
n

)2
)
≤ K1. (19)

Оскiльки при u ∈ [1− 1
n , 1] функцiя τ(u) опукла вгору, то з ура-

хуванням (15) i нерiвностей (17) та (18) маємо

1∫
1− 1

n

u(1− u)|dτ ′(u)| ≤ 1

4

(
τ ′
(
1− 1

n

)
− τ ′(1)

)
=

=
1

4

(
e−(1− 1

n
)

1− 1
n

−

(
1− e−(1− 1

n
)
)

(
1− 1

n

)2 + 1− 2

e

)
≤

≤ 1

4

( 1

1− 1
n

+
(

1− 2

e

))
≤ K2. (20)

Спiвставляючи (16), (19) та (20) одержимо оцiнку

1∫
0

u(1− u)|dτ ′(u)| = O(1). (21)

Отже, iнтеграли (5) та (6) збiжнi i на пiдставi теореми 5 ро-
боти С. О. Теляковського [12] приходимо до рiвностi (7).

Оскiльки 2
πn <

1
n , то

2
πn∫
0

|τ(u)|
u du <

1
n∫
0

|τ(u)|
u du, i, на пiдставi (9),

маємо
2
πn∫

0

|τ(u)|
u

du = O(1). (22)

З представлення функцiї τ(u) очевидно, що τ(0) = 0.
З формули (7), враховуючи оцiнки (12), (21) та (22) випливає

твердження теореми. Теорему доведено.
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