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МНОЖИНА МIРИ НУЛЬ, ЯКА МIСТИТЬ СФЕРИ
ДОВIЛЬНИХ РАДIУСIВ

We build null-measured set in Rn that contains spheres with all radii.

Побудовано множину мiри нуль в Rn, яка мiстить сфери зi всiма мож-
ливими радiусами.

Нехай M = (Mi, i ∈ N) є сiм’єю множин в n-вимiрному евклiдово-
му просторi Rn. Нас цiкавлять такi сiм’ї множин, якi пiсля застосу-
вання до них сiм’ї Т геометричних перетворень Ti, (i ∈ N), по-перше,
будуть належати множинi досить малої мiри i, по-друге, їх об’єднан-
ня матиме мiру нуль.

У роботах [1–3] це питання дослiджувалося для множин евклi-
дової площини. Зокрема, Безiкович [2], [3] розглядав випадки, коли
М є сiм’єю всiх вiдрiзкiв скiнченної довжини та довiльнх напрямкiв,
а також сiм’єю прямих довiльних напрямкiв. Крiм цього, у робо-
тi [3] вiн дослiджував дане питання для сiм’ї кiл усiх радiусiв. В
результатi геометричних перетворень об’єднання цих сiмей можна
було помiстити у замкнуту множину плоскої мiри нуль.

У данiй статтi ми дослiджуємо цю проблему для сiм’ї сфер до-
вiльних радiусiв в n-вимiрному евклiдовому просторi Rn. За допомо-
гою геометричних перетворень буде отримано об’єднання цих сфер,
яке можна помiстити у множину (лебегової) мiри нуль.

Теорема. В n-вимiрному евклiдовому просторi Rn iснує множи-
на мiри нуль, яка мiстить сфери усiх радiусiв.

Доведення. Спочатку побудуємо множину мiри < ε, яка мiстить
сфери всiх радiусiв з вiдрiзка [a, b]. Для цього ми вiзьмемо сферичний
шар з межовими сферами радiусiв a и b, роздiлимо його на досить
велику кiлькiсть N сферичних шарiв однакової товщини i кожен з
них паралельно перенесемо на деякий вектор так, щоб в результатi
мiра їх об’єднання стала в u < 1 разiв меншою вiд початкової.
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Розглянемо перетворення T (e, n) сферичного шару S(O, r,R) з
центром O i радiусами межових сфер r,R (e – деякий одиничний
вектор, n – натуральне число). Вважаємо, що внутрiшня межова
сфера належить шару, а зовнiшня – нi. Роздiлимо S(O, r,R) на n
шарiв однакової товщини:

S(O, r,R) =
⊔

1≤k≤n

S(O, r + (k − 1)δ, r + kδ), δ =
R− r
n

.

Перенесемо шари паралельно так, щоб в результатi всi вони мали
спiльну зовнiшню дотичну гiперплощину, перпендикулярну e. Тодi,

T (e, n)S(O, r,R) =

=

{
S(O + (n− k)δe, r + (k − 1)δ, r + kδ); δ =

R− r
n

, 1 ≤ k ≤ n
}
.

Зауважимо, що результатом перетворення є множина шарiв, i ко-
жен шар в результатi перетворення T (e, n) був паралельно перене-
сений на вектор

τk = (n− k)δe = n− k
n

(R− r)e.

Вiзьмемо тепер множину одиничних векторiв {e1, e2, . . . , em}, якi
утворюють ε-сiтку на одиничнiй сферi. Здiйснимо перетворення
T (e1, n)S(O, a, b), а тодi застосуємо T (e2, n) до кожного утвореного
шару i так далi. В результатi ми отримаємо множину nm шарiв тов-
щини b−a

nm , кожен з яких отриманий паралельним перенесенням на
вектор

tj =

m∑
i=1

τki =

m∑
i=1

n− ki
ni

(b− a)ei

вiд початкового положення, де j = 1+
m∑
i=1

(ki−1)ni−1 ∈ [1, nm] – iндекс

на множинi отриманих nm шарiв, {k1, k2, . . . , km} – мультиiндекс,
який вiдповiдає j, ki – iндекс шару на i-му кроцi. Об’єднання шарiв
пiсля i-го кроку позначимо Ui.
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Вiдмiтимо, що ‖tj‖ ≤ b − a,
m∑

i=l+1

τki ≤ b−a
nl

. Таким чином, пiсля

i-го кроку товщина кожного шару стане b−a
ni , а центр кожного шару

буде вiддалений вiд початку координат не бiльше, нiж на b− a, при
цьому за всi наступнi кроки кожен утворений шар перенесеться не
бiльше, нiж на b−a

ni .
Розглянемо перетин об’єднання множини UN сферичних шарiв з

променем ray(O, θ), який виходить з початку координат у напрям-
ку вектора θ. Якщо ми доведемо, що лiнiйна мiра цього перетину
менша, нiж u(b − a), то цим ми доведемо, що мiра множини шарiв
в u < 1 разiв менша, нiж початкова мiра шару S(O, a, b). При цьо-
му, внаслiдок неперервної залежностi мiри перетину вiд вектора θ,
достатньо довести нерiвнiсть для ε-сiтки векторiв {e1, e2, . . . , em}.

Очевидно, що кожен елемент множини T (e, n)S(O, r,R) належить
множинi {

x; ‖x−O‖ ≤ R,
∥∥∥∥x−O − n− 1

n
(R− r)e

∥∥∥∥ > r

}
.

При цьому точка O вiддалена вiд початку координат не далi, нiж
на b − a. Перенесемо початок координат в точку O i знайдемо мiру
перетину

µ

(
ray(O + g, e)

⋂{
x; ‖x‖ ≤ R,

∥∥∥∥x− n− 1

n
(R− r)e

∥∥∥∥ > r

})
,

‖g‖ ≤ b− a.
Нехай x = x1e+ g, тодi шукана мiра не перевищує

µ

({
x1;x

2
1 ≤ R2 − ‖g‖2, (x− n− 1

n
(R− r))2 > r2 − ‖g‖2

})
=

=
√
R2 − ‖g‖2 −

√
r2 − ‖g‖2 − n− 1

n
(R− r) ≤

≤ (R− r)

(
R+ r√

R2 − ‖g‖2 +
√
r2 − ‖g‖2

− n− 1

n

)
≤

≤ (R− r)

(√
b

2a− b
− n− 1

n

)
<

1

2
(R− r),
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при b− a ≤ b
10 , n ≥ 4.

Таким чином, довiльний сферичний шар можна роздiлити на
скiнченну кiлькiсть неперетинних шарiв, кожен з яких задовольняє
умову b− a ≤ b

10 .

Описаний процес, розпочатий у сферичному шарi з радiусами
внутрiшнього та зовнiшнього кiл a i b, назвемо процесом Pn. Даний
процес можна застосувати до будь-якого сферичного шару, причому
радiус внутрiшньої сфери має бути додатний.

Тепер побудуємо замкнуту обмежену множину S∗ мiри нуль, яка
мiстить сфери довiльних радiусiв r, a ≤ r < b, a > 0. Для довiльної
n-вимiрної множини Т позначимо через T δ множину всiх точок, якi
знаходяться на вiдстанi, меншiй, нiж δ, вiд хоча б однiєї точки з
множини Т.

Опишемо iндуктивну побудову сiм’ї множин Sδνν (ν = 1, 2, ...).
Нехай ν додатне цiле число i Sν об’єднання скiнченної кiлькостi
шарiв Aλ i нехай δν > 0. Нехай mnS

δν
ν < 2−ν i сфери, що обмежують

Aλ, мають радiуси rλ, Rλ. Припустимо, що промiжки, rλ ≤ r < Rλ
покривають промiжок 0 < a ≤ r < b. S1 i δ1 можна побудувати за
вищеописаним методом. Подiлимо кожне Aλ на k концентричних пiд-
шарiв однакової ширини i застосуємо Pn до кожного пiдшару. Якщо
k i n досить великi, то кожен шар розрiзаний на скiнченну кiлькiсть
шарiв. Застосувавши до них менше, нiж 2−ν , геометричних перетво-
рень, отримаємо об’єднання Sν+1, мiра якого µ(Sν+1) < 2−ν−1. При-
чому замикання Sν+1 лежить у внутрiшностi Sδνν . Тодi δν+1 таке, що
Sδνν ⊃ S

δν+1

ν+1 i µ(Sδν+1

ν+1 ) < 2−ν−1. Це i завершує iндуктивну побудову.

Нехай S
′

ν є замиканням Sδνν . Тодi S
′

1 ⊃ S
′

2 ⊃ ... i mnS
′

ν < 2−ν .
Покладемо

⋂
S

′

ν = S∗. Тодi S∗ замкнута i обмежена множина, а
також µ(S∗) = 0.

Розглянемо довiльне число r a ≤ r < a. Тодi для довiльного ν
iснує число aν таке, що сфера ‖z−aν‖ = r лежить в S

′

ν . З означення
Sν+1 випливає, що ми можемо зробити так, щоб ‖aν − aν+1‖ < 2−ν .
Тому limn→∞aν = a∗ iснує i сфера ‖z − a∗‖ = r належить S∗.

Нехай m – додатне цiле число. За вищеописаним методом для до-
вiльного додатного цiлого k побудуємо замкнуту обмежену множину
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Tmk мiри нуль, яка мiстить сфери довiльного радiуса r у дiапазонi

m

(
10

11

)k
≤ r < m

(
10

11

)k−1
.

Тодi d(Tmk)→ 0, коли k →∞. Вибираємо amk ∈ Tmk. Тодi множина

Sm = {z − amk : k > 0, z ∈ Tmk}

замкнута, обмежена, має мiру нуль i мiстить сфери довiльного ра-
дiуса r < m. А множина

S = {z + d(Sm) +m : m > 0, z ∈ Sm}

задовольняє умову теореми.
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