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АПРОКСИМАНТИ ПАДЕ q–АНАЛОГIВ ЕКСПОНЕНТИ
ТА ЇХ УЗАГАЛЬНЕНЬ

Padé approximants are constructed for a class of basic hypergeometric series
including q–exponential function.

Побудовано апроксиманти Паде для класу базисних гiпергеометричних
рядiв, що включає в себе q–аналог експоненцiальної функцiї.

Для |q| < 1 базисним гiпергеометричним рядом називається ряд
вигляду (див. [1, c.23])

rφs

[
a1, a2, . . . , ar
b1, b2, . . . , bs

; q; z

]
=

=

∞∑
n=0

(a1; q)n(a2; q)n · . . . · (ar, q)n
(q; q)n(b1; q)n · . . . · (bs; q)n

[
(−1)nq

n(n−1)
2

]1+s−r
zn,

де q–символ Похгаммера (a; q)n визначається згiдно з формулою

(a; q)n =


(1− a)(1− aq) · . . . · (1− aqn−1), n ≥ 1,
1, n = 0,
∞∏
m=0

(1− aqm) = lim
n→∞

(a; q)n, n =∞.

Представниками базисних гiпергеометричних рядiв є так званi
q–аналоги експоненти

eq(z) = 1φ0(0;−; q; z) =

∞∑
n=0

zn

(q; q)n
=

1

(z; q)∞
, |z| < 1,

та

Eq(z) = 0φ0(−;−; q;−z) =

∞∑
n=0

qn(n−1)/2

(q; q)n
zn = (−z; q)∞.
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Вони пов’язанi мiж собою спiввiдношенням

eq(z)Eq(−z) = 1,

i мають мiсце граничнi спiввiдношення

lim
q→1−

eq(z(1− q)) = lim
q→1−

Eq(z(1− q)) = ez

(див. [1, с. 28]).
В [3, 4] запропоновано пiдходи до побудови та дослiдження апрок-

симант Паде функцiї eq(z) та її узагальнень з використанням уза-
гальнених моментних зображень. Зокрема, в [4] для цiєї мети вико-
ристано узагальненi моментнi зображення вигляду

sk =
〈
Akx0, y0

〉
, k = 0,∞,

з оператором A та бiлiнiйною формою< ., . >, що виражаються через
q–iнтеграл Джексона (див. [1, с. 39] )

(Aϕ)(t) =

t∫
0

ϕ(τ)dqτ = t(1− q)
∞∑
k=0

ϕ(tqk)qk. (1)

Цей же пiдхiд можна використати i до побудови та вивчення
апроксимант Паде функцiї Eq(z) та її узагальнень.

При 0 ≤ α < 1 визначимо лiнiйний простiр

Xα = {f : [0, 1]→ C | ∃M > 0, |f(x)xα | < M, ∀x ∈ [0, 1]} .

Введемо в Xα норму

‖f‖α = sup
x∈[0,1]

|f(x)xα|.

Тодi Xα при кожному 0 ≤ α < 1 буде банаховим простором.
Неважко преконатися, що лiнiйний оператор A вигляду (1) є об-

меженим в просторi Xα, а бiлiнiйна форма

〈ϕ,ψ〉 =

1∫
0

ϕ(τ)ψ(τ)dqτ (2)
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є роздiльно неперервною на добутку просторiв Xα ×Xα.
Спряженим до оператора A вiдносно бiлiнiйної форми (2) буде

оператор

(A?ψ) (t) =

1∫
qt

ψ(τ)dqτ =

1∫
0

ψ(τ)dqτ −
qt∫
0

ψ(τ)dqτ

(див. [4]).
Розглянемо в просторi Xα оператор

(Bϕ) (t) = (Aϕ) (qt) =

qt∫
0

ϕ(τ)dqτ = qt(1− q)
∞∑
n=0

ϕ(tqn+1)qn.

Легко бачити, що

(Bϕ) (t) = t(1− q)
∞∑
n=1

ϕ(tqn)qn = (Aϕ) (t)− (1− q)tϕ(t).

А тому

(B?ψ) (t) = (A?ψ) (t)− (1− q)tψ(t) =

1∫
qt

ψ(τ)dqτ − (1− q)tψ(t) =

=

1∫
t

ψ(τ)dqτ.

Якщо покласти x0(t) ≡ 1, то

xk(t) =
(
Bkx0

)
(t) =

(1− q)k

(q; q)k
q
k(k+1)

2 tk, k = 0,∞. (3)

Покладаючи y0(t) ≡ 1, отримаємо послiдовнiсть

sk = 〈Bkx0, y0〉 =

1∫
0

xk(t)dqt = (1− q)
∞∑
n=0

xk (qn) qn =
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=
(1− q)k+1q

k(k+1)
2

(q; q)k+1
, k = 0,∞, (4)

коефiцiєнтiв степеневого розвинення функцiї

f(z) =

∞∑
k=0

skz
k =

∞∑
k=1

(1− q)kq
k(k−1)

2

(q; q)k
zk−1 =

Eq(−z(1− q))− 1

z
. (5)

Резольвенту оператора B знаходимо з q–iнтегрального рiвняння

ϕ(t)− z (Bϕ) (t) = ψ(t),

ϕ(t)− z
t∫

0

ϕ(τ)dqτ + z(1− q)tϕ(t) = ψ(t). (6)

Застосуємо до (6) оператор q–диференцiювання (див. [6])

dq
dqt

Φ(t) =
Φ(t)− Φ(qt)

(1− q)t
. (7)

Отримаємо

dq
dqt

ϕ(t)− zϕ(t) + z(1− q)qt dq
dqt

ϕ(t) + z(1− q)ϕ(t) =
dq
dqt

ψ(t),

або ж
(1 + zq(1− q)t) dq

dqt
ϕ(t)− zqϕ(t) =

dq
dqt

ψ(t). (8)

Розглянемо спочатку однорiдне рiвняння

(1 + zq(1− q)t) dq
dqt

ϕ(t) = zqϕ(t).

З урахуванням (7) звiдси будемо мати

(1 + zq(1− q)t) ϕ(t)− ϕ(qt)

(1− q)t
= zqϕ(t),

або ж
ϕ(t) = (1 + zq(1− q)t)ϕ(qt).
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Дiючи аналогiчно, далi отримаємо

ϕ(t) =

∞∏
m=1

(1 + zqm(1− q)t) · ϕ(0).

Введемо позначення

σ(t) =

∞∏
m=1

(1 + qm(1− q)t) .

Розв’язок неоднорiдного рiвняння (8) будемо шукати у виглядi

ϕ(t) = C(t)σ(zt). (9)

Пiдставляючи (9) в (8), отримаємо

dq
dqt

C(t) =
1

(1 + zq(1− q)t)σ(qzt)

dq
dqt

ψ(t) =
1

σ(zt)

dq
dqt

ψ(t).

Таким чином,

C(t) =

t∫
0

1

σ(zτ)

dq
dqτ

ψ(τ)dqτ + C0,

де C0 — деяка константа. Для q–iнтегралiв є справедливою наступна
формула iнтегрування частинами

t∫
0

x(τ)
dq
dqτ

y(τ)dqτ = x(τ)y(τ)|t0 −
t∫

0

y(qτ)
dq
dqτ

x(τ)dqτ.

Отож,

C(t) =
1

σ(zτ)
ψ(τ)|t0 −

t∫
0

ψ(τ)
dq
dqτ

1

σ(zτ)
dqτ + C0 =

=
ψ(t)

σ(zt)
− ψ(0)−

1∫
0

ψ(qτ)

1
σ(zτ) −

1
σ(zqτ)

(1− q)τ
dqτ + C0.



Апроксиманти Паде q–аналогiв експоненти . . . 149

Враховуючи, що

1

σ(zτ)
− 1

σ(zqτ)
=

1
∞∏
m=1

(1 + zqm(1− q)τ)
− 1
∞∏
m=1

(1 + zqm+1(1− q)τ)
=

=
−zq(1− q)τ

σ(zτ)
,

дiстанемо

C(t) =
ψ(t)

σ(zt)
− ψ(0) + zq

t∫
0

ψ(qτ)

σ(zτ)
dqτ + C0.

А значить,

ϕ(t) = (Rz(B)ψ) (t) = ψ(t)−ψ(0)σ(zt)+zq

t∫
0

σ(zt)

σ(zτ)
ψ(qτ)dqτ+C0σ(zt).

Покладаючи t = 0, бачимо, що ϕ(0) = ψ(0). Таким чином,

(Rz(B)ψ) (t) = ψ(t) + zq

t∫
0

σ(zt)

σ(zτ)
ψ(qτ)dqτ.

О.Кошi встановив, що для всiх a ∈ C, |q| < 1, |w| < 1 має мiсце
розвинення (див., напр., [5, с. 31])

∞∏
m=0

(1− awqm)

(1− wqm)
=

∞∑
k=0

(a; q)k
(q; q)k

wk.

При a = t/τ, w = −zqτ(1− q) звiдси отримаємо

σ(zt)

σ(zτ)
=

∞∏
m=0

1− zqm+1t(1− q)
1− zqm+1τ(1− q)

=

∞∑
k=0

(t/τ ; q)k (−zqτ(1− q))k

(q; q)k
=

=

∞∑
k=0

k−1∏
m=0

(τ − tqm)

(q; q)k
(−zq(1− q))k .
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Таким чином,

(Rz(B)ψ) (t) = ψ(t) + zq

∞∑
k=0

(−zq(1− q))k

(q; q)k

t∫
0

k−1∏
m=0

(τ − tqm)ψ(qτ)dqτ.

Звiдси

(
Bkψ

)
(t) =

(−q)k(1− q)k−1

(q; q)k−1

t∫
0

k−1∏
m=1

(
τ − tqm−1

)
ψ(qτ)dqτ, k = 1,∞.

Враховуючи формулу

1∫
0

x(t)

t∫
0

K(t, τ)y(τ)dqτdqt =

1∫
0

y(τ)

1∫
qτ

K(t, τ)x(t)dqtdqτ,

також дiстанемо

(
B?jψ

)
(t) =

(−q)j(1− q)j−1

(q; q)j−1

1∫
qt

j−1∏
m=1

(
t− τqm−1

)
ψ(qτ)dqτ, j = 1,∞.

Покладаючи y0(t) ≡ 1, отримаємо

yj(t) =
(1− q)j(t; q)j

(q; q)j
, j = 1,∞. (10)

Таким чином, ми побудували узагальнене моментне зображення для
послiдовностi степеневих коефiцiєнтiв функцiї (5).

Теорема 1. Для числової послiдовностi (4) коефiцiєнтiв сте-
пеневого розвинення функцiї (5) має мiсце узагальнене моментне
зображення на добутку просторiв Xα × Xα за бiлiнiйною формою
(2)

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ X+,

де {xk}∞k=0 визначаються формулами (3), а {yj}∞j=0 — формулами
(10).
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Це дозволяє нам побудувати явнi вирази для апроксимант Паде
функцiї (5) з використанням теореми В. К. Дзядика (див., напри-
клад, [2, с. 22–23]) та врахуванням того факту, що для q– полiномiв
Лежандра LN (t; q), що задовольняють умови ортогональностi

1∫
0

LN (t; q)LM (t; q)dqt = 0

при N 6= M, вiдомi формули

LN (t; q) =

N∑
k=0

(
q−N ; q

)
k

(
qN+1; q

)
k

((q; q)k)
2 (qt)k

(див., наприклад, [6]).
Теорема 2. Апроксиманти Паде функцiї (5) порядкiв [N −1/N ],

N ≥ 1, можуть бути записанi у виглядi

[N − 1/N ]f (z) =
PN−1(z)

QN (z)
, (11)

де

QN (z) =

N∑
k=0

(
q−N ; q

)
N−k

(
qN+1; q

)
N−k

(1− q)N−k(q; q)N−k
q−(N−k)(N−k−1)/2zk,

PN−1(z) =

N−1∑
k=0

zk

(1− q)N−1−k
×

×
k∑

m=0

(
q−N ; q

)
N−m

(
qN+1; q

)
N−m q

(k−N+1)(k+N+2m)/2

(q; q)N−m(q; q)k−m+1
.

Цiлком аналогiчно можна покласти x0(t) = tν , ν > −α, y0(t) ≡ 1
i отримати:

xk(t) =
(
Bkx0

)
(t) =

(1− q)k

(qν+1; q)k
q
k(k+1)

2 +kνtk+ν , k = 0,∞, (12)
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sk = 〈Bkx0, y0〉 =

1∫
0

xk(t)dq(t) = (1− q)
∞∑
n=0

xk (qn) qn =

=
(1− q)k+1q

k(k+1)
2 +kν

(qν+1; q)k+1
, k = 0,∞, (13)

f(z) =

∞∑
k=0

skz
k =

∞∑
k=1

(1− q)k−1q
k(k−1)

2 +(k−1)ν

(qν+1; q)k
zk−1 =

=
1

z

{
1φ1

[
q
qν

; q; z

]
− 1

}
. (14)

Отож, для функцiї (14) мають мiсце аналоги теорем 1 та 2.
Теорема 3. Для числової послiдовностi (13) коефiцiєнтiв сте-

пеневого розвинення функцiї (14) має мiсце узагальнене моментне
зображення на добутку просторiв Xα × Xα за бiлiнiйною формою
(2)

sk+j = 〈xk, yj〉, k, j ∈ X+,

де {xk}∞k=0 визначаються формулами (12), а {yj}∞j=0 — формулами
(10).

Теорема 4. Апроксиманти Паде функцiї (14) порядкiв [N−1/N ],
N ≥ 1, можуть бути записанi у виглядi (11), де

QN (z) =

N∑
k=0

(
q−N ; q

)
N−k

(
qN+ν+1; q

)
N−k

(1− q)N−k(q; q)N−k
q−(N−k)(N−k+ν−1)/2zk,

PN−1(z) =
N−1∑
k=0

zk

(1− q)N−1−k
×

×
k∑

m=0

(
q−N ; q

)
N−m

(
qN+ν+1; q

)
N−m q

(k−N+1)(k+N+2m)−(N+m−2k)ν
2

(q; q)N−m(qν+1; q)k−m+1
.
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