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НЕРIВНОСТI ТИПУ ЛЕБЕГА ДЛЯ iIНТЕРПОЛЯЦIЙ-
НИХ АНАЛОГIВ СУМ ВАЛЛЕ ПУССЕНА НА МНОЖИ-
НАХ НЕСКIНЧЕННО ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ
We obtain estimates of of deviations of interpolation analogues of de la
Valle Poussin sums from the functions that belong to the sets Cψβ C and
are represented through the best approximations of (ψ, β)-derivatives of these
functions by trigonometric polynomials in the uniform metric.

Знайдено оцiнки вiдхилень iнтерполяцiйних аналогiв сум Валле Пуссена
вiд функцiй з множин Cψβ C, якi виражаються через найкращi наближен-
ня (ψ, β)-похiдних цих функцiй в рiвномiрнiй метрицi.

Позначимо через L = L1 — простiр сумовних на (0, 2π) 2π–
перiодичних функцiй f з нормою

‖f‖1 =

π∫
−π

|f(t)|dt,

L∞ = M — простiр вимiрних, iстотно обмежених 2π–перiодичних
функцiй f з нормою

‖f‖∞ = ess sup
t
|f(t)|,

C — простiр неперервних 2π–перiодичних функцiй f з нормою

‖f‖C = max
t
|f(t)|.

Нехай далi CψβN, N ⊂ L0
1 = {ϕ ∈ L1 : ϕ ⊥ 1} клас 2π–перiодичних

неперервних функцiй f(f ∈ C), якi для всiх x ∈ R можуть бути
поданi у виглядi згортки
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f(x) := J ψβ ϕ(x) =
a0
2

+
1

π

π∫
−π

ϕ(x+ t)Ψβ(t)dt, a0 ∈ R, ϕ ∈ N, (1)

з фiксованим ядром Ψβ(t), ряд Фур’є якого має вигляд

S [Ψβ ] =

∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt+

βπ

2

)
, ψ(k) > 0, β ∈ R.

Функцiї виду (1) називають (ψ, β)-iнтегралами функцiї ϕ. При цьо-
му функцiю ϕ називають (ψ, β)-похiдною функцiї f i позначають fψβ .
Множину всiх неперервних функцiй, для яких iснує (ψ, β)-похiдна,
позначають через Cψβ . Якщо f ∈ Cψβ i, крiм того, (ψ, β) ∈ N, то
пишуть f ∈ CψβN. Класи CψβN введенi О. I. Степанцем (див., напри-
клад, [1, c. 25–35], [2, c. 131–142]).

Послiдовнiсть ψ(k), що визначає клас CψβN, можна вважати зву-
женням на множину натуральних чисел деякої неперервної функцiї
ψ(t) неперервного аргумента t ≥ 1. Множину всiх опуклих дони-
зу при t ≥ 1 функцiй ψ(t), що задовольняють умову lim

t→∞
ψ(t) = 0,

позначають через M. Згiдно з [2, c. 160], кожнiй функцiї ψ ∈ M
можна поставити у вiдповiднiсть пару функцiй η(t) = η(ψ; t) та
µ(t) = µ(ψ; t) за допомогою формул

η(t) = ψ−1
(

1

2
ψ(t)

)
, µ(t) =

t

η(t)− t
,

де ψ−1(·) — функцiя, обернена до ψ(·). Через M+
∞ позначають пiд-

множину функцiй ψ ∈M, для яких величина µ(ψ; t) монотонно зрос-
тає i не обмежена зверху. Якщо ψ ∈M+

∞, то, як показано в [1, c. 97],
функцiя ψ(t) спадає до нуля швидше довiльної степеневої функцiї,
тобто:

∀r ∈ R lim
t→∞

trψ(t) = 0.

Це означає, що за умови ψ ∈M+
∞, ряд Фур’є довiльної функцiї f iз

CψβN, β ∈ R можна диференцiювати довiльне число разiв i в резуль-
татi будуть одержуватися рiвномiрно збiжнi ряди. Отже, класи CψβN,
при ψ ∈M+

∞ складаються iз нескiнченно диференцiйовних функцiй.
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Нехай f(x) — довiльна неперервна 2π–перiодична функцiя. Че-
рез S̃n−1(f ;x) будемо позначати тригонометричний полiном поряд-
ку n− 1, що iнтерполює f(x) у точках x(n−1)k = 2kπ

2n−1 , k ∈ Z, тобто
такий, що

S̃n−1

(
f ;x

(n−1)
k

)
= f

(
x
(n−1)
k

)
, k ∈ Z.

Iнтерполяцiйний тригонометричний полiном S̃n−1(f ;x), можна запи-
сати наступним чином (див., наприклад, [3, c. 10]):

S̃n−1(f ;x) =
a
(n−1)
0

2
+

n−1∑
k=1

(
a
(n−1)
k cos kx+ b

(n−1)
k sin kx

)
, (2)

де

a
(n−1)
k =

2

2n− 1

2n−2∑
j=0

f
(
x
(n−1)
j

)
cos kx

(n−1)
j , k = 0, 1, ..., n, (3)

b
(n−1)
k =

2

2n− 1

2n−2∑
j=0

f
(
x
(n−1)
j

)
sin kx

(n−1)
j , k = 1, 2, ..., n, (4)

коефiцiєнти Фур’є–Лагранжа функцiї f по системi вузлiв x(n−1)k .
Полiноми

Ṽn,p(f ;x) =
a
(n−1)
0

2
λ
(n,p)
0 +

n−1∑
k=1

λ
(n,p)
k

(
a
(n−1)
k cos kx+ b

(n−1)
k sin kx

)
,

(5)
де

λ
(n,p)
k =

{
1, 0 6 k 6 n− p,
1− k−n+p

p , n− p+ 1 6 k 6 n,
n, p ∈ N, 1 ≤ p ≤ n, (6)

а a
(n−1)
k i b(n−1)k означенi згiдно з формулами (3) та (4) вiдповiд-

но, називають iнтерполяцiйними аналогами сум Валле Пуссена з па-
раметрами n та p. При p = 1 суми Ṽn,p(f ;x) спiвпадають з iнтер-
поляцiйними тригонометричними полiномами S̃n−1(f ;x). У випадку
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p = n суми Ṽn,p(f ;x) перетворюються в iнтерполяцiйнi суми Феєра
σ̃n−1(f ;x) порядку n− 1

σ̃n−1(f ;x) =
1

n

n−1∑
k=0

S̃
(n−1)
k (f ;x),

де S̃(n−1)
k (f ;x) — частиннi суми iнтерполяцiйних полiномiв S̃n−1(f ;x)

S̃
(n−1)
k (f ;x) =

a
(n−1)
0

2
+

k∑
j=1

(
a
(n−1)
j cos jx+ b

(n−1)
j sin jx

)
.

У загальному випадку iнтерполяцiйнi суми Валле Пуссена виража-
ються через S̃n−1(f ;x) у виглядi

Ṽn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

S̃
(n−1)
k (f ;x).

Зауважимо, що звичайнi суми Валле Пуссена з параметрами n та p,
побудованi на основi частинних сум Фур’є Sk(f ;x), задаються ана-
логiчним спiввiдношенням:

Vn,p(f ;x) =
1

p

n−1∑
k=n−p

Sk(f ;x).

Дослiдження апроксимативних характеристик сум Ṽn,p(f ;x) та
Vn,p(f ;x) на рiзноманiтних множинах перiодичних функцiй бере свiй
початок з робiт Валле Пуссена [4], С. Н. Бернштейна [5], С. М. Нi-
кольського [6], О. П. Тiмана [7] (див. коментарi та бiблiографiю [1,
8–11]).

Мета даної роботи полягає у знаходженнi асимптотично непокра-
щуваних нерiвностей для величин

|ρ̃n,p(f ;x)| = |f(x)− Ṽn,p(f ;x)|, (7)

при довiльних x ∈ R, у випадках, коли f ∈ Cψβ C, ψ ∈M+
∞, β ∈ R.
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При ψ(k) = k−r, β = r, r ∈ N класи Cψβ є вiдомими класами W r

(див. [1, c. 26]). Для таких класiв функцiй С. М. Нiкольський [6, c.
216], при p = 1, встановив наступну нерiвнiсть:

|ρ̃n,1(f ;x)| ≤
(

2

π

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ lnn+O(1)

)
En(f)C , (8)

де En(f)C = inf
tn−1∈T2n−1

‖f − tn−1‖C — найкраще наближення функцiї

f ∈ C в метрицi простору C тригонометричними полiномами по-
рядку не вище, нiж n− 1, а O(1) — величина, рiвномiрно обмежена
вiдносно n та x.

Пiзнiше I. М. Ганзбург [12, c. 495] узагальнив оцiнку (8) на ви-
падок сум Ṽn,p, а саме: ним було встановлено, що при 0 ≤ p ≤ nθ
(0 < θ < 1), має мiсце нерiвнiсть

|ρ̃n,p(f ;x)| ≤
(

2

π

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ ln np +O(1)

)
En−p+1(f)C , (9)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно n, p та x.
Що стосується класiв CψβN, то при p = 1, (тобто, коли полiно-

ми
∼
V n,p(f ;x) спiвпадають з iнтерполяцiйними тригонометричними

полiномами
∼
Sn−1(f ;x)) нерiвностi типу Лебега було встановлено в

роботах [13, 14]. Для довiльних p = 1, 2, . . . , n дана задача була роз-
в’язана лише у випадку, коли послiдовнiсть ψ(k) спадає до нуля
швидше за довiльну геометричну прогресiю [15]. Наступна теорема
мiстить асимптотично непокращуванi нерiвностi типу Лебега, при
умовi ψ ∈M+

∞.
Теорема 1. Нехай ψ ∈M+

∞, β ∈ R, p = p(n) — довiльна послiдов-
нiсть дiйсних чисел, така, що lim

n→∞
p

η(n)−n = 0. Тодi при n ∈ N для

будь-якої функцiї f ∈ Cψβ C в кожнiй точцi x ∈ R справджується
нерiвнiсть

|ρ̃n,p(f ;x)| ≤
(

8

π2

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ψ(n) ln
η(n)− n

p
+

+O(1)

(
ψ(n) + ψ(3n− 1) ln

η(n)− n
p

))
En−p+1(fψβ )C , (10)
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де O(1) — величина, рiвномiрно обмеженна по n, p, β, x i f ∈ Cψβ C.
При цьому для будь-якої функцiї f ∈ Cψβ i довiльних n, p ∈ N,

p ≤ n в множинi Cψβ знайдеться функцiя F (x) = F (f ;n; p;x) така,
що En−p+1(Fψβ ) = En−p+1(fψβ ), i для неї при виконується рiвнiсть

|ρ̃n,p(F ;x)| =
(

8

π2

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ψ(n) ln
η(n)− n

p
+

+O(1)

(
ψ(n) + ψ(3n− 1) ln

η(n)− n
p

))
En−p+1(Fψβ )C , (11)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмеженна по n, p, β, x i f ∈ Cψβ C.
Доведення. У роботi [16] показано, що коли f ∈ Cψβ , має мiсце

рiвнiсть

ρ̃n,p(f ;x) =
2

πp
sin

2n− 1

2
x

π∫
−π

δn−p(t+ x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=m+1

ψ(k)×

× cos

(
kt+

2n− 1

2
x+

(β − 1)π

2

)
dt+

+I(1)n,p(f
ψ
β ;x) + I(2)n,p(f

ψ
β ;x) + I(3)n,p(f

ψ
β ;x) =

= 2 sin
2n− 1

2
x ρn,p(Fx;x)+I(1)n,p(f

ψ
β ;x)+I(2)n,p(f

ψ
β ;x)+I(3)n,p(f

ψ
β ;x), (12)

де
δm(τ) := fψβ (τ)− tm(τ),

ρn,p(f ;x) := f(x)− Vn,p(f ;x),

Fx(·) :=
1

π

π∫
−π

fψβ (t+ ·)
∞∑
k=1

ψ(k) cos

(
kt+

2n− 1

2
x+

(β − 1)π

2

)
dt,

а
I(1)n,p(f

ψ
β ;x) :=
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=
1

πp

π∫
−π

δn−p(t+ x)

n−1∑
m=n−p

m+p−1∑
k=m+1

ψ(k) cos

(
kt+ (2n− 1)x+

βπ

2

)
dt,

(13)
I(2)n,p(f

ψ
β ;x) :=

=
1

πp

π∫
−π

δn−p(t+ x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=2n+m

ψ(k) cos

(
kt+ (2n− 1)x+

βπ

2

)
dt,

(14)
I(3)n,p(f

ψ
β ;x) :=

= − 1

πp

π∫
−π

δn−p(t+ x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
ν=2

ν(2n−1)+m∑
k=ν(2n−1)−m

ψ(k) cos(kt+ (2n− 1)νx+
βπ

2
)dt.

(15)
Також, в роботi [16] було показано, що∣∣∣I(1)n,p(f

ψ
β ;x)

∣∣∣ = O(1)ψ(n− p+ 1)En−p+1(fψβ )C . (16)

У роботi [9, c. 182] встановлено, що для довiльної ψ ∈ M+
∞ має

мiсце оцiнка
1

2
≤ η(n)− n
n− η−1(n)

≤ K1, (17)

де K1 — константа, що не залежить вiд n, а η−1(·) — функцiя обер-
нена до η(·). На основi формули (17) легко бачити, що для всiх p,
таких, що lim

n→∞
p

η(n)−n = 0 має мiсце включення

p ∈ [1;n− η−1(n) + 1]. (18)

Оскiльки ψ ∈ M+
∞ i p ∈

[
1;n− η−1(n) + 1

]
, то в силу формули

(3.2.84) роботи [9] ψ(n− p+ 1) = O(1)ψ(n). Отже∣∣∣I(1)n,p(f
ψ
β ;x)

∣∣∣ = O(1)ψ(n)En−p+1(fψβ )C . (19)

Далi оцiнимо порядок спадання до нуля величини
∣∣∣I(2)n,p(f

ψ
β ;x)

∣∣∣
при n→∞. У роботi [16] було показано, що

I(2)n,p(f
ψ
β ;x) = ρ3n−1,p(F

(1)
x ;x), (20)
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де F (1)
x (·) = 1

π

π∫
−π

fψβ (·+ t)
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt+ γ1)dt, а

γ1 = γ1(n, x, β) := (2n− 1)x+ βπ
2 .

З теореми 1 роботи [17] випливає зокрема, що при виконаннi умов
lim
m→∞

p
η(m)−m = 0, p ∈ N, p ≤ m, m ∈ N для будь–якої функцiї g з

класу CψαC, ψ ∈M+
∞, α ∈ R

|ρm,p(g;x)| = O(1)ψ(m) ln
η(m)−m

p
Em−p+1(gψβ )C . (21)

Оскiльки ψ ∈ M+
∞, то з (20), (21) i з леми 2 роботи [18, c. 456]

випливає, що∣∣∣I(2)n,p(f
ψ
β ;x)

∣∣∣ = O(1)ψ(3n− 1) ln
η(3n− 1)− (3n− 1)

p
En−p+1(fψβ )C =

= O(1)ψ(3n− 1) ln
η(n)− n

p
En−p+1(fψβ )C . (22)

Перейдемо до оцiнки величини
∣∣∣I(3)n,p(f

ψ
β ;x)

∣∣∣. В роботi [16] показа-
но, що має мiсце наступна рiвнiсть:

−I(3)n,p(f
ψ
β ;x) =

∞∑
ν=2

(
ρν(2n−1)−n+p,p(F

(2)
x;ν ;x)− ρν(2n−1)+n,p(F (2)

x;ν ;x)
)
,

(23)

де F (2)
x,ν (·) = 1

π

π∫
−π

fψβ (t+·)
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt+γν)dt, а γν := (2n−1)νx+ βπ
2 .

Iз зображення (23) з урахуванням оцiнки (21), отримаємо

∣∣∣I(3)n,p(f
ψ
β ;x)

∣∣∣ = O(1)

∞∑
ν=2

(
ψ(ν(2n− 1)− n+ p)×

× ln
η(ν(2n− 1)− n+ p)− (ν(2n− 1)− n+ p)

p
Eν(2n−1)−n+1(fψβ )C+

+ψ(ν(2n− 1) + n) ln
η(ν(2n− 1) + n)− (ν(2n− 1) + n)

p
×
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×Eν(2n−1)+n−p+1(fψβ )C

)
=

= O(1)En−p+1(fψβ )C

∞∑
ν=2

(
ψ(ν(2n− 1)− n+ p)×

× ln
η(ν(2n− 1)− n+ p)− (ν(2n− 1)− n+ p)

p

)
(24)

В роботi [16] встановлено, що справедлива оцiнка

∞∑
ν=2

(
ψ(ν(2n− 1)− n+ p)×

× ln
η(ν(2n− 1)− n+ p)− (ν(2n− 1)− n+ p)

p

)
=

= O(1)ψ(3n− 1) ln
η(3n− 1)− (3n− 1)

p
. (25)

Iз (24), (25), враховуючи лему 2 [18, c. 456], отримаємо, що∣∣∣I(3)n,p(f
ψ
β ;x)

∣∣∣ = O(1)ψ(3n− 1) ln
η(n)− n

p
En−p+1(fψβ )C . (26)

На основi iнтегрального зображення (12) та оцiнок (19), (22) та
(26) робимо висновок, що має мiсце рiвнiсть

|ρ̃n,p(f ;x)| = 2

∣∣∣∣∣ sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣∣×
× 1

πp

∣∣∣∣∣
π∫
−π

δn−p(t+x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=m+1

ψ(k) cos

(
kt+

2n− 1

2
x+

(β − 1)π

2

)
dt

∣∣∣∣∣+
+O(1)

(
ψ(n) + ψ(3n− 1) ln

η(n)− n
p

)
En−p+1(fψβ )C . (27)
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Як випливає з роботи [17], при виконаннi умов теореми 1 має
мiсце нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣ 1

πp

π∫
−π

fψβ (t)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=m+1

ψ(k) cos

(
kt+

2n− 1

2
x+

(β − 1)π

2

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
(

4

π2
ψ(n) ln

η(n)− n
p

+O(1)ψ(n)

)
En−p+1(fψβ )C , (28)

де O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n, p, x, β i f ∈ Cψβ C. Iз
(27) та (28) отримуємо (10).

Доведемо тепер другу частину теореми. На основi iнтегрального
зображення (12) та оцiнок (19), (22), (26) має мiсце рiвнiсть

ρ̃n,p(f ;x) = 2 sin
2n− 1

2
x×

× 1

πp

π∫
−π

δn−p(t+ x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=m+1

ψ(k) cos

(
kt+

2n− 1

2
x+

(β − 1)π

2

)
dt+

+O(1)

(
ψ(n) + ψ(3n− 1) ln

η(n)− n
p

)
En−p+1(fψβ )C . (29)

При кожному фiксованому значеннi параметрiв x ∈ R, β ∈ R i n ∈ N
розглянемо функцiю

h(·) = hx,n,β(·) = J ψ2γ0/πf
ψ
β (·) =

1

π

π∫
−π

fψβ (t+ ·)
∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt+ γn,0)dt,

де γ0 = γn,0 = 2n−1
2 x + π(β−1)

2 . Згiдно з роботою [17] при кожному
n ∈ N для функцiї h(·) знайдеться функцiя ϕ(·) = ϕx,n,β(·) така, що
En−p+1(ϕ)C = En−p+1(fψβ )C i для неї виконується рiвнiсть

|ρn,p(J ψ2γ0/π;xϕ(x)| = 1

π

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ(t+ x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=m+1

ψ(k) cos(kt+ γn,0)dt

∣∣∣∣∣∣ =
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=

(
4

π2
ln
η(n)− n

p
+O(1)

)
ψ(n)En−p+1(fψβ )C , (30)

у якiй O(1) — величина, рiвномiрно обмежена по n ∈ N, p ∈ N, β ∈ R,
x ∈ R i по f ∈ Cψβ C.

Функцiя F (t) = J ψβ ϕ̄(t) буде шуканою. Дiйсно, оскiльки
Fψβ (t) = ϕ̄(t), то En(Fψβ )C = En(fψβ ) i згiдно з формулами (29) i (30)
при кожному заданому x

|ρ̃n,p(F ;x)| =

= 2

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ 1

πp

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ̄(t+ x)

n−1∑
m=n−p

∞∑
k=m+1

ψ(k) cos(kt+ γn,0)dt

∣∣∣∣∣∣+
+O(1)

(
ψ(n) + ψ(3n− 1) ln

η(n)− n
p

)
En−p+1(Fψβ )C =

=

(∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ 8

π2
ψ(n) ln

η(n)− n
p

+

+O(1)

(
ψ(n) + ψ(3n− 1) ln

η(n)− n
p

))
En−p+1(fψβ )C .

Теорему доведено.
У випадку p = 1(коли полiноми Ṽn,p(f ;x) спiвпадають з триго-

нометричними iнтерполяцiйними полiномами S̃n−1(f ;x)) результати
теореми 1 можуть бути отриманi з теореми 1 роботи [13, c. 502].

Важливими представниками множини M+
∞ є функцiї

ψ(t) = e−αt
r

, α ≥ 0, 0 < r < 1. У цьому випадку ядра Ψβ(t) є
узагальненими ядрами Пуассона, а класи CψβN позначаються через
Cα,rβ N. Неважко переконатися, що для функцiї ψ(t) = e−αt

r

, α ≥ 0,
0 < r < 1

η(ψ; t)− t = t1−r
(

ln 2

rα
+O(1)

)
i ψ(3n − 1) ln η(ψ;n)−n

p = o(ψ(n)). А тому з теореми 1 отримаємо на-
ступне твердження.
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Наслiдок 1. Нехай ψ(t) = e−αt
r

, α > 0, 0 < r < 1,
β ∈ R, Cψβ = Cα,rβ i p = p(n) — довiльна послiдовнiсть, така, що
lim
n→∞

p
n1−r = 0. Тодi при n ∈ N для будь-якої функцiї f ∈ Cα,rβ C в

кожнiй точцi x ∈ R справедлива нерiвнiсть

|ρ̃n,p(f ;x)| ≤
(

8

π2

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ ln n1−rp +O(1)

)
e−αt

r

En−p+1(fα,rβ )C .

При цьому для будь-якої функцiї f ∈ Cα,rβ i довiльних n, p ∈ N,
p ≤ n в множинi Cα,rβ знайдеться функцiя F (x) = F (f ;n; p;x) така,
що En−p+1(Fα,rβ ) = En−p+1(fα,rβ ), i для неї виконується рiвнiсть

|ρ̃n,p(f ;x)| =
(

8

π2

∣∣∣∣sin 2n− 1

2
x

∣∣∣∣ ln n1−rp +O(1)

)
e−αt

r

En−p+1(fψβ )C ,

де O(1) — величини рiвномiрно обмеженi по n, p, β, x i f ∈ Cα,rβ C.
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