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ПРО НЕРIВНIСТЬ ЛЕБЕГА ДЛЯ СУМ ВАЛЛЕ ПУССЕ-
НА НА КЛАСАХ CψC

We consider the exact top limits of deviations Valle Poussin sums on classes
of ψ-differentiable functions where the sequence ψ = (ψ1, ψ2) is a quasiconvex.
These estimates are expressed in terms of best approximation ψ - derivatives
functions in terms of O.I. Stepanets’.

Розглядаються точнi верхнi межi вiдхилень сум Валле Пуссена на кла-
сах ψ-диференцiйовних функцiй, причому послiдовностi ψ = (ψ1, ψ2) є
квазiопуклими. Отриманi оцiнки таких вiдхилень вираженi через най-
краще наближення ψ-похiдних функцiй в сенсi О. I. Степанця.

Позначимо через L− простiр 2π-перiодичних iнтегрованих за Ле-
бегом функцiй f(·) з нормою

‖f‖L =

∫ π

−π
|f(x)| dx,

а через C− простiр, який складається з неперервних 2π-перiодичних
функцiй f(·) з нормою

‖f‖C = max
x
|f(x)| .

Нехай f ∈ L i ї ї ряд Фур’є має вигляд

S [f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx + bk (f) sin kx ) = =
a0
2

+

∞∑
k=1

Ak (f ;x),

(1)
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де a0, ak (f) , bk (f) , k = 1, 2, . . ., — коефiцiєнти Фур’є функцiї f(·).
Позначимо через Sn (f ;x)− частиннi суми порядку n ряду (1).

Кожнiй функцiї f ∈ L(див. [1, с. 74]) з рядом Фур’є (1) поставимо
у вiдповiднiсть послiдовнiсть полiномiв Vn,p(f ;x) вигляду

Vn,p(f ;x) =
1

p+ 1

n∑
k=n−p

Sk (f ;x) =

Vn,p(f ;x) =
a0
2
λ
(n)
0 +

n∑
k=1

λ
(n)
k (ak(f) cos kx + bk (f) sin kx ), (2)

де λ(n)k,p мають вигляд

λ
(n)
k,p =


1, k = 0, 1, . . . , n− p,

1− k−n+p
p+1 , k = n− p+ 1, . . . , n,

0, k ≥ n+ 1,

1 ≤ p ≤ n. (3)

Цi полiноми Vn,p (f ;x) називають сумами Валле Пуссена.
Нехай далi

En(f)X = inf
tn∈Tn

‖f (x)− tn(x)‖X (4)

– найкраще наближення функцiї f(·) тригонометричними полiнома-
ми tn(·) ∈ Tn, де Tn− множина тригонометричних полiномiв порядку
n, а X означає або простiр L, або C.

Валле Пуссен в 1919 роцi в своїй роботi [2] отримав оцiнку в рiв-
номiрнiй метрицi вiдхилення 2π-перiодичних неперервних функцiй
вiд сум (2):

‖f (x)− Vn,p(f ;x)‖C ≤ 2
n+ 1

p+ 1
En−p(f)C ,

яку уточнив С.М. Нiкольський [3] в 1940 роцi. Вiн показав, що

‖f (x)− Vn,p(f ;x)‖C ≤
(
M +

4

π2
ln

n

p+ 1

)
En−p(f)C .

Тут та далi через M будемо позначати деякi абсолютнi сталi, мож-
ливо неоднаковi в рiзних формулах.
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В 1951 роцi О. П. Тiман [4] на класi W r
∞ =

{
f ∈ W r :

ess sup
t
|fr(t)| ≤ 1, r ∈ N

}
розв’язав задачу про вiдшукання асимп-

тотичних рiвностей величини

E (W r
∞;Vn,p)C = sup

f∈W r
∞

‖f − Vn,p(f ;x)‖C = sup
f∈W r

∞

‖ρn,p (f ;x;Vn,p) ‖C =

=
4

π2

1

nr
ln

n

p+ 1
+O

(
1

nr

)
, r > 0, lim

n→∞

p

n
= 0.

Така ж задача для сум Валле Пуссена на бiльш загальних класах
функцiй для сум Валле Пуссена розглядалась О. В. Єфiмовим [5] та
С. О. Теляковським [6].

В. Дамен [7] та С. Б. Стечкин [8] незалежно в 1978 роцi вста-
новили точнi в розумiннi порядку оцiнки величини E (Cε;Vn,p)C , де
Cε = {f ∈ C : En(f) ≤ εn, εn ↓ 0} . Зокрема С. Б. Стечкин показав,
що

sup
f∈Cε

‖f − Vn,p‖C �
n∑
k=0

εn−p+k
p+ k + 1

.

О. I. Степанцем [9] було введено поняття ψ-похiдних i визначено
класи CψC0, наступним чином.

Нехай f ∈ L, а її ряд Фур’є має вигляд (1), ψ = (ψ1, ψ2) – пара
довiльних числових послiдовностей ψ1(k) та ψ2(k), для яких вико-
нується умова

ψ
2

(k) = ψ2
1 (k) + ψ2

2 (k) 6= 0,∀k ∈ N.

Якщо ряд
∞∑
k=1

(
ψ1(k)

ψ
2
(k)

Ak (f ;x) +
ψ2(k)

ψ
2
(k)

Ãk (f ;x)

)
,

де Ãk (f ;x) = ak(f) sin kx − bk (f) cos kx , є рядом Фур’є деякої
функцiї ϕ ∈ L, то ϕ називають ψ-похiдною функцiї f i позначимо
ϕ (·) = fψ(·). Так, при ψ1(k) = ψ(k) cosβ π2 , ψ2(k) = ψ(k) sinβ π2 , пи-
шуть Cψ = Cψβ .

Нехай Cψ – множина всiх неперервних функцiй f , у яких iснують
ψ-похiднi.
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Якщо f ∈ Cψ i при цьому fψ ∈ N, то такий клас позначають
CψN. Зокрема при N = C i N = Cε будемо позначати такi класи
вiдповiдно CψC та CψCε.

Наслiдуючи О. I. Степанця [9], введемо наступнi позначення:

M =

{
ψ(t) : ψ(t) > 0, ψ(t1)− 2ψ

(
t1 + t2

2

)
+ ψ(t) ≥ 0,∀t1, t2 ∈ [1,∞),

lim
t→∞

ψ(t) = 0

}
M0 – пiдмножина функцiй ψ ∈M, що задовольняють умову

0 ≤ µ (ψ; t) :=
t

η (t)− t
≤ K <∞, η (t) = η (ψ; t) = ψ−1

(
1

2
ψ (t)

)
;

M′ – пiдмножина функцiй ψ ∈M, для яких∫ ∞
1

ψ(t)

t
dt ≤ K <∞;

F – множина функцiй ψ ∈M для яких η′ (ψ; t) ≤ K;
L – множина пар ψ = (ψ1, ψ2) таких, що ряд

∞∑
k=1

(ψ1(k) cos kx + ψ2 (k) sin kx)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї Ψ (x) .

На пiдмножинах класiв CψβN при рiзних обмеженнях на ψ та β
вiдхилення сум Валле Пуссена дослiджувались в роботах В. I. Ру-
касова [10, 11], О. О. Новiкова [11], А. С. Сердюка [12,13,14], Є. Ю.
Овсiя [14], А. П. Мусiєнка[12,15]. Бiльш детальний огляд результатiв
можна знайти в [1].

В 2002 роцi В. I. Рукасов, О. О. Новiков, С. О. Чайченко [17]
отримали наступну асимптотичну рiвнiсть при ψi ∈M′0 = M0

⋂
M′,

i = 1, 2, θ ∈ [0, 1)
(

lim
n→∞

p
n = θ

)
)

sup
f∈Cψ∞

‖ρn,p (f ;x)‖C =
2

π

∫ ∞
n+1

|ψ2(v)|
v

dv+
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+
4

π2
ψ (n+ 1) ln

n+ 1

p+ 1
+O (1)ψ (n+ 1) ,

де ψ (n) =
√
ψ2
1(n) + ψ2

2(n), а O (1) – величина, рiвномiрно обмежена
по n i p.

Також слiд вiдмiтити роботу Мусiєнка А. П. [15], в якiй знайдена
нерiвнiсть типу Лебега на множинах Cψβ C. Вiн показав, що якщо
ψ ∈ F, β ∈ R i p ∈ [0;n − η−1(ψ;n)], тодi для будь-якої функцiїї
f ∈ Cψβ C справедлива рiвнiсть

‖ρn,p (f ;x) ‖C ≤
(

4

π2
ln+ η(ψ;n)− n

p+ 1
+O(1)

)
ψ(n)En−p(f

ψ
β )C ,

де ln+ t = max{ln t; 0}, а O(1) – величина рiвномiрно обмежена по
n, p, β i f ∈ Cψβ C.

Далi будуть встановленi оцiнки вiдхилень сум Валле Пуссена на
класах CψC. Причому замiсть опуклостi послiдовностей ψi, i = 1, 2
ми будемо накладати умову квазiопуклостi.

Послiдовнiсть ψ(k), k ∈ N називається квазiопуклою, якщо для
неї виконуються наступнi умови

lim
k→∞

ψ (k) = 0, (5)

∞∑
k=1

k
∣∣42ψ(k − 1)

∣∣ <∞, (6)

де 42ψ (k − 1) = ψ (k − 1)− 2ψ (k) + ψ (k + 1).
Справедливе наступне твердження.
Теорема 1. Нехай для послiдовностей ψ1(k) i ψ2(k) виконують-

ся умови (5) та (6) i для ψ2(k) виконується умова
∞∑
k=1

|ψ2(k)|
k <∞,

Тодi для будь-якої функцiї f ∈ CψC при n ∈ N i p ∈ [0; n−12 ) вико-
нується нерiвнiсть

‖ρn,p (f ;x)‖C ≤

≤

(
4

π2

n−p∑
k=p+1

1

k

√
ψ2
1 (n− p+ k) + ψ2

2 (n− p+ k)+
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+
2

π

∞∑
k=2(n−p)+1

|ψ2 (k)|
k

+O (1)R (ψ1, ψ2)

)
En−p

(
fψ
)
C
. (7)

Крiм того, справедлива рiвнiсть

sup
f∈CψCε

‖ρn,p (f ;x)‖C =

=

(
4

π2

n−p∑
k=p+1

1

k

√
ψ2
1 (n− p+ k) + ψ2

2 (n− p+ k)+

+
2

π

∞∑
k=2(n−p)+1

|ψ2 (k)|
k

+O (1)R (ψ1, ψ2)

)
εn−p , (8)

де

Rn,p (ψ1, ψ2) =

∞∑
k=1

k

( ∣∣(42ψ1 (n− p+ k − 1)
)∣∣+

+
∣∣42 (ψ2 (n− p+ k − 1))

∣∣ ). (9)

Доведення. Як вiдомо (див. [9], с. 77), з умов (5) i (6) випливає,
що ψ ∈ L. Тому для fψ ∈ C0 у кожнiй точцi x виконується рiвнiсть
(див. [1], с. 79)

ρn,p (f ;x) =

=
1

π

π∫
−π

fψ (x− t)
∞∑
k=1

(
1− λ(n)k,p

)
(ψ1 (k) cos kt+ ψ2 (k) sin kt ) dt, (10)

де λ(n)k,p визначається формулою (3). Враховуючи спiввiдношення (3),
покладемо

γi,n,p (k) =


0, k = 0, 1, . . . , n− p

k−n+p
p+1 ψi (k) , k = n− p+1, . . . , n

ψi (k) , k ≥ n+ 1

, 1 ≤ p ≤ n, i =1, 2.

(11)
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Тодi рiвнiсть (10) набуде вигляду

ρn,p (f ;x; ) =

=
1

π

π∫
−π

fψ (x− t)
∞∑

k=n−p+1

(γ1,p (k) cos kt + γ2,p (k) sin kt ) dt. (12)

Використовуючи (11), отримаємо
π∫
−π

tn−p (τ)

∞∑
k=n−p+1

(γ1,p (k) cos kτ + γ2,p (k) sin kτ ) dτ = 0,

де tn−p (·)− тригонометричний полiном порядку n− p.
Нехай t∗n−p(·) – полiном найкращого рiвномiрного наближення

функцiї fψ порядку n − p, тодi позначимо ∆∗ (·) = fψ (·) − t∗n−p(·).
Звiдси рiвнiсть (12) набуде вигляду

ρn,p (f ;x) =

=
1

π

π∫
−π

∆∗ (x− t)
∞∑

k=n−p+1

(γ1,p (k) cos kt + γ1,p (k) sin kt ) dt.

Тодi
‖ρn,p (f ;x)‖C ≤

≤ En−p
(
fψ
)
C

1

π

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
∞∑

k=n−p+1

(γ1,p (k) cos kt + γ2,p (k) sin kt )

∣∣∣∣∣∣ dt. (13)

Застосуємо до iнтеграла в правiй частинi нерiвностi (13) асимпто-
тичну рiвнiсть С. О. Теляковського [18, c. 86]. Отримаємо наступне
спiввiдношення

‖ρn,p (f ;x;Vn,p)‖C ≤ En−p
(
fψ
)
C

(
4

π2

n−p∑
k=1

ξk
k

+
2

π

∞∑
k=2(n−p)+1

|γ2,p (k)|
k

+
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O(1)

( n−p−1∑
k=1

k(n− p− k)

n− p
(
|42γ1,n,p(k − 1)|+ |42γ2,n,p(k − 1)|

)
+

+|γ1,n,p(0)|+ |γ1,n,p(n− p)|+ |γ2,n,p(n− p)|+

+

∞∑
k=1

k
(∣∣42γ1,n,p (n− p+ k − 1)

∣∣+
∣∣42γ2,n,p (n− p+ k − 1)

∣∣))),
(14)

де

ξk = ξ

(
γ1,n,p(k),

(
(γ1,n,p (n− p− k)− γ1,n,p(n− p+ k))

2
+

+(γ2,n,p (n− p− k)− γ2,,n,p(n− p+ k))
2

) 1
2

)
,

ξ (t, u) =

{
π|t|
2 , |u| ≤ |t|

|t| arcsin
(
|t|
|u|

)
+
√
u2 − t2, |t| < |u|

. (15)

З (15) випливає, що ξ (0, u) = |u|.
Оскiльки в першiй сумi правої частини нерiвностi (14)

k = 1, n− p , то згiдно з (15) γ2,n,p (k) = 0 , γ1,n,p (n− p− k) = 0,
γ1,n,p (n− p− k) = 0. Тому функцiя ξk набуде вигляду

ξk = ξ
(

0,
√
γ21,n,p (n− p+ k) + γ22,n,p (n− p+ k)

)
=

=
√
γ21,n,p (n− p+ k) + γ22,n,p (n− p+ k). (16)

Враховуючи (16) та (11), спiввiдношення (14) буде мати вигляд

‖ρn,p (f ;x)‖C ≤

≤ En−p
(
fψ
)
C

(
4

π2

n−p∑
k=1

√
γ21,n,p (n− p+ k) + γ22,n,p (n− p+ k)

k
+
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+
2

π

∞∑
k=2(n−p)+1

|γ1,n,p (k)|
k

+O (1)R (γ1,n,p, γ2,n,p)

)
=

= En−p

(
fψ
)
C

(
4

π2

p∑
k=1

√
γ21,n,p (n− p+ k) + γ22,n,p (n− p+ k)

k
+

4

π2

n−p∑
k=p+1

√
γ21,n,p (n− p+ k) + γ22,n,p (n− p+ k)

k
+

+
2

π

∞∑
k=2(n−p)+1

|γ2,n,p (k)|
k

+O (1)R (γ1,n,p, γ1,n,p)

)
. (17)

Використовуючи позначення (11), оцiнимо деякi суми з (17). В пер-
шiй сумi правої частини нерiвностi (17) k = 1, p, тому, враховуючи
(11), γi,n,p(n − p + k) = n−p+k−n+p

p+1 ψi(n − p + k) = k
p+1ψi(n − p + k),

де i = 1, 2. Отже,

4

π2

p∑
k=1

√
γ21,n,p (n− p+ k) + γ22,n,p (n− p+ k)

k
=

=
4

π2(p+ 1)

p∑
k=1

√
ψ2
1 (n− p+ k) + ψ2

2 (n− p+ k) ≤

≤ 4

π2(p+ 1)

p∑
k=1

(|ψ1 (n− p+ k) |+ |ψ2 (n− p+ k) |) ≤

≤M max
n−p≤i≤n

(|ψ1(i)|+ |ψ2(i)|) ≤

≤M
∞∑
k=1

k
(∣∣42ψ2 (n− p+ k − 1)

∣∣+
∣∣42ψ2 (n− p+ k − 1)

∣∣);
Також справедлива нерiвнiсть

∞∑
k=1

k
(∣∣42γ1,n,p (n− p+ k − 1)

∣∣+
∣∣42γ2,n,p (n− p+ k − 1)

∣∣) ≤
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≤M
∞∑
k=1

k
(∣∣42ψ2 (n− p+ k − 1)

∣∣+
∣∣42ψ2 (n− p+ k − 1)

∣∣).
Далi, за умови, що p < n−1

2 , i враховуючи (11) при k ≥ 2(n−p)+1
справедлива рiвнiсть γ2,n,p(k) = ψ2 (k) , тому

∞∑
k=2(n−p)+1

|γ2,n,p (k)|
k

=

∞∑
k=2(n−p)+1

|ψ2 (k)|
k

Тодi, враховуючи вище сказане, з (17) при p < n−1
2 одержимо (7).

Далi покладемо

Fn−p
(
ψ;x

)
=

∞∑
k=n−p+1

(γ1,n,p(k)cos kt + γ2,n,p(k)sin kt )

Побудуємо функцiю Φn−p (·) ∈ CψC0
ε , для якої виконується рiвнiсть

(8). Для цього покладемо

gn−p (−x) = sign Fn−p
(
ψ;x

)
, |x| ≤ π

2
− π

2(n− p) + 1
.

В околах точок розриву функцiї gn−p (−x) замiнимо її лiнiйною.
Одержану функцiю позначимо через g̃n−p (−x) , |x| ≤ π

2 −
π

2(n−p)+1 .
При π

2 −
π

2(n−p)+1 ≤ |x| ≤ π означимо функцiю g̃n−p (−x) так, щоб
gn−p (−x) стала неперервною на [−π;π], i крiм того g̃n−p (−π) =
g̃n−p (π) , |g̃n−p (−x)| ≤ 1. Крiм того, вимагатимемо, щоб iснувало
на [−π;π] не менше 2 (n− p) точок ci, в яких |g̃n−p (−ci)| = 1, в цих
точках функцiя g̃n−p (−x) почергово змiнює знак, i щоб при цьому
виконувалась рiвнiсть ∫ π

−π
g̃n−p (−x) dx = 0.

Позначимо ϕ̃n−p (−x) = εn−pg̃n−p (−x) . Оскiльки ψ ∈ L, то має
мiсце представлення

Φn−p (x) =
1

π

π∫
−π

ϕ̃n−p (t− x)

∞∑
k=1

(ψ1(k) cos kt+ ψ2(k) sin kt) dt,
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де Φn−p (x) називають ψ-iнтегралом функцiї ϕ̃n−p (−x) , тобто
(Φn−p (x))

ψ
= ϕ̃n−p (−x).

Тодi за критерiєм Чебишева найкраще рiвномiрне наближення
функцiї ϕ̃n−p (−x) буде здiйснювати полiном тотожно рiвний нулю.

Оскiльки

En−p (ϕ̃n−p)C = εn−pEn−p (g̃n−p (−x))C = εn−p,

то ϕ̃n−p ∈ C0
ε i

sup
f∈CψC0

ε

‖ρn,p (f ;x)‖C ≥ ‖ρn,p (Φn−p;x)‖C ≥ |ρn,p (Φn−p; 0)| =

=
1

π

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

ϕ̃n−p (−u)Fn−p
(
ψ;u

)
du

∣∣∣∣∣∣ ≥

≥ εn−p
π

π
2−

π
2(n−p)+1∫

−π2 + π
2(n−p)+1

∣∣Fn−p (ψ;u
)∣∣ du− εn−p

π

∫
π
2−

π
2(n−p)+1

≤|u|≤π

∣∣Fn−p (ψ;u
)∣∣ du.
(18)

Виходячи з того, що (див. (14))

sup
f∈CψC0

ε

‖ρn,p (f ;x)‖C ≤
εn−p
π

∫ π

−π

∣∣Fn−p (ψ;u
)∣∣ du, (19)

на пiдставi нерiвностей (18) i (19) робимо висновок, що

sup
f∈CψC0

ε

‖ρn,p (f ;x)‖C =
εn−p
π

∫ π

−π

∣∣Fn−p (ψ;u
)∣∣ du+

+O(1)

εn−p ∫
π
2−

π
2(n−p)+1

≤|u|≤π

∣∣Fn−p (ψ;u
)∣∣ du

 . (20)

З (20) i оцiнки
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∫
π
2−

π
2(n−p)+1

≤|u|≤π

∣∣Fn−p (ψ;u
)∣∣ du ≤

≤ K
∞∑
k=1

k
(∣∣42γi (n− p+ k − 1)

∣∣+
∣∣42γi (n− p+ k − 1)

∣∣)
випливає спiввiдношення (8). Теорему доведено.

Зауваження 1. Пiдставивши p = 0 в (7), отримаємо нерiвнiсть
типу Лебега для частинних сум Фур’є Sn (f ;x), отриману Н. М. За-
дерей та П. В. Задереєм в [19].

‖ρn,0 (f ;x;Sn)‖C ≤

≤ En
(
fψ
)
C

(
4

π2

n∑
k=1

√
ψ2
1 (n+ k) + ψ2

2 (n+ k)

k
+

2

π

∞∑
k=2n+1

|ψ2(k)|
k

+

+O (1)

∞∑
k=1

k
(∣∣42ψ2 (n+ k − 1)

∣∣+
∣∣42ψ2 (n+ k − 1)

∣∣))
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