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We establish new sufficient conditions for continuous dependence
on the parameter of solutions of multipoint linear boundary-value
problems for systems of differential equations of order r ≥ 1 in the
norms of spaces of continuously differentiable functions C(r−1).

Знайдено новi достатнi умови неперервної залежностi за пара-
метром розв’язкiв багатоточкових лiнiйних класичних крайових
задач для систем диференцiальних рiвнянь порядку r ≥ 1 за нор-
мами просторiв неперервно диференцiйовних функцiй C(r−1).

1. Вступ

Питання граничного переходу в системах диференцiальних рiв-
нянь виникають в багатьох задачах аналiзу i дослiджувалися рi-
зними математиками. Найкраще їх дослiджено стосовно задач
Кошi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь першо-
го порядку. Бiльш складний випадок загальних лiнiйних кра-
йових задач вивчався I. Т. Кiгурадзе [1 – 3] та його послiдовни-
ками. Суттєвi узагальнення цих результатiв отримано у роботах
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Т. I. Кодлюк, В. А. Михайлеця i Н. В. Реви [4 – 6]. Вони сто-
суються рiвномiрної неперервностi за параметром розв’язкiв си-
стем лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого порядку. Для
систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв цi пи-
тання дослiджено В. А. Михайлецем i Г. О. Чехановою [7]. Цi
результати були узагальненi на досить широкий клас лiнiйних
крайових задач — тотальних щодо просторiв Соболєва [8 – 10] та
просторiв неперервно диференцiйовних функцiй [11 – 14]. Дове-
дено фредгольмовiсть таких задач, знайдено достатнi умови їх
коректної розв’язностi та неперервної залежностi за параметром
їх розв’язкiв у вказаних просторах.

В роботах В. А. Михайлеця та його учнiв цi результати перене-
сено на важливий клас багатоточкових крайових задач щодо со-
болєвських просторiв та просторiв C(n)[a, b] для рiвнянь i систем
як першого [15 – 17], так i високих порядкiв [13, 18, 19]. В цих ро-
ботах припускається, що кожна точка (в якiй розглядаються кра-
йовi умови) або не залежить вiд малого параметра ε > 0 [15, 17 –
19], або має граничне значення при ε→ 0+ [13, 16]. Окрiм того,
допускається iснування додаткових точок, що входять у крайо-
вий вираз, нехтуваний при ε→ 0+. У роботi В. О. Солдатова [20]
знайденi достатнi умови неперервностi за параметром розв’язкiв
багатоточкових лiнiйних крайових задач на вiдрiзку [a, b] дiйсної
осi для системи диференцiальних рiвнянь довiльного порядку
у нормованих просторах C(n+r)[a, b], бiльш конструктивнi, нiж
в [13, 18]. Результат встановлений завдяки тому, що умови на
коефiцiєнти при похiдних шуканої функцiї у крайових операто-
рах ставляться окремо для цiлої серiї точок, якi залежать вiд
ε > 0 i мають спiльну граничну точку при ε→ 0+.

Наша мета — знайти достатнi умови неперервностi розв’язкiв
за малим параметром класичних багатоточкових крайових за-
дач, застосувавши вказаний вище пiдхiд. Зауважимо, що у цiй
роботi ми вимагатимемо, щоб коефiцiєнти системи, а також пра-
вi частини були сумовними функцiями, на вiдмiну вiд [20], де
накладенi бiльш жорсткi умови, а саме — неперервної диферен-
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цiйовностi.

2. Постановка задачi

Нехай задано скiнченний вiдрiзок [a, b] ⊂ R. Для довiльних цi-
лих чисел l ≥ 0 i m ≥ 1 позначимо L1 := L1([a, b],C), Lm

1 :=
L1([a, b],Cm) i Lm×m

1 := L1([a, b],Cm×m). Таким чином, L1 є про-
стiр усiх вимiрних комплекснозначних функцiй, сумовних на вiд-
рiзку [a, b], надiлений нормою

‖y‖1 :=

∫ b

a
|y(t)|dt.

Аналогiчно, Lm
1 i Lm×m

1 є простори усiх вимiрних комплексно-
значних вектор-функцiй f(t) : [a, b]→ Cm i квадратних матриць-
функцiй A(t) : [a, b] → Cm×m з сумовними на вiдрiзку [a,b] еле-
ментами. Норми у цих просторах позначаємо також через ‖·‖1 —
вони є сумами норм у L1 усiх компонент функцiї y(t) або A(t). З
контексту завжди буде зрозумiло, про норму у якому саме про-
сторi (скалярних функцiй, вектор-функцiй чи матриць-функцiй)
йде мова. Звiсно, якщо m = 1, то усi цi простори збiгаються.

Позначимо C(l) := C(l)([a, b],C), (C(l))m := C(l)([a, b],Cm). Та-
ким чином, C(l) є банахiв простiр усiх l разiв неперервно дифе-
ренцiйовних функцiй x : [a, b]→ C, надiлений нормою

‖x‖(l) :=

l∑
j=0

max
{
|x(j)(t)| : t ∈ [a, b]

}
.

Аналогiчно, (C(l))m є банахiв простiр усiх l разiв неперервно ди-
ференцiйовних вектор-функцiй z : [a, b] → Cm. Норма у цьому
просторi є сумою норм у C(l) усiх компонент функцiї z.

Нехай задано цiлi числа r ≥ 1, m ≥ 1 i p ≥ 1. На вiдрiзку
[a, b] розглянемо систему m лiнiйних диференцiальних рiвнянь
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порядку r, залежних вiд числового параметра ε ∈ [0, ε0):

y(r)(t, ε) +Ar−1(t, ε)y
(r−1)(t, ε) + . . .+A0(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε),

(1)
Тут число ε0 > 0 фiксоване, вектор-функцiя y(·, ε) ∈ (C(r−1))m

шукана, а усi матрицi-функцiї An−1(·, ε) ∈ Lm×m
1 i вектор-

функцiя f(·, ε) ∈ Lm
1 вважаються вiдомими. У роботi вектори

i вектор-функцiї подано у виглядi стовпцiв.
Для кожного ε ∈ (0, ε0) пов’яжемо з системою (1) багатото-

чкову крайову умову

B(ε)y(·; ε) =

p∑
j=0

qj(ε)∑
k=1

r−1∑
l=0

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε), ε) = c(ε). (2)

Тут числа qj(ε) залежать вiд ε, матрицi α(l)
j,k(ε) ∈ Cm×m, точки

tj,k(ε) ∈ [a, b] та вектор c(ε) ∈ Cm є заданими.
Використання у крайовiй умовi повторної суми за iндексами j

i k зумовлене подальшими припущеннями щодо поведiнки точок
tj,k(ε) при ε → 0+ у залежностi вiд значень параметра j. Ви-
магатиметься, щоб для кожного фiксованого j ∈ 1, p усi точки
tj,k(ε) мали спiльну границю при ε→ 0+, а для точок t0,k(ε) така
вимога не висуватиметься.

З огляду на це, у граничному випадку ε = 0 розглядається
така крайова задача:

y(r)(t, 0) +Ar−1(t, 0)y(r−1)(t, 0)+

+ . . .+A0(t, 0)y(t, 0) = f(t, 0), a ≤ t ≤ b,
(3)

B(0)y(·; 0) =

p∑
j=1

r−1∑
l=0

α
(l)
j (0)y(l)(tj(0), 0) = c(0). (4)

Тут усi матрицi α(l)
j (0) ∈ Cm×m, точки tj(0) ∈ [a, b] та вектор

c(0) ∈ Cm є заданими.
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Для кожного ε ∈ [0, ε0) лiнiйне вiдображення y(·; ε) 7→
B(ε)y(·; ε) є обмеженим оператором

B(ε) : (C(r−1))m → Cm.

Оскiльки крайова задача (1)-(2) залежить вiд параметра ε, то
природним чином виникає питання про неперервнiсть розв’яз-
кiв y(·; ε) такої задачi за параметром ε в банаховому просто-
рi (C(r−1))m. Мета цiєї роботи полягає у знаходженнi достатнiх
умов для виконання граничної рiвностi

‖y(·; ε)− y(·; 0)‖(r−1) → 0, ε→ 0 + .

3. Результат

Крайовiй задачi (1)-(2) при кожному ε ∈ (0; ε0) вiдповiдає лiнiй-
ний обмежений оператор

(L(ε), B(ε)) : (C(r−1))m → (L1)
m × Cm.

У граничному випадку ε = 0 цей обмежений оператор вiдпо-
вiдає крайовiй задачi (3),(4). Як було доведено в [21], вiн є фре-
дгольмовим, а тому для однозначної розв’язностi задачi (1)-(2)
необхiдно i достатньо, щоб однорiдна гранична крайова задача

y(r)(t, 0) +Ar−1(t, 0)y(r−1)(t, 0) + . . .+A0(t, 0)y(t, 0) = 0, (5)

B(0)y(·; 0) =

p∑
j=1

r−1∑
l=0

α
(l)
j (0)y(l)(tj(0), 0) = 0. (6)

мала лише тривiальний розв’язок. Виразимо умови, за яких це
виконується.

Нехай R(t, a) резольвента рiвняння (3), тобто розв’язок, який
набуває значення Irm у точцi t = a. У нашому випадку R(t, a) —
блочна матриця розмiрностi rm× rm. Позначимо через

R0(t, a), R1(t, a), ..., R(r−1)(t, a)
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елементи її першого рядка. Як вiдомо [22], розв’язок рiвняння
(3), який приймає значення Ya = (y(a), y′(a), ..., y(r−1)(a)) при
t = a задається формулою

y(t) =

r−1∑
i=0

Ri(tj , a)y(i)(a). (7)

Пiдставивши (7) у (6), отримаємо

C · Ya = 0,

де

C =
(

Σp
j=1Σ

(r−1)
i=0 α

(i)
j R

(i)
0 (tj , a) . . . Σp

j=1Σ
(r−1)
i=0 α

(i)
j R

(i)
r−1(tj , a)

)
.

Звiдси
Твердження. Гранична однорiдна крайова задача

L(0)y(t, 0) = 0, a ≤ t ≤ b, B(0)y(·, 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок, якщо

detC 6= 0.

Введемо такi позначення:

Rn−1(·, ε) = An−1(·, ε)−An−1(·, 0),

R∨n−1(t, ε) =

∫ t

a
Rn−1(s, ε)ds, f∨(t, ε) =

∫ t

a
f(s, ε)ds.

Сформулюємо теорему про неперервну залежнiсть розв’язку
крайової задачi (1), (2) за малим параметром ε ≥ 0 у просторi
(C(r−1))m.

Теорема. Нехай при ε→ 0+ i n ∈ [r] виконуються умови на

(a) коефiцiєнти
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(1) ‖R∨n−1(·, ε)‖∞ → 0;

(2) ‖Rr−1(·, ε)R∨n−1(·, ε)‖(1) → 0;

(b) правi частини рiвнянь

(3) ‖f(·, ε)‖1 = O(1), ‖f∨(·, ε)− f∨(·, 0)‖∞ → 0;

(c) граничнi оператори

(4) c(ε)→ c(0);

(5) tj,k(ε)→ tj(0) для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, qj ;

(6)
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)→ α

(l)
j (0) для усiх j ∈ 1, p, l ∈ 0, r − 1;

(7)
qj(ε)∑
k=1

‖α(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε)− tj(0)| → 0

для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, qj, l ∈ 0, r − 1;

(8)
qj(ε)∑
k=1

‖α(l)
0,k(ε)‖ → 0, для усiх k ∈ 1, q0, l ∈ 0, r − 1.

Тодi для достатньо малих ε > 0 задача (1), (2) має єдиний
розв’язок i вiн задовольняє граничне спiввiдношення

‖y(·, ε)− y(·, 0)‖(r−1) → 0 при ε→ 0+, (8)

де ‖ · ‖∞− sup-норма, ‖ · ‖1 та ‖ · ‖(r−1) — норми у просторах

Lm
1 та C(r−1) вiдповiдно. Пiд нормою числової матрицi (зокрема,

вектора) розумiємо суму модулiв усiх її елементiв.
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4. Доведення.

Дослiджувана нами задача з крайовою умовою (2) є частковим
випадком загальних крайових задач

y(r)(t, ε) +Ar−1(t, ε)y
(r−1)(t, ε) + . . .+A0(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε),

(9)

Bl(ε)y(·; ε) = c(ε), l ∈ 1, r. (10)

Для них в роботi [7] було встановлене
Твердження. Нехай при ε→ 0+ i n ∈ [r] виконуються умови
теореми на коефiцiєнти та правi частини рiвнянь, а також
умова на граничнi оператори

(f) Bn(ε)y → Bn(0)y, y ∈ C(r−1) ([a, b];Cm) , n ∈ [r].

Тодi для достатньо малих ε > 0 задача (9)-(10) має єдиний
розв’язок i вiн задовольняє граничне спiввiдношення (8). Для

доведення основної теореми достатньо показати, що умова (f)
твердження є наслiдком умов (6) – (9) теореми.

У припущеннi, що умови (6) – (9) виконуються, доведемо вла-
стивiсть (f). Для довiльної функцiї y ∈ (C(r−1))m i достатньо
малого ε > 0 запишемо:

‖B(ε)y −B(0)y‖ =

=

∥∥∥∥∥∥
p∑

j=0

qj(ε)∑
k=1

r−1∑
l=0

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε))−

p∑
j=1

r−1∑
l=0

α
(l)
j (0)y(l)(tj(0))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

q0(ε)∑
k=1

r−1∑
l=0

‖α(l)
0,k(ε)‖ · ‖y(l)(t0,k(ε))‖+

+

p∑
j=1

r−1∑
l=0

∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε))− α(l)

j (0)y(l)(tj(0))

∥∥∥∥∥∥ (11)
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Тут на пiдставi умови (6) маємо:

q0(ε)∑
k=1

r−1∑
l=0

‖α(l)
0,k(ε)‖ · ‖y(l)(t0,k(ε))‖ ≤

q0(ε)∑
k=1

r · ‖α(l)
0,k(ε)‖ · ‖y‖(r) → 0

(12)
для усiх допустимих значень iндексiв k i l. Ця i всi iншi грани-
цi у доведеннi розглядаються за умови, що ε → 0+. Дослiдимо
останнiй доданок в (11). Запишемо:∥∥∥∥∥∥

qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε))− α(l)

j (0)y(l)(tj(0))

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε))−

qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj(0)) +

+

qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj(0))− α(l)

j (0)y(l)(tj(0))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε) ·

(
y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj(0))

)∥∥∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑

k=1

α
(l)
j,k(ε)− α(l)

j (0)

 · y(l)(tj(0))

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

qj(ε)∑
k=1

‖α(l)
j,k(ε)‖ · ‖y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj(0))‖+

+

∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)− α(l)

j (0)

∥∥∥∥∥∥ · ‖y‖(r).



Про збiжнiсть розв’язкiв багатоточкових крайових задач 251

Тут на пiдставi умови (7) маємо:∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)− α(l)

j (0)

∥∥∥∥∥∥ · ‖y‖(r) → 0. (13)

Окрiм того,

qj(ε)∑
k=1

‖α(l)
j,k(ε)‖ · ‖y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj(0)) ‖ → 0. (14)

Це випливає з теореми Лагранжа i умови (8):

qj(ε)∑
k=1

‖α(l)
j,k(ε)‖ · ‖y(l)(tj,k(ε))− y(l)(tj(0)) ‖ ≤

≤ ‖y‖(r)
qj(ε)∑
k=1

‖α(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε)− tj(0)| → 0.

Iз формул (4.), (13), (14) негайно випливає, що∥∥∥∥∥∥
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)y(l)(tj,k(ε))− α(l)

j (0)y(l)(tj(0))

∥∥∥∥∥∥→ 0. (15)

Тепер властивiсть (f) є прямим наслiдком формул (11), (12) i
(15).

Теорему доведено.
Зауваження. Якщо числа qj не залежать вiд ε, то умови

на граничнi оператори мають вигляд:

(4) c(ε)→ c(0);

(5) tj,k(ε)→ tj(0) для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, qj ;

(6)
qj(ε)∑
k=1

α
(l)
j,k(ε)→ α

(l)
j (0) для усiх j ∈ 1, p, l ∈ 0, r − 1;
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(7) ‖α(l)
j,k(ε)‖ · |tj,k(ε)− tj(0)| → 0

для усiх j ∈ 1, p, k ∈ 1, qj , l ∈ 0, r − 1;

(8) ‖α(l)
0,k(ε)‖ → 0, для усiх k ∈ 1, q0, l ∈ 0, r − 1.

5. Висновки.

У статтi дослiджена параметризована числом ε ∈ [0, ε0] сiм’я
багатоточкових лiнiйних крайових задач для систем диференцi-
альних рiвнянь порядку r ≥ 1, коефiцiєнти та правi частини яких
сумовнi на вiдрiзку [a, b]. Знайдено умови неперервностi розв’яз-
кiв за малим параметром класичних багатоточкових крайових
задач. При цьому умови на коефiцiєнти при похiдних шуканої
функцiї у крайових операторах ставляться окремо для цiлої се-
рiї точок, якi залежать вiд ε > 0 i мають спiльну граничну точку
при ε→ 0+. Дослiджений випадок, коли кожна точка граничної
задачi має скiнченну серiю збiжних до неї точок розглянутої за-
дачi, а всi iншi точки, що не збiгаються до граничних, об’єдну-
ються в нульову серiю. Кiлькiсть точок у кожнiй серiї залежить
вiд параметра ε. Встановлений результат узагальнює тверджен-
ня, одержане в [7], зокрема, умови на граничнi оператори.

Автор вдячна В. А. Михайлецю за постановку задачi та ке-
рiвництво роботою.
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