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Convergence is proved and asymptotic is found for the Padé approximant
of the q–exponential function and its generalisation.

Доказана сходимость и найдена асимптотика аппроксимаций Паде
q–аналога экспоненты и его обобщения.

В [1] з використанням методу узагальнених моментних зображень
побудовано апроксиманти Паде q–аналога експоненти (див. [2])

Eq(z) =

∞∑

n=0

qn(n−1)/2

(q; q)n
zn = (−z; q)∞, |q| < 1,

де q–символ Похгаммера (або зсунутий q–факторiал) (a; q)n визнача-
ється формулою

(a; q)n =





(1− a)(1− aq) · . . . · (1− aqn−1), при n ≥ 1,
1, при n = 0,
∞∏
m=0

(1 − aqm) = lim
n→∞

(a; q)n, при n = ∞,

а також функцiї

fν(z) =

∞∑

k=0

skz
k =

∞∑

k=0

(1− q)k+1qk(k+1)/2+kν

(qν+1; q)k+1
zk (1)

при ν > −1. Легко бачити, що

f0(z) =
Eq ((1− q)z)− 1

z
.

Було встановлено наступний результат.
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Теорема 1. [1] Апроксиманти Паде функцiї (1) порядкiв [N −
1/N ], N ≥ 1, можуть бути записанi у виглядi

[N − 1/N ]fν (z) =
PN−1(z)

QN(z)
, (2)

де

QN (z) =

N∑

k=0

(
q−N ; q

)
N−k

(
qN+ν+1; q

)
N−k

(1− q)N−k(q; q)N−k
q−(N−k)(N−k+2ν−1)/2zk, (3)

PN−1(z) =

N−1∑

j=0

zj

(1− q)N−1−j

j∑

m=0

(
q−N ; q

)
N−m

(
qN+ν+1; q

)
N−m

(q; q)N−m(qν+1; q)j−m+1
×

×q(j(j+1)−N(N−1))/2+m(N−j−1)+(j−N)ν . (4)

Встановимо збiжнiсть апроксимант (2).

Теорема 2. Апроксиманти Паде функцiї (1) порядкiв [N − 1/N ],
N ∈ N, рiвномiрно збiгаються до наближуваної функцiї на кожному
компактi комплексної площини при N → ∞.

Доведення. Запишемо знаменник (3) апроксиманти (2) у виглядi

QN(z) =
(q−N ; q)N (qN+ν+1; q)N

(q; q)N (1 − q)N
q−N(N+2ν−1)/2×

×
n∑

k=0

(1− k)k(−1)k
(
qN−k+1; q

)
k

(q; q)k (q2N−k+ν+1; q)k
qk(N+ν)zk =

=
(q−N ; q)N (qN+ν+1; q)N

(q; q)N (1− q)N
q−N(N+2ν−1)/2 (1 +RN (z)) .

Нехай z належить компакту K ⊂ C, такому, що K ⊆ KR = {z : |z| ≤
R}, R > 0. Очевидно, що

|1− qk| < 1 + |q|, ∀k ∈ N,

|1− qm| > 1− |q|, ∀k ∈ N.

Отож, ∀N ∈ N

|RN (z)| =
∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(1 − k)k(−1)k
(
qN−k+1; q

)
k

(q; q)k (q2N−k+ν+1; q)k
qk(N+ν)zk

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
N∑

k=1

(1 + |q|)2k
(1− |q|)2k |q|

k(N+ν)Rk.

Позначимо

C =

(
1 + |q|
1− |q|

)2

|q|νR.

Отримаємо

|RN (z)| <
N∑

k=1

Ck|q|kN < |q|N
∞∑

k=0

Ck+1|q|kN =
C|q|N

1− C|q|N → 0.

Отже,

QN (z) =
(q−N ; q)N (qN+ν+1; q)N

(q; q)N (1− q)N
q−N(N+2ν−1)/2 (1 + o(1)) (5)

при N → ∞. Звiдси випливає, що, починаючи з деякого номера
N0 = N0(R) ∈ N, знаменники QN не мають нулiв на компактi K.
Для похибки апроксимацiї має мiсце формула (див. [3])

fν(z)− [N − 1/N ]fν (z) =
z2N

QN (z)
〈Rz(B)xN , YN 〉 ,

в якiй використано позначення:

(Bϕ) (t) = qt(1− t)

∞∑

n=0

ϕ
(
tqn+1

)
gn

для будь–якої функцiї ϕ з простору

Xα = {f : [0, 1] → C | ∃M > 0, |f(x)xα | < M, ∀x ∈ [0, 1]}

при −ν < α < 1, резольвентна функцiя оператора B має вигляд
(див. [1])

(Rz(B)ϕ) (t) =
[
(I − zB)−1 ϕ

]
(t) =

= ϕ(t) + zq

t∫

0

σ(zt)

σ(zτ)
ϕ(qτ)dqτ,
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де

σ(t) =

∞∏

m=1

(1 + qm(1− q)t) ,

q–iнтеграл Джексона визначається спiввiдношенням

t∫

0

ϕ(τ)dqτ = t(1− q)

∞∑

n=0

ϕ(tqn)qn,

бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 на Xα × Xα має вигляд

〈ϕ, ψ〉 =
1∫

0

ϕ(τ)ψ(τ)dqτ,

xN (t) =
(
BNx0

)
(t) =

(1− q)N

(qν+1; q)N
qN(N+1)/2+NνtN+ν , N ∈ Z+,

а YN , N ∈ Z+, — полiноми, ортогональнi за бiлiнiйною формою 〈·, ·〉
з вагою tν , тобто q–аналоги полiномiв Якобi, для яких справедливе
наступне зображення (див. [2])

YN (t) =

N∑

j=0

(
q−N ; q

)
j

(
qN+ν+1; q

)
j

(q; q)j (q
ν+1; q)j

(qt)j .

Отже,

fν(z)− [N − 1/N ]fν (z) =
z2N

QN(z)

〈 ∞∑

k=N

xkz
k−N , YN

〉
=

=
z2N

QN (z)
(〈xN , YN 〉+ εN (z)) .

Неважко переконатися, що εN (z) = o (〈xN , YN 〉), тому

fν(z)− [N − 1/N ]fν (z) =
z2N

QN (z)
〈xN , YN 〉 (1 + o(1)) =

=
z2N

QN (z)

1

c
(N)
N

〈YN , YN 〉 (1 + o(1)) =



50 А. П. Голуб, Н. М. Гаврилюк

=
z2N

c
(N)
N QN (z)

(1 − q)qN(ν+1)

1− q2N+ν+1

[
(q; q)N

(qν+1; q)N

]2
(1 + o(1)) .

Враховуючи формулу (5) i те, що

c
(N)
N =

(q−N ; q)N (qN+ν+1; q)N
(q; q)N (1− q)N

q−N(N+2ν−1)/2,

в результатi отримуємо

fν(z)− [N − 1/N ]fν (z) =

=
z2N(1 − q)2N+1 ((q; q)N )

4
qN(N+3ν) (1 + o(1))

((q−N ; q)N )
2
(qN+ν+1; q)N (qN+ν+1; q)N+1 ((q

ν+1; q)N )
2
,

що, як легко бачити, прямує рiвномiрно до нуля на кожному компактi
комплексної площини.

Зауваження 1. Апроксиманти Паде функцiї Eq вивчалися та-
кож в [4–6].
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