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Iнтеграл типу Кошi по прямiй в
тривимiрнiй гармонiчнiй алгебрi з
одновимiрним радикалом

In the paper we consider a certain analog of Cauchy type integral taking
values in a three-dimensional harmonic algebra with one-dimensional radi-
cal. We establish sufficient conditions for the existence of limiting values
of this integral on the straight line.

В роботi розглядається деякий аналог iнтеграла типу Кошi, що при-
ймає значення в тривимiрнiй гармонiчнiй алгебрi з одновимiрним ради-
калом. Встановлено достатнi умови iснування граничних значень цього
iнтеграла на прямiй.

1. Вступ. Всюди в роботi через C i R позначаються вiдповiдно
поле комплексних чисел i поле дiйсних чисел, а також їх геометричнi
моделi — комплексна площина i дiйсна вiсь комплексної площини.

В монографiях [1, 2] доведено iснування граничних значень iнте-
грала типу Кошi

1

2πi

∫
γ

φ(t)

t− ξ
dt , ξ ∈ C \ γ , (1)

за класичних умов: γ — замкнена гладка крива на комплекснiй пло-
щинi i функцiя φ : γ −→ C задовольняє умову Гельдера.

У випадку, коли γ — замкнена жорданова спрямлювана крива, в
роботi [3] отримано достатнi умови iснування на γ граничних значень
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iнтеграла (1) з внутрiшньої та зовнiшньої областей, обмежених кривою
γ. З використанням результату роботи [3], зокрема, було показано, що
за умови на криву γ (див. [4]):

sup
ξ∈γ

mes {t ∈ γ : |t− ξ| ≤ ε} = O(ε), ε → 0, (2)

де через mes позначено лiнiйну мiру Лебега на γ, i умови Дiнi
1∫

0

ωγ(φ, η)

η
dη < ∞, (3)

на модуль неперервностi функцiї φ : γ −→ C:

ωγ(φ, ε) := sup
t1,t2∈γ, |t1−t2|≤ε

|φ(t1)− φ(t2)|

iнтеграл (1) має граничнi значення в кожнiй точцi кривої γ (див. [5]).
У випадку, коли γ — дiйсна вiсь R, в монографiях [1, 2] доведе-

но iснування граничних значень iнтеграла (1) за умов, що функцiя
φ : R −→ C задовольняє умову Гельдера, має скiнченну границю φ(∞)
в нескiнченно вiддаленiй точцi, в околi якої задовольняє також нерiв-
нiсть

|φ(t)− φ(∞)| < c

| t |λ
, λ > 0 ,

де стала c не залежить вiд t.
Спираючись на результат роботи [5] i лему 3.3 з [6], можна ствер-

джувати iснування граничних значень iнтеграла (1) у випадку γ = R
за умов, що модуль неперервностi ωR(φ, ε) i локальний центрований
вiдносно точки ∞ модуль неперервностi

ωR,∞(φ, ε) = sup
τ∈R : |τ |≥1/ε

|φ(τ)− φ(∞)|

функцiї φ задовольняють умови Дiнi:
1∫

0

ωR(φ, η)

η
d η < ∞ ,

1∫
0

ωR,∞(φ, η)

η
d η < ∞ . (4)

В роботi [7] розглянуто аналог iнтеграла типу Кошi:

Φ(ζ) =
1

2πi

∫
Γ

φ(τ)(τ − ζ)−1 dτ (5)
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в тривимiрнiй гармонiчнiй алгебрi з двовимiрним радикалом у випад-
ку, коли крива Γ є плоскою i задовольняє умову вигляду (2), а модуль
неперервностi функцiї φ : Γ −→ R — умову вигляду (3). З урахуванням
структури дiльникiв нуля у вказанiй алгебрi показано, що iнтеграл (5)
визначений в двох необмежених цилiндричних областях, напрямною
спiльної межi яких є крива Γ, i встановлено iснування його граничних
значень на кривiй Γ по шляхах, якi, так би мовити, не дотикаються
межi областi поза площиною кривої Γ. При додаткових припущеннях
про функцiю φ в роботi [8] встановлено iснування граничних значень
iнтеграла (5) на усiй межi кожної з цилiндричних областей.

В цiй роботi розглядається iнтеграл (5) у тривимiрнiй гармонiчнiй
алгебрi з одновимiрним радикалом. Зазначимо, що у цiй алгебрi збiль-
шується кiлькiсть областей визначення iнтеграла (5) i ускладнюється
їх геометрiя, що пов’язано з ускладненням структури дiльникiв ну-
ля. Наприклад, у модельному випадку iнтегрування по прямiй, який
розглядається в роботi, таких областей 4, i граничнi значення на лiнiї
iнтегрування з кожної з цих областей знаходяться за рiзними форму-
лами.

2. Iнтеграл типу Кошi по "дiйснiй" прямiй в
тривимiрнiй гармонiчнiй алгебрi з одновимiрним
радикалом. Нехай A2 — тривимiрна комутативна банахова алге-
бра над полем C з базисом {I1, I2, ρ}, для елементiв якого виконуються
правила множення:

I1
2 = I1, I2

2 = I2, I1I2 = ρ2 = I1ρ = 0, I2ρ = ρ,

при цьому одиниця алгебри має розклад 1 = I1 + I2.
В алгебрi A2 розглянемо гармонiчний базис (див., наприклад, [6])

e1 = 1, e2 = iI1 + ρ, e3 = iI2.

Видiлимо в алгебрi A2 лiнiйну оболонку E3 := {ζ = xe1 + ye2+
+ze3 : x, y, z ∈ R} над полем R, породжену векторами вказаного гар-
монiчного базису {e1, e2, e3}.

Неперервна функцiя Φ: Ω −→ A2 називається моногенною в областi
Ω ⊂ E3, якщо Φ диференцiйовна за Гато у кожнiй точцi цiєї областi,
тобто якщо для кожного ζ ∈ Ω iснує елемент Φ′(ζ) алгебри A2 такий,
що виконується рiвнiсть

lim
ε→0+0

(Φ(ζ + εh)− Φ(ζ)) ε−1 = hΦ′(ζ) ∀h ∈ E3.
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Для функцiї φ : R → R визначимо функцiю в кожнiй точцi τ = te1
"дiйсної " прямої Γ := {τ = te1 : t ∈ R} ⊂ E3 тотожнiстю φ(τ) ≡ φ(t),
зберiгши для неї те ж саме позначення φ.

Надалi функцiя φ : R → R має скiнченну границю φ(∞) в нескiн-
ченно вiддаленiй точцi i задовольняє умови (4).

Розглянемо iнтеграл (5) по прямiй Γ з щiльнiстю φ : R −→ R, який
розумiється у сенсi його головного значення, тобто

Φ(ζ) ≡ 1

2πi

∫
Γ

φ(τ)(τ − ζ)−1 dτ :=
1

2πi
lim

N→+∞

N∫
−N

φ(t)(te1 − ζ)−1 dt, (6)

i є моногенною функцiєю в кожнiй з областей

Π1 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x+ iy ∈ D+, x+ iz ∈ D+},

Π2 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x+ iy ∈ D−, x+ iz ∈ D+},

Π3 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x+ iy ∈ D−, x+ iz ∈ D−},

Π4 := {ζ = xe1 + ye2 + ze3 : x+ iy ∈ D+, x+ iz ∈ D−},

в E3, де D+ i D− вiдповiдно верхня i нижня вiдносно дiйсної осi пiв-
площини комплексної площини.

Розглянемо також сингулярний iнтеграл в точцi ζ0 = ξe1, ξ ∈ R:

Φ0(ζ0)≡
1

2πi

∫
Γ

φ(τ)(τ−ζ0)
−1 dτ :=

1

2πi
lim

N→+∞
lim

ε→0+0

( ξ−ε∫
−N

+

N∫
ξ+ε

)
φ(t)

t− ξ
dt.

Визначимо евклiдову норму ∥a∥ :=
√
|ξ1|2 + |ξ2|2 + |ξ3|2 в A2 (тут

a = ξ1e1 + ξ2e2 + ξ3e3 i ξ1, ξ2, ξ3 ∈ C), для неї справедливi нерiвностi:

∥ab∥ ≤ c∥a∥∥b∥ ,

∥∥∥∥∥
∫
Γ

φ(τ)dτ

∥∥∥∥∥ ≤ c

∫
Γ

∥φ(τ)∥∥dτ∥ , (7)

де c — деяка абсолютна стала.
Лема. Нехай функцiя φ : R −→ R задовольняє умови (4). Якщо

точка ζ прямує до точки ζ0 ∈ Γ по кривiй γ, для якої iснує константа
m ≥ 0 така, що в кожнiй точцi ζ = xe1 + ye2 + ze3 ∈ γ виконується
нерiвнiсть

|y| ≤ m |z|, (8)
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то

lim
ζ→ζ0,ζ∈γ

∫
Γ

(
φ(τ)− φ(ζ0)

)
(τ − ζ)−1dτ =

∫
Γ

(
φ(τ)− φ(ζ0)

)
(τ − ζ0)

−1dτ.

Доведення. Позначимо ε := ∥ζ − ζ0∥ i розглянемо рiзницю∫
Γ

(
φ(τ)− φ(ζ0)

)
(τ − ζ)−1dτ −

∫
Γ

(
φ(τ)− φ(ζ0)

)
(τ − ζ0)

−1dτ =

=

∫
Γ2ε(ζ0)

(
φ(τ)−φ(ζ0)

)
(τ − ζ)−1dτ −

∫
Γ2ε(ζ0)

(
φ(τ)−φ(ζ0)

)
(τ − ζ0)

−1dτ+

+(ζ − ζ0)

∫
Γ\Γ2ε(ζ0)

(
φ(τ)− φ(ζ0)

)
(τ − ζ)−1(τ − ζ0)

−1dτ =: I1 − I2 + I3,

де Γ2ε(ζ0) := {τ ∈ Γ : ∥τ − ζ0∥ ≤ 2ε}.
Для оцiнки iнтеграла I1 виберемо на прямiй Γ точку ζ1 таку, що

∥ζ−ζ1∥ = min
τ∈Γ

∥τ−ζ∥. Тодi, використовуючи нерiвностi (7), отримуємо:

∥I1∥ =

∥∥∥∥∥
∫

Γ2ε(ζ0)

(
φ(τ)−φ(ζ1)

)
(τ −ζ)−1dτ +

(
φ(ζ1)−φ(ζ0)

)∫
Γ2ε(ζ0)

(τ −ζ)−1dτ

∥∥∥∥∥ ≤

≤ c

∫
Γ2ε(ζ0)

|φ(τ)− φ(ζ1)| ∥(τ − ζ)−1∥ ∥dτ∥+

+|φ(ζ1)− φ(ζ0)|

∥∥∥∥∥
∫

Γ2ε(ζ0)

(τ − ζ)−1dτ

∥∥∥∥∥ =: I ′1 + I ′′1 .

З леми 1.3 з [6] випливає рiвнiсть

(τ − ζ)−1 =
1

t− x− iy
I1 +

1

t− x− iz
I2 +

y

(t− x− iz)2
ρ (9)

для всiх ζ = x+ ye2+ ze3 ∈ Πk, k = 1, 4, i τ = te1. Iз спiввiдношень (8),
(9) випливає нерiвнiсть

∥(τ − ζ)−1∥ ≤ c(m)

min{|t− x− iy|; |t− x− iz|}
. (10)
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Враховуючи нерiвностi |t−x− iy| ≥ ∥τ−ζ1∥, |t−x− iz| ≥ ∥τ−ζ1∥,
а також нерiвнiсть (10), отримуємо:

∥I ′1∥ ≤ c(m)

∫
Γ2ε(ζ0)

|φ(τ)− φ(ζ1)|
min{|t− x− iy|; |t− x− iz|}

∥dτ∥ ≤

≤ c(m)

∫
Γ2ε(ζ0)

|φ(τ)− φ(ζ1)|
∥τ − ζ1∥

∥dτ∥ ≤ c(m)

4ε∫
0

ωR(φ, η)

η
dη → 0, ε → 0.

Для оцiнки iнтеграла I ′′1 розглянемо область D2ε(ζ0) := {τ =
= t1e1 + t2(e2 + e3) : t1,∈ R, t2 > 0, ∥τ − ζ0∥ ≤ 2 ε} в площинi {τ =
= t1e1 + t2(e2 + e3) : t1, t2 ∈ R} i ї ї межу ∂D2ε(ζ0) у вiдноснiй топологiї
цiєї площини. Тепер, враховуючи нерiвностi (7), (10), отримаємо:

∥I ′′1 ∥ ≤ ωR
(
φ, ∥ζ1 − ζ0∥

)∥∥∥∥∥
∫

Γ2ε(ζ0)

(τ − ζ)−1dτ

∥∥∥∥∥ =

= ωR
(
φ, ∥ζ1 − ζ0∥

)∥∥∥∥∥
∫

∂D2ε(ζ0)

(τ − ζ)−1dτ −
∫

∂D2ε(ζ0)\Γ2ε(ζ0)

(τ − ζ)−1dτ

∥∥∥∥∥ ≤

≤ ωR
(
φ, ∥ζ1−ζ0∥

)(
2π+c(m)

∫
∂D2ε(ζ0)\Γ2ε(ζ0)

∥dτ∥
min{|t− x− iy|; |t− x− iz|}

)
≤

≤ ωR(φ, 2ε)
(
2π + c(m)

1

ε
2πε
)

→ 0, ε → 0.

Оцiнка iнтеграла I2 проводиться подiбно оцiнцi iнтеграла I ′1:

∥I2∥ ≤ c

2ε∫
0

ωR(φ, η)

η
dη → 0, ε → 0.

Аналогiчно, враховуючи нерiвностi |t − x − iy| ≥ 1
2 ∥τ − ζ0∥,

|t− x− iz| ≥ 1
2 ∥τ − ζ0∥ при всiх τ ∈ Γ \ Γ2ε(ζ0), а також нерiвностi (7),

(10), оцiнюємо iнтеграл I3:

∥I3∥ ≤ c ε

∫
Γ\Γ2ε(ζ0)

|φ(τ)− φ(ζ0)| ∥(τ − ζ)−1∥ ∥(τ − ζ0)
−1∥ ∥dτ∥ ≤
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≤ c ε

∫
Γ\Γ2ε(ζ0)

|φ(τ)− φ(ζ0)|
∥τ − ζ0∥2

∥dτ∥ ≤ c ε

+∞∫
ε

ωR(φ, η)

η2
dη → 0, ε → 0,

Лему доведено.
Позначимо через Φ̂k(ζ0) при k = 1, 4 граничнi значення функцiї (6)

при прямуваннi точки ζ до точки ζ0 ∈ L по кривiй γ ⊂ Πk, для якої
iснує стала m така, що в кожнiй точцi ζ = x+ye2+ze3 ∈ γ виконується
нерiвнiсть (8).

Теорема. Нехай функцiя φ : R −→ R задовольняє умови (4). Тодi
iнтеграл (5) має граничнi значення Φ̂k(ζ0), k = 1, 4, в усiх точках
ζ0 ∈ Γ, якi задаються формулами:

Φ̂1(ζ0) = Φ0(ζ0) +
1

2
φ(ζ0) , Φ̂2(ζ0) = Φ0(ζ0)−

1

2
φ(ζ0)(I1 − I2),

Φ̂3(ζ0) = Φ0(ζ0)−
1

2
φ(ζ0) , Φ̂4(ζ0) = Φ0(ζ0) +

1

2
φ(ζ0)(I1 − I2),

Доведення. Подамо iнтеграл (6) у виглядi

1

2πi

∫
Γ

φ(τ)(τ − ζ)−1dτ =

=
1

2πi

∫
Γ

(φ(τ)− φ(ζ0))(τ − ζ)−1dτ +
φ(ζ0)

2πi

∫
Γ

(τ − ζ)−1dτ .

Тепер твердження теореми є наслiдком леми i рiвностi

∫
Γ

(τ − ζ)−1dτ =


πi при ζ ∈ Π1,
−πi(I1 − I2) при ζ ∈ Π2,
−πi при ζ ∈ Π3,
πi(I1 − I2) при ζ ∈ Π4,
0 при ζ ∈ Γ.
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