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Про стiйкiсть сингулярного iнтеграла
Кошi вiдносно збурення кривої
iнтегрування

In the paper we obtain a Zygmund type rate for a value deflection of
singular Cauchy integral on a rectifiable curve with respect to a curve
perturbation.

В роботi отримано оцiнку типу оцiнки Зiгмунда для вiдхилення зна-
чень сингулярного iнтеграла Кошi по спрямлюванiй кривiй при збу-
реннi кривої iнтегрування.

1. Вступ. Добре вiдомо, що сингулярний iнтеграл Кошi, за допо-
могою якого виражаються граничнi значення iнтегралу типу Кошi,
вiдiграє важливу роль при розв’язаннi крайових задач теорiї аналiтич-
них функцiй, що мають рiзноманiтнi застосування в механiцi i мате-
матичнiй фiзицi (див., наприклад, [1 — 9]). При розв’язаннi обернених
крайових задач, задач з вiльними границями, при дослiдженнi корект-
ностi постановки задач принциповою є проблема стiйкостi розв’язкiв
при рiзноманiтних збуреннях (див. [1, 8, 10 — 14]).

В роботi [15] отримано оцiнку вiдхилення значень сингулярного iн-
теграла Кошi з гельдеровою щiльнiстю у випадку замкненої гладкої
кривої iнтегрування при певних збуреннях кривої. В роботi [16] для
таких же збурень кривої iнтегрування дослiджено стiйкiсть iнтеграла
типу Кошi по розiмкненiй гладкiй кривiй.

В данiй роботi при збуреннях того ж типу, що i в роботах [15, 16],
дослiджується стiйкiсть сингулярного iнтеграла Кошi, щiльнiсть якого
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належить бiльш широкому, нiж в [15], класу функцiй, що задовольня-
ють умову Дiнi, а крива iнтегрування є замкненою жордановою спрям-
люваною (взагалi кажучи, негладкою) кривою, яка задовольняє умову
Салаєва – Давiда (див. [17, 18]).

2. Позначення i постановка задачi. Нехай Γ — замкнена
жорданова спрямлювана крива на комплекснiй площинi C, яка задо-
вольняє умову Салаєва – Давiда (див. [17, 18])

θ(ε) = O(ε), ε → 0, (1)

де θ(ε) := sup
z∈Γ

θz(ε), θz(ε) := mes {t ∈ Γ : |t− z| ≤ ε} i mes — лiнiйна

мiра Лебега на Γ.
Нехай замкнена жорданова спрямлювана крива Γδ := {ξ ∈ C :

ξ = t + δ(t), t ∈ Γ}, яка теж задовольняє умову виду (1), отримана в
результатi збурення δ(t) кривої Γ, причому вiдображення ξ = t + δ(t)
мiж точками t ∈ Γ i ξ ∈ Γδ є взаємно однозначним.

Як i в роботах [15, 16], будемо припускати, що функцiя δ : Γ −→ C
належить банахову простору C1(Γ) неперервно диференцiйовних на Γ
функцiй з нормою

∥δ∥1 := max
t∈Γ

|δ(t)|+max
t∈Γ

|δ′(t)| .

Нехай на кривих Γ i Γδ задана неперервна функцiя φ : Γ∪Γδ −→ C,
модуль неперервностi якої

ωφ(ε) := sup
t1,t2∈Γ∪Γδ, |t1−t2|≤ε

|φ(t1)− φ(t2)|

задовольняє умову Дiнi

1∫
0

ωφ(η)

η
dη < ∞ . (2)

Тодi iснує так званий зведений сингулярний iнтеграл Кошi

(Sφ)Γ(z) :=
1

πi

∫
Γ

φ(t)− φ(z)

t− z
dt , z ∈ Γ , (3)

за допомогою якого виражаються граничнi значення iнтеграла типу
Кошi (див. [19]).
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У точцi ζ = z+δ(z) ∈ Γδ, яка є вiдповiдною точцi z ∈ Γ, розглянемо
зведений сингулярний iнтеграл Кошi

(Sφ)Γδ(ζ) :=
1

πi

∫
Γδ

φ(ξ)− φ(ζ)

ξ − ζ
dξ =

=
1

πi

∫
Γ

(
φ
(
t+ δ(t)

)
− φ

(
z + δ(z)

))(
1 + δ′(t)

)
t+ δ(t)− z − δ(z)

dt .

Метою даної роботи є встановлення оцiнки вiдхилення∣∣∣(Sφ)Γδ(ζ)− (Sφ)Γ(z)
∣∣∣

зведеного сингулярного iнтеграла Кошi (3) при збуреннi δ(t) кривої
iнтегрування Γ.

3. Оцiнка вiдхилення сингулярного iнтеграла Ко-
шi.

Теорема. Нехай замкненi жордановi спрямлюванi кривi Γ, Γδ за-
довольняють умови виду (1) i ∥δ∥1 ≤ ε, а модуль неперервностi фун-
кцiї φ : Γ ∪ Γδ → C задовольняє умову (2). Тодi справедлива оцiнка∣∣∣(Sφ)Γδ(ζ)− (Sφ)Γ(z)

∣∣∣ ≤
≤ c

ε

2d∫
0

ωφ(η)

η(η + ε)
dη +

(
ωφ(ε) + ε max

ξ∈Γδ
|φ(ξ)|

)
ln

2d

ε

 , (4)

ζ = z + δ(z), ∀ z ∈ Γ ,

де d — дiаметр кривої Γ, а стала c залежить лише вiд сталих в
умовах виду (1) на кривi Γ, Γδ.

Доведення. Не зменшуючи загальностi, вважаємо, що ε ≤ d/5 . Роз-
глянемо рiзницю

(Sφ)Γδ(ζ)− (Sφ)Γ(z) =

=

∫
Γ3ε(z)

φ(t)− φ(z)

t− z
dt−

∫
Γ3ε(z)

(
φ
(
t+ δ(t)

)
− φ

(
z + δ(z)

))(
1 + δ′(t)

)
t+ δ(t)− z − δ(z)

dt+
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+

∫
Γ\Γ3ε(z)

(
δ(t)− δ(z)

)(
φ(t)− φ(z)

)
(t− z)

(
t+ δ(t)− z − δ(z)

) dt−

−
∫

Γ\Γ3ε(z)

φ
(
t+ δ(t)

)
− φ(t) + φ(z)− φ

(
z + δ(z)

)
t+ δ(t)− z − δ(z)

dt−

−
∫

Γ\Γ3ε(z)

(
φ
(
t+ δ(t)

)
− φ

(
z + δ(z)

))
δ′(t)

t+ δ(t)− z − δ(z)
dt =: I1 − I2 + I3 − I4 − I5 ,

де Γ3ε(z) := {t ∈ Γ : |t− z| ≤ 3ε} .
Iнтеграл I1 оцiнюється з урахуванням умови (1) так, як вiдповiдний

iнтеграл при доведеннi теореми 1 з [20]:

|I1| ≤
∫

[0,3ε]

ωφ(η)

η
dθz(η) ≤

6ε∫
0

θz(η)ωφ(η)

η2
dη ≤ c

6ε∫
0

ωφ(η)

η
dη ≤

≤ c ε

6ε∫
0

ωφ(η)

η(η + ε)
dη .

Тут i далi в доведеннi через c позначено сталi, якi залежать лише
вiд сталих в умовах виду (1) на кривi Γ, Γδ i значення яких, взагалi
кажучи, є рiзними навiть в межах одного ланцюжка нерiвностей.

Позначимо ξ := t + δ(t). Враховуючи спiввiдношення |ξ − ζ| =
= |t + δ(t) − z − δ(z)| ≤ |t− z|+ |δ(t)|+ |δ(z)| ≤ 5ε для всiх t ∈ Γ3ε(z),
подiбно до оцiнки iнтеграла I1 отримуємо

|I2| ≤
∫

Γδ
5ε(ζ)

|φ(ξ)− φ(ζ)|
|ξ − ζ|

|dξ| ≤ c ε

10ε∫
0

ωφ(η)

η(η + ε)
dη .

З урахуванням спiввiдношень

|t+ δ(t)− z − δ(z)| ≥ |t− z| − 2ε ≥ |t− z|/3 ∀ t ∈ Γ \ Γ3ε(z) (5)
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i умови (1) оцiнимо I3 так, як вiдповiдний iнтеграл при доведеннi те-
ореми 1 з [20]:

|I3| ≤ 6ε

∫
Γ\Γ3ε(z)

|φ(t)− φ(z)|
|t− z|2

|dt| ≤ c ε

2d∫
ε

ωφ(η)

η2
dη ≤ c ε

2d∫
ε

ωφ(η)

η(η + ε)
dη .

Враховуючи спiввiдношення (5), у такий же спосiб оцiнюємо iнте-
грали I4, I5:

|I4| ≤ 6ωφ(ε)

∫
Γ\Γ3ε(z)

|dt|
|t− z|

≤ c ωφ(ε) ln
2d

ε
,

|I5| ≤ 6 ε max
ξ∈Γδ

|φ(ξ)|
∫

Γ\Γ3ε(z)

|dt|
|t− z|

≤ c ε max
ξ∈Γδ

|φ(ξ)| ln 2d

ε
.

Теорему доведено.
Наслiдок. Якщо за умов теореми функцiя φ є гельдеровою, тоб-

то
ωφ(ε) = O(εα) , ε → 0, α ∈ (0, 1] ,

то∣∣∣(Sφ)Γδ(ζ)− (Sφ)Γ(z)
∣∣∣ ≤ c εα ln

2d

ε
, ζ = z + δ(z), ∀ z ∈ Γ , (6)

де стала c не залежить вiд ε.
Зауважимо, що у порiвняннi з оцiнкою Зiгмунда для модуля непе-

рервностi зведеного сингулярного iнтеграла Кошi (Sφ)Γ (див. [17, 20])
в оцiнцi (4) присутнiй член, в якому мiститься логарифм. З наслiдку
випливає, що у випадку гельдерових функцiй φ цей член стає головним
членом оцiнки. Оцiнка (6) є точною за порядком, що пiдтверджується
наведеним нижче прикладом кривих Γ, Γδ i функцiї φ.

В роботi [15] встановлено, що у випадку замкненої гладкої кривої
Γ вiдхилення значень сингулярного iнтеграла Кошi, щiльнiсть якого
є гельдеровою з показником α ∈ (0, 1), при такому ж збуреннi δ, як i
в умовах наслiдку, в свою чергу, є гельдеровим з показником α′ < α.
Тепер стає очевидним, що вiдповiдна оцiнка роботи [15] за порядком
не є точною.

4. Точнiсть оцiнки. Наведемо приклад кривих Γ, Γδ i функцiї
φ, для яких оцiнка (6) є точною за порядком.
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Нехай крива Γ є об’єднанням чотирьох вiдрiзкiв: Γ1, який сполучає
точки −1 i 1; Γ2, який сполучає точки 1 i 1 + i; Γ3, який сполучає
точки 1 + i i −1 + i; Γ4, який сполучає точки −1 + 1 i −1.

Нехай при 0 < ε < 1/2 крива Γδ є об’єднанням чотирьох вiдрiзкiв,
якi послiдовно сполучають точки −1+iε, 1+iε, 1+i, −1+i i −1+iε.

При α ∈ (0, 1] розглянемо наступну функцiю:

φ(t) =



0 при t ∈ Γδ ,
−εα при t ∈ Γ1 : −1 ≤ t < −ε ,
−|t|α при t ∈ Γ1 : −ε ≤ t < 0 ,
tα при t ∈ Γ1 : 0 ≤ t ≤ ε ,
εα при t ∈ Γ1 : ε < t ≤ 1 ,
εα−1(ε− Im t) при t ∈ Γ2 : 0 < Im t < ε ,
−εα−1(ε− Im t) при t ∈ Γ4 : 0 < Im t < ε .

Тодi (Sφ)Γδ(ζ) ≡ 0 на Γδ i c1 ε
α ln 1

ε ≤ |(Sφ)Γ(0)| ≤ c2 ε
α ln 1

ε для
всiх ε ∈ (0, 1/2), де сталi c1, c2 не залежать вiд ε , що i доводить
точнiсть за порядком оцiнки (6).
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